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CZĘŚĆ I 

I Przedmowa i wstęp do Wstępu 

Przedstawiony tekst to notatki części cyklu wykładów wygłoszonych 
przez pierwszego z autorów w Instytucie Matematyki Uniwersytetu War-
szawskiego w roku 1987/1988. Drugi z autorów był wtedy studentem, 
słuchaczem tych wykładów i on jest głównym redaktorem tego tekstu. 

Wykład składał się z dwóch części: 
1. Ogólnej dotyczącej klasycznej części teorii iteracji funkcji wy-

miernych z czasów Julii i Fatou oraz zastosowanie teorii przekształceń 
kwazikonforemnych w Twierdzeniu Dennisa Sullivana o nieistnieniu dzie-
dzin błądządzych i oszacowaniu liczby orbit dziedzin okresowych. 

2. Dotyczącej iteracji wielomianów kwadratowych - teorii Dou-
ady'ego-Hubbarda geometrii zbiorów Julii i zbioru Mandelbrota. 

Przedstawiony tekst dotyczy tylko części 1, i to też z dużymi lukami. 
W ostatnich latach pojawiło sie kilka nowych podręcznikowych tekstów 
dotyczących podstaw teorii iteracji funkcji wymiernych [Beardon, Car-
leson, Milnor]. Uznaliśmy jednak, że nasz tekst mimo już paroletniego 
leżenia na półce nadal może jeszcze być pożyteczny nawet w formie nie-
kompletnej i postanowiliśmy go udostępnić czytelnikom w postaci tego 
skryptu. 

W teorii iteracji funkcji wymiernych klasyfikuje się punkty sfery Rie-
manna C w zależności od zachowania się ich trajektorii. Jeśli f oznacza 
przekształcenie wymierne (iloraz dwóch wielomianów) to chodzi o tra-
jektorie w przód z, f(z), f2(z),... gdzie fn oznacza złożenie η razy prze-
kształcenia / : fn = f o f o f o ... o f. Popularnym obiektem badań jest 
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zbiór Julii: 
J(f) := { z ∈ C dla każdego otoczenia U punktu z ciąg iteracji fn\u 

nie jest normalny w sensie Montela} 

Podstawy tej teorii stworzyli na początku XX wieku matematycy 
francuscy Gaston Julia i Pierre Fatou. Jednak do lat 70-tych teoria ta 
była mało znana i uważana za nudną. 

Za to w ciągu ostatnich 15 lat uzyskano wiele pięknych rysunków 
zbiorów Julii przy użyciu komputerów. Dzięki temu między innymi stara 
teoria odżyła i dokonano w niej dużych postępów. 

Na ogół zbiór Julii ma niezwykły "fraktalny" kształt: jego wymiar 
Hausdorffa jest większy niż wymiar topologiczny jego dowolnie małe frag-
menty są podobne do dużych (własność samopodobieństwa). 

Innym popularnym zbiorem, tym razem w zbiorze parametrów jest 
tzw. zbiór Mandelbrota M. Oznaczmy fc(z) = z2 + c. Definiujemy 

Μ = {c ∈ Ć : fnc (0) ∞} 

Z tym zbiorem związanych jest wiele nadal nie rozwiązanych problemów, 
na przykład nie wiadomo czy miara Lebesgue'a w wymiarze 2 brzegu Μ 
jest dodatnia czy nie i nie wiadomo czy ten brzeg jest lokalnie spójny. 
Ciekawe, że dla wielu parametrów zbiór Julii dla fc jest podobny do 
zbioru Mandelbrota w otoczeniu tego parametru c. 
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DODATKI 

Dodatek 1. Automorfizmy dysku Poincare'go: 
podstawowe definicje. 

Sfera Riemanna C to płaszczyzna zespolona C uzupełniona punk-
tem w oo ze strukturą holomorficzną daną przez mapy hi, h2 : C —• C, 
h\(z) = z,h.2(z) = l/z. Standardowa metryka Riemanna na C to prze-
niesiona przez hi, i = 1,2 metryka euklidesowa na C podzielona przez 
funkcję (1 -I- \z\2)2 to znaczy dla v, w Ε TzC 

(υ, w) = (Re(v) Re(w) + Im(v) Im(u/))/(l + \z\2)2 

(h2 oh~l jest izometrią w tej metryce.) 
Grupą Móbiusa nazywamy grupę wszystkich przekształceń sfery Rie-

manna generowanych przez inwersje względem okręgów i symetrie wzglę-
dem prostych w C. Oznaczmy ją przez Moeb2. Grupę wszystkich elemen-
tów Moeb2 zachowujących orientację będziemy oznaczać przez Moeb^. 
Można sprawdzić, że 

Moebt = i z H a Z ^ a,6,c,d 6 C, ad - bc φ ()} 
L cz + d J 

Te przekształcenia stanowią grupę wszystkich holomorficznych au-
tomorfizmów C. Nazywa się je homografiami. Można teraz wyróżnić w 
Moeb2 i MoebJ podgrupy A i odpowiednio A+ elementów zachowujących 
dysk jednostkowy D = {z € C : |z| < 1}. Są to odpowiednio wszystkie 
przekształcenia będące złożeniami inwersji względem okręgów prostopa-
dłych do okręgu jednostkowego <9D = {|z| = 1} lub hoinografie postaci 
Λ , |a| < 1, |λ| = 1, tak zwane przekształcenia Blaschke. Są to dokład-
nie wszystkie konforemne, odpowiednio holomorficzne, automorfizmy D. 
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