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PRZEDMOWA.

Przedmiotem dzielka tego jest najelementarniejszy dzial
arytmetyki teoretycznej. Nie nalezaloby jednak wywniosko-
waé z tego, ze podrecznik ten ma sluzyé do pierwszego obe-
znania si¢ z poczatkami arytmetyki. Dzielko to przeznaczone
jest, w pierwszym rzedzie, dla przyszlych nauczycieli mate-
matyki i cel jego polega na wylozeniu zasad teoryi liczb cal-
kowitych w tak $cisle naukowej postaci, aby teorya ta mogla
zadosé uczyni¢ wymaganiom zawodowego matematyka.

Mojem zdaniem Scisle naukowa posta¢ wspomnianej teoryi,
jak 1 kazdej innej teoryi matematycznej, wykracza czedciowo
ponad poziom, do ktérego mozna wzniesé si¢ przy nauczaniu
w zakladach $rednich. Z tej przyczyny omawiam w ostatnim
rozdziale te zmiany, ktére nalezaloby wprowadzié¢ do teoryi
wylozonej w rozdzialach poprzedzajacych, azeby uzyskaé teo-
rye przystgpng dla uczniéw najwyzszych klas gimnazyalnych.

Czytelnik, ktéry pragnalby blizej obeznaé si¢ z nowocze-
snemi badaniami z zakresu podstaw analizy, do ktérych oczy-
wiscie nalezy zasady teoryi liczb calkowitych, znajdzie odno-
$ne wskazéwki bibliograficzne w dziele nastgpujgcem: Stolz
u. Gmeiner, Theoretische Arithmetik, Leipzig, 1900.

Spelniam mily obowigzek, skladajage wyrazy wdzigeznodei
Akademii Umiejetnodei w Krakowie za wydanie tego dzielka.

Winienem takze wyrazié uprzejme podzigkowanie p. J6-
zefowi Rydlowi za cenng pomoc udzielong mi przy prowa-
dzeniu korekty.

S. Zaremba.

Krakéw 21 listopada 1907.
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I. Podstawy teoryi liczb catkowitych.

§ 1. Nazwa galezi wiedzy, ktérg zamierzamy wylozyé,
wskazuje na to, ze badamy w niej przedmioty zwane liczbami
calkowitemi. Winniémy dodaé, ze teorya liczb jest nauks de-
dukeyjng i jako taka nie opiera si¢ na Zadnych do$wiadeze-
niach albo spostrzezeniach, lecz wylgcznie na pewnych poje-
ciach, powstalych po za jej ramami, oraz na pewnych orzecze-
niach, tak zwanych aksyomatach, najzupelniej pewnych, ale
przyjetych bez dowodu. Tresé teoryi liczb, zaréwno jak tresé
kazdej innej nauki dedukeyjnej, polega na tworzeniu szeregu
poje¢ drogg definicyi i na uzasadnienin drogg rozumowania
pewnych prawd, zwanych twierdzeniami albo wnioskami; wy-
razu ,wniosek“ uzywamy zamiast wyrazu ,twierdzenie“ w przy-
padkach, kiedy pragniemy polozyé¢ nacisk na te okolieznosé,
Ze rozwazane orzeczenie w bardzo blizkim znajduje sig
zwigzku z ostatniem twierdzeniem uzasadnionem poprzednio.
Blizsze okreglenie teoryi liczb nie jest na razie ani mozZebne
ani pozadane.

Jedna z najwazniejszych cech poprawnego wykladu nauki
dedukeyjnej polega na wyraznem uwidocznieniu jej podstaw
a wiee pojeé, zaczerpnigtych po za jej ramami, i aksyomatéw
jej wlasciwych, czyli nie nalezgeych do ukladu pojeé i aksyo-
matdw, stanowigeych kompleks ogdélnych warunkdéw popraw-
nego mysélenia. Bledem byloby jednak mysleé¢, Ze pojecia
i aksyomaty, wlasciwe majacej byé wyloZonej nauce, winne
byé podane w postaci wykazu na czele wykladu. Urzeezy-
wistnienie tego byloby najczeseiej niepodobienstwem, albowiem
samo wyslowienie aksyomatéw wymaga zwykle pojgé 1 wy-
razen, ktére tylko stopniowo mogg byé wprowadzane.

St. Zaremba. 1
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Po tyeh wyjasnieniach nie wyda sig dziwng czytelnikowi
ta okoliczno$é, ze rozdzial obeeny zawieraé bedzie, précz wla-
$ciwych podstaw teoryi liezb calkowitych, szereg definicyi
1 twierdzen.

§ 2. Czem jest liczba calkowita? Pojgcie liczby calkowitej
nie nalezy do pojeé konstruowanych drogg definicyi, lecz jest
samo jednem z elementéw zasadniczych, z ktérych wytwa-
rzamy inne pojecia. Zapewne mozemy zastanawiaé si¢ nad
genezy pojecia liezby calkowitej, ale badania tego rodzaju,
ktore zreszty naleza do teoryi poznania a nie do teoryi liczb,
nie stanowia bynajmniej konstrukeyi omawianego pojecia.
Oczywiscie mozZna takzZe, przez stworzenie stosownych warun-
kéw, ulatwié dziecku nabycie pojecia liezby calkowitej, ale
na tem polega nie konstrukeya pojecia liczby, lecz jedno
z zadan pierwszego okresu wychowania. Poniewaz za$ dzietko
to przeznaczamy dla oséh, ktére juz wyszly z tego pierwszego
okresu wychowania, przeto pojecie liczby calkowitej uwazaé
bedziemy za juz nabyte.

Skoro przedmiotem badan naszych majg byé¢ liczby cal-
kowite (dla skrécenia uzywaé bedziemy niekiedy wyraz
pliezba“ w znaczeniu ,liczba calkowita®), winniSmy oczy-
wiscie zastanowié si¢ nad sprawg nazywania i oznaczania liczb
calkowitych.

Jezeli pomyslana liczba uwazang jest za co$ oznaczonego,
nie ze wzgledu na jej wartodé, ale ze wzgledu na zwigzki,
w ktérych ona znajduje si¢ z innymi jakiemikolwiek elemen-
tami, to oznaczamy ja przez dowolnie przyjety symbol, naj-
czesciej przez jaka$ litere, nadmieniajae jednoczednie wyraznie,
ze taki to symbol ma oznaczaé taks to liczbg. Jezeli na przy-
klad checemy oznaczyd liczbe mieszkaneéw pewnego miasta, to
mozemy ofwiadezyé, ze taki to symbol, powiedzmy litera «,
oznacza¢ bgdzie w naszych rozwazaniach wspomniang liczbg. Na-
lezy jednak podniesé, ze omdwiona postaé sprawy oznaczania
liezb nie nalezy do wladciwej teoryi oznaczania liczb, lecz raczej
do ogdlnej teoryi wyslowiania sig, albowiem wymieniony spo-
séb zalatwienia tej sprawy wynika z tej ogélnej zasady, iz
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kazdy pomyslany przedmiot moZzemy oznaczy¢ przez dowolnie
przyjety symbol. Zadanie wladciwej teoryi oznaczania liczb,
czyli teoryi numeracyi, polega na ustawieniu takiego ukladu
definicyi, z ktérego nazwa i symbol kazdej, pod wzgledem
wartosei oznaczonej liczby, wynikalyby juz bez wprowadze-
nia zadnej nowej definieyi. Zeby odréini¢ rzeczone nazwy
i symbole liczb od innyech nazw i symboléw tych elementéw,
nazw i symboléw przypadkowy charakter majacych, nadajemy
omawianym nazwom i symbolom miano nazw i symboléw
specyficznych 1). WyraZenie ,numeracya“ oznacza uklad de-
finicyi, okreslajgey nazwy i symbole specyficzne liczb cal-
kowitych.

Zalatwienie sprawy numeracyi wymaga pewnego obezna-
nia si¢ z teorys liczb. Zdawaloby si¢ wige, Ze znajdujemy sie
wobec kola blednego. Tak jednak nie jest, albowiem kazdg
pomyslang liczbe calkowita moZemy zrozumiale oznaczyé, okre-
slajac taki uklad jakichkolwiek przedmiotéw, ktéry zawie-
ralby ich tyle, ile wynosi pomyslana liczba. Przechodzimy
wige natychmiast do ustawienia podstaw teoryi liezb calko-
witych, odkladajge sprawg numeracyi na pdézniej.

§ 3. Zakladamy, ze liczbe, ktérej nazwg specyficzng jest
“ wyraz ,jeden“, poznaliémy juz po za ramami teoryi liczb cal-
kowitych. ;

Def. I. Symbol nastepujacy:

1

zwany jedynks, przyjmujemy za symbol specyfiezny liczby
jeden,

Def. Il. Orzeczenie, iz liczba przedmiotéw sprawdzajacych
pewne warunki, jest liczba, ktdrej nazwsg specyficzng jest
,zéro‘, uwazamy jako wyrazajace to samo, co orzeczenie naste-
pujace: nie istnieje Zaden przedmiot sprawdzajacy rozwazane

1) Na przyklad, wedle zwyklej terminologii wyraz ,pieé* i symbol b
stanowia nazwe i symbol specyficzne na normalna liczbe paleow u reki
ludzkiej.

1*
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warunki; za symbol specyficzny liczby zero przyjmujemy
symbol nastepujaey:
0.

Na podstawie ogélnych zasad wyslawiania si¢ wyraz ,zbiér“
oznacza og6l przedmiotéw sprawdzajacych pewien uklad wa-
runkéw; ten uklad warunkéw stanowi okreslenie zbioru. Po-
niewaZ orzeczenie ksztaltu nastepujacego: ,liczbg przedmiotéw
nalezgeych do pewnego zbioru (z) jest pewna liczba a“, wy-
raza W rzeczywistosci pewns wlasnoéé okreélenia zbioru (2),
a nie pewng wlasno$é przedmiotéw do zbioru (2) nalezgcych,
przeto orzeczenie takie nie jest pozbawione tresci nawet w ra-
zie, kiedy liczbg a jest liczba zero; w tym przypadku szcze-
gbélnym, na podstawie def. ILI, rozwazane orzeczenie opiewa,
ze nie istnieje zaden przedmiot sprowadzajgcy warunki stano-
wigee okreslenie zbioru.

Def. Ill. Wynikiem dodania jednesci do oznaczonej liczby
calkowitej a nazywamy liczbe przedmiotéw, ktdérg zawieralby
zbiér, uzyskany przez dolgczenie jednego nowego przedmiotu
do zbiorn, zawierajgcego juz tyle przedmiotéw, ile wynosi
liczba a.

Def. IV. Wynik dodania jednodci do liczby ecalkowitej,
oznaczonej przez jakikolwiek symbol a, przedstawiamy przez
symbol

a1,
ktéry czytamy: a wigeej jeden.

Aks. |. Kazdej liczbie calkowitej odpowiada jedna i tylko
jedna liczba, stanowigca wynik dodania jednosei do pierwszej.

Aks. ll. Wynikiem dodania jednosei do zera jest liczba
jeden.

Def. V. Ciggiem nazywamy wszelki zbiér przedmiotéw
nastgpujacych po sobie w oznaczonym porzgdku. Przedmioty,
z ktérych ciag sklada sig, zowia si¢ jego elementami. Nume-
rem porzagdkowym oznaczonego elementu E oznaczonego ciagu
(C) nazywamy wynik dodania jednosci do liczby elementéw,
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poprzedzajageych w tym ciggu element K. Jezeli w pewnym
ciggu (C) pewien element E nastepuje bezposrednio po pe-
wnym innym elemencie E’, albo poprzedza bezposrednio ten
element, to elementy £ i £’ zowig si¢ elementami sgsiednimi
w ciggu (C).

Uwaga. Na podstawie definicyi poprzedzajacej i Aks. II
numerem porzagdkowym pierwszego elementu jakiegokolwiek
ciggu jest liczba jeden.

Aks. lll. Zbiér liczb calkowitych mozemy pomysle¢ w po-
staci ciagu, ktérego pierwszym elementem jest liczba zero,
a kazdym dalszym, wynik dodania jednosei do liezby stano-
wigcej element poprzeprzedzajacy bezpodrednio. element roz-
wazany.

Def. VI. Ciag rozwazany w aksyomacie poprzedzajgcym
zwie si¢ ciggiem naturalnym liczb calkowitych.

Aks. IV. Kazda liczba calkowita, uwazana jako element
ciggu naturalnego liczb calkowitych, jest liczbs odmienng od
kazdej liczby calkowitej, stanowigcej inny element tego ciggu.
W innych wyrazach: w ciggu naturalnym liczb calkowitych
zadna liczba nie powtarza sie.

§ 4. Def. VIl Jezeli istnieje jedna tylko liczba catkowita,
sprawdzajaca pewien warunek albo pewien uklad warunkéw
(4), jezeli ta sama okolicznos$é zachodzi co do pewnego innego
warunku albo ukladu warunkdéw (B), jezeli nadto ta sama
liezba calkowita sprawdza warunki (4) i (B), to fakt ten wy-
razamy orzekajge, Ze liczby sprawdzajgce warunki (4) i (B)
sg sobie réwne. Symbolicznem wyrazeniem réwnosei pewnych
liczb a i b jest kazdy z nastepujgcych ukladéw symboléw:

a——=b1b-—a

Kazdy z takich ukladéw symboléw zwie si¢ réwnoseis.

Aks. V. Jezeli pewne orzeczenie o liczbach calkowitych,
nalezacych do pewnego zbioru (2) jest sluszne, to sluszne jest
takze kazde orzeczenie, wynikajgce z orzeczenia rozwazanego
przez zastapienie ktérychkolwiek z liczb zbioru (2) odpowie-
dnio przez liczby tym liczbom réwne.

/
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Tw. L. Jezeli oznaczymy przez a, b i ¢ liczby sprawdza-
jace réwnosei nastepujgce:

4) i

i i
(B) ¢ =a,

to liczby a i ¢ sprawdzaé begda réwnosé:

(@) b=

Dowdéd. Réwnosé (C) jest orzeczeniem, w ktére przechodzi
orzeczenie, stanowigce réwnosé (B) przez zastgpienie w niej
liczby ¢ przez réwng jej, na podstawie réwnosei (4), liezbe b.
Whnosimy stad, na podstawie aks. poprzedzajacego, ze réw-
nosci (4) i (B) pociagaja za sobg réwnosé (C), co bylo do
okazania.

Def. VIll. Jezeli, w ciagu naturalnym liczb calkowitych
pewna liczba a poprzedza posrednio lab bezposrednio pewng
liczbe b, to okolicznosé te wyslawiamy ktérymkolwiek z orze-
czen nastgpujyeych: liezba @ mniejsza jest od liczby 6“ albo
sliczba b wigksza jest od liczby a“.

Orzeczenia te wyrazamy symbolicznie odpowiednio w spo-
s6b nastepujgey:

G <bib=a

Takie uklady symboléw zwg si¢ nierénosciami.

Tw. Il. Jezeli pewna liczba « i pewna inna liczba b nie
s3 sobie réwne, to jedna z nich zawsze mniejszg jest od
drugiej.

Dowdd. Istotnie kazda z liezb a i b (aks. III, def. VI
i aks. IV) stanowié¢ bedzie pewien jeden i tylko jeden z ele-
mentéw ciggu naturalnego liczb calkowitych. Poniewaz za$
liczby te nie sg sobie réwne, przeto beds one stanowié¢ pewne
odmienne od siebie elementy ciggu naturalnego liezb calko-
witych. Zatem pewna jedna z tych liczb poprzedzaé bedzie
drugg i, z tej przyezyny, bedzie od niej mniejsza, co bylo
do okazania.
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Tw. lll. Jezeli liczby catkowite a, b i ¢ sprawdzajg nie-
réwnosei:
a<<b

b<ec,

to liezby a 1 ¢ sprawdzajg nierédwno$é nastepujacy:

a < ¢

Dowéd. W ciggu naturalnym liczb calkowitych liczba a,
jako poprzedzajgca (def. VIII) liczbe b, ktéra znowu poprze-
dza liczbe ¢, poprzedza¢ bedzie liczbe c. Zatem (def. VIII)
mamy

a<c,

co bylo do okazania.

Tw. IV. Jezeli liczby calkowite a, b i ¢ sprawdzajg zwigzki
nastepujgce:
(4) g—0

(B) b=
to liczby a i ¢ sprawdzajg zwigzek nastepujgcy:

(©) a4 <6

Dowdéd. Wszelka nieréwnosé jest symboliczng formg pe-
wnego zdania. Z drugiej strony nieréwnosé (C) wynika z nie-
- réwnosei (B), zastgpujac w tej ostatniej liczbe b przez liczbe a,
réwng jej na mocy réwnosei (4). Poniewaz nieréwnosé (B)
zachodzi istotnie, przeto (aks. V) nieréwno$é (C) takie nieza-
wodnie zachodzi. Co bylo do okazania.
Tw. V. Jezeli liczby calkowite a, b i ¢ sprawdzaja zwigzki
nastepujace:
a<<b
bi=—.¢

to liezby a i ¢ sprawdzaja zwigzek nastepujacy:

a—="0
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Dowdd twierdzenia tego jest calkiem analogiezny do do-
wodu twierdzenia poprzedzajgcego.

Def. IX. Jezeli oznaczymy przez a i b pewne liczby cal-
kowite, to kazdy z nastepujgeych dwdch ukladéw symboléw:

g =bbi>=q

uwazamy za symboliczne wyraZenie nastepujgeyeh, réwnowa-
znych sobie orzeczen: ,liczba a nie jest wigkszg od liczby 4¢
i pliczba b nie jest mniejsza od liczby a“.
W braku lepszego terminu, nazywamy powyzsze uklady
symboléw nierédwnosciami.
Tw. VL. Jezeli liczby a, b i ¢ sprawdzaja nieréwnosci na-
stepujace:
a=1b
i
b=,
to liczby a i ¢ sprawdzajg nieréwnosé nastepujgcs:
a=c.

Twierdzenie to wynika natychmiast z tw. I, III, IV i V.

§ . Istnieje obszerna klasa twierdzen typu nastepujacego:
»pewna okoliczno$é (£), dotyczaca pewnej rzeczy (2), zawsze
zachodzi, byleby pewna liczba calkowita n, znajdujaca sig
w pewnym zwigzku z rzecza (2), nie byla mniejsza od pe-
wnej zupelnie oznaczonej liczby £“1).

Z reguly dowdd takiego twierdzenia prowadzimy wedle
szematu nastepujgcego:

A4) Uzasadniamy twierdzenie bezposrednio w przypadku
kiedy mamy

n=—=F

B) Oznaczajac nastepnie przez p liezbe calkowity od liczby &
nie mniejszy, okazujemy Ze, gdyby pewnem bylo, ze twier-
dzenie zachodzi w razie kiedy mamy

ni==p

1) PrzykYad na twierdzenie takiego typu znajdzie juz czytelnik w pa-
ragrafie nast¢pujacym.
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to pewnem byloby takze, ze twierdzenie zachodzi w przy-
padku kiedy mamy
n=p-+41

C) Z wynikéw uzyskanych pod 4) i pod B) wnosimy bez-
posrednio, ze twierdzenie w podanem brzmieniu jest calkiem
uzasadnione.

Zeby ulatwié czytelnikowi poznanie wlasciwej tresei do-
wodu powyzszego typu przedstawiamy cz¢sé (C) rozwazanego
dowodu jeszeze w postaci nastepujacej:
na podstawie wyniku uzasadnionego pod 4) mamy pewnosé,
ze twierdzenie zachodzi w razie kiedy mamy:

n—k

Zatem, na podstawie wyniku uzasadnionego pod B), mamy
takze pewnosé, ze twierdzenie zachodzi w razie kiedy mamy

n =1
przyjmujac
=41

Stad wnosimy dalej, opierajac si¢ znowu na wyniku uzyska-
nym pod B), ie twierdzenie zachodzi jeszeze w przypadku,
kiedy mamy
Bkl
przyjmujac
B = kT

Z tego za$ wyplywa, znowu na podstawie wyniku uzyskanego
pod B), ze twierdzenie zachodzi tez w przypadku kiedy mamy

=t
przyjmujac
k//l —— k// + 1
i tak dalej. Zatem twierdzenie zachodzi przy kazdej, od liczby &
nie mniejszej, wartosci liczby #.
Powyzsza metoda dowodzenia znang jest pod nazwg in-
dukeyi matematyeznej. Metoda ta oczywiscie rdzennie jest
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odmienng od metod indukeyjnych spostrzegawezych lub eks-
perymentalnych. Metoda indukeyi matematycznej oczywiscie
opiera si¢ na aksyomacie nastgpujacym:

Aks. VI. Jezeli pewne orzeczenie (&) obejmujace pewng
liczbe calkowita » sprawdza warunki nastepujace:

A) Uwazane orzeczenie jest slusznem w przypadku szcze-
gélnym, kiedy liczba » réwna si¢ pewnej oznaczonej liczbie
calkowitej £.

B) Gdyby pewnem bylo, Zze orzeczenie (&) slusznem jest
w razie kiedy mamy

n=p,

oznaczajae przez p dowolnie przyjeta, od liezby & nie mniej-
szg liczbe calkowita, to orzeczenie to slusznem byloby takze
w przypadku kiedy mamy

n=p+1;
to wéwezas orzeczenie () slusznem jest, byleby liczba cal-
kowita 7 nie byla mniejsza od liczby £.

Aksyomat ten nazwiemy ,zasads indukeyi matematycznej“.

Poincaré upatruje!), niezawodnie calkiem slusznie, w za-
sadzie indukecyi matematycznej gléwne Zrédlo plodnodei roz-
wazan matematycznych.

§ 6. Tw. VIl Jezeli oznaczymy przez a ostatnig liczbe ta-
kiego, od liezby jeden rozpoczynajacego sig¢ ciagu liczb calko-
witych, w ktérym kazda dalsza liczba jest wynikiem dodania
jednosei do liezby, ktéra ja poprzedza bezposrednio, to liczba a
bedzie liczba elementéw rozwazanego ciagu.

Dowéd. Twierdzenie jest oczywiscie sluszne (def. III)
w przypadku, gdy w rozwazanym ciggu liczba jeden po-
przedza bezposrednio liczbe a. Gdyby za$ twierdzenie bylo
sluszne i w razie kiedy liczba a bylaby pewny liczby b, to
(def. III) twierdzeni¢ byloby takze sluszne w przypadku,
w ktérymby liczba @ byla wynikiem dodania jednosei do

1) Poincaré, La seience a 1’hypothese.
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liczby 0. Przeto (aks. VI) twierdzenie jest stuszne w kazdym
razie, co bylo do okazania.

Def. X. Zbiorem skonczonym nazywamy wszelki zbidr,
ktéremu odpowiada oznaczona liczba calkowita, bedaca liczba
przedmiotéw, do tego zbiorn nalezgcych.

Def. XI. JezZeli pewien zbiér ma te wlasnosé, ze mozemy
wylaezyé z niego tyle przedmiotéw, ile wynosi kazda dowol-
nie przyjeta liczba calkowita, to zbiér ten nazywamy zbiorem
nieskonezonym.

Tw. VIl Zbiér wszystkich liczb calkowitych jest zbiorem
nieskonezonym.

D o wéd. Istotnie, uwazajmy cigg naturalny (C) liezb catko-
witych oraz dowolnie przyjeta liczbe a. Jezeli z ciagu (C)
usuniemy liczbg zero i liezby od liczby a wigksze, to otrzy-
mamy zbidr, zawierajacy tyle liczb ile wynosi liczba a; oko-
licznodé te sprawdzamy bezposrednio w przypadkach, kiedy
liczba a jest zerem albo jednoscig; przy kazdej za$ innej
wartosci liczby @ rzeczona okoliezno$é zachodzi na podstawie
twierdzenia VII. Wnosimy stad natychmiast, Ze twierdzenie
o ktére chodzilo, zachodzi istotnie.

Uwaga. Zeby dowieéé, iz pewien zbidr (2) jest nieskon-
czony, mozna poprzesta¢ na okazaniu, Ze ze zbioru (¢) mozemy
wylgezyé tyle przedmiotéw, ile wynosi kazda liezba calkowita
wigksza od pewnej oznaczonej liczby calkowitej % ; jezeli bo-
wiem mozemy wylaezyé ze zbioru (2) pewng liczbe (m = k)
przedmiotéw, to oczywiscie mozemy tem bardziej wylaczyé
ze zbioru tego tyle liczb, ile wynosi kazda liczba od liczby
k nie wigksza.

Aks. VI Zaden zbiér nie moze byé¢ jednoczesnie skoi-
czonym i nieskonezonym, ale kazdy — jest albo skodezonym,
albo nieskonezonym.

Tw. IX. Jezeli do jakiegokolwiek zbioru nieskoriczonego
(A4) dolgezymy jakikolwiek inny zbiér (B), to uzyskany zbiér (C)
bedzie takze zbiorem nieskoriezonym.

Dowéd. Oznaczmy przez n dowolnie przyjets liczbe cal-
kowity. Ze zbioru (4) wylgczam tyle przedmiotéw, ile wynosi
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liczba 7 i oznaczam przez (2) zbidr tych przedmiotéw. Zbidr (2)
zawsze bedziemy mogli utworzyé, albowiem zbidr (4) jest nie-
skonezony (def. XI). Poniewaz kaidy przedmiot zbioru (2)
oczywiscie nalezy do zbioru (C), przeto zbidr (2) uwazany byé
moze za wynik wylaczenia ze zbiorn (C) tylu pewnych przed-
miotéw, ile wynosi liczba ». Zatem zbidr (C) jest nieskonczony,
co bylo do okazania.

Zeby na pytanie nastepujace: ile wynosi liczba przedmio-
téw nalezgcych do pewnego zbioru? zawsze mozna bylo daé
odpowiedz typu nastgpujacego: liczba, o ktéra chodzi jest takato,
wprowadzamy wyrazenie ,liczba nieskoriczono$é®, okredlajae
to wyrazenie definicyy nastgpujaca:

Def. XIl. Orzeczenie nastgpujgce: liczba przedmiotéw, na-
lezacych do pewnego zbioru, jest liczbg nieskonezonodé, wyraza
to samo co orzeczenie — : rzeczony zbiér jest nieskornczony.
Oczywidcie liczba nieskonezonosé ma te wspdlng ceche z kazda
liczbg calkowits, ze, podobnie do liczby calkowitej, stanowi
wlasnosé, ktory moze mieé¢ zbidr, niezaleznie od natury przed-
miotéw do zbioru nalezacych.

Moznaby moZe rozszerzy¢ znaczenie wyrazenia ,liczba
calkowita“ w ten sposéb, Zeby liczba nieskonczonosé za liczbe
calkowits uwazang byé mogla. Ze wzgledu na to, ze takie
rozszerzenie wyrazenia ,liczba calkowita“ naturalnem wyda-
waé si¢ moZe, uzywamy niekiedy, celem usunigeia wszelkiego
nieporozumienia, wyrazenia ,liczha calkowita skonczona® za-
miast wyrazenia ,liczba calkowita®. Winni$my jednak dodad,
Ze w rzeczywistosci wspomniane rozszerzenie znaczenia wy-
razenia ,liczba calkowita“ do nauki, jako niedogodne, nie
weszlo.

Zeby zrozumieé przyczyne tego, nalezy tylko zwrdeid sie
do tw. IX. Z twierdzenia tego wnosimy, Ze liczba nieskon-
czonosé nie jest czem$ tak calkiem okreslonem jak kazda
liczba calkowita skonczona. Dla tego tez, gdybysmy liczbe
nieskonczonosé¢ zaliezyli do liczb calkowityeh, to, przy wy-
slowieniu przewaznej czedci twierdzen, zmuszeni byliby$my
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zastrzegaé, ze, w stosunku do nich, liczba nieskonczonosé
stanowi wyjatek.

§ 7. Tw. X. Oznaczmy przez a i ¢ pierwsza i ostatnig
liczbe takiego ciggu (C) liczb calkowitych, w ktérym kazda
po liczbie a bezposrednio lub posrednio nastepujaca liczba
jest wieksza od liczby, ktéra poprzedza ja bezposrednio.
W takim razie liczby a i ¢ sprawdzaé beds nieréwno$é na-
stepujaca:

a<<lc.

Dowéd. Oznaczmy przez n liczbe liezb poloZzonych w ciagu
(C) miedzy liczbami a i ¢. Jezeli mamy
n=o
to twierdzenie, jako prosta toutologia, niezawodnie jest sluszne.
Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie zachodzi w razie kiedy
mamy
N =il
i rozwazajmy przypadek, kiedy liczba » ma warto$é okreslong
réwnoselg nastgpujacg:
n=k-41.
Oznaczajac tedy przez b liczbg poprzedzajaca bezposrednio
w ciggu (C) liczbe ¢, mamy
a<<b oraz b<<c

przeto na podstawie tw. III, mie¢ bedziemy
a<c.

Opierajgc si¢ na zasadzie indukcyi matematyeznej wno-
simy z poprzedniego, Ze twierdzenie w podanem brzmienin
jest sluszne.

Wniosek. Jezeli oznaczymy przez a’ i ¢’ takie do ciggu
(C), rozwazanego w twierdzeniu poprzedzajacem, nalezace
liezby, z ktérych pierwsza poprzedza tamts, to bedziemy mieli

qusaol

By A
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J
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Istotnie liczby a’ i ¢’ oczywiscie uwazane byé moga za
pierwszy i ostatni element ciggu tego samego rodzaju, co ciag (C)
i dlatego musze rzeczywiscie sprawdzaé wyslowiong nierd-
wnos¢.

Tw. XI. Zachowujac oznaczenia wprowadzone przy wy-
stowieniu twierdzenia poprzedzajacego, uwazajmy pewns liczbe
calkowitg ! nie mniejszg od liczby a i nie wigksza od liczby c.
Jezeli tedy liczba ! nie réwna si¢ zadnej liczbie nalezacej do
ciagu (C), to liczba ta sprawdzaé bedzie nieréwnodei naste-
pujace

1> a
1<<g

gdzie @ i 8 oznaczajg pewne liczby bezposrednio po sobie
nastepujace w ciagu (C).

Dowéd. Oznaczaj@c@‘e, jak przy tw. X, przez n liczbe liczb
polozonych w ciggu (C) migdzy liczbami a i ¢, stwierdzamy,
ze w przypadku, kiedy mamy

n—o

twierdzenie zachodzi niezawodnie, albowiem redukuje si¢ ono
tedy do prostej toutologii. Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie
zachodzi w razie, kiedy mamy

n=1U
i rozwazajmy przypadek, w ktérym jest
n==Fk-1.

Oznaczmy tedy przez b liczbg poprzedzajaca bezposrednio
w ciggu (C) liczbe ¢. Jezeli liczba ! nieréwna si¢ zadnej
liczbie nalezacej do ciagu (C), to oczywiscie mogs tylko za-
chodzi¢ przypadki nastgpujace:

A) Liczba ! sprawdza nieréwno$ci nastepujgce:

{125
T X

W takim razie liczba ! sprawdzalaby wyslowione twierdzenie.
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B) Liezba [ sprawdza nieréwnosé
1<<o

Jezeli tedy oznaczymy przez (C') ciag, w ktéry przecho-
dzi ciag (C) przez usunigcie ostatniego elementu ¢, to, opie-
rajac sig na chwilowo przyjetem zalozeniu, stwierdzimy na-
tychmiast, ze w ciggu (C'), a wige i w ciggu (C), istnieé beda
takie bezposrednio po sobie nastgpujace liczby « i 8, ktére
sprawdzaé¢ beds nierédwnosel nastepujace:

I>ail<<p

Ostatecznie przekonaliSmy sie, Ze, gdyby twierdzenie,
o ktére chodzi, zachodzilo w przypadku, kiedy mamy

N

to twierdzenie to zachodziloby jeszeze w przypadku, w ktd-
rym mieliby$my
n=k-41.

Poniewaz za$ stwierdziliSmy wyzej, ze twierdzenie zachodzi
istotnie w razie kiedy liczba » réwna sig liezbie zeru, przeto
wnosimy, Ze twierdzenie, ktére pragneliSmy udowodnié, za-
chodzi rzeczywiscie w podanem brzmieniu.

Tw. Xll. W kazdym ukladzie (U), zawierajacym skon-
czony liczbe p (p > 1) odmiennych od siebie liczb calkowi-
tych istnieje liczba najmniejsza i liczba najwigksza.

Dowdéd. Twierdzenie to nie rézni si¢ od tw. II w razie,
kiedy mamy

p=1-41
ZaléZmy, ze rozwazane twierdzenie zachodziloby gdybys$my
mieli
0, ==l
i przyjmijmy:
p=k-41.

Oznaczmy przez a jedng z liczb ukladu (U), a przez (U’)
uklad, w ktéry przechodzi uklad (U) po usunigeiu liczby a.
Uklad (U’) zawieraé bedzie k& nieréwnych sobie liczb. Zatem
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na mocy chwilowo przyjetego zaloZenia, znajdzie si¢ w ukla-
dzie tym pewna liczba najmniejsza b i pewna liczba najwie-
ksza ¢. Oczywiscie zachodzié musi jeden z ukladéw nierdwnosci
nastepujgcych:

@ <ib—"0
albo

bsiig =i
albo

bste<ih

W kazdym razie twierdzenie, o ktére chodzi, byloby spra-
wdzone. Zatem na podstawie zasady indukeyi matematycznej
rozwazane twierdzenie zachodzi istotnie w kazdym razie.

Wniosek. W kazdym zbiorze liczb calkowitych, zawiera-
jacym skoriczons, przynajmniej jednosci réwna liczbg liczb,
znajduje si¢ zawsze jedna przynajmniej liczba nie wigksza
od zadnej innej liczby zbioru i przynajmniej jedna liczba
nie mniejsza od Zadnej z nich.

Rozszerzajae nieco znaczenie wyrazéw ,najmniejsza‘
i ,najwigksza“, wyslawiamy wniosek poprzedzajacy w sposdb
nastgpujacy: w kazdym zbiorze liczb catkowitych, zawiera-
jacym skonezona, przynajmniej jednosci réwng liczbe liczb,
istnieje przynajmniej jedna liczba najmniejsza i przynajmniej
jedna liczba najwiegksza.

Jezeli liczba najmniejszych liczb, pewndgo zbioru, od je-
dnodei jest wigkszg, to te najmniejsze liczby oczywidcie sg
sobie réwne; ten sam zwigzek zachodzi oczywiscie pomigdzy
liczbami najwigkszemi, jezeli ich liczba jest wigksza od je-
dnodci. Réwnie oczywists jest ta okolicznosé, Ze najmniejszg
i najwigkszg liczbg zbioru, zawierajacego jedng tylko liczbe,
jest jednoczesnie jedyna liczba do zbioru nalezgca.

§ 8. Nie jesteSmy jeszcze przygotowani do ostatecznego
zalatwienia sprawy numeracyi, ktérej podwigcimy jeden z przy-
sztych rozdzialéw, sadzimy jednak, ze w interesie jasnoei
stosownem bedzie wprowadzi¢é numeracye prowizoryezna.
W tym celu przyjmujemy, tytulem prowizorycznym, umowe
nastgpujgea: oznaczajge przez a jakakolwiek liczbe calkowity

http://rcin.org.pl



RGN Ly

od jednodci wigksza a przez b liczbe, ktéra w ciagu natural-
nym liczb calkowitych poprzedza bezposrednio liczbe a, przyj-
miemy za symbol specyficzny liezby a symbol wynikajacy
z symbolu

b4 1

przez postawienie, na miejscu litery &, symbolu specyficznego
liczby, ktérg litera ta oznacza; za nazwe specyficzng liczby a
przyjmiemy wyrazenie, polegajace na wymdéwieniu, po nazwie
specyficznej liczby b, wyrazéw: wigcej jeden. Jezeli uwzgle-
dnimy te okolicznosé, iz symbole i nazwy specyficzne liczb
zero i jeden przyjeliSmy niezaleznie od umowy poprzedzajs-
cej, to, poslugujac si¢ metods indukeyi matematycznej, tatwo
okazemy, Ze wspomniana umowa okre$la w zupelnosci pewng
numeracye.

Przyktad ZXatwo stwierdzimy, Ze symbolem specyfi-
cznej normalnej liczby paleéw u reki ludzkiej bedzie symbol

141414141,
a nazwa speeyficzng liczby tej bedzie wyrazenie: jeden wig-
cej jeden wigeej jeden wigeej jeden wigeej jeden. PowyZszg
numeracye podaliémy tytulem prowizoryeznem, albowiem odno-
éna symbolistyka i terminologia oczywiscie bardzo sg niepra-
ktyczne.

Uwaga. Pgniewaz zwyczajne nazwy i symbole liezb cal-
kowitych sg niewstpliwie czytelnikowi znane, przeto, celem
uproszezenia mowy i pisma, bedziemy juz w dalszym ciggu
postugiwali si¢ zwykly terminologig i symbolistyks, nie kre-
pujac si¢ ta okolicznodcia, Ze pdzniej dopiero zamierzamy
ja wprowadzié. Postepujac w ten sposéb bynajmniej nie chy-
bimy naszego celu, ktéry polega na $cisle naukowem wy-
lozeniu naszego przedmiotu. Istotnie cel nasz zostanie osia-
gnietym, byleby dla czytelnika bylo calkiem jasng ta okoli-
ezno$é, ze mieliby§my moznogé, w sprawie oznaczania i na-
zywania liczb calkowitych, wylaeznie poprzestaé na wyzej
uzyskanych wynikach az do chwili wprowadzenia zwyczajnej
terminologii i symbolistyki. Poniewaz wige wszelkie niepero-
St. Zaremba. 2
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zumienie bedzie wykluczonem, przeto oméwiony sposéb po-
stgpowania nalezy uwazaé za calkiem usprawiedliwiony.

§ 9. Celem zapobieZenia pewnemu nieporozumieniu poswig-
camy obecny paragraf nastgpujacej uwadze, krytyczny cha-
rakter majacej.

Przy elementarnem nauczaniu teoryi liczb wprowadza sig,
prawie powszechnie, podzial liczb na dwa rodzaje, mianowicie
odrézniajg liczby oderwane od liczb mianowanych. Na pod-
stawie takiego podzialu liczb wyraz ,pieé“ oznaczalby pewns
liczbe oderwana, a wyrazenie ,pieé jablek“ oznaczaloby liczbe
mianowang. W osnowie takiego traktowania rzeczy lezy ka-
pitalny blad, albowiem to co nazywajg liczbg mianowang
weale Zadng liczbg nie jest. Kazdy zbiér przedmiotéw ma
pewng wlasno$é, ktérg oznaczamy liczba, ale zaden zbidr
liczbg nie jest. Sa to stosunki zupelnie analogiczne do tych,
ktére zachodzg n. p. pomigdzy pojeciem koloru a przedmio-
tami kolorowymi. Pigé jablek nie stanowi liczby zaréwno jak
zielone sukno nie stanowi zielonego koloru. Jednem slowem
krytykowany przez nas podzial liczb na liczby oderwane
i mianowane polega na balamutnem nieodréZnieniu jednej
z cech pewnej rzeczy od samej tej rzeczy.

Uwage te uwazaliSmy za konieczng, azeby czytelnik po-
znal z jakiej przyezyny omdéwionego podzialu liezb nie wpro-
wadzamy.

§ 10. ZakonezyliSmy w ustgpach poprzedzajacych sprawe
wyloZenia podstaw teoryi liczb calkowitych i po§wigcamy para-
graf obeeny krytyeznemu przegladowi ‘uzyskanych wynikdw.

Ozy podstawy teoryi liczb zostaly wyeczerpujaco przedsta-
wione w ustepach poprzedzajacych? OdpowiedZ na to pytanie
oczywiscie moglaby byé dang dopiero po przestudyowaniu
wszystkich dalszych rozdzialéw, w kazdym jednak razie, tresé
odpowiedzi zaleze¢ bedzie w pewnej mierze od osobistego
uznania. Istotnie, zaznaczyliémy zaraz na wstepie, Ze traktu-
jac o podstawach teoryi liczb pominglismy wszystko to, co
razem wzigte stanowi ogélne warunki logicznego mysélenia.
Otéz odréznienie wladciwych podstaw teoryi liezb calkowitych
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od ogélnych warunkéw logicznego myslenia oczywiscie nie
moze byé przeprowadzone w sposéb calkiem Seisly i z konie-
cznosei musi nosi¢ w pewnej mierze pietno umyslowosei in-
dywidualnej autora.

Drugie pytanie, ktére samo przez si¢ nasuwa sig, jest na-
stgpujace: Czy podane aksyomaty sg od siebie niezaleine?
W innych wyrazach: Czy jeden lub kilka z tych aksyoma-
téw nie sa logicznemi konsekwencyami aksyomatéw pozosta-
tych? Oczywiscie bowiem, gdyby jedno z orzeczen podanych
pod rubryke aksyomatéw bylo logiczng konsekwencysg innych
orzeczen z tej samej rubryki, to omawiane orzeczenie nale-
Zaloby podaé nie jako aksyomat lecz jako twierdzenie, po-
parte stosownym dowodem. Nie sadzimy, Zeby mozna bylo
daé, na roztrzgsane pytanie, odpowiedZ calkiem zadowalnia-
jacg. Winnismy jednak dodaé, ze sprawa niezaleznosci aksyo-
matéw jest niezawodnie drugorzednej wagi. Istotnie uwido-
cznienie podstaw jakiej$ galezi wiedzy waznem jest tylko
z tego wzgledu, Ze ono umozliwia badanie stopnia pewnosei
twierdzen tej nauki. Otéz, z tego stanowiska, przypadek,
w ktérym podane aksyomaty nie bylyby ecalkiem od siebie
niezaleznymi, nie méglby by¢ Zrédlem powazniejszej trudnosei.

Z poprzedniego wynika, ze sprawa ustawienia podstaw
teoryi liczb nie moze byé uwazang za zalatwiong w sposéb
ostateczny we wszystkich szezegdélach. Ta sama okolieznosé
ma jeszeze inng przyczyne: kompleks podstaw oznaczonej
nauki dedukeyjnej moze by¢, bez zadnege bledu, ustawiony
w rozmaitych postaciach, albowiem pomigdzy orzeczeniami,
wechodzgecemi w sklad rozwazanej nauki mozna réznemi spo-
sobami wybraé taki ich uklad, ktéry stanowié¢ mdglhy uklad
aksyomatéw. Zatem, zaleznie od sposobu zalatwienia tej kwestyi
pewne orzeczenie moze przyjaé postaé¢ aksyomatu albo twier-
dzenia.

Na zakonczenie winniémy podniesé, ze ta okolicznodé, iz
sprawa ustawienia podstaw teoryi liczb, dzi$§ przynajmniej,
nie moze byé uwazang za zalatwiong w sposéb ostateczny
we wszystkich szezegélach, bynajmniej nie pocigga za sobg

o
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tej konsekwencyi, izby to samo mozna bylo powiedzieé o dal-
szych czesciach tej teoryi. Zapewne zachodza i tu takze pe-
wne réznice w sposobie traktowania przedmiotu zaleznie od
osobistego uznania poszczegélnych autoréw, jednakze wszyscy
opieraja si¢ wyraznie i wylacznie na orzeczeniach, wyloZzonych
w paragrafach poprzedzajacych, poslugujae si¢ przy tem po-
wszechnie przyjetemi formami dowodéw.

II. Dodawanie.

§ 11. Wynikiem dodania do jakiejkolwiek liczby calko-
witej a jakiejkolwiek, od jednosei wigkszej, liczby calkowitej b,
a wige liczby, ktéra sama uwazang byé¢ moze za wynik do-
dania jednosci do pewnej, od jednosei nie mniejszej liczby £,
nazywamy wynik dodania jednosei do wyniku dodania liczby &
do liezby a.

Ze wzgledu na zasade indukeyi matematycznej (§ 0, aks. VI)
i na definicye IIT (§ 3), oraz na podstawie aks. I (§ 3), win-
ni$my uwazaé¢ wynik dodania do jakiejkolwiek liczby calko-
witej a kazdej liczby calkowitej b od jednosci nie mniejszej
za rzecz ckreslong w zupelnodei przez powyzsza definicye.

Zeby usunaé zastrzeZenie co do wartodei liczby & uma-

/ wiamy si¢ uwazaé za wynik dodanla zera_do jakiejkolwiek

lifiby 18 samy Hoes. . .

Wynik dodania pewnej jakiejkolwiek liczby & do pewnej
jakiejkolwiek liczby a oznaczamy przez symbol nastepujacy:

a -} b,
ktéry czytamy a wigcej b.
§ 12. W interesie prostoty i przeﬁystoéc) dalszych roz-

~~wazat przerywamy wyklad teoryi dodawania, zeby zupelnie

ogdlnie okreslié uZzywanie nawiasu w teoryi liczb, zeby zapo-
znaé czytelnika z pewnemi wyrazeniami technicznemi i zeby
uzasadni¢ pewne ogdlne twierdzenie.

Dzialaniem arytmetycznem nazywamy wszelks czynnosé
polegajacg na wyprowadzeniu z jednej liczby lub z kilku
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liezb nowej liczby, zwanej wynikiem dzialania, w sposéb
okreslony odpowiednia definicys.

Wzorem nazywamy wszelki symbol tak utworzony z sym-
boléw, oznaczajacych pewne liczby, azeby symbol ten przed-
stawial wynik jednego dzialania, albo wynik pewnego ukladu
dzialati wykonanych nad uwazanemi liczbami.

Podajac definicye pewnego dzialania okreslamy jednocze-
$nie zawsze wzdér na wynik dzialania w zaloZeniu, ze kazda
z liezb podlegajacych dzialaniu oznaczong jest przez poje-
dynezy symbol, t. j. przez symbol nie bgdacy sam wzorem.
Tak wlasnie uczyniliémy przed chwilg przy definicyi doda-
wania. Na pierwszy rzut oka zdawaloby sie, Ze majgc defi-
nicye okreslajaca sposéb napisania wzoru na wynik pewnego
dzialania (D) w tym przypadku, kiedy liczby, dzialaniu pod-
legajace, oznaczone sy przez pojedyncze symbole, mozZemy
napisa¢ wzér na wynik dzialania (D), jakiekolwiek bylyby
symbole, oznaczajace liczby podlegajace dzialaniu, piszgc za-
miast symboléw pojedynezych owe symbole. Tak jednak nie
jest, albowiem wymieniony sposéb postgpowania méglby do-
prowadzi¢ do wzoru o znaczeniu watpliwem. Jezeli naprzy-
klad, postgpujac omawianym sposobem, zechcemy napisaé
wzér na wynik dodania do pewnej liczby a wyniku dodania
pewnej liczby y do pewnej liczby x, to otrzymamy wzér na-
stgpujacy:

a-txz-+4y.

Otéz znaczenie wzoru tego jest watpliwem, albowiem wzdr
ten méglby zaréwno uwazanym byé za wzdér na wynik
dodania liczby y do wyniku dodania liczby x do liczby a
i za wzér przedstawiajacy ten element, o ktdérego przedsta-
wienie nam chodzi. Zeby tego rodzaju watpliwosei usunaé,
postepujemy w sposéb nastepujacy: jezeli liczba, podlegajaca
pewnemu dzialaniu oznaczons jest nie przez pojedynczy sym-
bol, lecz przez jakikolwiek inny symbol, jezeli przy tem nie
cheemy wprowadzié¢ osobnego pojedynczego symbolu do ozna-
czenia rozwazanej liczby, to piszemy, zamiast takiego poje-
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dynczego symbolu, zamkniety w nawiasie symbol rozwazanej
liczby. Na tej zasadzie wzér na wynik dodania do pewnej
liczby a@ wyniku dodania liczby y do liczby # bedzie nastepujacy:

a—+(z+y).

W przypadkach, kiedy usunigcie nawiasu nie moze spowo-
dowaé zadnego nieporozumienia, oczywiscie usuwamy go.

Tw. L. Jezeli pewien jakikolwiek wzér W okre$la w zu-
pelnodei pewng liczbe calkowits a, jezeli dalej pewien wzdr
W’ uwazany byé moZe za wynik zastgpienia jakiejkolwiek
liczby liczb wchodzgeyeh do wzoru W i przedstawionych
przez symbole pojedyncze, albo przez wzory je okreslajace
w zupelnosei, przez liczby rozwazanym liczbom odpowiednio
réwne i przedstawione w postaci pojedynezych symboléw albo
wzoréw, okreslajgcych je w zupelnodei, to wzér W’ przed-
stawia liczbe oznaczong w zupelnosci, réwng tej liczbie a,
ktéra przedstawia wzér W. W innych wyrazach: przy przy-
jetych zalozeniach, mamy

Wo— "W
Dowdd. Réwnodé
(1) W =—a
jest orzeczeniem wynikajagcem z orzeczenia
(2) T

przez zastapienie w tem ostatniem pewne liczby przez liczby
tym liczbom réwne. Poniewaz zakladamy, ze réwnosé (2) za-
chodzi istotnie, przeto (aks. V) réwno$é (1) zachodzi nieza-
wodnie. Z réwnoscei za$ (1) i (2) wynika (Tw. I § 4), Zze mamy
W= W//
co bylo do okazania.
§ 13. Tw. Il. Jakiekolwiek liczby catkowite oznaczyli-
by$my przez litery a, b i ¢, mamy
at-b+o)=(a+b+e (1)
Dowéd. A) Twierdzenie jest slusznem w przypadku,
kiedy mamy

ci—"1,

http://rcin.org.pl



RELE (et

W innych wyrazach: mamy
a+@+D=(+b+1 @

Istotnie: jezeli liczba b od jednodci mniejszg nie jest, to
zwigzek (2) zachodzi, albowiem w takim razie zwigzek ten
jest tylko symboliczng postacig definicyi podanej w § 11;
jezeli za$ liczba b jest od jednodci mniejszg, jezeli wige liczba
ta réwna si¢ zeru, to, na podstawie réwnosei (aks. II) naste-

pujacej

0+4+1=1
i tw. I, mamy
a0+ 1=a+1 (3)
Poniewaz za$ (§ 11) mamy
at+0=a
przeto (tw. I)
@+0)+1=a+1 @)

z réwnosei (3) i (4) (tw. I § 5) wynika réwnosé:
a+0+1)=(@a+0)-+ 1
DowiedliSmy wige, Ze réwnosé (2) zachodzi w kazdym
razie.

B) Zakladamy chwilowo, Ze, oznaczajac przez k pewng
liczbe od jednos$ci nie mniejszg, mamy

at-O+B)=(@+b)+k ®)
Poniewaz (patrz pod 4) mamy

b+ 1) = b +F)+ 1,

przeto (tw. I)
at-(b+ (k4 1) = a {6+ B+ 1)

Opierajac sig powtdérnie na wyniku uzyskanym pod 4) oraz
na tw. I, mamy

a0 +B+ 1 =(a40+m)+1

zatem (tw. L. § 4):
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©®) at b+t + ) =(a+0+E)+1.

Na podstawie réwnosei (D) i tw. I, mamy:

) (et G+B)+1=(a+D)+H+1

Nareszcie mamy jeszeze (patrz pod A)):

®) (@40 +B+1=@+b 4+ 1)
Réwnosei (6), (7) i (8) pociagaja za soba réwnosé naste-
pujaca:

©) a+{+(k+ D} =(@+b)+ (k1)

Dowiedlismy wige co nastgpuje: gdyby réwnosé (D) za-
chodzila, to zachodzilaby takzZe réwnosé (9). W innych wy-
razach: gdyby réwnoéé (1) zachodzila w razie kiedy mamy

=

oznaczajac przez k liczbe calkowita od jednodei nie mniejszg,
to, réwnosé rozwazana zachodzilaby takze w razie kiedy mamy

c=k+41.

C) Na podstawie wynikéw uzyskanych pod 4) i pod B) i ze
wzgledu na zasade indukeyi matematycznej zwigzek (1) za-
chodzi niezawodnie, jezeli tylko liczba ¢ nie jest od jednosei
mniejszg.

D) Opierajac si¢ na definicyi podanej w § 11 oraz na
tw. I. stwierdzimy latwo, Ze zwigzek (1) zachodzi takze w razie
kiedy mamy

=20

FE) Z wynikéw uzyskanych pod C) i pod D) wnosimy na-
tychmiast, Ze twierdzenie stuszne jest w podanem brzmieniu.

Tw. lll. Jakiekolwiek liczby calkowite oznaczalyby litery

a i b mamy
atb=b+a (1)

Dowéd.
A) Twierdzenie jest oczywiscie sluszne w przypadku, gdy

mamy
a—ibi—10
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B) Zalézmy chwilowo, ze réwnos¢ (1) zachodzi w razie,
kiedy liczba a réwna si¢ zeru a liczba b — pewnej liczbie &.
Bedziemy tedy mieli:

0+k=k-+0 2
Mamy (Tw. IIL)
0+ +D=0+B+ 1
Ze wzgledu za$ na (2) i na tw. I. mamy:

O+K+1=(k+0)+1

0+ (b +1)=(k+0)+1 ®)
Poniewaz (§ 11)

Zatem

k4 0=k,
przeto

(k40)+1=k+1 4)

4 réwnosei (3) 1 (4) wnosimy, ze

0+ k—+4+1)=k41
A poniewaz

(k+1)+0:k+17
0+ D=@F+FD+0 ®)

Dowiedlismy wige, ze, gdyby zwigzek (2) zachodzil, to
zwigzek (D) zachodzitby takze.

C) Poslugujac si¢ zasada indukeyi matematycznej oraz
wynikami uzyskanemi pod 4) i pod B) dochodzimy do wniosku
nastgpujacego: jakakolwiek bylaby liczba b, mamy

przeto

0+b=0b-40.
D) Zalézmy chwilowo, ze dla pewnej liczby £ mamy
(6) 1+k=k+1
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Mamy (Tw. II):
I+G+1)=1+h+1
A poniewaz, ze wzgledu na réwnosé (6), mamy:

IR +1=G+D+1,

przeto
(M 1+k+D=Ck-+1)+1

Zatem, gdyby réwnoéé (6) zachodzila istotnie, to zacho-
dzilaby takze réwno$é (7). Poniewaz zas réwnoéé (6) zachodzi
rzeczywiscie (patrz pod C)) w razie kiedy litera & oznacza
liczbe zero, przeto, na mocy zasady indukeyi matematycznej,
mamy:

1+b=b+1

jakakolwiek liczbe ornaczalaby litera b.
E) Zalézmy chwilowo ze, dla pewnej liczby % mamy

(8) k+b=0b-+k
jakakolwiek liczbe oznaczalaby litera b.
Mamy (Tw. II):

bt (b4 )= b+ B +1
Poniewaz za$, ze wzgledu na (8) i w tw. I, mamy

b+ k) +1=(k+b+1,
Przeto

bt (b )= (k+ )+ 1
Poniewaz dalej (Tw. II)

(k-+8)+1=k+@b+1)
bk D) =k+ B+ 1)

Poniewaz za$, na podstawie wyniku uzyskanego pod D),
mamy :

Przeto

kA O+ D=k +0)
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przeto
bt (kD) =k (14)

Ziwazywszy teraz (Tw. IL), Zze mamy

k(4B = (k4 1)+ b

znajdziemy:

b4k +2)=(k+ 240 ©)

Dowiedlismy wige, ze, gdyby zachodzil zwigzek (8) to
zachodzilby takZe zwigzek (9). A poniewaz na podstawie wy-
niku uzyskanego pod D), zwigzek (8) zachodzi istotnie w razie
kiedy mamy

I =

przeto, na podstawie zasady indukeyi matematycznej, zwiazek (1)
zachodzi pod jedynym warunkiem, ze liczba a nie jest
mniejsze od jednosci. Poniewaz jednak dowiedliémy pod C), Ze
zwigzek (1) zachodzi w razie, kiedy mamy a = 0, przeto do-
chodzimy ostatecznie do wniosku, iz zwigzek (1) zachodzi
jakiekolwiek bylyby liezby a i 6. Co bylo do okazania.

§ 14. Skonezony zbiér przedmiotéw pomyslanyeh w ozna-
czonym porzadku stanowi to, co nazywamy permutacys
tych przedmiotéw. Zatem wyraz ,permutacya“ oznacza to
samo, co wyraZzenie ,cigg skladajacy si¢ ze skonczonej liczby
przedmiotéw* czyli ,cigg skonezony“. Przedmioty, z ktérych
sklada si¢ pewna permutacya, zowig si¢ elementami tej per-
mutacyi. Numerem porzgdkowym elementu permutacyi jest
liczba, oznaczajaca numer porzadkowy uwazanego elementu
w tym ciagu, ktéry stanowi rozwazang permutacye. Elemen-
tami sgsiednimi pewnej permutacyi nazywamy kazde takie
dwa jej elementy, z ktérych jeden poprzedza bezposrednio
drugi. Jezeli w pewnej permutacyi P pewnych przedmiotéw
przemienimy numery porzgdkowe pewnych dwdéch elementéw
E 1 E', pozostawiajge bez zmiany numery porzadkowe wszy-
stkich innych elementéw, to uzyskamy nows permutacye P’
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tych samych przedmiotéw; stosunek wzajemny permutacyj
P i P wyrazamy, orzekajac, Ze te permutacye wynikaja jedna
z drugiej drogg transpozycyi elementéw E i E'.

Tw. IV. (przygotowawecze). Jezeli w pewnej permutacyi P,
przedmiotéw stanowiacych pewien zbidr (2), pewien element 4
nie jest ostatnim elementem, to moZemy zawsze z permutacyj

v przedmiotéw zbioru (2) ulozyé ciag (C), sprawdzajaey warunki
_ nastepujace: !

1) Pierwszym elementem ciggu (C) jest permutacya P.

2) Kazda dalsza permutacya ciggu tego jest wynikiem !
transpozycyi pewnych dwéch elementéw sasiednich w permu- |
tacyi poprzedzajscej. ‘

3) Ostatnim elementem ciggu (C) jest taka permutacya,
w ktdérej element 4 jest elementem ostatnim. Twierdzenie to
wystawiamy krétko w sposéb nastgpujgey: dany element danej
permutacyl mozemy zawsze przenies¢ na ostatnie miejsce
przez wykonanie pewnej skonczonej liezby transpozycyj ele-
mentéw sasiednich.

Dowdd. Twierdzenie to jest oczywiste w razie, kiedy ele-
ment A jest przedostatnim elementem uwazanej permutacyi P,
albowiem cigg (C) utworzyé mozemy tedy z permutacyi P
i z permutacyi, w ktéra przejdzie permutacya P po wykona-
niu transpozyeyi elementu A i elementu ostatniego. Zalézmy
chwilowo, ze twierdzenie zachodzi w razie, kiedy liczba m
elementéw nastepujgecych w permutacyi P po elemencie A
réwna si¢ pewnej liczbie calkowitej % i zwréémy sig do przy-
padku, w ktérym mamy

m=k- 1.

Oznaczmy przez P’ permutacye uzyskang droga transpo-
zyeyi, w permutacyi P, elementu 4 z elementem nastepuja-
eym bezposrednio po tym elemencie. Na podstawie chwilowo
przyjetego zaloZenia permutacya F’ uwazang byé mozZe za
pierwszy element pewnego ciagu ('), w ktérym kazdym dal-
szym elementem bedzie permutacya wynikajgca z permutacyi,
stanowigcej element poprzedzajacy, droga transpozyeyi dwéch
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elementéw sgsiednich i ktérego ostatnim elementem bedzie
taka permutacya, w ktérej element 4 bedzie elementem osta-
tnim. Jezeli do ciggu ((’) dolyezymy permutacye P w taki
spos6b, Zeby w nowym ciggu permutacya ta stanowila element
pierwszy, to uzyskamy oczywiscie cigg sprawdzajacy warunki
twierdzenia. Wnosimy stad, opierajge sie na zasadzie indukeyi
matematyecznej, ze twierdzenie, ktére pragneliSmy uzasadnié,
istotnie zachodzi.

Tw. V. Jezeli oznaczymy przez P i P’ dwie jakiekolwiek
nie identyczne permutacye tych samych » elementéw, to per-
mutacye te zawsze uwazaé mozZemy za skrajne elementy ta-
kiego ciagu (C) permutacyj, z ktérych kaida wynika z per-
mutacyi sasiedniej drogs transpozycyi dwdch elementdw sg-
siednich. Krécej: kazdg permutacyg oznaczonych przedmiotéw
mozemy przemieni¢ w kazdg inng permutacye tychze przed-
miotéw przez wykonanie stosownego ciggu transpozycyj ele-
mentéw sgsiednich.

Dowdéd. W razie kiedy liezba » réwna sig dwom, moze-
my oczywiscie przyjaé za pierwszy element ciggu (C) permu-
tacye P a za element drugi i ostatni permutacye F’. Zatem,
w tym razie twierdzenie zachodzi niezawodnie. Zakladam
chwilowo, ze twierdzenie zachodzi w przypadku kiedy mamy

W= (=2
1 przyjmuje
n==k- 1.

Dwa przypadki nadarzyé sie mogg:

1° Ostatni element 4 permutacyi P’ jest takze ostatnim
elementem permutacyi P. Jezeli tedy usuniemy element 4
z kazdej z permutacyj P i P/, to uzyskamy oczywiscie dwie
permutacye @ i @' pewnych tych samyeh k& przedmiotéw.

Na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia mozemy uwa-
zaé permutacye Q1 @’ za skrajne elementy pewnego ciggu (C”),
sprawdzajgcego warunki, ktére czytelnik latwo wyslowi. Do
kazdej permutacyi ciggu (C) dotgczam element 4 w taki sposéb,
zeby w kazdej z uzyskanych permutacyi element A byl ele-
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mentem ostatnim. W takim razie ciag (C’) przemieni sig
w pewien cigg (C), ktéry oczywiscie sprawdzaé bedzie wa-
runki twierdzenia.

2° Ostatni element A permutacyi P’ nie jest ostatnim ele-
mentem permutacyi P. Na podstawie twierdzenia poprzedza-
jacego mozemy uwaza¢ permutacye P za pierwszy element
ciggu (C,), sprawdzajacego warunki wspomnianego twierdzenia.
Ostatnim elementem ciggu (C,) bedzie pewna permutacya P,
ktérej ostatnim elementem bedzie element 4. Zatem, ze wzgledu
na wynik uzyskany przy omawianiu przypadku pierwszego,
mozemy cigg (C;) w taki sposéb uzupelnié, zeby uzyskaé
ciag (C) sprawdzajacy warunki twierdzenia obecnego.

Yigezae wyniki uzyskane przy badaniu dwéch przypadkéw
poprzedzajacych, dochodzimy do wniosku nastepujacego: gdyby
twierdzenie zachodzilo w razie, kiedy mamy

N,

to twierdzenie zachodziloby takie w przypadku, w ktérym
mieliby$my

n=1Fk- 1.

Poniewaz stwierdziliSmy wyzej, Ze twierdzenie zachodzi
istotnie w razie, kiedy mamy

==

przeto, na podstawie zasady indukeyi matematycznej, twier-
dzenie zachodzi w kaizdym razie, co bylo do okazania.

Tw. VL. Jezeli, na mocy pewnej umowy, kazdej permu-
tacyi pewnych # przedmiotéw odpowiada oznaczona liczba,
jezeli nadto liczby odpowiadajace dwom permutacyom, z kté-
rych kazda moze byé przemieniona w drugs droga transpo-
zyeyi dwéch elementéw sgsiednich, zawsze sg sobie réwne,
to dwie liczby odpowiadajace dwom jakimkolwiek permuta-
cyom rozwazanych przedmiotéw zawsze sg sobie réwne.

Dowéd. Oznaczmy przez z i 2’ liczby odpowiadajace dwom
jakimkolwiek permutacyom P i P’ rozwazanych przedmiotéw.
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Na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego liczby 2 i 2/ mogsg
oczywiscie byé uwazane za skrajne wyrazy takiego ciggu
nastgpujacych po sobie liczbh, w ktérym dwie liczby sgsiednie
sg sobie réwne. PoniewaZz za$, opierajgc si¢ na tw. I (§ 4)
latwo mozemy dowies¢, drogg indukeyi matematycznej, Ze
we wspomnianym ciggu liczb kazde dwie liczby sg sobie
réwne, przeto wnosimy, ze réwnosé:

2=z

o uzasadnienie ktérej chodzi, istotnie zachodzié bedzie.

§ 15. Uwazajmy tyle danych liczb, ile wynosi pewna liczba
calkowita 7 od jednosci wigksza i, po ustawieniu tych liczb
w pewnym dowolnie obranym porzadku, oznaczmy ogélnie
przez a, t¢ z nich, ktérej numerem porzgdkowym jest liczba i.
Przyjmijmy nastepnie

8 =0
i ogdlnie,
Sip1 =S+ Gyy
W takim razie, na podstawie zasady indukeyi matematycznej,
symbol s, oczywiscie oznaczaé bedzie pewng okreslong liczbe.
Liczba s, zwie si¢ sumg danych n liczb, a same te liczby
zowig si¢ skladnikami rozwazanej sumy.

W interesie zwigzlogei umawiamy si¢ rozumieé pod wy-
razeniem ,suma liczb nalezacych do pewnego zbioru (2)%,
w razie gdyby zbidr (2) zawieral jedng tylko liczbg, —samg te
liczbe; a w przypadku, w ktérymby nie istniala zadna liczba
do zbioru (2) nalezaca — liczbe zero.

Opierajac si¢ na podanym w § 12 okresleniu uzycia na-
wiasu, mozemy oczywiscie napisaé bezposrednio wzér na sume
kilku danych skladnikéw, rozwazanych w jakimkolwiek przy-
pisanym z géry porzadku, nie wprowadzajage zadnej nowej
definicyi. Na przyklad, wzorem na sume skladnikéw a, b, ¢ i d,
rozwazanych w porzadku, w ktérym je wymieniliSmy, bedzie
o¢zywiscie wzér nastepujgey:

(@4b)+ 9+ d.
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Tw. VIl. Wartosé sumy kilku oznaczonych skladnikéw
od przyjetego dla nich porzadkn nie zalezy.

Dowéd. Ze wzgledu na tw. VI, twierdzenie obecne uza-
sadnimy w zupelnodei, jezeli tylko okazemy, Ze przemiana
numeréw porzgdkowych dwdch skladnikéw sgsiednich na
wartos¢ sumy nie wplywa. Zalézmy chwilowo, ze okoli-
czno$é ta zachodzi istotnie w razie, kiedy liczba skladnikéw
sumy nie przekracza pewnej liczby k& (k=2) i oznaczmy
przez s jakakolwiek sume¢ o k-1 skladnikach. Oznaczmy
przez ¢ skladnik, nastepujacy w sumie s, bezposrednio po pe-
wnym skladniku b, a przez s’ sume, w ktdrg przeszlaby suma s,
gdyby$my przemienili w niej numery porzgdkowe skladnikéw
b ic Zaldimy najpierw, ze skladnik ¢ nie jest ostatnim
skladnikiem sumy s. W takim razie ostatnie skladniki sum
s i &' réwnaé si¢ bedg pewnej tej samej liczbie d i wtedy
na sumy s i s’ bedziemy mieli wzory nastgpujace

=0 d

oznaczajac przez ¢ i ¢’ dwie sumy pewnych tych samych %
skladnikéw. Pewne dwa sgsiednie skladniki sumy o réwnaé
sig beda odpowiednio liczbom & i ¢, a suma o’ bedzie sumg,
w ktdéra przejdzie suma o jezeli tylko przemienimy w niej
numery sasiednich skladnikéw & i c. Przeto, na podstawie
przyjetego chwilowo zalozenia mie¢ bedziemy:

g —1d.

Zatem, na podstawie tw. I, wnosimy z réwnosei (1) Ze mamy:

s=4¢"

Pozostaje do zbadania przypadek, w ktérym skladnik ¢ jest

ostatnim skladnikiem sumy s. Oznaczajac tedy przez a sumeg

tych skladnikéw sumy s, ktére poprzedzaja skladniki & i c,
mamy:

@) s=(a+b)+e.
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Na sumg s’ bedziemy tedy mieli wzér nastgpujacy:

8’ = (a4 ¢)+ b. (3)

Ze wzoréw (2) i (3) wnosimy na podstawie tw. II, Zze mamy

s=a+(b+0
s’=a+(c+b).

A poniewaz (tw. III) mamy
b+c=c+b
przeto, oznaczajac przez f wspélng wartosé sum

b+cictb
znajdujemy, iz
s=af
Y =atf
skad

§=32S

DowiedliSmy zatem co nastepuje: gdyby w sumie zawie-
rajacej k skladnikéw przemiana numeréw dwéch skladnikow
sgsiednich nie miala wplywu na warto$§é sumy, to ta sama
okoliczno$é zachodzilaby takze co do sumy, zawierajgcej k- 1
skladnikéw. Poniewaz za$ rozwazana okolicznodé zachodzi isto-
tnie w przypadku, kiedy suma zawiera dwa skladniki (tw. III),
przeto przemiana numeréw dwdceh skladnikéw sgsiednich
w jakiejkolwiek sumie pozostaje bez wplywu na jej wartoéé.
Ze wzgledu na uwage uczyniong na poczgtku dowodu uza-
sadnilidmy tem samem twierdzenie, o ktére chodzilo.

Tw. VIIl. Suma, w ktéra przemieni si¢ jakakolwiek dana
suma przez to, Ze zastapimy w niej kilka ktérychkolwiek
skladnikéw przez skladnik réwny ich sumie, réwna si¢ sumie
dane;j.

Dowéd. Oznaczmy przez s sumg dang a przez (A4) zbidr k
ktérykolwiek jej skladnikéw. Uporzadkujmy skladniki sumy
danej w taki sposéh, zeby zbiér k& pierwszych skladnikéw sta-
St. Zaremba. 3

“e

http://rcin.org.pl™ {0

=



Rl il

nowil wlasnie zbiér (4). Oznaczmy nastgpnie ogélnie przez a;
skladnik rzedu ¢ — i przyjmijmy:
8 =m0y
oraz ogdlnie
811 =581 a.
Bedziemy tedy mieli
(1) 8==18:

na podstawie definicyi sumy i twierdzenia poprzedzajgcego
Z drugiej strony, z definicyi liczby s, wynika bezposrednio,
ze liczba ta réwna si¢ sumie, ktdrej jeden skladnik jest liczba
s, a inne skladniki sg tymi skladnikami sumy s, ktére, w przy-
jetym dla nich porzadku, nastepujg po skladniku a,. Zatem,
na podstawie réwnosei (1) suma s réwna si¢ takze sumie
liczby s, i tych skladnikéw sumy s, ktére nastgpujg po skla-
dniku a,. A poniewaz liczba s, przedstawia sume, zbidr (4)
stanowigeych skladnikéw sumy s, przeto suma s réwna sig
sumie sumy skladnikéw tworzaeych zbiér (A) i skladnikéw
pozostalyeh, co bylo do okazania.

Tw. IX. Suma, w ktdéra przejdzie jakakolwiek dana suma
s przez to, Ze zastapimy w niej jeden ktérykolwiek skladnik a-
przez kilka skladnikéw, ktérych suma réwna sig¢ liczbie q,
réwna si¢ sumie 8.

Dla dowodu nalezy tylko podniesé, Ze twierdzenie obecne
wyraza w nowych wyrazach, to samo co twierdzenie poprze-
dzajace.

Uwaga. Na podstawie twierdzen VII, VIII i IX mozemy
we wzorze na jakgkolwiek kombinacye kilku liczb drogg do-
dawania opusci¢ nawiasy bez obawy, zeby stad mogly wy-
nikngé jakakolwiek watpliwo$é co do wartosci liczby, ktéra
przedstawialby tedy rozwazany wuzdr.

§ 16. Tw. X. Oznaczmy przez a jakakolwiek liczbe cal-
kowitg a przez b liczbe calkowity od zera odmienng, ale po-
zatem jakakolwiek. Uwazajmy nast¢pnie, w ciggu naturalnym
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liczb calkowitych b pierwsze liczby nastepujace po liczbie a
i niech ¢ oznacza ostatnig z tych liczb. Powiadam, Ze mamy:

c—=a-+}b.
Dowdd. Twierdzenie zachodzi isotnie w przypadku, kiedy
mamy
b=="1

na podstawie def. VI (§ 3).

Zakladamy chwilowo, ze twierdzenie zachodzi w razie, kiedy
liczba b ma pewna warto$é b’ i oznaczamy przez ¢’ odnosng
wartodé liczby c¢. Mamy tedy

¢ =a-b. Q)

b=b -+ 1. @)
W takim razie liczba ¢ bedzie liczba nastepujaca bezpo-
drednio w ciggu naturalnym liczb calkowitych po liczbie ¢’
Mamy wige
c=c -+ 1.

c=(@+4b)+1 (3)
na podstawie zwigzku (1).

Opierajgc si¢ na def. z § 11 wyprowadzamy z réwnosei (3)
réwnosé:

Przyjmijmy

Skad:

c=a-4 -+ 1)
c=a-4b

na postawie réwnodei (2). DowiedliSmy wige, ze, gdyby twier-
dzenie zachodzilo wtedy, kiedy liczba b ma pewns wartosé &',
to twierdzenie to zachodziloby jeszeze i w tym razie, kiedy

mieliby$my:
b= -{— b &

Poniewaz zaé stwierdziliby$my, ze twierdzenie zachodzi istotnie
w przypadku, kiedy mamy

b=

skgd

3%
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przeto, na podstawie zasady indukeyi matematycznej wno-
simy, Ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Wniosek. Jezeli oznaczymy przez b jakgkolwiek liczbg
calkowitg sprawdzajaca nieréwnosé

b >0,

to, jakakolwiek liczbe calkowita oznaczylibysmy przez a, mieé¢
bedziemy
a-+b>a.
Istotnie, ze wzgledu na twierdzenie poprzedzajace, liczba a b
nastapi w ciggu naturalnym liezb calkowitych, bezposrednio
lub posrednio po liczbie a. Zatem (def. VIII, § 4) liczba
a-t+b

bedzie rzeczywiscie w kazdym razie wigkszg od liczby a.

" Tw. XI. Suma dwéeh liezb calkowitych @ i b réwna sig
liczbie przedmiotéw zawartych w zbiorze (C), bedgeym wy-
nikiem ztgczenia dwéch zbioréw (4) i (B), zawierajgcych od-
powiednio tyle przedmiotéw ile wynoszg liczby a i b.

Dowéd. Jeieli jedna z liczb a i b, powiedzmy b, réwna
sig zeru, to twierdzenie zachodzi. Istonie, w rozwazanym przy-
padku zbiér (C) oczywiscie nie rézni sig od zbioru (4) i dla
tego zawiera a przedmiotéw. Z drugiej strony, poniewaz

b ==l
przeto

a-+b=a.

Czyli liezba przedmiotéw zawartych w zbiorze (C) réwna sig
rzeczywiscie sumie liczb a i b. Pozostaje wige do zbadania
przypadek, kiedy zadna z liczb a i 6 nie réwna sig zeru.
Poniewaz, w stosunku do twierdzenia, o ktére chodzi,
natura przedmiotéw nalezacych do zbioréw (4) i (B) jest obo-
jetna, przeto, zeby twierdzenie uzasadnié, mozemy, bez szkody
dla ogélnosei, wyszczegdlni¢ wedle upodobania przedmioty,
majace nalezeé do powyzszych zbioréw. Korzystajac z tej
uwagi okreslimy zbiory (4)i (B) w sposéb nastgpujacy. Uwa-
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zajmy w ciggu naturalnym liczb calkowitych wszystkie liczby
od jednosei az do a wlgeznie. Na podstawie tw. VII (§ 6)
liczba tych liczb réwnaé si¢ bedzie liczbie a. Zbiér tych liezb
przyjmujemy za zhidr (4). Zeby okreélié zbiér (B) uwazajmy,
w ciggu naturalnym liezb calkowitych, & pierwsze liczby na-
stepujace po liczbie a 1 oznaczmy ostatnig z nich przez c.
Za zbiér (B) przyjmijmy zbiér wspomnianych & liczb. W ta-
kim razie zbiér (C) stanowié beda liezby calkowite ciagu na-
turalnego liczb calkowitych od jednosei az do liezby ¢ wlgcznie.
Na podstawie tw. VII (§ 6) liczba liczb stanowigeych zbidr (€)
réwna¢ si¢ bedzie liczbie ¢. Z drugiej strony, na podstawie
twierdzenia poprzedzajacego mamy

c=a-b.

Réwnosé ta opiewa, ze liczba przedmiotéw stanowigcych zbiér
(€C) réwna si¢ sumie liezb a i b, co bylo do okazania.

Wniosek. Suma kilku liczb calkowitych réwna sig liczbie
przedmiotéw zawartych w zbiorze, bedageym wynikiem zlgcze-
nia zbicréw zawierajacych odpowiednio tyle przedmiotdéw, ile
wynoszg, skladniki rozwazonej sumy. Wniosek ten czytelnik
tatwo uzasadni droga indukeyi matematycznej.

ITI. Odejmowanie.

§ 17. Odejmowaniem nazywamy dzialanie, polegajace na
wyznaczeniu takiej liczby r, Zeby wynik dodania liczby tej
do pewnej danej liczby b réwnal si¢ pewnej innej danej liczbie a.
Liczby @, b i » nazywamy odpowiednio: odjemns, odjemnikiem
i resztg albo réznica. Na réznice odjemnej @ i odjemnika b
przyjmujemy wzdr nastepujaey:

a—b,
ktéry czytamy: a mniej . Mamy zatem
r—a—o 1)

oznaczajac, jak wyzej, przez r réznice.
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Na podstawie tw. IIT (rozd. II) podana przed chwilg defi-
nicya odejmowania oczywiscie réwnowazng jest definicyi na-
stepujacej: odejmowaniem nazywamy czynno$é polegajacs na
wyznaczeniu jednego ze skladnikéw sumy dwdch skladnikéw
przy danych: wartosei jednego z mich i wartodei sumy.

Jezeli z dwéch réwnosei zadna nie moze zachodzié bez
tego, zeby zachodzila takze druga z nich, to uwazane réwnosei
nazywamy réwnowaznemi.

Z definicyi réznicy wynika bezposrednio, iz réwnosé (1)
réwnowazng jest réwnosci nastepujgcej:

b+r=a
b+ (a—b)=a.

Okredliwszy dzialanie odejmowania winniémy wyprowadzié
warunki wykonalnosei tego dzialania i upewnié sig, kiedy
warunki te sg spelnione, czy wartosé wyniku okreslong jest
w zupelnosei w zaleznodei od wartodei elementéw danych t. j.
odjemnej i odjemnika.

§ 18. OdpowiedZ na pytania poprzedzajgce stanowi twier-
dzenie nastepujace:

Tw. I. Zeby odejmowanie bylo wykonalne, koniecznem
jest 1 wystarcza zeby odjemnik nie byl wigkszym od odjem-
nej. Kiedy warunek ten jest spelniony, reszta jest okreslong
w zupelnedci w zaleznosci od odjemnika i od odjemnej, mia-
nowicie: jezeli odjemnik réwna si¢ odjemnej to reszta jest
zerem, jezeli za$ odjemnik 5 mniejszym jest od odjemnej a,
to reszta réwna si¢ liczbie liczb nastgpujacych w ciggu na-
turalnym liezb calkowitych po liczbie & do liczby a wlacznie
i jest zatem wigkszg od zera.

Dowéd. A4) Podany warunek wykonalnoéei dzialania jest
konieczny. Oznaczajgc przez a, b i r odjemns, odjemnik i re-
sztg, mamy:

ezyli

(1) b4r=a
na podstawie definicyi odejmowania. Jezeli mamy
(2) rs=il
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to z réwnosei (1) wynika réwnosé

b= a: 3)
Jeieli zad jest
r =0,
to
b<a 4)
na podstawie wniosku z tw. X (§ 16). Przeto, zwigzek:
hb=a (5)

jest istotnie koniecznym warunkiem wykonalnosei dzialania.

B) Podany warunek zapewnia wykonalno$é odejmowania
a zapowiedziana w twierdzeniu wartos¢ reszty sprawdza defi-
nicye tejze. Jezeli bowiem zachodzi réwnosé (3), to wartosé
(2) na r oczywidcie czyni zadod¢ réwnosei (1). Jezeli za$ za-
chodzi nieréwno$é (4) to, na podstawie tw. X (§ 16), ueczy-
nimy zado$¢ réwnosei (1) oznaczajac przez r liczbe liezb
nastgpujacych w ciggu naturalnym liczb calkowitych, po liczbie
b do liczby a wlacznie. Poniewaz wszelka warto$é na r, ezynigea
zado$é réwnosei (1), sprawdza definicye reszty

a—b,

przeto uzasadniliSmy punkt, o ktéry chodzilo.

C) Reszta, o ile istnieje, okreslona jest w zupelnodei
w zaleznodei od odjemnej i od odjemnika. Istotnie zalézmy,
ze dwie nieréwne sobie liczby sprawdzaja definicye reszty przy
danych odjemnej @ i odjemniku b i oznaczmy mniejszg z tych
liezb przez »/, a druga przez . Bedziemy tedy mieli

b4+r"=a (6)
b+r"=a ()
yl <<y, (8)

Ze wzgledu na wynik uzyskany pod B) mozemy przyjaé:
r'=r+d
oznaczajac przez d liczbe od zera odmienng. Mamy tedy

b1 =b4 (" +d)=0+r)+d
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skad
9) b4r">b4
na podstawie wniosku z tw. X. (§ 16).

Poniewaz zwigzek (9) znajduje si¢ w sprzecznosei ze zwig-
zkami (6) i (7), przeto stwierdzamy, ze zaloZenie, iz dwie nie-
réwne sobie liczby sprawdzaja definicye reszty przy danych
odjemnej i odjemniku, doprowadza do sprzecznosei, a wiec
nigdy urzeczywistni¢ sig nie moze. Dowiedlimy wigc w zu-
pelnodei twierdzenia, o ktére chodzilo.

Wniosek I. Dwie jakiekolwiek liczby calkowite a i b
moga zawsze byé skombinowane jedna z drugs droga odej-
mowania_a wynik takiej kombinacyi, ezyli réZnica uwazanych
liczb, jest zawsze okreslony w zupelnosei w zaleznosei od tych
liczb. Istotnie, jezeli rozwazane liczby sa sobie réwne, to ktd-
rgkolwiek z nich moZemy przyjaé za odjemnik, ale réznica
bedzie w kazdym razie réwnaé si¢ zeru; jezeli zas liczby a i b
réwne sobie nie sa, to na podstawie twierdzenia poprzedzaja-
cego mozemy je skombinowaé droga odejmowania, ale tylko
w taki sposéh, zeby odjemnikiem byla mniejsza z nich; zatem
w tym przypadku takze réznica okreslong bedzie w zupelnodei.

Wniosek. I Jezeli liczby calkowite a i b sprawdzaja
nieré6wnosé

a=>b
to, jakgkolwiek liczbe calkowita oznaczyliSmy przez ¢, mieéd
bedziemy:
a-tc=>b-+c

Istotnie, oznaczajae przez r réinice liczb a i & mamy
a=b+4r
=0
ate=@+nte=0Fo+r

przeto rzeczywiscie:

oraz

A poniewaz

atc>b-+4c¢

na podstawie wniosku z tw. X (§ 16).
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§ 19. Tw. Il. Oznaczajac przez a jakgkolwiek liczbe cal-
kowity a przez b i ¢ dwie liczby calkowite, sprawdzajace
warunek nastepujgey:

b=c, (1)
ale pozatem jakiekolwiek, mamy w kazdym razie:
a+®b—c)=(a++b)—ec. 2)
Nadto, jezeli mamy
a=b—c 3)
to mamy
a— b —c)=(a-+4c)— b 4)
jezeli zad zachodzi zwigzek
a=b—c )
to mamy
(b—c¢)—a=b—(a+ec). (6)

Dowdéd. Podnosimy przedewszystkiem, Ze warunki pod
ktérymi zapowiedzieliSmy istnienie kazdej z réwnodei (2), (4)
i (6), sa istotne; gdyby bowiem jeden z tych warunkéw spel-
niony nie byl, to lewa strona odno$nej réwnosei oczywiscie
pozbawiona bylaby sensu.

Zeby uzasadnié¢ réwnosé¢ (2) przyjmujemy:

z=a-+ (b —c). (7)
ztc={a+t+b—0c)+c

a4 c=at{b—o+¢
na podstawie tw. II (§ 13).
Poniewaz

Mamy tedy:

skad

(b e C) —*—-— g=—b
na podstawie definicyi odejmowania, przeto

ztec=a-+t0b
z=(a-4b—c (8)

skad
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znowu na podstawie definicyi odejmowania. Réwnosei (7) i (8)
pociagaja za sobg réwnosé (2), ktérg pragneliémy uzasadnié.
Przéchodzae do dowodu réwnodei (4) przyjmijmy:

(9) y=a—(@b—0.
Mamy
yHb=y+G—0+4
¥+ bty (-0 e
na podstawie tw. II (§ 13).

skad

Poniewaz
y+@b—cy=a,
na podstawie réwnosei (9), przeto
y+b=a+e
skad
(10) y=(a+o—b.

Réwnosdei (9) i (10) pociggaja za sobg réwnosé (4), o uzasa-
dnienie ktdérej wlasnie chodzilo.
Zeby nareszcie uzasadnié réwnoéé (6) przyjmijmy:

(11) z2=0B—c)—a.
Mamy
st (a4 )=+ afe
na podstawie tw. II (§ 13). Poniewaz zag
z+a=0b—c,

na postawie réwnosei (11), przeto

24+ (a4c)=@®b—c)+c¢

ezyli :
2+ (a+tc)=b

skad

(12) z2=b—(a+o).

Réwnosei (11) i (12) pociagaja za soba réwnoéé (6). Zatem wza-
sadniliSmy w zupelnodci twierdzenie o dowéd ktérego chodzilo.
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Tw. lll. Wynik » wszelkiej kombinacyi okreslonej liczby
liezb, stanowigeych pewien zbidr (2), droga skonczonego ciggu
dzialan, z ktérych kazde polega na kombinowaniu dwéch wy-
razen przez dodawanie lub odejmowanie, réwna sig, o ile
istnieje, a wigc o ile spelnione sg warunki wykonalnosci od-
noénych dzialar, albo sumie rozwazanych liczb albo réznicy
sumy pewnych z tych liczb i sumy liczb pozostalych.

Dowdd. Liezba w musi byé wynikiem przynajmniej
dwéeh po sobie nastepujgeych dzialan, albowiem inaczej twier-
dzenie pozbawionem byloby tresei.

Zalézmy na poczatek, ze liczba w jest wynikiem dwdch
po sobie nastepujacych dzialan. W takim razie liczba w be-
dzie wynikiem kombinacyi pewnej liczby a drogg jednego
z dwéch rozwazanych dzialai: albo z summg dwdch innych
liczb, albo z ich réznica. W pierwszym przypadku twierdze-
nie nasze byloby prosta tautologia; zwracamy si¢ wige na-
tychmiast do przypadku drugiego, to jest do przypadku,
w ktérym kombinujemy liczbe a z réznicy

b—e

pewnych dwdeh liczb. Dodawanie prowadzi do jednej tylko
kombinacyi, mianowicie do kombinacyi

a-(b—e).
Odejmowanie za$, zaleznie od wzglednego polozenia liczb
ai(b—e¢)

w ciggu naturalnym liezb calkowitych prowadzi do jednej
z kombinacyi nastgpujgcych:
a— (b—c) albo (b —c¢)— a.
Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego stwierdzamy,
2e w kazdym z przypadkéw poprzedzajacych mozemy przed-
stawi¢ liczbe w przez wzér zapowiedzianego ksztaltu. Zatem

uzasadniliémy twierdzenie w razie, kiedy liczba w jest wyni-
kiem dwdeh po sobie nastepujacych dziatan.
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Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie zachodzi w razie, kiedy
liczba n dzialan, ktérych wynikiem jest liczba w, nie prze-
kracza pewnej liczby k (k= 2) i przejdZzmy do przypadku,
kiedy mamy

n==k- 1.

Z definicyi liczby w wynika, Ze mamy na liezbe w jeden
ze wzoréw nastepujacych:

(1) w = w, + w,
albo
) W= w, — W,

gdzie kazda z liezb w, i w,, o ile nie jest sama jedng z liczb
stanowigeych zbiér (2), jest albo kombinacys, przez jedno
z rozwazanych dzialan, dwéch liczb, nalezageych do zbioru (2),
albo liczbe utworzong z liczb, nalezacych do zbioru (2), drogs
wykonania najwyzej tylu dzialan, z ktérych kazde polega na
kombinowaniu dwéch wyrazen droga dodawania lub odejmo-
wania, ile wynosi liczba k. Na podstawie tych uwag i chwi-
lowo przyjetego zaloZenia, stwierdzamy, Ze bedziemy mieli

w,—a albo w;, —=a—b
oraz
w, =c¢ albo w, =c—d

gdzie kazda z liter a, b, ¢ 1 d oznacza summe¢ pewnej liczby
liczb do zbioru (2) nalezgeych. Zwracajac sig obeenie do wzo-
réw (1) i (2) wnosimy, na podstawie poprzedzajacego, Ze na
liczbe w mieé¢ bedziemy jeden ze wzoréw nastgpujgcych:

(1) w=a-c

@) w=a-(c—d

3) w=(a— b+

(4) w=(a—0b)+(c—d
) w=a—-¢

(6) w=a—(¢c—d)

(7 w=(a —b)—c¢

(8) w=(a—b)—(c— d)
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Wzory (1) i (5) sa juz zapowiedzianego ksztaltu; wzory
za$ (2), (3), (6) i (7" mozZemy, na podstawie twierdzenia po-
przedzajacego, zastapié przez wzory Zgdanego ksztaltu. Mamy
wige do zbadania tylko wzory (4) i (8). Na podstawie twier-
dzenia poprzedzajgcego i wzoru (4) mamy:

w=(a—b)+(—d)={a—0b+—d
Opierajac sig powtdérnie na twierdzeniu poprzedzajgcem
mamy

(a—b+e=(a+tc)—0b
w={a-t+e¢)—0b —d
w=(a+o)— (b+d), (9)

opierajac si¢ ponownie na twiedzeniu poprzedzajgcem.
Stwierdziliémy wige, ze wzér (4) moZemy zastapi¢ przez

wzér (9), ktéry oczywideie jest zapowiedzianego ksztaltu.
Przechodzae nareszeie do wzoru (8) znajdujemy natych-

miast
w={a—0b-+4d —c
={at+d) 8 —c
—(a+d)—0+9)
Stwierdzamy wige, ze wzér (8) mozZemy takze zastapié
przez wzér zapowiedzianej postaci.
Ostatecznie dowiedlismy, ze gdyby twierdzenie zachodzilo
w razie, kiedy mamy

Zatem

Skad:

n =k,
to twierdzenie to zachodziloby takze w razie kiedy mamy
n=k-+1
a wieec 1 w razie kiedy mamy
n=k-+ 1.

Poniewaz za$ stwierdziliémy wyzej, Ze twierdzenie zacho-
dzi niezawodnie w przypadku, kiedy mamy

B
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przeto wnosimy, na podstawie zasady indukcyi matematycznej,
%e twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 20. Tw. IV. Jezeli dwie liczby calkowite a i b spraw-
dzaja nieréwnosé

(1) a>b
to mieé¢ bedziemy:
2) a—c=>b—c

jakakolwiek liczbg calkowits, nie wigkszg od b, oznaczyli-
by$my przez c.
Dowéd. Przyjmijmy

3) a—b=r
Bedziemy tedy mieli (tw. I)
(4) r=>0

ze wzgledu na nieréwno$é (1). Z réwnosei (3) mamy:

a=b—+r
Przeto

() b—e)+r=0+r)—c=a—c

na podstawie tw. II. Ze zwigzkéw (4) i (D) wynika, uwzgle-
dniajge wniosek z tw. X. (§ 16), nierdwnosé (2), o dowdd
ktérej wlasnie chodzilo.

Tw. V. Jezeli dwie liczby calkowite a i b sprawdzajg
nieréwnosé:

(1) a=>b,
to mieé bedziemy
2 c—a<<c—b,

oznaczajac przez ¢ jakgkolwiek liczbg catkowits, od liczby a
nie mniejsza.
Dowéd. Ze wzgledu na nieréwnosé (1) mozemy przyjaé

(3) a=b-4r
oznaczajac przez r (tw. I) pewng liczbe sprawdzajaca nierd-
wnosé

4) r>0.
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Na podstawie zwigzku (3) i tw. II mamy:
c—a=(c—b)—r
akad
(c—a)y+r=c—b 6))
Opierajge si¢ na wniosku z tw. X (§ 16) wnosimy natych-
miast ze zwigzkéw (4) i (5), ze nieréwnosé (2), o dowdd ktd-
rej chodzilo, istotnie sprawdzons bedzie.

IV. Mnozenie.

§ 21. Iloczynem jakiejkolwiek liczby calkowitej a, zwanej
mnozng, przez jakakolwiek liczbg calkowity b, zwang mno-
znikiem, nazywamy liczbe, na ktérs przyjmujemy wzér na-
stepujacy

a.b 1)
ktéry czytamy b razy a, albo a pomnozone przez b, okresla-
jac jednoczednie wartosé liczby, ktérs ma przedstawiaé wzdr
poprzedzajacy, réwnosciami nastepujgcemi:

arG==1p
oraz
alc+1)=(a.c)+a 2)
1 aky kolwiek liczbe calkowita oznaczyliby$my przez literg c.
“;Czynnoéé, polegajaca na wyznaczeniu iloczynu, nazywamy
mnozeniem. Nadmieniamy, Ze, zamiast symbolu (1), eczgsto
uzywanym bywa na iloczyn mnoZnej a przez mnoznik b sym-
bol nastgpujgcy:
&G

Nadto, jezeli nieporozumienie jest wykluczone, zast¢gpujemy
powyzsze symbole na iloczyn liczby a przez liczbg b, przez
symbol:

a b.

Celem uproszezenia symbolistyki wprowadzamy umowg¢ na-

stgpujaca: majac do skombinowania pewien jakikolwiek ilo-
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czyn droga dodawania lub odejmowania z jakimkolwiek innem
wyrazeniem opuscimy, w odno$nym wzorze, nawias, w ktd-
rym, wedle ogdlnych zasad uZzywania nawiasu (§ 12), naleza-
loby zamkngé rozwazany iloczyn. Na mocy umowy tej mo-
zemy napisa¢ réwnosé (2) jak nastepuje:

a.(c+1)=a.c+ta

Opierajac si¢ na tej okolicznosei, iz dzialanie dodawania
zawsze jest wykonalne i zawsze prowadzi do wyniku okre-
$lonego w zupelnosei w zaleznosei od skladnikéw, stwierdza-
my natychmiast, na podstawie zasady indukeyi matematycznej,
ze dzialanie mnoZenia jest wykonalne, jakiekolwiek bylyby
liczby calkowite przyjete za mmnozng i mnoznik i Ze wynik
dzialania okreslony jest w zupelnosci w zaleznodei od mno-
znej i mnoznika.

Tw. I. Jezeli mnoznik b w pewnym jakimkolwiek iloczynie

a.b

réwna si¢ jednosei, to iloczyn réwna si¢ mnoinej; jezeli za$
mnoznik jest od jednosei wigkszy, to iloczyn réwna si¢ sumie
tylu skladnikéw réwnych mnoznej, ile wynosi mnoznik.

Dowdd. Zeby uzasadnié pierwszg czgsé twierdzenia przyj-
mujemy

bi="1.
Mamy
a.l=a.0+1)=a.0+a

na podstawie definicyi mnozZenia. Ze zwigzkéw poprzedzajg-
cych wynika natychmiast, ze

1) @il =0
co bylo do okazania.

Przechodzage do drugiej czesci przyjmujemy na poczgtek
b= 2. Mamy:

a.2=a(l+1)=a.l14a=a-ta

na podstawie réwnosei (1). DowiedliSmy wiee, ze druga czgéé
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twierdzenia zachodzi istotnie w razie, kiedy mnoznik réwna

sig liczbie dwa.
Zakladamy chwilowo, ze twierdzenie zachodzi w razie, kiedy

mamy
b=Fk=2.

Na podstawie definicyi mnozenia mamy:

ak+1)=a.k+a (2)
Poniewaz, wedle przyjetego chwilowo zalozenia, iloczyn
a.k

réwna si¢ sumie tylu skladnikéw réwnych liczbie a, ile wy-
nosi liezba k, przeto, na podstawie réwnosei (2), iloczyn

a(k-+1)

réwna si¢ sumie tylu skladnikéw réwnych liczbie a, ile wy-

k4 1.

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, opierajac si¢ na zasa-
dzie indukcyi matematycznej, ze twierdzenie jest sluszne
w podanem brzmieniu.

§ 22. Tw. Il. Tloczyn sumy dwéch jakichkolwiek liczb
calkowitych a i b przez jakakolwiek liczbe calkowity m, przy-
jeta za mnoznik, réwna si¢ sumie iloczynéw skladnikéw sumy

nosi liczba

przez tg liczbe; czyli:
(at+b.m=a.m—+b.m.

Dowdd. Twierdzenie zachodzi istotnie w przypadku szcze-
g6lnym, kiedy mamy

m=—0

albowiem mamy tedy
(a+b).m =0
a.m+b.m=0+40=0.

Zalézmy chwilowo, Ze twierdzenie zachodzi w razie, kiedy
St. Zaromba. 4
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mnoznik m réwna sie pewnej liczbie calkowitej k, bedziemy
tedy mieli

(1) @a+bk=a.k+b.k

7 drugiej strony mamy:
@) (a8 (k+ 1) =(a+ ) k+(a+b)
na podstawie definicyl mnozenia. Z réwnosei (2) wyprowa-
dzamy, na podstawie réwnosei (1) i twierdzen z § 15, réwnosé
nastepujaca:

(a+b).(k+1)=(a.k4+a)4+b.k4b)
Skad
(a+b)(k+1)=ak+1)+4bE+1)

“odwolujge si¢ powtérnie do definicyi mnozenia. Z uzyskanych

wynikéw wnosimy natychmiast, opierajae si¢ na zasadzie in-
dukeyi matematycznej, ze twierdzenie zachodzi istotnie w po-
danem brzmieniu.

Wniosek I Opierajac si¢ na zasadzie indukeyi matematy-
cznej latwo stwierdzimy, Ze iloczyn jakiejkolwiek sumy przez
jakikolwiek mmnoznik réwna si¢ sumie iloczynéw skladnikéw
przez uwazany mnoZnik.

Wniosek I Oznaczajac przez b jakakolwiek liczbe cal-
kowita, a przez a liczbe calkowita od liczby & nie mniejsza.
mamy

(@a—b). m=a.m—>bm,

jakakolwiek liczbe calkowits przyjelibysmy za mmoznik m.
Istotnie, przyjmujac:
z = (a — b) m,
mamy

x4 bm={a—b)+4bym

na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego. A poniewaz
(a—b)+b=aq,

z-t+bm=a.m

przeto
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czyli
x=a.m—bm
czyli jeszeze
(a—bym=a.m—>b.m,

co bylo do okazania.

Tw. lIl. Jezeli w jakimkolwiek iloczynie mnozna réwna sig
zeru, to iloczyn ten réwna sig takZe zeru; jezeli za$ mnozna
réwna sig jednosei, to iloczyn réwna si¢ mnoznikowi.

Dowdéd. Twierdzenie zachodzi oczywiscie (§ 21) w razie,
kiedy mnoznik réwna si¢ zeru. Gdyby za$ twierdzenie za-
chodzilo w razie kiedy mnoznik réwnalby si¢ pewnej liczbie £,
to twierdzenie to zachodziloby takze w przypadku, kiedy mno-
znik réwnalby sig liczbie %k - 1; okolicznoéé ta wynika na-
tychmiast z réwnosei nastepujacych:

0.(k+1)=0.k+o0.

1.(k+1)=1.k+1

Zatem twierdzenie zachodzi w kazdym razie.

Tw. IV. Jezeli w pewnym jakimkolwiek iloczynie zasta-
pimy mnoznik b przez mnozng a, a mnozng a przez mnoznik b, to
nowy iloczyn réwnaé si¢ bedzie iloczynowi pierwotnemu. Czyli:

a:b=be

Dowéd. Twierdzenie zachodzi niezawodnie w przypadku,
kiedy mamy

a=—
albowiem mamy
0.6=20
na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego, a
b 0 =0

na podstawie definicyi mnoZenia.
Zgodnie z zasadg metody indukeyjnej zakladamy chwi-
lowo, Ze twierdzenie zachodzi w razie kiedy mamy
g1
i
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(1) k. b—=0b.%

Z drugiej strony, na podstawie tw. IL, mamy:

kf Db =k b 318
(k+2)b=b.k+b

na podstawie réwnosei (1) i tw. III. A poniewaz

b.k+b=b.(k-+1

na podstawie definicyi mnoZenia, przeto mamy

(k+1).b=5.(k+ 1)

Z uzyskanych wynikéw wnosimy natychmiast, ze twier-
dzenie, o ktérego dowdd chodzilo, zachodzi istotnie.

Poniewaz wartoé¢ iloczynu dwéeh liczb, na podstawie
twierdzenia poprzedzajacego, nie zalezy od tego, ktéra z tych
liczb przyjmiemy za mnoznik, przeto obejmujemy mnoZng
i mnoznik wspélng nazwg czynnikéw iloczynu.

Tw. V. Tloczyn dwdch; od zera odmiennych liezb calko-
witych, nigdy nie jest mniejszym od jednego z tych czynni-
kéw i réwna si¢ jednemu z nich jedynie w razie, kiedy drugi
czynnik réwna sig jednosci.

skad:

Dowdd. Oznaczmy przez a ten z czynnikéw rozwazanego
iloczynu J, ktéry nie jest mniejszym od drugiego eczynnika b.
Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego mozemy, jak tez

rzeczywiscie uczynimy, przyjaé bez szkody dla ogdlnosei,
czynnik b za mnoznik. Jezeli jest

et P
to, na podstawie tw. L, mamy
Fe=za. 1 =3
Zalézmy chwilowo, Zze mamy

(1) a.k=a
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oznaczajac przez k pewns liczb¢ calkowits nie mniejszg od
jednosei.
Mamy

ak+1)=a.k+ta (2)
na podstawie definicyi mnoZenia.
Ze zwigzku (1) wynika, Ze mamy

a. k>0 3)

albowiem liczba a jest od zera odmienns. Ze zwigzkéw zad
(2) i (3) wnosimy na mocy wniosku z tw. X (§ 16), ze

alk-+1)>a 4)

ie wige iloczyn @ (k-4 1) nie jest mniejszy od liczby a. Na
podstawie zasady indukcyi matematycznej wnosimy stgd, ze
mamy istotnie

J=a.

Udowodniliémy wige pierwsza czgéé twierdzenia. Zeby
udowodni¢ w zupelnosei czedé druga, winnismy tylko jeszeze
ekazaé, Ze nieréwnosé

b>1 (5)
pociaga za sobs nierdwnosé
Fxg e (6)
Ze wzgledu na nieréwnosé (D) mozemy przyjaé
b=k+41 (7)
i bedziemy wtedy mieli
k=1

Na podstawie tej nieréwnosci i udowodnionej juz pierw-
szej czesei twierdzenia mamy pewnosé, ze iloczyn

a5k

sprawdzaé bedzie zwigzek (1). Poniewaz zwigzek ten pocigga
za sobg zwigzek (4), przeto, ze wzgledu na (7), mamy

J=a. b a.
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Dowiedliémy wige, ze nieréwnosé¢ (D) pociaga za sobg nie-
réwnoséé (6) i tem samem uzasadniliSmy w zupelnodci twier-
dzenie, o ktére chodzilo.

Tw. VL. Zeby iloczyn dwéch czynnikéw réwnal sie zeru,
koniecznym jest i wystarcza, zeby jeden z nich przynajmniej
réwnal sig zeru.

Dowéd. Z twierdzenia poprzedzajacego wynika natych-
miast, ze podany warunek jest koniecznym do tego, Zeby
iloczyn réwnal si¢ Zeru. Na podstawie zaf definicyi mnozenia
i tw. III stwierdzamy natychmiast, Ze powyZszy warunek
wystarcza.

Tw. VII. Jezeli liczby calkowite a, b i ¢ sprawdzajg nie-
réwnosci

(1) a>b
2) ez,
to liczby te sprawdzajg takze nieréwnos$¢ nastgpujges:
(3) a..¢. = b.o

Dowdéd. Na podstawie tw. I (§ 18) mamy
(4) w—b>0.

Jezeli wige przyjmiemy

r = (a — b)e

to, (tw. VI) ze wzgledu na (2), mieé bedziemy:
(5) 7 =008

Z drugiej strony (wniosek II z tw. II) mamy:

(@a—bc=a.c—b.c

czyli

ri==a.¢— bie,
skad
(6) a.c=b.c+r

Ze zwigzkéw (5) i (6) wynika natychmiast (§ 16, wniosek
z tw X), ze nieréwnos$é (3). o uzasadnienie ktérej chodzilo,
rzeczywiscie sprawdzong bedzie.
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§ 23. Uwazajmy tyle danych liczb calkowitych, ile wy-
nosi pewna liczba calkowita # od jednosei wigksza i, po ulo-
zeniu ich w pewnym dowolnie przyjetym porzadku, oznaczmy
ogélnie przez a, liczhg o numerze porzadkowym i. Przyjmij-
my nastepnie

Pi=—iq
1 ogélnie
P i==rRaa

W takim razie, na podstawie zasady indukeyl matema-
tycznej, symbol P, oznacza¢ bedzie pewna okreslong liczbe.
W przypadku szczegdlnym, kiedy mamy n=2} liczba P, be-
dzie, na podstawie juz wprowadzonych dyfinicyi, iloczynem
danych liczb, a liczby te beda czynnikami iloczynu.

Nazwy te zachowamy jeszeze w przypadku, kiedy liczban
ma jakakolwiek wartodé od liczby dwa wigkszq. Zatem,
w kazdym razie, nadamy liczbie P, miano iloczynu danych
liczb a samem tem liczbom nazwe czynnikéw tego iloczynu.

Jezeli, co si¢ czesto trafia, pewna liczba a znajduje sig
z liczbami stanowigcemi pewien zbidér (2) w zwigzku nastg-
pujacym: liczba a réwna si¢ wogéle iloczynowi liezb zbioru
(2), a w przypadku szezegélnym, kiedy zbidr (2) zawiera je-
dne tylko liczbe, liczba a réwna si¢ jedynej liczbie do zbio-
ru (2) nalezacej, to dla skrécenia, wyrazamy niekiedy rozwa-
zany zwigzek orzekajae, Ze liczba a réwna sig iloezynowi
liezb zbioru (2).

Poprzedzajaca definicya iloczynu dowolnej liczby ezynni-
kéw jest calkiem analogiczna do wprowadzonej w § 15 de-
finicyi sumy dowolnej liczby skladnikéw i prowadzi do twier-
dzen znajdujacych sig w najscislejszej analogii z twierdze-
niami uzasadnionemi we wspomnianym paragrafie.

Tw. VIlIl. Warto$é iloczynu kilku oznaczonych czynnikéw
nie zalezy od przyjetego dla nich porzgdku.

Dowdéd. Oczywiscie winnismy tylko okazaé (§ 14 tw. VI),
ze przemiana numeréw dwdéch czynnikéw sgsiednich na war-
to$é¢ iloczynu nie wplywa.
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Jezeli liczba 7, oznaczajgca liczbg czynnikéw, réwna sie
liczbie 2, to twierdzenie obecne nie rézni si¢ od uzasadnio-
nego wyzej tw. IV. Zalézmy wige chwilowo, zgodnie z za-
sadg metody indukcyi matematycznej, Ze przemiana nume-
réw dwdéch czynnikéw sasiednich na warto$é iloczynu nie
wplywa w razie, kiedy mamy

n=<k 1)

oznaczajac przez k pewns liczbe calkowitg od liczby dwa nie
mniejszg 1 starajmy sie okazaé, iz w takim razie, ta sama oko-
liczno$é zachodzilaby jeszeze gdyby$my, mieli
n=="k-4 1. (2)

Uwazajmy wige pewien iloczyn P tylu czynnikdw, ile
wynosi suma k -} 1 i oznaczmy przez ¢ czynnik nastgpujaey
bezposrednio po pewnym czynniku b, a przez P’ iloczyn,
w ktéry przeszedlby iloezyn P, gdyby$my przemienili numery
porzgdkowe czynnikéw b i c.

Przypadek 4. Czynnik ¢ nie jest ostatnim czynnikiem
iloczynu P. W takim razie mieé¢ bedziemy

Pae=mie g
Y
oznaczajac: przez d ostatni czynnik iloczynu P, przez p pe-
wien iloczyn tylu czynnikéw, ile wynosi liczba %k a przez p’
iloczyn, w ktéry przeszediby iloeczyn p, gdybysmy w iloczynie
tym przemienili numery porzgdkowe pewnych dwéch czyn-
nikéw sasiednich (oczywiseie czynnikéw b i ¢). Mamy
- p=p
na podstawie przyjetego chwilowo zalozenia. Przeto bedzie-
my mieli
)
o co wlasnie chodzilo.

Przypadek B. Czynnik ¢ jest ostatnim czynnikiem ilo-
czynu P. Oznaczajac tedy przez a iloczyn ezynnikéw poprze-
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dzajgeych w iloczynie P czynniki b i ¢ i przyjetych w tym
wladnie porzgdku, w ktérym one wchodzg do iloeczynu P, mieé
bedziemy:
P =ta'\ 8] .6
P = (a6l
Gdyby czynnik ¢ réwnal si¢ zeru, to mieliby§my oeczywiscie
P ={(a.b) 0=
P ==i(a o) b= i e=i(}

(3)

Zatem w tym przypadku iloczyny P i P’ bylyby sobie
réwne. Zakladamy chwilowo, ze mamy
(@.b)m=—(a.m).b (4)

oznaczajac przez m pewnsa liczbe calkowita i przyjmujemy

c=m- 1.

P =(@.b).m+ 1),
P={a.m-++1)}.b )

P=(@.b)y.m-+a.b
na podstawie definicyi mnozenia. Przeto
P=(a.m).b+a.b

na podstawie réwnosei (4). Opierajac si¢ nastgpnie na tw. II
stwierdzamy, ze mamy:

P=(a.m-+ab

Mamy tedy

Mamy

skad
P={a.im+1)}b (6)

a.m—+a=a.(m-4 1)
na podstawie definicyi mnozenia. Réwnodei (D)1 (6) pociagaja
za sobg réwnosé

albowiem

P=P. ()

Jezeli wige uwzglednimy wynik uzyskany przy badaniu
przypadku A, to dojdziemy do rezultatu nastgpujgcego: gdyby
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przemiana numeréw dwdéch czynnikéw sgsiednich nie wply-
wala na warto$¢ iloczynu w przypadku, kiedy liczba czyn-
nikéw nie przekracza pewnej liczby k, to ta sama okoli-
cznos$é zachodzilaby jeszeze w razie, kiedy liczba n, oznacza-
jaca liczbe czynnikéw, mialaby warto$¢ okreslona réwnoscig
(2). Zwracajac si¢ do rozwazan wylozonyeh na poezatku
dowodu wnosimy stagd natychmiast, Ze twierdzenie, o uza-
sadnienie ktérego chodzi, istotnie zachodzi w podanem
brzmieniu.

Kierujae sie¢ dcisla, juz wyzej wskazang analogia pomie-
dzy teorys sumy kilku skladnikéw a iloezynem kilku czyn-
nikéw, uzasadnimy z najwigksza latwoscig twierdzenia naste-
pujace:

Tw. IX. Tloczyn, w ktéry przemieni sig jakikolwiek dany
iloczyn przez to, Ze zastapimy w nim kilka ktérychkolwiek
czynnikéw przez ich iloezyn, réwna sie iloczynowi danemu.

Tw. X. Tloczyn, w ktéry przejdzie jakikolwiek dany ilo-
czyn przez to, 7e zastapimy w nim jeden jakikolwiek czyn-
nik przez iloczyn réwny temu czynnikowi, réwna si¢ iloczy-
nowi danemu.

Paragraf ten zakonczymy uwags calkiem analogiczng do
uwagi wyslowionej na koncu § 15-go, mianowicie: twierdze-
nia VIII, IX i X pouczajg nas, Ze we wzorze na jakakolwiek
kombinacye kilku liezb drogg mnozenia mozemy opuseié
nawiasy bez obawy, zeby stad mogla wynikngé jakakolwiek
watpliwosé co do wartodei liezby, ktérs przedstawialby wéw-
ezas rozwazany wzor.

V. Dzielenie.

§ 24. Calkowity czescig ilorazu oznaczonej liczby calko-
witej a, zwanej dzielng, przez jakakolwiek oznaczong liczbe
catkowity b, zwang dzielnikiem, nazywamy wszelks takg liczbe
catkowity ¢, ktéra sprawdza réwnoéé nastepujgca:

W a=b.q+r
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gdzie litera » oznacza liczbg calkowita, ktéra, jezeli jest od
zera odmienng, sprawdza nieréwnosé:
y @)

Liczba » zwie sig reszta podzialu liczby a przez liczbe b
a dzialanie polegajace na wyznaczeniu liezb ¢ 1 » nazywa
sie dzieleniem.

Tw. l. Zeby liczby ¢ i r sprawdzaly definicye calkowite)
czesci ilorazu i reszty przy dzieleniu jakiejkolwiek liczby a,
przyjetej za dzielng, przez dzielnik b od zera odmienny,
koniecznym jest i wystarcza, Zeby liczby ¢ i » sprawdzaly
zwigzki (1) 1 (2).

Dowdéd. Warunki te oczywiscie wystarczajg. Zeby prze-
konaé sig, ze one sg konieczne, nalezy tylko zwazyé, zZe, je-
7eli reszta » réwna si¢ zeru, to nieréwnosé (2) bedzie spraw-
dzong, ze wzgledu na nieréwnosé

b>0;

jezeli za$ reszta r jest od zera odmienng, to nieréwnosé
(2) zachodzi na podstawie definicyi dzielenia. Zatem nierd-
wno$é ta zachodzi w kazdym razie. Co sie za$ tyczy réwno-
$ei (1), to réwnodé ta zawsze zachodzié musi na podstwie defi-
nicyi dzielenia. UzasadniliSmy wige w zupelnodei twierdze-
nie, o ktére chodzilo.

Tw. ll. Jezeli dzielnik przy pewnem dzieleniu réwna sig
zeru, to dzielenie jest niewykonalne — z wylgczeniem jednak
przypadku, kiedy dzielna takze réwna sig zeru; w tym przy-
padku wyjatkowym calkowita czeéé iloraza jest calkiem nie-
okreslona a reszta réwna sig zeru.

Dowéd. Zwréémy sie do réwnosei (1)1 zaldZmy, Ze mamy

b==0 (3)
W takim razie réwnos¢ (1) przyjmie ksztalt nastgpujgey:
g (4)

jakakolwiek warto$é przyjelibysmy na liezbg g.
Gdybysmy mieli
@i==:(L;
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to, na podstawie réwnosci (4), mielibysmy takze
g ()

Przeto, jezeli dzielna i dzielnik réwnajg si¢ zeru, to war-
tosé zero i tylko ta wartoéé na reszte oraz wszelka dowolnie
przyjeta warto$¢ na calkowita czedé ilorazu sprawdzaja defi-
nicye tych elementéw.

Gdybysmy za$ mieli

a0,
to réwnosé (4) pociagnelaby za sobg nieréwnosé
=0

ktéra bylaby ze wzgledu na réwnosé (3) w sprzecznogei z nie-
réwnoseig (2).

Stwierdzamy wige, Ze w tym przypadku nie istnieje Za-
dnega_ukladu wartodei na ¢ i », sprawdzajacego definicye cal-
kowitej czgéei ilorazu i reszty. W innych wyrazach: jezeli
dzielnik réwna si¢ zeru a dzielna jest od zera odmienna, to
dzielenie jest niewykonalne. UdowodnilisSmy wige w zupelno-
$ci twierdzenie, o ktére chodzilo.

Tw. lll. Jezeli dzielnik jest od zera odmienny, to dzie-
lenie jest zawsze wykonalne, a odnosne wartodei calkowitej
czedei ilorazu i reszty sy okredlone w zupelnodei, w zaleznosei
od dzielnej i dzielnika.

Dowéd. Oznaczmy jak wyzej przez a dzielng a przez b
dzielnik i, zakladajge na poczatek, ze liczba a jest od zera
odmienng, uwazajmy cze$é ciagu naturalnego liezb calkowi-
tych od liczby zero do liczby a wlgeznie. Ta czgéé ciggu na-
turalnego lub liczb calkowitych stanowié bedzie pewien cigg
skonezony (c), ktérego pierwszym elementem bedzie liczba
zero a ostatnim liczba a. Jezeli zastapimy w ciagu (c) kazdg
do tego ciggu nalezges liczbe przez iloczyn otrzymany, mno-
zgc przez nig liczbe b, to otrzymamy nowy cigg (¢/). Pierwszym
elementem ciagu (¢/) bedzie liczba zero a kazdym dalszym
elementem tego ciggu bedzie wynik dodania liezby & do liezby
stanowigcej element poprzedzajacy bezposrednio element uwa-
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zany. Ostatnim elementem ciagu (¢’) bedzie oczywiseie iloczyn
b.a. Poniewaz (tw. V, § 22) mamy

a=b.a,

poniewaz dalej pierwszym elementem ciagu (c¢’) jest liczba
zero, przeto liczba a nie jest mniejsza od pierwszej liczby
ciggu (¢'), ani wigksza od ostatniej liczby tego ciagu. Z tego
za$§ wynika (tw. XL § 7), Ze nadarzyé si¢ musi jeden z dwu
przypadkéw nastepujgcych:

A) Liczba a sprawdza réwnosé
== 1)
oznaczajac przez m jedny z liezb nalezacych do ciagu (e).
B) Liczba a sprawdza nierdwnosci nastepujace:
a>b.m
{ b 1 (2)
a<<b.(m—+ 1)
gdzie liczby m i m 4 1 sy dwiema liczbami sgsiedniemi
w ciagu (c).

W przypadku, kiedy zachodzi réwnos$é (1), liczba m sprawdza
oczywiscie definicyg calkowitej czgdci ilorazu a odnosna reszta
réwna si¢ zeru. Xatwo przekonaé si¢ mozemy, ze w pray-
padku, kiedy zachodzg nierédwnosei (2), liczba m takze spraw-
dza definicye calkowitej czgdei ilorazu. Istotnie przyjmijmy

r=a—>b.m. (3)

Bedziemy tedy mieli

v 0 4)
Poniewaz mamy
b=b.m4+1)—b.m, ()
przeto wnosimy ze zwiazkéw (3) i (5) na podstawie drugiej
z nierdwnosei (2) (tw. IV § 20), Ze mamy,
r<b (6)

Ze zwigzkéw (3) i (6) wynika natychmiast, Ze liczba m
istotnie sprawdza definicye calkowitej czedei ilorazu dzielnej a
przez dzielnik b.

Dowiedlismy wige, ze, jezeli przy dzielniku od zera od-

http://rcin.org.pl



ARSI DX s

miennym, dzielna tez jest od zera odmienng, to dzialanie
dzielenia jest wykonalne. Poniewaz za$ w przypadku, kiedy
dzielna réwna sig zeru, liczba zero oczywiscie sprawdza de-
finicye calkowitej czedei ilorazu, przeto, byleby dzielnik by?
od zera odmiennym, dzialanie dzielenia jest niezawodnie wy-
konalne. Winnidmy tylko jeszeze okazaé, Ze, jezeli dzielnik
jest od zera odmienny, to calkowita czesé ilorazu, a wiec
i reszta, sa okreélone w zupelnosci w zaleZnodci od dzielnej
i dzielnika.

Zalézmy, ze liczby ¢ 1 » sprawdzajg definicye calkowitej
czgéei ilorazu i reszty. Bedziemy tedy mieli (tw. I)

(7 a=b.q+4r

oraz
(8) ¥

Powiadam, Ze zadna liczba calkowita x, od liezby ¢ od-
mienna, nie sprawdza definicyi calkowitej czesei ilorazu liezby
a przez liczbe b. Dwa przypadki tylko nadarzyé sie mogs,
mianowicie:

() xT = g
albo

(®) i
Przypadek « Przyjmujac

) Rt A

bedziemy mieli

(10) Yy =20

Z drugiej strony wyprowadzamy z réwnosei (7) i (9)

a=bx—+ +

= b g
Ze wzgledu na nieréwnosé (10) mamy
by = b,

przyjmujgc

zatem
ra=h e
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Z tego za$ wynika (tw. I), uwzgledniajae nierdwnosé
b>0 (11)
ze liczba « nie sprawdza definicyi calkowitej ezgdei ilorazu
liezby a przez liczbg b.
Przypadek {. Przyjmijmy
z=q-+ z.

Bedziemy tedy mieli

be=0b.q+b.z (12)
a poniewaz
2. >0
przeto mamy
bz =0,
zatem
bz > r (18)

ze wzgledu na nieréwno$é (8). Ze zwigzkéw (7), (12) 1 (13)
wyprowadzamy zwigzek (wniosek IL tw. I, § 18)
a << bx

skad oczywidcie wynika, Ze liczba x nie sprawdza definicyi
calkowitej czedei ilorazu liczby a przez liczbg b.

Ostatecznie stwierdziliémy, ze zadna liczba calkowita od
liczby ¢ odmienna, nie sprawdza definicyi catkowitej czgsei
ilorazu liezby a przez liczbe b. Udowodniliémy wige w zu-
pelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Wniosek. Z ostatniej czesei dowodu twierdzenia poprze-
dzajgcego wnosimy natychmiast, ze, jezeli dzielnik jest od
zera odmienny, to catkowita czedé ilorazu réwna sig najwigk-
szej liczbie, ktérej iloczyn przez dzielnik nie przekracza
dzielnej, i jest jednoczesnie mniejszg od kazdej liczby, ktdrej
iloczyn przez dzielnik wigkszym jest od dzielnej.

§ 20. Oznaczmy przez a i b dwie jakiekolwiek liczby
catkowite. Jezeli istnieje pewna liczba calkowita m spraw-
dzajgea réwnosé nastepujges:

a=="0

to okolicznosé te wyslawiamy orzekajge, iz liczba a podzielng
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jest przez liczbe m; liczba m zowie si¢ tedy ilorazem po-
dzialu liczby a przez liczbe b, liczba a — wielokrotnodcig
liezby b, a liczba b — podwielokrotnodeig liczby a.

Jezeli pewna liczba a podzielng jest przez pewng liezbg b,
to odnosny iloraz przedstawiamy przez wzér nastepujaecy:

a0

Przy kombinowaniu wzoru tego z innemi wyrazeniami
drogg dodawania albo odejmowania opuszezamy nawias, w kté-
rym, wedle ogdlnych prawidel, wzér ten nalezaloby umiescié.

Tw. IV. Zeby pewna liczba a podzielng byla przez pe-
wng liezbg b, koniecznem jest, Zeby dzialanie dzielenia liczby
a przez liczbg b bylo wykonalnem i Zeby reszta podzialu ré-
wnala si¢ zeru; jezeli warunki te sg spelnione, to liczba a
jest podzielng przez liczbg b a odnosny iloraz réwna sie cal-
kowitej czedci ilorazu podzialu liczby a przez liczbe b.

Dowdd. Jezeli liczba a podzielns jest przez liczbe b, to
odno$ny iloraz i liczba zero oczywiscie sprawdzaja definicye
calkowitej czgsci ilorazu 1 reszty podzialu liczby a przez
liczbg b. Poniewaz, na podstawie tw. II i III, reszta podzialu
jest w kazdym razie okreslona w zupelnodei w zaleznosei od
dzielnej i dzielnika, przeto stwierdzamy, ze podane warunki
podzielnogci pewnej liczby przez pewns inng liezbe s rze-
czywiscie konieczne; nadto, z poprzedzajacego wyplywa jeszeze
bezposrednio, ze iloraz, o ile istnieje, réwna si¢ calkowitej
czgsci ilorazu. Poniewaz nareszcie, na podstawie definicyi po-
dzielnosei, powyzsze warunki podzielno$ei jednej liezby przez
drugs sy oczywidcie wystarczajgce, przeto udowodnilismy w zu-
petnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Tw. V. Liczba zero podzielng jest przez kazda dowolnie
przyjeta liczbe b5 odnoény iloraz réwna sig zeru, jezeli liczba
b jest od zera odmienng, jezeli zas liczba b réwna si¢ zeru,
to iloraz jest cakiem nieokreslony.

Twierdzenie to wynika natychmiast z przyjetych definicyi.

Tw. VI. Wszelka dowolnie przyjeta liczba calkowita a po-
dzielng jest przez jednosé, a odnoény iloraz réwna sig liczbie a.
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Dowdéd twierdzenia tego jest nie mniej natychmiastowy
od dowodu twierdzenia poprzedzajacego.

Wniosek. Kazda liczba calkowita a jest przez samg sie-
bie podzielng, jezeli uwazana liczba a jest od zera odmienng,
to iloraz podzialu liczby tej przez samg siebie réwna sig
jednosei.

Tw. VII. Jezeli oznaczymy przez b liczbe calkowits od je-
dnodci odmienng, to zawsze istnie¢ bedzie nieskonczona liczba
liczb calkowitych przez liczbe & niepodzielnych.

Dowdd. Jezeli liczba b réwna sig zeru, to oezywiscie
zadna liczba od zera odmienna przez liczbe b podzielng nie
bedzie. Jezeli za$ liczba b jest od zera odmienng to, poniewaz
jednodci réwnaé si¢ nie moze, bedzie od jednosei wigksza.
Zatem istnie¢ bedzie przynajmniej jedna liczba r sprawdza-
jaca nieréwnosci nastepujace:

0. =<<rsD.
Jezeli tedy przyjmiemy
a=b.q+r
oznaczajac przez ¢ dowolnie przyjeta liczbe calkowits, to, na
podstawie twierdzen I i IV, liczba a przez liczbg b podzielng
nie bedzie. Udowodnilidmy wige w zupelnosei twierdzenie,
o ktére chodzilo.

VI. Teorya poteg.

§ 26. Oznaczajac przez a i n dwie liczby calkowite, na-
zywamy potega stopnia # liczby a taks liezbg, ktérg przedsta-
wiamy przez symbol

a, 1)
okreglajagc jednoczesnie warto$é liezby, ktdéra przedstawiaé
ma symbol poprzedzajacy, réwnosciami nastgpujgcemi

g =20 (2)
= iatig 3)

jakgkolwiek liczbg calkowits oznaczyliby$émy przez literg k.
St. Zaremba. 5
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Liczba a zwie sig podstaws potegi, a liczba » wykladni-
kiem tejze.

Opierajac sig na zasadzie indukeyi matematycznej stwier-
dzamy natychmiast, Ze réwnosei (1) i (2) okreslaja wartosé
liczby, ktéra ma przedstawiaé¢ symbol (1), dla kazdej, od je-
dnodci nie mniejszej wartosei wykladnika 7 ; nadto, ponie-
waz, przyjmujge na liczbe & w réwnosei (3) wartosé zero,
wyprowadzamy z niej réwnosé

ai== 0l
na podstawie réwnosei (2), przeto stwierdzamy jeszeze, Ze de-
finicya powyzsza potegi prowadzi do konsekwencyi nastepu-
jacych:

A) Jezeli liczba a jest od zera odmienng, to mamy

@l
B) Jeieli liczba a réwna sig zeru, to wartosé¢ symbolu
ao
pozostaje calkiem nieokreslong.

Przy kombinowaniu wzoru na potgge z innymi wyrazZe-
niami drogg dodawania albo odejmowania opuszczamy na-
wias, w ktérym, wedle ogdlnych prawidel uzycia nawiasu,
nalezaloby zamkngé wzdér na potege.

Tw. . Jezeli wykladnik potegi jest od jednosei wigkszy,
to potega réwna sig iloczynowi tylu czynnikéw réwnych pod-
stawie, ile wynosi wykladnik.

Dowéd twierdzenia tego czytelnik uskuteczni z najwigksza
fatwodcig metodg indukeyi matematycznej. Tg samg metods
uzasadnilibyémy latwo twierdzenia nastgpujace:

Tw. Il. Jezeli wykladnik potegi jest od zera odmienny,
a podstawa réwna sig zeru, to rozwazana potega réwna sig zeru.

Tw. lll. Jezeli podstawa potegi jest od zera odmienna, to,
jakakolwiek wartosé mialby wykladnik, wartodé potegi nie
jest mniejszg od jednosci; w razie gdy podstawa réwna sig
jednodei, warto§é potegi réwna si¢ jednodei.

§ 27. W ustepie niniejszym rozwazaé bedziemy wylgeznie
potegi o podstawach od zera odmiennych.
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Tw. IV. Mamy
8" . a® S (1)
jakiekolwiek wartosci mialyby wykladniki » i m.
Dowdd. Réwnosé (1) zachodzi niezawodnie w przypadku,
kiedy mamy
m=—0
albowiem mamy wtedy:
a.a=a".1=a
an+0 =
skad
a’.ad=a"t"
Zakladamy chwilowo, Ze, oznaczajac przez k pewng liczbe
calkowits, mamy
@ .a"' =a"t.
Z réwnosci tej wynika, ze mamy:
e.a. a=0" 8
Poniewaz z jednej strony
an+k a = an+k+l — an+('k+l)
a z drugiej
a . a e — 6% (ahi o)y = n At
przeto, gdyby twierdzenie zachodzilo dla
m=k
to ono zachodziloby takze dla
m=Fk-41.
Poniewaz za$ stwierdziliémy, Ze twierdzenie sprawdzonem
jest w razie, kiedy
m=—20,
przeto wnosimy, Ze twierdzenie zachodzi w kazdym razie.
Tw. V. Jezeli wykladniki poteg
a”ia"
sprawdzajg zwigzek
nz=m,
b¥

http://rcin.org.pl



to liczba a" podzielng jest przez liczbe a™ i mamy wtedy
a*:a” =a"".
Dowéd. Przyjmijmy
r=a""
Mamy wéwezas (tw. IV):
@ . G ==gtTNE g

ktéra to réwnos¢ wyraza wlasnie twierdzenie, o ktére chodzilo.
Tw. VI. Mamy
a . ¥ =1o.b)
jakgkolwiek warto$¢ mialby wykladnik ».

Dowdd. Twierdzenie zachodzi niezawodnie, jezeli mamy

n—=0
albowiem
@, W=t Simnl
(o . tP=1.
Zakladamy chwilowo, ze mamy:
1) at. bt = (e s

Z réwnosei te] wyprowadzamy, iz
ghil e bi="a B Na b
A poniewaz mamy:
gbe. b=, . Dy b
oraz
(.0 .o b=x(a.b (8 B)e=la DPY,
przeto stwierdzamy, ze réwnosé (1) pociaga za sobg réwnosé:
L P e (6 BT

Z powyzszych wynikéw wnosimy natychmiast, ze twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. VII. Jezeli pewna liczba a podzielng jest przez pewns
liczbg b, to, jakgkolwiek liczbe catkowits oznaczylibyémy
przez n, liczb a" podzielng bedzie przez liczbe 4" i bedziemy
mieli:

@ b= )
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Dowéd. Przyjmujemy
z==(a:0¥".
Mamy tedy (tw. VI)
B W= {{as B D W,
Réwnoéé ta wyraza wlaénie twierdzenie, o dowéd ktérego
chodzilo.
Tw. VIli. Mamy
(an)m — an. m
jakiekolwiek liczby calkowite oznaczyliby$my przez litery 21 m.
Dowdéd. Twierdzenie to zachodzi niezawodnie dla
m = 0
albowiem mamy wtedy:
(@) =1
oraz
==lqfe="1"
Zaléimy chwilowo, ze mamy
(a*f = @a" G 1
Bedziemy tedy mieli

k n

(@) .ot s ® " o
Poniewaz mamy:
(an)k : a'n f— (aﬂ)k+1
oraz
&' o = o™ — ana+u,
przeto stwierdzamy, Ze réwnosé (1) pocigga za sobg réwnosé
(an)k+1 — gy
i wnosimy z uzyskanych wynikéw, Ze twierdzenie, o ktdre
chodzi, istotnie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 28. W paragrafie poprzedzajacym rozwazaliSmy wylacznie
potegi o podstawach od zera odmiennych. W jakiej mierze twier-
dzenia uzasadnione we wspomnianym paragrafie pozostalyby
w sile, gdybyémy zastrzeZenie co do podstaw poteg zniesli?

Czytelnik latwo uzasadni sluszno$é odpowiedzi nastgpu-

jacych.
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Co do tw. IV. Jezeli mamy
G =D,
to nalezy zalozyé, iz jeden przynajmniej z wykladnikéw n
albo m jest od zera odmienny. Gdyby zas$ kazdy z tych wy-
kladnikéw réwnal si¢ zeru, to twierdzenie nie mialoby sensu,
albowiem symbol
00
nie przedstawia zadnej oznaczonej liczby calkowitej.
Co do tw. V. Gdyby$my zalozyli, ze mamy
a— 0,
to twierdzenie pozbawionem byloby sensu, jakiekolwiek war-
todci mialyby wykladniki » i m.
Co do tw. VI. Gdyby jedna z liczb @ albo b réwnala
sig zeru, to nalezaloby zaloZy¢, ze mamy
n>0.
W przeciwnym za$ razie twierdzenie nie mialoby sensu.
Co do tw. VII. Mozemy przyjaé

a=20
ale winniSmy w kazdym razie zachowaé zaloZenie, iz mamy
b>0

i, co do wykladnika 7, musimy wtedy zalozyé, ze wykladnik
ten jest od zera odmienny. W przeciwnym razie twierdzenie
nie mialoby sensu.
Co do tw. VIII. Gdybysmy przyjeli
a =0,
to nalezaloby zalozyé, ze liczby # i m sa od zera odmienne;
w przeciwnym razie twierdzenie pozbawionem byloby sensu.
§ 29. Oznaczmy przez n im dwie liczby calkowite spraw-
dzajgce warunek
n=m
a przez f (i) liczbe okreslong w zupelnodei w zaleznodci od
liczby calkowitej i dla wszystkich takich wartosei tej liczby,
ktére sprawdzajsg warunki nastgpujace:

g=n 8 =
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Uwazajmy nastgpnie symbol nastgpujacy:

2 (i), (1)
i=n
ktéry czytamy sigma f(i) od i =n do i = m. Przez sym-
bol poprzedzajacy oznaczamy liczbe, ktorg okreslamy réwno-
$ciami nastepujacemi:

D f(i) = f(n)

i=n

i1 2
. \ .
i)=Y ro+re+1.
i=n i=n
Opierajac si¢ na zasadzie indukcyi matematyecznej stwier-
dzamy natychmiast, ze definicya poprzedzajaca okresla w zu-
pelnoéei liczbe, ktéra przedstawiaé ma symbol (1).

Zachowujac oznaczenia poprzedzajace, umawiamy sig jeszcze

uwaza¢ symbol:
'l" '
70

za symbol przedstawiajacy te samg liczbg, co symbol (1).
Czytelnik upewni si¢ z latwodcia, Zze w razie, kiedy mamy
m—n=1,

symbol (1) przedstawia sume tych m — n -4~ 1 wartodei, ktére
przyjmuje wyrazenie f (i) zastepujge w nim kolejno literg i
przez liczby calkowite ciggu naturalnego liczb calkowitych
od liczby 7 do liczby m wlacznie.

Opierajac sig na znanych twierdzeniach, czytelnik latwo
stwierdzi, Ze mamy :

m

s o f= Dera),

i=n i=n

jakakolwiek liczbe calkowity oznaczyliby$my przez a.
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Tw. IX. Oznaczmy przez a i b dwie liczby calkowite od
zera odmienne, sprawdzajgce nieréwnosé nastgpujgca:

a=b,

a przez n liczbg calkowity od jednodci nie mniejszg. Bedzie-
my tedy mieli:

1) a' — b= (a — b)Za"“ SR

i=1
Dowéd. Jezeli mamy
Tk
to twierdzenie zachodzi niezawodnie, albowiem mamy wtedy:
a'— b =a—1b

oraz

n

2‘ " b1 22' At =0, b0 = 1.

i=1 i=1

Zalézmy chwilowo, Ze mamy:

k
) a* — b =(a — b)2' @t L bt
Bedziemy tedy mieli:

3) at — abt = (a — b)Z‘ gt | p1,

i=1

Z drugiej za$ strony mamy:
4) ab* — " = (a — b) b* = (@ — b) b0,
Z réwnosei (3) i (4) wynika réwnodé nastepujaca:
(" — ab*) + (ab* — b)) =

k
= (a . b)Zak+l—i Bt + (a R b) D1
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5) wu4W=m—wzwwﬂra
Zatem réwnos$é (2) pociaga za sobs réwnosé (5). A ponie-

waz réwnosé (1), jak stwierdzilismy wyzej, zachodzi w razie
kiedy

n= 1
przeto réwnosé (1) zachodzi dla kazdej wartodei na n, spraw
dzajgcej warunek

n=1,
co bylo do okazania.

Tw. X. Jezeli oznaczymy przez a i n liczby calkowite od
jednosei wigksze, to liezby te sprawdzaé beds nieréwnosé
nastepujaca:

a>1+4 n(a—1I. 1)

Dowéd. Mamy

@?={1+@—1)r=1+2@—1) + (a—1)

na podstawie znanych wlasnosei mnozenia.
Poniewaz mamy

) T
przeto
a—1>0
zatem (tw. III):
(@— TR ="11.

Stwierdzamy wiee, ze
B Wl R
Zalézmy chwilowo, ze
ad>1+ka—1) *k=2). 2
W takim razie mieliby$my:
@0 >k 1 & (6 — TPk Ao =)
skgd
BT+ 1) (@ — 1) + k(@ — 1)?

A\ "‘
\.‘ e
i.’ ‘t,
awl
P
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a wiec tem bardziej:
(3) ' > 14 (k+ 1) (a— 1).

DowiedliSmy wige, ze nieréwno$é (2) pocigga za sobg
nieréwno$é (3). Z uzyskanych wynikéw wnosimy natychmiast,
ze nieréwnosé¢ (1) zachodzi przy wyslowionych w twierdzeniu

warunkach.
Wniosek. Jezeli liczba calkowita a sprawdza nieréwnosé
a1
to mamy
a'>n
jakakolwiek wartodé mialby wykladnik calkowity ». Istotnie,
jezeli liczba n réwna sig zeru albo jednoéei, to nieréwnodé,
o ktérg chodzi, stwierdzamy bezposrednio.
Jezeli za$ liczba n jest od jednosci wigksza, to nierdwnosé
ta wynika natychmiast z twierdzenia poprzedzajacego.
Tw. XI. Jezeli oznaczymy przez a, b i n liczby calkowite
sprawdzajgce nieréwnosei nastepujace :

@b
=,
to liczby te sprawdzaé beda nieréwnosé:
1) o
Dowéd. W przypadku szezegdlnym kiedy mamy
0 =0

nieréwno$é (1) wynika natychmiast z twierdzen II i X. Je-
zeli za$ mamy
b>0,
to nieréwnosé (1) wyplywa natychmiast z tw. IX. Zatem twier-
dzenie obecne zachodzi istotnie w podanem brzmieniu.
Tw. XIl. Jezeli pewne liczby calkowite a, m i n spraw-

dzajs nierdwnodci nastepujace:
G > 1

v

m > n,
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to liczby te sprawdzaja takze nieréwnogé:

ar =n.al 1)
Dowéd. Mamy (tw. IV)
at = graatet (2)
a poniewaz
m—n>0
przeto
e (3)

na podstawie twierdzenia X i réwnosei
; o —=a.
Z nieréwnoseci (3) wnosimy (tw. VII, § 22), ze
a’l 5 am—ﬂ > aﬂ,
skad, na podstawie réwnoéei (2) wynika nieréwnosé (1) o uza-
sadnienie ktdérej wlasnie chodzilo.
Wniosek. Jezeli liczby calkowite a i m sprawdzajg
nieréwnosei
aiz= 1
m = 1
to liczby te sprawdzajg takze nierédwnosé:
AT

Zeby przekonaé si¢ o tem, nalezy tylko zastosowaé twier-
dzenie poprzedzajgce do przypadku, kiedy mamy » = 1.

VII. Teorya numeracyi.

§ 30. Zamierzamy obecnie zastapi¢é numeracyg prowizory-
czng, wprowadzong w rozdz. I, numeracys powszechnie przy-
jeta, zwang numeracys dziesigtna.

Numeracya dziesigtna jest jedng z numeracyi, stanowiacych
takg klase numeracyi, ktére wszystkie wyplywajs tg samg
droga z twierdzenia nastgpujacego.
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Tw. Jezeli przedstawimy przez ¢ oznaczong liczbe calkowita,
sprawdzajgcg nieréwnosé

o> 1,

to kazdej, od liczby ¢ nie mniejszej, liczbie catkowitej a,
odpowiadaé bedzie skoniczony cigg liezb (C), okreslony w zu-
pelnosei przez wlasnodei nastgpujgce:
10 Kazda liczba ciggu tego bedzie od liczby ¢ mniejsza.
20 Ostatnia liczba ci¢gu tego bedzie od zera odmienna.
30 Oznaczajac ogélnie przez c; liczbg stanowigcg element
rzgdu (czyli numeru) i w ciggu (C), a przez n (n> 1) liczbe
elementéw tego ciggu, bedziemy mieli

(1) a =2"1 ¢ .07

Dowdéd. 4) Istnieje jedna i tylko jedna liczba calkowita
p, w zadnym razie od jednosei nie mniejsza, sprawdzajaca
nieréwnosei nastgpujgce:

©) F=a< ot
Istotnie uwazajmy skonczony cigg liczb (K), w ktérym ele-
ment kazdego jakiegokolwiek rzedu i réwna sie
o
i w ktérym liczba ¢ stanowi element ostatni. Poniewaz mamy
a=e,
oraz (wniosek z tw. X, § 29)
a<<o

poniewaz (tw. XII, § 29) liczba nastepujaca w ciggu (K) po
innej liezbie zawsze jest od niej wigksza, przeto (tw. XI, § 7)
liczba a albo bedzie réwnaé si¢ pewnej liezbie ciggu (K),
albo teZz bedzie liczba posrednig pomigdzy dwiema liczbami
sgsiedniemi do tego ciagu nalezacemi. Zatem niezawodnie
istnie¢ bedzie przynajmniej jedna warto$é na liczbe calko-
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witg p, sprawdzajagca warunki (2). Poniewaz za$ latwo mo-
zemy stwierdzié, opierajac si¢ na tw. XII (§ 29), ze dwie
nieréwne sobie wartosci na liczbg p warunkéw (3) jednocze-
¢nie sprawdzaé¢ nie mogs, przeto uzasadniliSmy w zupelnodei
to, o co w niniejszym ustepie chodzilo.

B) Jezeli liczba a przedstawialna jest przez wzér (1), to
liczba ta sprawdza nieréwnosci nastgpujace:

" l=Se<0. (3)

Istotnie, poniewaz kaida z liczb ¢, mniejszg jest od liczby o,
przeto ze wzoru (1) mamy:

n

sz Ye—De¢

i=1

skad

a=(e—1 ¢ @

i=1
Przyjmijmy w réwnodei wyrazajacej tw. IX z § 29
=0 § =—i1]
- znajdziemy tedy

—1=(e—1) Y o

Zatem
a=0"—1
na podstawie zwigzku (4). Mamy stad
<2 0%

Dowiedlismy wige, ze liczba a sprawdza jedng z nieréwnodei
(8). Zeby okazaé, ze liczba a sprawdza takze i drugs z tych
nieréwnoéel, zwazmy, ze wzér (1) mozemy napisaé w ksatal-
cie nastepujgcym:

az=¢ gl —|—2 cjo L. ®)

i=1
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Ze wzgledu na nieréwnosé:
C el

mamy (tw. V, § 22)

(6) G- @I 0

Ze zwigzkéw (5) i (6) wynika nieréwnosé
a=¢"7

ktdérg pragneliémy uzasadnié.

DowiedliSmy wige, Ze wzdér (1) pociaga za sobg nierdw-
nosei (3).

C) Z wynikéw uzyskanych pod 4) i pod B) wnosimy co
nastgpuje: jezeli liczba a przedstawialng jest przez wzér (1),
to liczba #» ma warto$é okreslonsg w zupelnodei, mianowicie
mamy:

n=p-41
gdzie liczba p okreslona jest nieréwnodeiami (2).
D) Jezeli liezba a sprawdza nieréwnoéé:
@ a=0

to liczbg te przedstawié mozemy przez wzér (1). Istotnie w przy-
padku, kiedy

p=1,
wzér (1) oczywiscie zachodzié bedzie przyjmujge
n=—2

1 oznaczajac przez ¢, calkowity czgéé ilorazu — a przez ¢, re-
szte podzialu liczby a przez liczbe ¢, albowiem zwigzek (1)
zachodzi¢ bedzie i bedziemy mieli

<@
na podstawie teoryi dzielenia; nadto bedziemy tez mieli
I=c<<e
ze wzgledu na nieréwnodei:

e=a<<e®
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Zaléimy chwilowo, ze liczba a przedstawialng bylaby przez
wzér (1) gdybyémy mieli
p=Fk

oznaczajac przez k pewna liczbe calkowita od jednodei nie
mniejsza, i rozwazajmy przypadek, kiedy mamy
Bedziemy tedy mieli:
¢t Sa< g ®)

Oznaczmy przez q calkowita czedé ilorazu a przez ¢, resate
podzialu liczby a przez ¢. Bedziemy wdéwezas mieli:

a=g.0+a 6)

o <o (M

Poniewaz zwigzkom (D) mozemy nadaé ksztalt nastepujgey:

oraz

0.0 =a<g. ¢,

przeto, na podstawie wniosku z tw. III (§ 24), liczba ¢ spraw-
dzaé bedzie nieréwnosci nastepujace:

O =g<ett
Z tego wynika, na podstawie chwilowo przyjetego zaloZenia,
Ze mozemy przyjaé:
K2

= $'e o ®)

=2
gdzie kazda z liczb ¢, mniejszg bedzie od ¢ 1 gdzie liczba
¢iys bedzie od zera odmienns. Ze zwigzkéw (6) i (8) wynika
natychmiast na liczbg a wzér nastepujacy:

k2
4= 5 Ce0E.

1=1

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, na podstawie zasady in-
dukeyi matematycznej, ze rzeczywiscie wszelka liczba calko-
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wita @ od liczby ¢ nie mniejsza przedstawialna jest przez
wzér (1).

E) Pozostaje jeszcze do okazania, ze wszystkie liczby e,
wechodzgece do wzoru (1) sg okreslone w zupelnodei w zale-
znosei od liezby a. Wzdr (1) napisaé mozemy w postaci na-
stepujacej:

® T

Jezeli wige przyjmiemy:
9=

i=2

(10)

to liczba ¢ bedzie calkowits czescig ilorazu a ¢, — reszta po-
dziatu liczby a przez ¢. Zatem liczby ¢, i ¢ okreslone beds
w zupelnosei. Z drugiej strony, na podstawie wyniku uzy-
skanego pod C), mamy pewnosé, ze liczba n okreslona bedzie
w zupelnodei w zaleznosei od liczby a. Gdybysmy mieli

BE=R,
to, ze wzoru (9), mielibyémy
6y = g.
Przeto, w tym razie, twierdzenie zachodziloby. Zalézmy chwi-
lowo, Ze twierdzenie zachodzi w przypadku, kiedy mamy
n==l
i przypusémy, Ze
n=>Fk- 1.

W takim razie, ze wzgledu na to, ze liczba ¢ okreslong
jest w zupelnosei w zaleznoscei od liczby a, wszystkie te z liczb
¢, ktére wchodzg do wzoru (10) bylyby okreslone w zupel-
nosei w zaleznodei od liczby a. Poniewaz zas stwierdzilismy
juz, ze liczba ¢, jest okreslong w zupelnosei w zaleznosei od

liczby @ w kazdym razie, przeto wnosimy, Ze we wzorze (9),
a wige i we wzorze (1), przy przyjetem chwilowo zaloZeniu,
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wszystkie liczby ¢, okreslone bylyby w zupelnodei w zalez-
nodei od liezby a.

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, ze wszystkie liczby ¢
wchodzace do wzoru (1) beds istotnie zawsze okreslone w zu-
pelnodei w zaleznodei od liczby a. PodaliSmy zatem zupelny
dowdd twierdzenia, o ktére chodzilo.

§ 31. Zamierzamy wylozyé obecnie w jaki sposéb mozna
z kazdg, od liczby jeden wigcksza, liczba polaczyé oznaczong
numeracye.

Oznaczmy przez ¢ pewnsg, od jednosci wigkszg liczbe,
i przyjmijmy za symbole specyficzne liczb, od liczby ¢ mniej-
szych, jakiekolwiek symbole pojedyncze, to jest takie, z ktd-
rych zaden nie mialby postaci wzoru. Pozostang tedy do
okreslenia symbole specyficzne tylko takich liezb, ktére od
liczby ¢ nie sa mniejsze. Oznaczmy przez a jedng z tych
liczb i zachowajmy oznaczenia wprowadzone przy wyslowie-
niu twierdzenia poprzedzajgcego. Bedziemy tedy mieli:

a -_—.2"' cioh 1

i=1

Przyjmijmy

b :2 eo e (2)
i=2

W takim razie bedziemy mogli napisaé wzér na liczbe a
w postaci nastgpujacej:

a=b.9+4¢.

Za symbol specyfiezny liczby a przyjmijmy symbol w ktéry
przemieni si¢ symbol nastgpujgcy

be, 3

jezeli w symbolu tym zastapimy symbole b i ¢, przez sym-
bole specyficzne liczb b i ¢,.

Yatwo przekonamy sig, ze definicya poprzedzajaca okresla
w zupelnosci symbol specyficzny liczby a. Istotnie, poniewaz
St. Zaremba. 6
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liczba ¢, jest od liczby ¢ mmiejsza, przeto symbol specyficzny
liczby ¢, bedzie w kazdym razie okreslony bezposrednio.
W przypadku szezegélnym, w ktérym mieliby$my

Re=g
byloby
6=—=c.:
mielibysmy wiee
! b<<o

przeto symbol specyficzny liczby & bylby takze okredlony
bezposrednio. Stwierdzamy wige, ze definicya powyzsza okre-
slalaby w zupelnosci symbol specyficzny liczby a, gdybysmy
mieli
n—2.
Zalézmy chwilowo, ze rozwazana definicya okreglalaby
symbol specyficzny liczby a w razie, gdy mieliby$my
o=

oznaczajac przez p pewng liczbe calkowity od liczby 2 nie
mniejszg, 1 rozwazajmy przypadek, w ktérym byloby

n:p—|—1.

Poniewaz, na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia,
symbol specyficzny liczby &, okreslonej wzorem (2), bylby
znany, przeto oczywiscie moglibySmy w sposéb wymieniony
wyprowadzié z symbolu (3) symbol specyficzny liczby a.
Opierajac si¢ na zasadzie indukeyi matematycznej wnosimy
z poprzedniego, Ze rozwazana definicya okresla rzeczywiscie
symbol specyficzny kazdej liczby od liczby ¢ nie mniejszej.

W dalszym ciggu rozumie¢ bedziemy zawsze pod wyrazem
,numeracya“ numeracye typu poprzedzajacego, précz tylko
w przypadku, kiedy wyraZnie zastrzezemy, Ze chodzi o pewng
numeracy¢ innego typu.

W stosunku do omdwionej numeracyi liczba ¢ zwie sig
podstawsg a symbole specyficzne liczb od liczby ¢ mniejszych —
cyframi; cyfry wchodzgece do symbolu specyficznego jakiej-
kolwiek oznaczonej liczby a zowig sig cyframi tej liczbys;
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kazda liczba ksztaltu ¢*~!, gdzie ¢ oznacza podstawe nume-
racyl, a p jakgkolwiek, od jednosci nie mniejsza, liczbe na-
zywa si¢ jednostka rzedu p. Winni$my dodaé, Ze oznaczamy
czgsto przez wyraz ,cyfra“ nie jeden z omdéwionych przed
chwilg symboléw lecz samg liczbe, ktérg taki symbol przed-
stawia; nieporozumienia stad nie moze wynikngé zadnego, bo
sama budowa zdania, zawierajgcego wyraz ,cyfra“, zawsze
jasno wskazuje na znaczenie, w jakiem wyraz ,cyfra“ ma byé
rozumiany.

Oznaczajae w dalszym ciggu przez ¢ podstawe numeracyi
zwréémy sig do wzoru (1). Cyframi liczby @ beds oczywidcie
symbole specyficzne liczb ¢,. Uwazajmy jedng z liezb ¢, po-
wiedzmy ¢,; we wzorze (1) liczba ¢, bedzie jednym ze wspdl-
ezynnikéw iloczynu, ktérego drugim wspélezynnikiem bedzie
jednostka rzedu p; z tej przyczyny cyfra oznaczajaca liczbe
¢, zowie sig cyfra jednostek rzedu p w liczbie a, albo krécej
cyfra rzedu p liezby a; cyfre jednostek pierwszego rzedu
jakiejkolwiek liezby nazywamy dla skrécenia cyfrg jednosei
tej liczby.

Nalezy odrézniaé skrupl{latnie cyfre jednostek rzedu
p w pewnej liczbie @ od liczby jednostek rzedu p w tejze
liczbie a; pod liczbg jednostek rzedu p w pewnej liczbie a
rozumiemy calkowity czeéé ilorazu liczby @ przez jednostke
rzedu p.

Zwracajac sie do czeéei 4) i B) dowodu twierdzenia z §-u
poprzedzajacego upewniamy si¢ natychmiast, Ze zachodzg twier-
dzenia nastepujgce:

Tw. Il. W numeracyi o podstawie ¢ liczba » cyfr do-
wolnie przyjetej liczby a réwna si¢ najmniejszej liczbie cal-
kowitej k& sprawdzajgcej nieréwnosé

' >a.

Tw lll. Jezeli oznaczymy przez n liczbg eyfr pewnej liczby
a, to liczba jednostek rzedu p w liczbie a réwna si¢ zeru
w razie, kiedy mamy

p=mn,
6%
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jezeli za§ mamy

PN,
to liczba jednostek rzgdu p w liczbie @ réwna sig liczbie, ktdrej
symbol specyficzny wynika z symbolu specyficznego liczby a
przez proste usunigeie cyfr jednostek rzedu nizszego od p.

Poniewaz, na podstawie tw. I, przy oznaczonej podstawie
numeracyi cyfry oznaczonej liczby sg okreslone w zupelnosei,
przeto mamy:

Tw. IV. Zeby dwie liczby przedstawione w tej samej nu-
meracyi byly réwne sobie, koniecznem jest i oczywiscie wy-
starczajacem, zeby liczby cyfr tych liczb byly sobie réwne
i zeby kazda cyfra kazdej z uwazanych liczb réwnala si¢ cyfrze
tego samego rzedu drugiej liczby. W innych wyrazach: zeby
dwie liczby przedstawione w numeracyi o pewnej oznaczonej
podstawie byly sobie réwne, koniecznym jest i wystarcza,
zeby symbole specyficzne tych liczb byly identyczne.

Tw. V. Jezeli z dwdch liczb przedstawionych w tej samej
numeracyi, liczba cyfr jednej wigkszg jest od liczby cyfr
drugiej, to liczba o wigkszej liczbie cyfr wickszg jest od dru-
giej liczby. Jezeli zas liczby cyfr nieréwnych sobie liczb sg
sobie réwne, to, zeby poznaé ktéra z tych liczb wigkszg jest
od drugiej, poréwnywamy poczynajac od cyfry najwyzszego
rzgdu kolejno kazdg cyfre jednej z nich, powiedzmy liczby a,
z cyfrg tego samego rzedu drugiej liczby 6. Oznaczmy tedy
przez a pierwsza cyfre liczby a, ktéra odmienng bylaby od
cyfry tego samego rzedu f§ liczby b. Taks cyfre e liczby a
spotkamy niezawodnie albowiem inaczej liczby a i b bylyby
sobie réwne. Jezeli zachodzié bedzie nieréwnosé

(M a>p

to zachodzié bedzie takZe nieréwnosé
(2) a>>b
gdyby$my za$ mieli

@) a<p

to mieliby$Smy takze

(4) a<<b
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Dowéd. Pierwsza czesé twierdzenia tego wynika natych-
miast z tw. I Zeby uzasadni¢ cze$¢ drugs oznaczmy przez p
wspélng wartosé rzedéw cyfr @ i § w liczbach a i b, przez a’ i b’
liezby jednostek rzedu p odpowiednio w tychze liczbach a przez ¢
podstawe numeracyi. Bedziemy wtedy mieli

a:alep—l_‘i_all (5)
b=10b "1 0" (6)
oznaczajac przez a”’ i b’ liczby mnmiejsze od liczby ¢ '. Za-
182my, ze liczby @ i 8 sprawdzajs nieréwnoéé (1). W takim
razie mieliby$my
&>V, (7)
Gdyby bowiem liczba p réwnala si¢ wspélnej liczbie n cyfr
liezb a i b, to mielibySmy
gi==a bl bl ==
i nierdwno$é (7) oczywiscie zachodzilaby na podstawie nie-
réwnosei (1). Gdyby za$ liezba p mniejszg byla od liezby =,
to mielibyémy
d=z.0+a
V=x.0+8
oznaczajac przez z pewns liezbe, o tylu cyfrach ile wynosi
wyrazenie
n—p.
Zatem i w tym razie nieréwnosé (1) pociagalaby za sobg nie-
réwnodé (7). Mamy oczywiscie:
a=a' ¢,
z drugiej za$ strony mamy
b<<(V'4 1)
ze wzgledu na nieréwnosé
Y <k
A poniewaz na podstawie nieréwnosci (7) mamy
¢=b 41,
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przeto mamy
a>b

o co wlasnie chodzilo. Gdybysmy byli wyszli z zaloZenia,
iz zachodzi nieréwno$é (3), to stwierdzilibySmy w sposéb ana-
logiczny, ze liczby a i b sprawdzaja nieréwnos$é (4). Dowie-
dliSmy wiee w zupelnodci twierdzenia, o ktére chodzilo.

Zeby ustalié nazwy liczb przyjmujae numeracye o pewnej
podstawie ¢, nazywamy osobnymi wyrazami liczby jednocy-
frowe. Nazwe za$ na liczbe kilkueyfrows tworzymy wyma-
wiajae kolejno nazwe kazdej cyfry i nazwe rzedu odnosnej
jednostki, poczynajsc od cyfry jednostek rzedu najwyzszego.
Czytelnik latwo stwierdzi, ze umowa ta daje mozno$¢ nazwa-
nia kazdej oznaczonej liczby.

§ 32. Przechodzimy do powszechnie przyjetej numeracyi,
do tak zwanej numeracyi dziesigtnej. Liczby zero i jeden
oznaczamy, jak to juz nadmieniliSmy w rozdziale I, przez
symbole

0. 171
Wszystkie inne cyfry numeracyi dziesigtnej sg:
83 48, 6, 358

Znaczenia cyfr tych okreSlamy réwnodeiami nastepujgcemi:

2=1+41

3=2+41

4=3+4+1

b=4-}1

6=5-11

7=6-41

8=7-+41

9=8-11.

Zatem, podstaws numeracyi dziesigtnej jest liczba

TR

Liczbg t¢ nazywamy dziesigé, skad tez pochodzi nazwa nu-
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meracyi dziesigtnej. Symbolem specyficznym liczby dziesigé
w numeracyi dziesictnej bedzie oczywiscie symbol

10.
Nazwy liczb jednocyfrowych
2,34, 00607 8k g

w numeracyi dziesigtnej sg odpowiednio nastgpujgce: dwa,
trzy, cztery, pigé, szedé, siedm, o$m 1 dziewigé.

Okreslone przed chwily cyfry numeracyi dziesigtnej zowig
sig eyframi arabskiemi.

Stosujae przy nazywaniu liczb sposéb wskazany przy
konieu paragrafu poprzedzajacego, oczywiscie nie mieliby$my
potrzeby wprowadzania innych osobnych nazw liezb préez
nazw juz okreslonych; nawet wyraz dziesigé¢ bylby zbyteczny,
bo mogliby$my wyraz ten zastapi¢ przez wyraZenie jednostka
drugiego rzedu. Jednak, dla skrécenia mowy, poslugujemy sie
nie tylko wyrazem dziesigé ale jeszcze wyrazami: sto, tysige,
milion, bilion i trylion, ktére oznaczajg odpowiednio jednostki
trzeciego, czwartego, siédmego, dziesigtego i trzynastego rze-
du. Nazwy na liczby mniejsze od tysigea tworzymy w za-
sadzie w sposéb wskazany przy koneu paragrafu poprzedza-
jacego, wprowadzajac jednak pewne, ogélnie przyjete i nie-
watpliwie dobrze czytelnikowi znane zmiany.

Uwazajmy teraz jakakolwiek liczbg a, od tysigca nie mniej-
sza, 1 oznaczmy: przez ¢ najwicksza z liczb

J08 10810256101

nie przekraczajacy liczbe a, przez ¢ — calkowity czedé ilo-
razu a przez r — reszte podzialu liczby a przez liczbe ¢
Jezeli mamy g =1, to, Zeby nazwaé liczbe a, wymawiamy
nazwe liczby ¢ a potem nazwe liczby ». Jezeli za$ liczba ¢
jest od jednosdei wigksza, to wymawiamy nazwe liczby ¢, na-
stepnie nazwe liczby ¢ w pierwszym lub drugim przypadku
deklinacyi liczby mnogiej zaleznie od tego., czy liczba ¢ jest
mniejszg czy nie od liczby pigé; nareszeie wymawiamy nazwe

liczby 7.
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Nazwe jakiejkolwiek liczby a, przedstawionej przez jej
symbol w numeracyi dziesi¢tnej, mozemy natychmiast wymie-
nié. Zeby si¢ o tem przekonaé oznaczmy przez litery ¢, ¢
i r te same elementy, co przed chwila, a przez p — rzad
jednostki, ktéra oznacza litera f. Jezeli z symbolu specyfi-
cznego liczby a usuniemy cyfry jednostek rzedu nizszego od
p, to otrzymamy symbol specyficzny liczby ¢; jezeli zas usu-
niemy cyfry jednostek rzedu p i rzedéw wyzszych (o ile eyfry
takie istnieja), to otrzymamy symbol specyficzny liczby r.
Zatem, jezeli liczba a przedstawiona jest przez jej symbol
specyficzny, to sprawa nazwania tej liczby sprowadza si¢ na-
tychmiast to kwestyi tego samego rodzaju co do liczb od niej
mniejszych ¢ i . Poniewaz za$ nazwy liczb az do tysigca
wlgeznie uwazamy za znane, przeto, na podstawie zasady in-
dukeyi matematycznej, stwierdzamy, Ze przyjete umowy dajg
istotnie moznod¢ natychmiast wyezytaé nazwe liczby z jej sym-
bolu w numeracyi dziesigtnej. Oczywiscie odwrotnie, mozemy
natychmiast napisaé¢ symbol numeracyi dziesigtnej na liczbe,
ktérej wedle powyzszych prawidel utworzona nazwa jest dana.

§ 33. Numeracya rzymska, uzywana niekiedy, jest w rze-
czywistosei znieksztalcons postacia numeracyi dziesigtnej.
W numeracyi tej nie istnieje cyfra na liczbe zero. Zeby wy-
prowadzié¢ z symbolu, przedstawiajgcego w zwyklej numera-
cyi dziesigtnej pewng liczbe a od zera odmienng, symbol tej
lieczby w numeracyi rzymskiej, postgpujemy w sposéb naste-
pujacy: jezeli cyfra jednodei (czyli jednostek rzedu pierwszego)
réwna sig¢ zeru, to poprzestajemy na usunigciu tej cyfry; je-
zeli za$ tak nie jest, to zastgpujemy rozwazang cyfre wedle
regul wyrazonych réwnodciami nastgpujgcemi:

d =l 2e==T1 8= T 4 = l80ah =}
6=Vl 7=VIl, 8=V ¥=1X
Gdyby liczba a byla liczba jednocyfrows, to wynikiem ezyn-
no$ci poprzedzajgcej bylby zadany symbol. Jezeli zad liczba

cyfr liczby a wigkszg jest od jednosci, to z cyfra dziesigtek
operujemy podobnie jak z cyfra jednodci, z tg jednak odmians,
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ze zamiast symboléw:
I, H, LI, IV, W ¥ R e £y (1)
piszemy odwowiednio symbole
X, XX, XXX, XL, L, X, LXK LXK, XKL, -~ (2)

Jezeli liczba a jest liczbg dwucyfrows, to wynikiem dwéch
czynnosei poprzedzajgcych bedzie Zgdany symbol, jezeli zas
liczba cyfr liczby a przekracza liczbg dwa, to z cyfra setek
postepujemy podobnie jak z cyfra dziesigtek, zastgpujac je-
dnak symbole (2) odpowiednio przez symbole nastgpujace:

¢, ¢C, ccc, ¢D, D, DC, DCC, DCCC, CM.  (3)

Jezeli liczba a jest liczbg tréjeyfrows, to, po wykonaniu
czynnosei poprzedzajacych, uzyskamy symbol rzymski na liezbe
a, jezeli za$ liczba cyfr liezby a jest wigkszg od liczby trzy,
to, Zeby uzyskaé zadany symbol na liczbg a, zastgpujemy
0g6l cyfr rzedéw wyiszych od rzedu trzeciego przez liczhg M
powtérzong tyle razy, ile wynosi liczba tysigey liczby a.

Z poprzedniego jasno wynika, ze, o ile chodzi o liczbg
muiejszg od liezby 710000, numeracya rzymska jest numeracys
dziesietna znieksztalcona; znieksztalcenie polega na tem, Ze na
cyfry odmiennych rz¢déw mamy symbole calkiem odmienne ;
powodem za$ tego znieksztalcenia jest ta okolieznodé, ze nu-
meracya rzymska nie posiada symbolu na liczbg zero. Co do
liczb wigkszych albo réwnych liczbie 10000, to numeracya
rzymska oczywidcie traci charakter numeracyi dziesigtnej
i zbliza si¢ do numeracyi przyjetej prowizoryeznie w roz-
dziale I. Wprawdzie moznaby oczywiscie zachowaé numera-
cyi rzymskiej charakter numeracyi dziesigtnej dla wszystkich
liczb mniejszych od dowolnie przyjetej potegi 10" (n > 4)
liczby 10; nalezaloby tylko wprowadzié¢ osobne symbole na
liczby

10, 10°, - oo SIS
ale oczywiscie, po takiem uzupelnieniu, omawiana numeracya
stracilaby charakter numeracyi dziesigtnej dla liczb wigkszych
od liczby 10".
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Ostatecznie dochodzimy do wniosku nastepujacego.

Numeracya rzymska, chociazby$my ja uzupelnili wskaza-
nym sposobem, zawsze straci charakter numeracyi dziesigtnej
dla liczb przekraczajaeych pewns liczbe. Widzimy jednocze-
$nie, ze numeracya dziesietna, albo nawet ogdlniej wszelka
numeracya oparta na zasadach wylozonyech w § 31, jest nu-
meracy g jednolita dzigki wprowadzeniu symbolu specyficznego
na liczbe zero i stosownemu uzyciu tego symbolu.

Z powodu swojej niejednolito$ci numeracya rzymska nie
nadaje si¢ do celéw naukowych i uzywans bywa prawie wy-
lacznie do oznaczania numeréw porzadkowych elementéw pe-
wnych ciaggéw.

VIII. Teorya wykonywania dziatan zasadniczych
w numeracyi dziesietnej.

§. 34. Dzialania zasadnicze s3: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie 1 dzielenie.

Zadanie rozdzialu niniejszego polega na ustanowieniu re-
gul, na podstawie ktérych mogliby$my przedstawi¢ w nume-
racyi dziesigtnej wynik wykonania jednego z czterech dzia-
lai zasadniczych nad oznaczonemi liczbami, przedstawionemi
w tejZze numeracyi.

W dalszym ciggu wyraZenie ,wykonaé¢ pewne dzialanie“
réwnowaznem hedzie wyrazeniu nastepujgcemu: ,przedstawid
w numeracyi dziesigtnej wynik rozwazanego dzialania w ra-
zie, kiedy liczby, majace byé objete dzialaniem, przedsta-
wione juz sg w rzeczonej numeracyi“; wyrazenie ,wyznaczyé
pewng liczbg calkowita“ oznaczaé bedzie sprawe przedstawie-
nia rzeczonej liczby w numeracyi dziesigtnej.

Czytelnik latwo spostrzeze, ze teorya, ktérg zamierzamy
wylozyé, moglaby byé rozszerzong do przypadku, w ktérym
podstawa numeracyi bylaby jakakolwiek liczba catkowita
0(e=>1)

§ 35. Dodawanie. W dalszym ciggu zobaczymy, Ze dzia-
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dzialanie dodawania moze byé wykonane, wykonujge kolejno
pewng skonczong liezbe czynnosei, z ktérych kazda polega
na wyznaczeniu sumy trzech liczh jednocyfrowych, z ktérych
jedna przynajmniej nie przekracza liczby jeden. Z tej przy-
czyny zajmiemy sig przedewszystkiem spraws wyznaczenia
takiej sumy trzech liczb.

Sume rzeczonego typu oczywiscie przedstawi¢ moZemy
w ksztalcie nastepujacym:

(o 48 + ¥ (1)

oznaczajae przez @, 3 i y liezby jednocyfrowe, z ktérych
liczba « nie przekracza jednosei.

Sume @ + B bedziemy mogli oczywiscie wyznaczyé hez-
posrednio na podstawie definicyi dodawania i definicyi cyfr
arabskich: wartoseig sumy tej oczywiscie bedzie mogla byc
ktérakolwiek z liczb od zera do dziesigein wlgcznie i tylko
jedna z tych liczb. Zatem wyznaczenie sumy (1) redukuje sig
natychmiast do wyznaczenia sumy ksztaltu

o+ y 2)
oznaczajac przez y liczbe jednocyfrows a przez d liczbg nie
wigkszg od dziesigeiu. Gdyby$my mieli 6 = 10, to suma (2)
bylaby oczywiseie liczbg dwucyfrowa, w ktérej cyfra dazie-
siatek bylaby jedynks a cyfra jednosci cyfras przedstawia-
jacg liczbe y. Pozostaje wige tylko do zbadania przypadek,
kiedy w sumie (2) kazda z liczb d i y jest liczba jednocy-
frowsg. Gdyby jedna z liczb d albo y réwnala si¢ zeru, to
suma (2) réwnalaby si¢ drugiej z nich. Zatem, przy badaniu
sumy (2), mozemy poprzestaé¢ na przypadku, w ktérym Zadna
z jednocyfrowych liczb 01 y nie réwna sig zeru. Wartosé sumy,
o ktéra chodzi, bedziemy mogli zawsze wyznaczyé w sposéh wy-
tlumaczony nizej wedlug tabelki podanej na stronie nastgpujgcej.

Sposéb utworzenia gérnego czyli pierwszego wiersza i skraj-
nej prawej, czyli ostatniej kolumny nie wymaga oczywi-
$cie zadnyeh wyjasnien. Oznaczmy tedy przez s ktdrakol-
wiek z tych liczb powyiszej tabelki, ktére nie naleza ani do
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pierwszego wiersza ani do ostatniej kolumny. Przy ukladaniu
tabelki przyjeliSmy za wartosé liczby s wynik dodania je-
dnosei do liczby polozonej bezposrednio nad liczbg s w tej
kolumnie, w ktérej liczba ta znajduje sie. Stosujae te zasade,
poczawszy od wiersza drugiego od géry, kolejno do kazdego
wiersza wyznaczyliSmy wszystkie liczby umieszezone w ta-
belce i nie znajdujace sie ani w pierwszym wierszu ani w o-
statniej kolumnie. Na samej tabelce uwidoczniong jest ta
okolieznodé, ze we wierszach 3-im, 4-ym, ... 10ym od gdry
nie zapelniliSmy weale pierwszej, dwdch pierwszych, . . . osiem
skrajnych przedzialek po lewej stronie.

Z wyjasnien poprzedzajgeych wynika, Ze uloZenie powyz-
szej tabelki wymaga tylko wyznaczenia pewnych sum po-
staci nastepujacej:

a+ 1.

Przypadek, w ktérymby liczba a byla liczbg jednocyfro-
w3, mieliSmy juz sposobno$é omdéwié wyzej. Gdyby liczba a
byla liczbg dwucyfrows, ktérej cyfra dziesiatek réwnalaby
si¢ jedynce a cyfra jednosci pewnej liczbie b, to mielibyémy

a=10 + b,
skad
a+1=10+ (b + 1).
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Gdyby wige zachodzila nierdwnosé

b=
to cyfra dziesiatek sumya + I réwnalaby si¢ jednosci, a cy-
fra jednosci — liczbie b 4 1, ktéra mogliby$my wyznaczyé
bezposrednio. Ukladajae rozwazang tabelkg, stwierdzamy
4 posteriori, ze przy tem, co do sumy

a+ 1,

préez omdéwionych juz przypadkéw, Zadne inne nie nada-
rzajg sie.

Ze sposobu utworzenia omdéwionej tabelki i z definicyl
dodawania wynika, ze sume¢ dwéch danych liezb jednocyfro-
wych od zera odmiennych znajdziemy zawsze w rzeczonej
tabelce w sposéb nastgpujacy: oznaczmy przez x tg z danych
liczb, ktéra nie jest wigksza od drugiej liczby y; liezba z
réwnaé sig bhedzie pewnej liczbie 2’ poloZonej w ostatniej ko-
lumnie ; oznaczmy przez (W) ten wiersz tabelki, do ktérego
nalezy liczba 2'; w takim razie suma

T+ Y

réwnaé si¢ bedzie liezbie polozonej w tej przedzialce wiersza
(W) ktéra nalezy do kolumny, u géry ktérej umieszczona
jest liczba réwna liczbie y.

Na podstawie poprzedzajgcego, sprawa wyznaczania sumy
trzech jednocyfrowych liczb, z ktérych jedna mnie przekracza
jednosei, jest zalatwiona.

Przechodzae do sprawy wyznaczenia sumy dwéch liezb
w przypadka ogdélnym, zastapimy to zagadnienie przez zaga-
dnienie nieco ogdlniejsze, polegajace na wyznaczeniu sumy
trzech liezb a, b i y, z ktérych jedna, mianowicie y, nie prze-
kracza jednosei.

" Gdyby wyjatkowo liczba y i jedna przynajmniej z liczb
a i b réwnaly si¢ zeru, to dodawanie zaznaczone w wyrazeniu:

a+b+y
byloby natychmiastowe. Zakladajac, Ze okoliczno$é ta nie za-
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chodzi, oznaczmy przez » (n>1) liezbe cyfr tej z liczb a
albo b, ktérej liczba cyfr nie jest mniejszg od liczby cyfr
drugiej z nich. Oznaczmy dalej przez a i § cyfry jednosei
liezb a i b. Jezeli tedy przyjmiemy

a=1wa".10 +ia
b=b". 10+ 8%
to zadna z liczb o’ albo &/ nie bedzie miala wigcej nizn— 1
cyfr. Mamy
()  a+bty=(+¥) .10+ (@+p8+.
Sume

2) ol o
potrafimy wyznaezyé na podstawie wyzej wylozonego. Suma
ta bedzie liczby najwyzej dwucyfrows i w takim razie,
cyfra dziesigtek réwnaé si¢ bedzie jednogei, albowiem roz-
wazana suma, jak latwo stwierdzié mozna na podstawie
przytoczonej wyzej tabelki, zawsze mniejsza jest od lieczby 20.
Oznaczmy przez 9’ liczbg dziesigtek sumy @ + 8 4 y.
Liczba y’ na podstawie poprzedzajacego bedzie tylko mogla
byé¢ albo zerem albo jednodcig. Oznaczmy jeszeze przez x
cyfre jednosei sumy (2); bedziemy tedy mieli

e+ pB+y=9.10 + =.

Na podstawie réwnodei tej mamy zréwnosei (1) réwnodé:
(3) a+b4+y=(@a + ¥4+ 9y).10 + .

Zatem: cyfra jednostek sumy @ + & + y réwna sig liczbie
a liczba dziesigtek — sumie a’ + &’ 4 9. Poniewaz za$ cy-
fra jednostek jakiegokolwiek rzedu p liezby dziesiatek do-
wolnie przyjetej liczby s (s > 9) réwna sig oczywidcie cyfrze
jednostek rzedu p + I liezby s, przeto, na podstawie ré-
wnosei (3), wyznaczenie sumy a + b + y sprowadzilismy do
wyznaczenia sumy a’ + b’ + . To ostatnie zadanie jest
tego samego typu, eo zadanie pierwsze, ale obejmuje liczby,
z ktérych Zadna nie ma wigeej niz # — 1 cyfr a — jedna
przynajmniej ma ich niezawodnie n — 1.
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Z poprzedzajacego wnosimy, na podstawie zasady induk-
cyi matematycznej, Ze zgodnie z zapowiedziy sumga+ b4y
a wige i sume a + b zdolamy wyznaczyé, wykonywajac pewng
liezbg¢ ezynnosci, z ktérych kazda polega na zalatwieniu
oméwionej juz sprawy wyznaczenia sumy trzech liczb jedno-
eyfrowyeh, pomigdzy ktéremi jedna nie przekracza jednosei;
liezba wspomnianych czynnosei oczywiscie nie moze byé wig-
kszg od liczby, ktdéra oznaczyliSmy wyzej przez n.

Poniewaz wyznaczenie sumy kilku liezb, na podstawie de-
finicyi takiej sumy, wymaga tylko wykonania pewnej liczby
czynnosei, z ktérych kazda polega na wyznaczeniu sumy
dwéch liezb, przeto mozemy uwazaé sprawe wyznaczania su-
my w przypadku najogélniejszym za zalatwions.

Postgpujac wskazang drogs, Zadana suma bedzie oczywi-
$cie ostatnim elementem pewnego ciggu sum, z ktérych kazda
bedzie suma dwdch liczb.

Sumeg kiku liczb mozemy takze wyznaczyé inng metods,
przy ktérej wyznaczamy hezposrednio w pewnym porzgdku,
kazdy cyfre sumy.

Ta druga metoda wynika natychmiast z twierdzenia na-
stepujacego: eyfra jednosei sumy kilku liezb réwna si¢ cy-
frze jednosdei sumy cyfr jednosci skladnikéw a liczba dziesia-
tek — wynikowi dodania, do liczby dziesiatek sumy cyfr
jednodei skladnikéw, sumy liczb dziesiatek tych skladnikéw.

Czytelnik uzasadni to twierdzenie z najwigksza latwoseia
i spostrzeze, w jaki sposéb korzystaé z niego mozna przy
wyznaczaniu sumy kilku liezb.

§ 36. Odejmowanie. Oznaczmy przez a i b (a = b) dwie
liczby dane. Wlaseiwy cel tego paragrafu polega na wyzna-
czeniu réznicy ksztaltu

a—b.

Zeby jednak uzyskad wigkszg prostote wykladu, zastapimy
to zagadnienie przez zagadnienie nieco ogélniejsze, polegajac
na wyznaezeniu réznicy postaci nastgpujacej:

(1) a—(b+7y)
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gdzie oznaczyliSmy przez y trzecig liczbg dang nie wigkszg
od jednoS$eci.

Celem skrécenia wprowadzamy wyrazenie ,réznica typu
(A)“; pod wyraZzeniem tym rozumieé bedziemy réinice (1)
w tym przypadku szezegélnym, kiedy liczba b i sama ré-
znica réwnajg sie liczbom jednocyfrowym.

Zastapmy w réznicy (1) liezbe b przez liczbe jednocy-
frows f i zastanéwmy si¢ nad warunkami, przy ktérych uzy-
skana w ten sposéb réznica

(2) a— B +7)
bedzie réznicg typu (4). Poniewaz mamy
g+rv=10,

przeto liczba a winna bedzie sprawdza¢ w kazdym razie nie-
réwnosé

(3) a<=20.

Zatem liczba a bedzie albo liczbg jednocyfrows, albo liczbg
dwucyfrows, w ktérej cyfra dziesiatek réwnaé sie bedzie
jednosei. W pierwszym przypadku réznica (2), o ile sensu
nie bedzie pozbawiong, oczywidcie bedzie réwnaé sig liczbie
jednocyfrowej.

W drugim przypadku i w razie, kiedy mieliby$my jedno-
czesnie:

ﬁ+7=107

nieréwnosé (3) bylaby oczywiscie warunkiem wystaczajacym
do tego, zeby réznica (2) réwnala si¢ liczbie jednocyfrowej.
Pozostaje wige do zbadania przypadek, kiedy mamy jedno-
czesnie

a=10i8+4y<10.

W takim razie suma § - y réwnalaby sig liczbie jedno-
cyfrowej @. Zeby réinica (2) réwnala sie tedy liczbie jedno-
cyfrowej oczywiscie koniecznem byloby i wystarczajgcem,
zeby cyfra jednosci liczby a byla mniejszg od liczby .
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Przechodzimy obecnie do sprawy wyznaczenia réznicy (2)
w zalozeniu, ze réznica ta jest typu (d4), ze wige rozwazana
réznica réwna si¢ liczbie jednocyfrowej. Sume g - y zdola-
my oczywiscie wyznaczy¢ natychmiast w kazdym razie.
Gdyby$my mieli
B+vy=0,

B=y=20,
to réZnica, o ktérg chodzi réwnalaby sie liczbie a.
Gdyby za$ zachodzila réwnosé

Pt y=10

to liczba a bylaby liczbg dwucyfrows a réinica (2) réwna-
laby si¢ tedy cyfrze jednosci liczby a.
Gdyby$my nareszcie mieli

0<g+r<10,

to wyznaczyliby$my oczywidcie réznicg, o ktérg chodzi, po-
slugujac si¢ stosownie tabelks podang w paragrafie poprze-
dzajgeym.

Przechodzimy obecnie do sprawy wyznaczenia réznicy (1)
w przypadku ogélnym, kiedy réinica (1) nie jest typu (4),
zakladajac oczywiéeie, ze warunek wykonalnosei odnosnego
odejmowania jest spelniony.

Oznaczajac przez n liczbe cyfr liczby a bedziemy mieli

gy i ' (4)

Wyjatkowo odejmowanie oznaczone w wyrazeniu (1) moze
byé natychmiastowe: mianowicie kiedy obie liezby & i y ré-
wnajg sig zeru.

W takim razie zgdana rdéinica réwnalaby sig liczbie a.

Zwréémy sig do przypadku, kiedy ta okolicznodé wyjat-
kowa nie zachodzi i oznaczmy przez o’ i b’ liczby dziesigtek
liczb @ 1 b a przez ai § cyfry jednosei tych liczb. Mamy:

®) a=a .10 + «a
b=1¥.10+ B.

St. Zaremba. 7

a wiec
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Dwa przypadki moga si¢ nadarzyé: mozemy mie¢

(6) o= (P49
albo
() e<<(f—+7-
W przypadku, kiedy zachodzi zwiazek (6), mamy:
a =

inaczej bowiem mieliby$my
a<b

i odejmowanie zaznaczone w wyrazeniu (1) byloby niewyko-
nalne. Na podstawie uwagi tej, oraz zwigzkéw (5) i (6), mamy

® o—@+r=@—0)10+{a—@+y}

Poniewaz @ jest liczby jednocyfrows, przeto réZnica

a— G-k
bedzie takze liczbg jednocyfrows. Wnosimy wiee z réwnosei
(8), ze, w rozwazanym przypadku, cyfra jednodei réznicy
a— (b -+ y) réwnaé sig bedzie réinicy @ — (8 - y) a liczba
dziesigtek réznicy a’ —- b'.

Przejdzmy do przypadku, kiedy zachodzi nieréwnoéé
(7). Ze wzgledu na te nieréwnosé zachodzié musi nieréwnosé:
a/ > bl

czyli
9) ad=b41.
gdyby bowiem warunek ten spelniony nie byl, to wyrazenie
o (b dop)
pozbawione byloby sensu.
Na podstawie zwigzku (9) i wzoréw (D), oraz nieréwnosci
10 4 a > B,

ktéra oczywiscie zachodzié hedzie, mamy:

10) a—@+y={— @+ 1)} 10 - {(20+) — (3+7)}-
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Na podstawie nieréwnosei (7), ktéra wlasnie charaktery-
zuje rozwazany przypadek, réznica

(10 +a) — B+ ) (11)
réwnaé si¢ bedzie liczbie jednocyfrowej. Opierajgc sig¢ na tej
uwadze, stwierdzamy na podstawie réwnosei (10), Ze w roz-
wazanym przypadku cyfra jednosei rézmicy (1) réwna sig ré-
zmicy (11) a liczba dziesigtek — wyraZeniu

a — @b +1).
Z uzyskanych wynikéw wnosimy, Ze w obu przypadkach
cyfra jednosci wyrazenia (1) réwna si¢ rdéinicy typu (4)
a liczba dziesigtek wyraZeniu nastgpujgcemu

of — (-t
gdzie ' réwna si¢ zeru albo jednodei, mianowicie: zeru
w przypadku, kiedy zachodzi zwigzek (6) a jednosci w przy-
padku, kiedy zachodzi nieréwno$é (7). Poniewaz za$ liczba
cyfr liczby a' réwna sig réinicy n — 1, przeto dochodzimy
do wyniku nastgpujacego: jezeli liczby & i y nie réwnajg sig
obie zeru, jezeli nadto réinica ta nie jest typu (4), jezeli
wiee jednem slowem réznica (1) nie da sig wyznaczyé bez-
posrednio, to, przez wyznaczenie pewnej réznicy typu (4),
mozemy sprowadzié sprawe wyznaczenia rozwazanej réznicy
do wyznaczenia réinicy tego samego typu co ta rdéznmica, ale
takiej, w ktérej liczba cyfr odjemnej jest o jedng jednosé
mniejszg od liezby eyfr odjemnej w réznicy danej.
Poniewaz za$ réznica (1) bylaby niewatpliwie typu (4),
gdyby liczba a byla jednocyfrows, przeto stwierdzamy na
podstawie zasady indukecyi matematycznej, Ze wyznaczenie
réznicy (1), jezeli tylko odnofne odejmowanie jest wykonalne,
zawsze uskutecznionem byé moze albo bezposrednio, albo
przez wyznaczenie najwyzej tylu réZnic typu (4), ile wynosi
liczba cyfr odjemnej. ZalatwiliSmy wige w zupelno$ci sprawe
wyzaczenia réznicy dwéeh danych liezb.
§. 37. Mnozenie. Podobnie do tego, cosmy uczynili mé-
wige o dodawaniu i o odejmowaniu i z analogicznej przy-
7%
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czyny, zastgpimy wyrazenie, ktérego wyznaczenie stanowi
wladciwy przedmiot naszych dociekan, przez wyraZenie nieco
ogdlniejsze. Zamiast rozwazania iloczynu dwdéch czynnikéw
a i b, rozwazaé bedziemy, przynajmniej na poczatku, wyra-
zenie nastepujgce

1) a.b+vy

gdzie oznaczylismy przez y liczbe jednocyfrows, sprawdzajgca
nieréwnosé:

@) y=8.

W przypadku szezegélnym, ktérym zajmiemy si¢ naj-
pierw, i w ktirym liczby a i b sa liczbami jednocyfrowymi,
@ i f3, nadamy, dla krétkosdei, wyrazeniu (1) miano wyrazenia
typu (4).

Wyznaczenie wyrazZenia typu (4), a wige wyrazenia

C)) a.f+vy

gdzie oznaczyliSmy przez e. iy liczby Jednocyfrowe, z ktd-
rych y sprawdza warunek (2), sprowadza si¢ oczywiscie “do
wyznaczenia iloczynu

(4) a:i g

Rozwigzanie tego zagadnienia jest natychmiastowe w razie,
kiedy jedna z liczb a albo § réwna si¢ jednodei albo zeru.
Zeby wyznaczyé iloczyn (4) we wszystkich innyeh przypad-
kach zwréémy si¢ do tabelki nastgpujacej:

8|9

(8t B O] Bl
b ok Bl d ol
12(15(18| 21 24 |27
| [16|20|24|28(32 36

2530 35| 40| 46
o o 4
49|56 | 63
6472

81

o | |=

kS
oo | [ o |w [ [ ]
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Budowa gérnego czyli pierwszego wiersza i budowa skraj-
nej kolumny po prawej stronie, czyli kolumny ostatniej, nie
wymagajg wyjasnien. Uwazajmy wige jakgkolwiek liczbg s
nalezacg do tabelki ale nie polozong ani w pierwszym wierszu
ani w ostatniej kolumnie. Oznaczmy przez z tg liczbg, ktéra znaj-
duje si¢ w przedzialce wspdlnej pierwszemu wierszowi i tej ko-
lumnie (K), w ktérej znajduje sig liczba s. Za wartosé liczby s
przyjelismy przy budowie rozwazanej tabelki sumg liczby 1 tej
liczby, ktéra w kolumnie (K) znajduje si¢ bezposrednio nad
liczbg s. UlozyliSmy wige tabelke, o ktérs chodzi, nie poslu-
gujac si¢ zadnym innym dzialaniem préez dodawania.

Ze sposobu ulozenia powyzszej tabelki i z definicyi mno-
zenia wynika, ze zapomocs tabelki tej, bedziemy mogli
wyznaczyé iloczyn (4) w sposéb nastepujacy: zakladajac, ze
oznaczenia tak sg dobrane, ZebySmy mieli

a=4

wyznaczymy te kolumng (K), u géry ktérej znajduje sig
liczba @; nastgpnie wyznaczymy ten wiersz (W), do kté-
rego nalezy, liczbe § zawierajaca, przedzialka ostatniej ko-
lumny; iloczyn (4) réwnaé si¢ tedy bedzie liczbie zawartej
w przedzialce wspdlnej kolumnie (K) i wierszowi (W).

Omdwiona tabelka zwie si¢ tabelkg mnozZenia.

Na podstawie poprzedzajacego mozemy uwazaé sprawe
wyznaczenia wartosei wyrazenia typu (4) za zalatwiony. Za-
nim jednak przejdziemy do wyznaczenia wyrazenia (1) w przy-
padkach ogélniejszych — uczynimy nwage nastgpujacs: liczba
dziesiatek wyrazZenia typu (4) nigdy nie przekracza liczby 8.
Istotnie, mozliwie najwigkszg wartodé tego wyraZenia otrzy-
mamy przyjmujac

a=9, =9, y=8.
Otéz na podstawie tabelki mnozenia i teoryi dodawania mamy:
9.948=289,

czem stwierdzamy sluszno$é wyslowionej uwagi.
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Przechodzimy teraz do sprawy wyznaczenia wyrazenia (1)

w zalozeniu, Ze mnozZnik b iloczynu a.b réwna si¢ liczbie
jednocyfrowej 8, a mnozna a — jakiejkolwiek #-cyfrowej
liczbie (n > I). Dla skrécenia nadamy, w rozwazanym przy-
padku, wyrazeniu (1) nazwe ,wyraZenia typu (B) rzedu n“.
Mamy tedy

bie=1

a=a .10+t «a

oznaczajac przez ¢ cyfre jednosei a przez a’ liczbe dziesiatek
liczby a. Na podstawie réwnosei poprzedzajacych mamy:

a.b+t+y=10.a".8+ea.f+y
skgd
) a.bty=(".f+7).100+a

oznaczajac przez ' cyfre jednosci a przez y’ liczbe dziesia-
tek wyrazenia

a.f+47,

ktére oczywiscie jest wyrazeniem typu (4). Poniewaz, na pod-
stawie uwagi uczynionej wyzej, mamy niezawodnie

Y'=8

poniewaz dalej liezba cyfr liczby a’ réwna sie n — 1, przeto
wnosimy z réwnosei (D) co nastgpuje: jezeli w wyraZeniu (1)
liczba b jest liczby jednocyfrows a liczba a — n-cyfrows
(n > 1), to, po wyznaczeniu wartosci pewnego jednego wy-
razenia typu (4), wyznaczymy cyfre jednosei o’ wyrazenia (1)
a wyznaczenie liczby dziesigtek tego wyrazenia sprowadzimy
do wyznaczenia wartosci wyrazenia

a4,
ktére jest typu (B) rzedu n — 1.

Opierajgc sig na zasadzie indukcyi matematycznej stwier-
dzamy na postawie tego wniosku, Ze wyznaczenie wartosci
wyrazenia (1), w razie kiedy wyrazenie to jest typu (B), moze
by¢ uskutecznione, wyznaczajac wartosci tylu pewnych wy-
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razeni typu (4), ile wynosi rzad wyraZenia (B). Zatem sprawa
wyznaczenia wyraZenia typu (B) a wige i sprawa wyznacze-
nia iloczynu, ktérego jeden czynnik przynajmniej jest liczbg
jednocyfrowa, mogs byé uwazane za zalatwione.

Zwracamy si¢ obecnie do iloczynu, ktérego jeden czyn-
nik a jest jakikolwiek a drugi, b, — liczba, w ktérej tylko
cyfra jednostek rzedu najwyzszego jest od zera odmienng
Tloczyn taki nazwiemy iloczynem typu (C). Mamy

b=g. 10"

oznaczajac przez (3 cyfre najwyiszego rzedu liczby b a przez
p liczbe cyfr tej liczby. GdybySmy mieli p =1, to rozwa-
zany iloczyn nalezalby do oméwionyeh juz iloezynéw typu (B).
Zalozymy wige, ze mamy p > 1.
Oczywiscie
6. bi=—(ax Bl 10l

Stwierdzamy wige, Ze iloczyn a.b ma w rozwaZzanym przy-
padku warto$é pastepujaca: cyfra rzgdu p — 1 i cyfry rze-
déw nizszych réwnajg sie zeru, kazda za$ cyfra rzedu i, i = p,
réwna si¢ cyfrze rzedu i — p -+ 1 iloczynu a.f.

Zatem sprawa wyznaczenia iloezynu typu (C) moze byé
uwazana za zalatwiong.

Przechodzimy nareszeie do przypadku ogdlnego, kiedy
chodzi o wyznaczenie iloczynu, ktérego jeden czynnik a jest
jakikolwiek, a drugi & jest jakakolwiek liczbg p-cyfrowg
(p> 1). Mamy tedy

b=1b,10"1 - b’

oznaczajgc przez b, cyfre rzedu p liczby b a przez b’ pewnsg
liczbg, ktérej liczba cyfr nie przekracza liczby p — 1. Na
podstawie znanego twierdzenia mamy:

a.b=a.b,. .10} a.¥b.

Zatem wyznaczenie iloczynu a.b moze byé uskutecznione
wyznaczajae pewien iloczyn typu (C), mianowicie iloezyn

a0, M
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1 dodajac do tego iloczynu pewien iloczyn, mianowicie iloczyn
a. b, w ktéry przechodzi iloczyn a . b, zastepujac czynnik b przez
taki czynnik, ktérego liczba cyfr o jedno$é przynajmniej
mniejszg jest od liczby cyfr czynnika b.

Wnosimy stad, na podstawie zasady indukeyi matematy-
cznej, Ze iloczyn, ktérego jeden z czynnikéw jest liczby
p-cyfrows, (p=> 1), zdolamy zawsze wyznaczyé, wyznaczajac
sumg pewnej liczby skladnikéw, skladnikéw, ktérych liczba
nie bedzie wigksza od liczby p i z ktérych kazdy bedzie
pewnym iloczynem typu (C).

Na podstawie poprzedzajacego sprawa wyznaczenia ilo-
czynu dwéeh, a wige i jakiejkolwiek liczby czynnikéw da-
nych, moze byé uwazana za zalatwions.

§ 38. Dzielenie. PoniewaZ dzielenie prowadzi do ozna-
czonego wyniku tylko w przypadku, kiedy dzielnik jest od
zera odmienny, przeto winnismy i bedziemy rozwazaé tylko
przypadek, kiedy warunek ten jest spelniony.

Tw. L. Jezeli oznaczymy przez a dzielng a przez b dziel-
nik, to liczba jednostek jakiegokolwiek rzedu p (p > 1) cal-
kowitej czedci ilorazu ¢ réwna si¢ calkowitej czedei ilorazu
dzielenia liczby jednostek rzedu p dzielnej a, przez liczbe b.

Zeby twierdzenie to uzasadnié oznaczamy przez a’ i ¢’
liczby jednostek rzedu p odpowiednio dzielnej a i calkowitej
czesei ilorazu g¢.

Bedziemy tedy mieli:
a=ada .10 4 a”
{ gre g AT
oznaczajge przez a’’ i ¢’ pewne liczby, sprawdzajgce nierd-
wnosei nastgpujgce:

1)

o< 10¢:1
@

q’/ <t 10}’—1

Oznaczajac przez r reszt¢ podzialu liczby a przez liczbe b,

mamy
a=b.q4r,
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skad
a=0b.q.10°"1+4b.q" 4. (3)
Ze zwigzkéw (1) i (2) mamy
a<<(a'+1)101,
przeto
b .10 <<(a' 4+ 1) 1001,
skad
by <a +1
czyli
by <. 4
Poniewaz
<l
przeto
bo" +r<b(¢”+ 1),
skad
bg" +r<b.1071 ()

na podstawie jednej z nieréwnosei (2).
Ze zwigzkéw (3) i (b) mamy

a<<b.(¢ 4 1)1071,
z jednego za$ ze zwigzkéw (1):

a . 10t = g
Zatem
o <b.(¢+1). 6)

Z nieréwnosei (4) i (6) wynika, ze ¢’ jest calkowity czgseig
ilorazu podziatu liczby a’ przez liczbg b, co bylo wlasnie do
okazania.

Tw. Il. Zakladajac, ze dzielna a nie jest mniejsza od
dzielnika b, oznaczamy przez m réinicg liczb cyfr dzielnej
i dzielnika a przez a’ — liczbg jednostek rzedu m -1 dziel-
nej. W takim razie liczba eyfr calkowitej czesci ilorazu ré-
wnaé si¢ bedzie liczbie m w przypadku, kiedy zachodzi nie-
réwnosé

a’ <o, (1)
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a — liczbie m - 1 w przypadku, kiedy mamy:
(2) a! =0,

Zeby twierdzenie to uzasadni¢ zwazmy, ze liczba cyfr liczby
a’ réwna sig oczywiscie liczbie cyfr liezby b. Zalézmy na
poczatek, ze zachodzi nieréwnos$é (1). W takim razie bedzie-
my mieli
(3) m=1
gdyby$my bowiem mieli

m=0
to mielibySmy a =a’ i z nieréwnosei (1) wynikalaby nierd-
wnosé

a<b

co byloby w sprzecznosci z zaloZeniem przyjetem w twier-
dzeniu.

Ze wzgledu na nierdwnosé (3) liczba a posiadaé bedzie
jednostki rzedu m a liczba a” tych jednostek bedzie, na pod-
stawie uwagi uczynionej co do liezby o/, liczbg p 41 cy-
frows, oznaczajac przez p liczbe cyfr liczby 6. Mamy zatem

(4) Q.
A poniewaz liczba jednostek ¢, rzedu m calkowitej czedei
ilorazu ¢ liczby a przez liczbe b réwna sig (tw. poprzedza-
jace) calkowitej czedei ilorazu liczby a”” przez liczbe b, przeto,
na podstawie nieréwnosci (4), liczba ta bedzie od zera od-
mienng. Stwierdzamy wigc, Ze liczba cyfr liezby ¢ nie bedzie
mniejszg od liczby m.
Poniewaz za$§ mamy
a" <<(o'4 1) 10,
poniewaz nadto
ad+1=b

na podstawie nieréwnosei (1), przeto mamy

a0
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skad wynika nieréwnosé

7n < 10.

Stwierdziliémy wige, ze liezba ¢,, jednostek rzedn m liczby
q jest liczba jednoeyfrows od zera odmienng. Zatem liczba
eyfr liczby ¢ istotnie réwna si¢ w rozwazanym przypadku
dokladnie liczbie m.

Przechodzac do przypadku, w ktérym zachodzi zwiazek (2),
oznaczmy przez ¢,., liczbe jednostek rzedu m -1 liczby g.
Liczba ¢,,,, (tw. poprzedzajgce) réwnaé si¢ bedzie calkowite]
czeéei ilorazu liczby a’ przez liczbe b. Ze wagledu na zwia-
zek (2) mamy:

Gt = 1. ()
Poniewaz, na podstawie uwagi uczynionej na poczatku do-
wodu, liczba cyfr liczby o’ réwna sig liczbie cyfr liczby b,
przeto liczba cyfr iloczynu b .10 wigksza bedzie od liczby
cyfr liczby a’. Zatem

B 200,
Stad zas$ wynika
Intr < 10 (6)

Z nieréwnosei (D) 1 (6) wyplywa, ze liczba g¢,,, jest liczby
jednocyfrowsq od zera odmienng. Przeto liezba cyfr liezby ¢
réwna si¢ dokladnie liczbie m--1. Uzasadniliémy wige w zu-
pelnosei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Przechodzae do sprawy wyznaczenia calkowitej czesei ilo-
razu ¢ przy danych dzielnej a i dzielniku b, zwrdéémy sie
najpierw do przypadku szczegdlnego. kiedy liczba ¢ jest
liczba jednocyfrows; ze wzgledu na twierdzenie poprzedza-
jace bedziemy zawsze mogli stwierdzié, czy przypadek ten
istotnie zachodzi.

Wiedzae, Ze liczba ¢ jest liczbg jednocyfrows, mozemy,
celem wyznaczenia tej liczby, wyznaczyé w ciagu iloczynéw
nastepujacych:

b.9;5.8,b.7;b.6; 5.5 b.4,b.3,5.2,b.1, 5.0
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pierwszy iloczyn nie przekraczajgcy dzielnej a. Oznaczajac
iloczyn ten przez b.i bedziemy mieli

q=1,
albowiem ta warto$é liezby ¢ sprawdzaé¢ bedzie zwigzki na-
stepujgcee: 3
a=b.q
a<b.(g+1),

ktére wlasnie stanowig warunki konieczne i wystarczajace na
to, zeby liczba ¢ réownala si¢ calkowitej czedci ilorazu liczby
a przez liczbg b. Metoda ta wymaga oczywiscie wyznaczenia

9—q-+1

pierwszych iloczynéw ciggu (7).

Jezeli dzielnik jest liczby jednocyfrows, to stosujemy w pra-
ktyce powyzszg metode bez zadnej zmiany i dochodzimy
szybko do wyniku dzigki tej okolicznodei, iz mamy w pa-
migei tabelke mnozenia. Jezeli za$ liczba b nie jest liczbg
jednocyfrows, to wprowadzamy do oznac¢zonej metody pewne
uzupelnienie, ktére czesto upraszeza sprawe wyznaczenia li-
czby ¢ i ktére wysnujemy z twierdzenia nastgpujacego.

Tw. lil. Oznaczmy przez b’ liczbe jednostek rzedu m
(m > 1) dzielnej b zakladajgc jednoczesnie, Ze liczba m nie
przekracza liczby cyfr liczby 4. W takim razie calkowita
czgéé ¢ ilorazu podzialu dzielnej a przez dziejnik b nie be-
dzie wigkszg od calkowitej czedei ilorazu liczby @’ jednostek
rzedu m liczbhy a, przez liczbe &'

Zeby twierdzenie to uzasadnié zwazmy, Ze mamy

a=a'.10"1-+} a"

oznaczajac przez a” liczbe sprawdzajgcg nierdwnosé naste-
pujacs
@ = 0%
Mamy wigc:
a<(a'-+41)10"1
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Na podstawie nieréwnoéci tej i nieréwnosei

b.g=a
mamy
b.qg<<(a'-+1)10™1,

a poniewaz

b =0 G108
przeto
b .q. 1071 < (@ =1} 107,
skad
; Voe<a +1
czyl
biuig = ai.

Z nieréwnosei tej wynika natychmiast twierdzenie, o dowdd
ktérego chodzilo.

Zachowujace oznaczenia twierdzenia poprzedzajacego, ozna-
czmy jeszeze przez @ calkowita czedé ilorazu liczby a' przez
liezbe b’ i zalézmy, Ze liczba ¢ jest liczby jednocyfrows.
Gdyby$my byli w moznodei szybko wyznaczyé liczbe @
i gdyby lieczba @ wypadla mniejsza od liczby 9, to, stosujge
w zasadzie wyzej wylozong metode do wyznaczenia liczby ¢,
mogliby$émy nie wyznaczaé

9@

pierwszych iloezynéw ciagu (7), albowiem, na podstawie twier-
dzenia poprzedzajacego, miclibySmy pewnosé, Ze pierwszy
liczbg a nie przekraczajacy iloczyn ciggu (7) nie mdglby po-
przedzaé, w tym ciagu, iloczynu b. .

Liczbg @ mozemy zawsze latwo wyznaczyé przyjmujae
za b’ cyfre jednostek najwyzszego rzedu liezby b. Dlatego tez
w praktyce wyznaczamy zwykle, przy takim wyborze liczby ¢/,
liczbe @ i korzystamy z tej liczby w sposéb wytlémaczony
przed chwils. Na tem wlasnie polega to uzupelnienie wyzej
oméwionej metody dzielenia, ktére mieliémy na wzgledzie.

Przy wigkszej wprawie i w razie kiedy calkowita ezgsé ¢
ilorazu jest liczbg jednoeyfrows, spostrzegamy wartos¢ liezby ¢
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prawie bezposrednio, nie wykonywajac w rzeczywistosci wszyst-
kich czynnosdei przepisanych przez metode wylozona przed
chwila.

Z tej przyezyny wazng jest rzeczs, ze stanowiska techniki
rachunkowej, mie¢ meted¢ mozliwie bezposrednig do wyzna-
czenia reszty przy danych dzielnej, dzielniku i calkowitej
czesel ilorazu w razie, kiedy ta ostatnia jest liczbg jedno-
cyfrows

Zagadnienie poprzedzajgce jest oczywiscie przypadkiem
szezeg6lnym zagadnienia nastgpujacego: oznaczajac przez
a, b, g i y catery dane liczby, z ktéryech — ¢ i y sg liczbami
jednocyfrowemi, wyznaczy¢ wartosé wyrazenia nast¢pujgcego

(1) a—0.9+7)
w sposéb mozliwie szybko prowadzgey do celu.

Celem uproszezenia mowy i pisma nadamy wyrazeniu (1)
miano wyrazenia typu (4) w przypadku szczegélnym, kiedy
liczba b i warto$¢ samego wyrazenia (1) sg liczbami jedno-
cyfrowemi. Przy pewnej wprawie zdolamy zawsze, wykonywajgc
rachunek pamigciowy, zdecydowaé czy wyrazenie (1) jest wy-
razeniem typu (4) i wyznaczyé, w razie gdyby okolicznodé
ta zachodzila i gdyby rozwazane wyraZenie nie bylo pozba-
wione sensu, wartos¢ tego wyrazenia. Zalézmy wige, Ze wy-
razenie (1) nie jest typu (4). Oznaczajgc tedy przez n liczbe
cyfr liczby a bedziemy mieli

%>

Oznaczmy przez @ i # cyfry jednodci a przez a’ i b’ liczby
dziesigtek liczb a i 4. Mamy:

a=10.a +
b=10.v+86.

Zatem
@) a—(0.q+y)={10.0'410.y +a}>
~= {10 (0. 0 ¥ RBa+y

oznaczajac przez Y liczbe, ktérg okreslimy blizej pdiniej.
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Poniewaz mamy

=9, ¢=9 1 7=,
przeto

B.9+r=90 (3)

Zeby okreslié liczbg y', oznaczmy przez £ i # cyfre jednosei
i liczbg dziesigtek wyraZenia

B-q+7
Gdybysmy mieli
f=a
to przyjelibysmy
Y= )
Gdyby za$ zachodzila nieréwnosé
§>a ®)
to przyjeliby$my
Yemn 1 (6)

Powiadam, ze w obu przypadkach zachodzié¢ bedzie nieréwnosé
nastepujaca:
y =9. (1)

Nieréwnoéé ta wynika bezposrednio z nieréwnosci (3) w razie,
kiedy liczba ' ma warto$é okreslong réwnoseig (4). Jezeli
za$ mamy na ' wartosé (6), to, ze wzgledu na zwigzki (3)
i (), mamy tedy

=8

Zatem i w tym przypadku liczba 9’ sprawdzaé bedzie nie-
réwnosé (7).

Yatwo stwierdzimy, Ze, przy przyjetem okresleniu liczby ¥/,
réznica

(0.9 +a)—(B.9+ ) (8)

nie bedzie pozbawiona sensu i réwnaé si¢ bedzie liczbie je-
dnocyfrowej; jednem slowem réznica (8) bedzie wyrazeniem
typu (4).
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Poniewaz réznica (8) nie jest pozbawiona sensu, przeto
mozemy oczywiscie nadaé réwnosei (2) ksztalt nastepujacy:

9) a—@b.q+9)=
=[{10y +a)—B.q+ )+ 10.a'] — 10 .9+ 7).

Poniewaz dalej wyrazenie (8) przedstawia oczywiscie liczbe
jednocyfrows, przeto zachodzié¢ musi zwigzek nastgpujacy

a=bv.q4+y
bo w razie przeciwnym réznica (9), a wige i wyrazenie (1),

nie mialyby sensu.
Mozemy wiec nada¢ réwnosci (9) ksztalt nastepujacy:

a—@.g+9=10.1'—@ .9+ 7)+
+{10.y"+a) —(B.9+ 7))

Réwnoéé ta opiewa, Ze cyfra jednodei wyrazenia (1) réwna
sig wyrazeniu (8), a liczba dziesigtek — wyraZeniu

(10) o — @O .¢+7).

Poniewaz, na podstawie zwigzku (7), wyrazZenie (10) jest
oezywiseie tego samego typu, co wyrazenie (1), poniewaz da-
lej liczba cyfr liczby a’ jest o jedng jedno$é mniejszg od
liczby cyfr liczby a, przeto przez wyznaczenie jednego wy-
razenia typu (4) sprowadzamy sprawe wyznaczenia wyraZe-
nia (1) do sprawy wyznaczenia innego wyraZenia tegoz typu,
ale z tem udogodnieniem, ze liczba cyfr odjemnej, w nowem
wyrazeniu, bedzie o jedno$é¢ mniejszg niz liczba cyfr odjem-
nej w wyrazeniu pierwotnem.

Z tego za$ wyprowadzamy latwo wniosek nastgpujgcy:
jezeli oznaczymy przez n liczbe cyfr liczby a, to wartodé
wyrazenia (1) zdolamy wyznaczyé wyznaczajge wartosci n—1
albo najwyzej n wyrazen typu (4).

Ze stanowiska techniki rachunku wazng jest okolicznodé
nastgpujgca: gdybyémy przyjeli za calkowity czeé¢ ¢ ilorazu
pewnej liczby a przez pewng liczbe b wartodé jednocyfrows
bledna, to blad uwidoeznilby si¢ przy stosowaniu, do wyzna-
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czenia reszty, podanej przed chwilyg metody. Istotnie, gdy-
bys$my przyjeli na ¢ warto$é zbyt mals, to otrzymalibysmy
na wyrazenie

a—b.q

wartos¢ nie mniejszg od dzielnika b; gdyby$my zas przyjeli
na g warto$¢ za wielks, to, oznaczajge przez m liczbe cyfr
liczby a, trafiliby$my, przystepujac do wykonania (n — 1)-ej
albo n-tej ezynnosei, przypisanej rozwazans metods, na odej-
mowanie niewykonalne.

Prawidlo dzielenia, w przypadku ogdlnym, kiedy liczba
cyfr calkowitej czedei ilorazu wigkszg jest od jednodei, opiera
sie na twierdzeniu nastepujacem.

Tw. IV. Oznaczmy przez ¢ i r calkowity czedé ilorazu
i reszt¢ podzialu pewnej liczby calkowitej a przez pewng
liczbe calkowity b. Oznaczmy dalej, zakladajae, ze liczba cyfr
lieczby ¢ wigkszg jest od jednosci, przez r’ — reszt¢ podzialu
liczby dziesiatkéw a’ dzielnej a przez liczbe b, a przez a iy —
cyfry jednodei odpowiednio liczb ai¢. W takim razie liczba
y réwnaé si¢ bedzie calkowitej czgéei ilorazu a liezba » —
reszcie podzialu, przez liczbe b, liczby

10 .7 + @,
a wiee liczby, ktdérej liczba dziesigtek réwna si¢ liczbie »/
a cyfra jednosei — liczbie a.
Dowdéd. Oznaczmy przez ¢’ liczbe dziesigtek liczby g¢.
Bedziemy tedy mieli (tw. I):
a=b.q9 4. (1)
Oznaczmy nastgpnie przez y, i r; calkowity czesé ilorazu i re-
sztg podziatu liczby
10 .7+ «a
przez liczbe b. W takim razie zachodzié bedsq zwiazki na-
stgpujace:

0.V +a=b.y,+n )

ri<zh 3)

St. Zaremba. 8
o o
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Z réwnosei (1) mamy:
10.a =10¢' .5+ 10 .+
skad
10.d/ +a=10.¢'".b+ 10 .7 4+«
czyli
a=10.q¢" .0+ 10.7" + a,
Ze wzgledu na (2) mamy stad:

a=10.¢'" . b+b.y,+n
czyli

4) a=(10.9'"+y).b+r,.
Na podstawie zwigzkéw (3) 1 (4) liezby
10.¢ 4y i n

réwnajg si¢ odpowiednio calkowitej czgsci ilorazu i reszcie
podzialu liczby a przez liczbg b.
W innych wyrazach:

(5) 9=10.9'+mn
(6) o

A poniewaz liczba ¢’ jest liczby dziesigtek liczby ¢, przeto
liczba y, réwna si¢ cyfrze jednodei liczby g, czyli

(M Vi1

Réwnosdei (6) i (7) wyrazajg wlasnie twierdzenie, o dowdd
ktérego chodzilo.

Powiadam, ze na dzielenie mamy prawidlo nastepujgce:
Zeby wyznaczyé catkowity czegsé ¢ ilorazu i odnosng reszte przy
danych dzielnej a i dzielniku b (b > 0) nalezy; przedewszyst-
kiem wyznaczyé, na podstawie tw. I, liczbg cyfr p catkowi-
tej czedei ilorazu; jezeli wypadnie p = 1, to dzielenie wyko-
nywamy w sposéb jui omdwiony wyzej; jezeli za$ wypadnie
p>1 to wyznaczamy kolejno cytry rzedéw

P P—d p2ssi
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liczby g w postaci calkowitych czesei ilorazéw przy pewnych
dzieleniach; za kazdorazowy dzielnik przyjmujemy liczbeg b,
a wiec dzielnik dzielenia, o wykonanie ktérego wlasciwie cho-
dzi, dzielne za$ okreslamy w sposéb nastgpujgey: przy pierw-
szem dzieleniu przyjmujemy za dzielng — liczbe jednostek
rze¢du p liczby a, a przy kazdem dalszem — przyjmujemy za
dzielng te liczbe, ktérej liczba dziesiatek réwna sig reszeie osta-
tniego juz wykonanego dzielenia, a cyfra jednosci — tej cyfrze
liczby a, ktérej rzad réwna si¢ rzedowi majacej byé przez
rozwazane dzielenie wyznaczonej cyfrze liczby ¢. Reszta dzie-
lenia wykonanego przy wyznaczeniu cyfry jednmosei liezby ¢
réwna si¢ wtedy reszcie podzialu liczby a przez liczbe b.

Istotnie, gdyby prawidlo poprzedzajsce uzasadnionem bylo
w przypadku, w ktérymby liczba p nie byla wigksza od pe-
wnej liczby k, (k= 1), to, opierajac si¢ na tw. I, latwo do-
wiedlibysmy, ze prawidio to zastosowane do przypadku, w kté-
rym mieliby$my p=£~k-}-1, doprowadziloby do poprawnego wy-
znaczenia cyfr liezby dziesigtek zZadanego ilorazu ¢; nadto,
reszta dzielenia, dostarczajacego cyfre dziesiatek liczby ¢, réw-
nalaby si¢ reszcie podzialu liceby dziesigtek liczby a przez
liczbe 0. Zatem, na podstawie tw. IV, omawiane prawidlowo
dostarczyloby w rozwazanym przypadku takze poprawne war-
tosci na cyfre jednodci liczby ¢ i na reszte podzialu liczby
a przez liczbe b. Gdyby wige roztrzgsane prawidlo poprawnem
bylo w przypadku, gdy mamy p =< k, to prawidlo to byloby po-
prawnem i w tym razie, w ktérym mielibySmy p==F%k -+ 1.
Poniewaz za$ prawidlo, o ktére chodzi, oczywiscie poprawnem
jest gdy mamy p =1, przeto prawidlo to uzasadnionem jest
we wszystkich przypadkach.

Poniewaz, przy wykonaniu dzielenia, latwo wkrasé sig
moze blad rachunkowy, przeto celem upewnienia sig, Ze bledu
niema, mnozymy dzielnik przez uzyskang wartosé catkowitej
czedei ilorazu i sprawdzamy, czy wynik dodania do tego ilo-
czynu znalezionej wartosci na resztg réwna sig, jak byé po-
winno, dzielnej.

Na tem wlasnie polega tak zwana préba dzielenia.
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§ 39. Kazde z dzialan zasadniczych wykonywamy na pi-
$mie trzymajac si¢ pewnych form, ktére wyrobily sie wie-
kowg praktyks i ktérych znaczenie polega na tem, iz przy
zachowaniu tychzZe jesteSmy mniej narazeni na bledy rachun-
kowe anizeli w razie przeciwnym. Poniewaz wspomniane for-
my niewatpliwie sg czytelnikowi doskonale znane, przeto
pomijamy omdwienie tych form.

IX. Podstawowe twierdzenia o podzielnosci.
Pewne cechy podzielnosci.

§ 40. MieliSmy juz sposobno$é powiedzieé (§ 25), Ze je-
zeli do dwéeh danych liczb calkowityeh a i & mozna dobraé
trzecig liczbe calkowitg m, sprawdzajaca réwnodé

a=m.b,

to okoliczno$é te wyslawiamy przez jedno z orzeczen naste-
pujacych: liczba a podzielng jest przez liczbg b; liczba a jest
wielokrotnodcig liezby b; liczba b jest podwielokrotnodeig li-
czby a. Rozwazang okoliczno$é wyslawiamy takze niekiedy
w postaci nastepujacej: liczba & jest dzielnikiem liczby a.
Tw. I Jezeli kazda z dwéeh liczb a i b podzielng jest
pewns trzecig liczbg ¢, to suma i réznica tych liezb takze
podzielne sg przez liczbe c.
Dowéd. Mamy
wEap.c
T
oznaczajac przez p i ¢ pewne liczby catkowite. Z réwnosei
poprzedzajacych mamy:

at+b=(p+g.c

oraz
a—b=(p—q).c
zakladajac, Ze oznaczenia tak sy przyjete, ZebySmy mieli

a=b.
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Uzyskane réwnoseci wyrazajg wlaénie twierdzenie, o ktére
chodzilo.

Tw. Il Jezeli jeden z czynnikéw jakiegokolwiek iloczynu
p, liczb calkowitych, podzielny jest przez pewng liczbg ¢, to
uwazany iloczyn takze podzielny jest przez liczbe c.

Dowdd. Oznaczmy przez a ten czynnik iloczynu p, ktéry
podzielny jest przez liczbg ¢ — a przez b iloczyn wszystkich
innych czynnikéw albo, gdyby iloczyn p byl iloczynem dwéch
tylko czynnikéw — drugi czynnik. Mamy tedy

p=a.b
oraz
a=Rg ot
oznaczajac przez ¢ pewns liczbe calkowits. Z réwnosei po-
przedzajacych mamy:
p=(¢.b).c :

Réwnodé ta oczywiscie wyraza twierdzenie, o ktére chodzilo.

Tw. lll. Jezeli dwie liczby calkowite réznig sig od siebie
tylko o wielokrotno$é pewnej liczby calkowitej ¢ od zera od-
miennej, to reszty podzialu tych liczb przez liczbg ¢ sa sobie
réwne.

Dowéd. Uwazajmy dwie liczby calkowite a i b znajdu-
jace sig¢ z liezby ¢ w zwigzku nastgpujgcym:

a=b-}tme 1)
oznaczajace przez m pewng liczbe calkowits,.
Mamy
b=gq.c+r (2)
i
n<TE 3)

oznaczajace przez q calkowita czedé ilorazu a przez r resztg

podziatu liezby b przez liczbe ¢. Z réwnodei (1) i (2) mamy:
a=(m+gq).ctr

skad, opierajac si¢ na nieréwnodci (3), wnosimy, Ze reszta po-

dzialu liczby @ przez liczbg ¢ réwna sig reszcie r podzialu

liezby b przez liczbe ¢, co bylo do okazania.
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§ 41. Przy pewnych szczegdélnych wartodeiach dzielnika
reszta dzielenia wyznaczong byé moze szybeiej anizeli przez
wykonanie samego dzielenia.

W takich przypadkach mamy oczywiscie (§ 25, tw. IV),
do stwierdzenia podzielnodci dzielnej przez rozwazany dziel-
nik, kryteryum, ktérego zastosowanie nie wymaga wykona-
nia dzielenia.

Kryteryum tego rodzaju zwie si¢ cechg podzielnosei przez
odnos$ny dzielnik.

Ustep ten pos$wigeamy omdwieniu najwazniejszych ze sta-
nowiska techniki rachunkowej przypadkéw, w ktérych reszta
podziatu liczby catkowitej przez pewng liczbe mozie byé wy-
znaczona bez wykonywania odnosnego dzielenia.

Dzielnik postaci 70”7 (p=1). Poniewaz wszelka liczbha
catkowita a, ktdérej liczba cyfr » sprawdza nierdwnosé

n=p

mniejszg jest od liczby 107, przeto reszta podzialu takiej li-
czby przez 107 réwna si¢ samej tej liczbie.
Gdybysmy za$ mieli

n>p

to, z definicyi numeracyi dziesigtnej wynika natychmiast, Ze
reszta r, podzialu liczby a przez 107, réwnalaby sig liczbie, ktdra
przedstawia uklad tylu najnizszych rzedéw cyfr liczby a, ile
wynosi liczba p; wlasciwie tak jest tylko pod warunkiem, Ze
cyfra rzedu p liczby a zerem nie jest; zeby ograniczenie
to usungé, wprowadzamy umowe nastepujacg: Majac na pewng
liczbe L wzdr nastepujgey:

L= & o . 0

i=1
gdzie kazdy z symboléw

(1) @iy Qgy Qpy...
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oznacza jedng z cyfr numeracyi dziesigtnej, uwazaé bedziemy
w kaédym razie symbol, ktéry, gdybysmy mieli

@ + 0,

bylby symbolem specyficznym liczby L, za symbol oznacza-
jacy te liczbe, nazywajac jednoczesnie ogélnie cyfre a; cyfry
rzedu ¢ liezby L. Umowa poprzedzajaca nie moze staé si¢ po-
wodem zadnego nieporozumienia, albowiem w kazdym przy-
padku szczegélnym latwo bedzie spostrzedz, czy wyrazenie
,cyfra pewnej liczby“ uzyte jest w znaczenie pierwotnem, czy
tez w znaczeniu szerszem, wprowadzonem obecnie.

Na podstawie tej umowy mozemy oczywiscie przedstawié
kazda k-cyfrows liczbe » w postaci liczby p-cyfrowej
(p > k), przyjmujae oczywiscie wartosé zero na kazdg cyfre
rzedu wyzszego od k.

Powracajac do wladciwego przedmiotu naszych obecnych
rozwazan, stwierdzamy natychmiast, ze cecha podzielnosci
liczby calkowitej przez dzielnik postaci 710* polega na tem,
zeby kazda cyfra tej liczby rzedu niZszego od p-1 réwnala
sig zeru.

Dzielnik postaci 27albo 5° (p = 1). Oznaczmy przez a
jakakolwiek liczbe n-eyfrows (» > p), przez a’ — liczbg je-
dnostek rzedu p-1 liczby a, a przez r — liczbe, ktdrg przed-
stawia uklad p najnizszych rzedéw cyfr liczby a. Mamy tedy

essd IO 4y,

Poniewaz

J0F = 40 b0,
przeto iloczyn (tw. II) a’. 10" jest wielokrotnoseia kazdej
z liczb 2° i 5”. Zatem (tw. III) reszta podziatu liczby a przez
27 albo przez 5° réwna si¢ reszcie podzialu liczby # przez
rozwazany dzielnik.

Z tego wynika, ze cecha podzielnodei liczby - cyfrowej
przez dzielnik réwnajacy sie jednej zliczb 2¢ albo 5" (p=1)
polega na podzielnodei przez rozwazany dzielnik liczby, ktdra
przedstawia uklad p najniZzszego rzedu cyfr liczby a.

Stad wnosimy w szczegdlnosei :
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18 Zeby liezba calkowita podzielng byla przez liczbe 5
koniécznem jest i wystarczajacem, zeby ecyfra jednosci tej
liczby byla cyfra 0 albo cyfrg 5.

20. Zeby liczba calkowita byla parzysts, to znaczy po-
dzielng przez 2, koniecznem jest i wystarczajacem, Zeby cyfra
jednosei tej liezby byla parzysts.

Dzielnik postaci 3 albo 9. Reszta podzialu liezby
postaci 10” przez 9 réwna si¢ jednoSei. Istotnie okolicznosd
ta zachodzi oczywiscie w razie, kiedy mamy p =0. ZaléZmy
chwilowo, Ze ta sama okoliczno$é zachodzi takze w przypad-
ku, kiedy mamy p = k. W takim razie mieliby$my

10"=1>.9+ 1,
oznaczajaé przez b pewns liczbg calkowity. Z réwnodei po-
przedzajgcej wynika, ze:
10" =5.10.9 + 10

czyli

10" =15b.10 .94+ 9+ 1,
skad

10t =0.104+1).9+1.

Przeto, na podstawie zasady indukeyi matematycznej, reszta
podzialn jakiejkolwiek potegi liczby 10 przez liczbg 9 réwna
sig rzeczywiscie jednosei 1!).

Uwazajmy teraz jakakolwiek » cyfrowg liczhg a (n > 1).
Mamy

(1) @ = 2‘ a, 10~

i=1

oznaczajace ogdlnie przez @, cyfre rzedu i liczby a.

) Latwo doszlibySmy do tego samego wyniku wychodzac ze zmanej
réwnoéei :

s
a’ — b= (a—b) 2 @ ahoes

r=0

nalezaloby tylko w réwnofci tej przyjaé @ — 10 oraz b = 1.
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Na podstawie wyniku uzyskanego przed chwily mamy:
W i=5,841 (2

oznaczajae przez b, pewns liczbe catkowits.
Z réwnosei (1) i (2) mamy:

a:9.2ﬂ‘ai.b,—}—2"'a,-.

i=1

Zatem (tw. III) reszta podziatu liezby a przez ktérgkol-
wiek z liezb 3 albo 9 réwna sig reszeie podzialu przez roz-
wazany dzielnik sumy cyfr liczby a.

Poniewaz suma cyfr liczby »- eyfrowej a (n > 1) oczy-
wiscie zawsze mniejszg jest od tej liczby, przeto stosujae
nalezyts ilo$é razy twierdzenie poprzedzajgce, zdolamy zawsze
wyznaczyé liezbg jednocyfrows r, ktérej reszta podzialu przez
ktérakolwiek z liczb 3 albo 9 réwnaé sie bedzie reszcie po-
dziatu liczby a przez rozwazany dzielnik; w przeciwnym bo-
wiem razie liczba nieréwnych sobie liezb calkowitych od
liczby a mniejszych i stanowigcych ciag, w ktérym kazda
nowa liczba réwnalaby si¢ sumie cyfr liczby poprzedzajacej,
bylaby nieskonezono$cia — a wiemy przeciez, ze liczba liczb
catkowitych od liczby @ mniejszych jest skoriezong i réwna
sig samej liczbie a. Z drugiej strony liczba » zerem by¢é nie
moze. PoniewaZ za$ pomigdzy liczbami jednocyfrowemi, od
zera odmiennemi, préez liezb 3 i 9 nie istnieje Zadna, ktéra
podzielng bylaby przez 3, poniewaz nadto pomigdzy rzeczo-
nemi liczbami liczba 9 jest jedyns liczbg podzielng przez 9,
przeto: zeby liczba a podzielng byla przez liczbe 3 koniecznem
jest 1 wystarczajacem, Zeby okreslona przed chwilg liczba »
réwnala sig jednej z liczb 3 albo 9; Zeby za$ liczba a podzielng
byla przez 9, koniecznem jest i wystarczajacem, zeby liczba »
réwnala si¢ dziewigciu. MozZemy oczywiscie dodaé, ze, gdyby
na liczbg » wypadla warto$é od liczby 9 mniejsza, to liezba
ta réwnalaby sig¢ reszcie podzialu liczby a przez 9.

Dzielnik 11. Jakakolwiek liczbg calkowita oznaczyli-
bysmy przez p, mamy
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(1) 10 =b.11+ 1
oznaczajac przez b pewng liczbe calkowits.

Czyli: reszta podzialu parzystej potegi liczby 10 przez
dzielnik 11 réwna si¢ jednosci. Twierdzenie to zachodzi oczy-
wiscie w przypadku kiedy mamy

p=20.
Gdybyémy zas mieli
10"=m.11+4 1
oznaczajac przez k pewns liczbe calkowits, to mielibyémy
100 = . 100 . 11 - 100

a poniewaz
100 =9 11 il
przeto

109 = (m . 100 + 9) . 11 + 1.

Wnosimy stad, Ze zwigzek (1) zachodzi rzeczywiécie przy
kazdej wartosei liczby calkowitej p.
Z réwnodei (1) mamy:

10"’+’=b.10.11+10=b.10.11+11—1
czyli
) 10% = (5. 10+ 1). 11 — 1.

A poniewaz wszelkg liczbe nieparzysta mozemy przedsta-

wié w postaci:
2p + 1

albowiem reszta podzialu liczby nieparzystej przez 2 oczywi-
$cie réwna si¢ jednosei (bo jednodé jest jedyng liczbg od
zera odmienng i mniejszg od liczby 2), przeto zwigzek (2)
wyraza twierdzenie nastepujace: wszelka nieparzysta potega
liczby 10 moze byé uwazang za reszte odjecia jednosei od
pewnej wielokrotnodei liczby 11.

http://rcin.org.pl



g S

Uwazajmy jakgkolwiek n-cyfrowsg (n> 1) liczbg a. Mamy

= 2 o L0,

oznaczajge ogdlnie przez @, cyfre jednostek rzedu i liezby a.
Oznaczmy przez ¢ calkowity czgéé ilorazu liezby n przez
dzielnik 2 a przez & odnosna reszte i przyjmijmy
p =g —flenf)
Bedziemy mieli tedy

a= 2‘ R 2 @ . 10", 3)

Na podstawie twierdzen polegajaeych na zwigzkach (1)
i (2) mozemy przyjaé:
10" w b XL 1,
W= 00w T,
oznaczajac przez b, i ¢, pewne liczby calkowite. Na podstawie
wzoréw poprzedzajaeych wyprowadzamy z réwnosei (3) ré-
wnos¢ nastepujacs:

q

@& = 11.h——{—2p‘ Qgopr — Zam, 4)

przyjmujac:

»

h = 2‘ Corpr - b + ja,,.c,.

t=0 s=1

Oznaczmy przez d réznicg sum nastgpujacych

j (S | 2‘1‘ et (5)

t=0 8=1
Bedziemy tedy mieli
a=11.h+4d (6)
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albo

(M a=11.h — d

zaleznie od wazglednego poloZenia wartosci sum (5) w ciggu
naturalnym liczb calkowitych.

Opierajac sig na tw. I stwierdzimy natychmiast, Zze w obu
przypadkach podzielno$é liczby d przez liczbe 171 jest wa-
runkiem podzielnodei liczby a przez ten dzielnik. Jezeli
liczba d przez 11 podzielng nie jest, to, w razie zwiazku (6),
reszta podzialu liczby a przez 11 réwna sig (tw. III) reszcie
podzialu liczby d przez ten dzielnik. Zwréémy sig nareszcie
do przypadku, kiedy zachodzi zwigzek (7) i kiedy jednocze-
$nie liczba d przez liczbg 11 podzielng nie jest. Mamy tedy

(8) d=k.11+r
9) O<r < il
oznaczajge przez k i r calkowity cze$é ilorazu i reszte po-
dzialu liczby d przez 11.

Z réwnosei (7) i (8) oraz na podstawie jednej z nierd-
wnosei (9) mamy
(10) a=h—k—1).11 4 (11 — r),
a poniewaz

11 —r <11

na podstawie jednej z nieréwnosci (9), przeto réwnosé (10)
wyraza, ze reszta podziatu liczby a przez liczbg 771 réwna
si¢g réznicy

11—

czyli uzupelnieniu liczby » do jedenastu.

Uzyskane wyniki mozemy wyslowié w sposéb nastepu-
jacy: cecha podzielnosci liczby wieloeyfrowej a przez dziel-
nik 711 polega na podzielnosci przez ten dzielnik réznicy d
sumy cyfr rzedéw nieparzystych i sumy cyfr rzedéw parzy-
stych rozwazanej liczby; jezeli liczba d przez 11 nie jest
podzielng, to reszta podzialu liczby a przez dzielnik 77 réwna
sig albo reszcie podzialu liczby d przez ten dzielnik albo
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uzupelnieniu do jedenastu tej reszty; pierwszy z tych dwdch
przypadkéw zachodzi, kiedy suma cyfr rzedéw nieparzystych
liczby a wigkszg jest od sumy eyfr rzedéw parzystych, dru-
gl — w razie przeciwnym.

§ 42. Czytelnik zauwazyl niezawodnie zasadniczg réznice
pomigdzy twierdzeniami z § 40-go a twierdzeniami para-
grafu poprzedzajagcego. W osnowie twierdzen paragrafu po-
przedzajacego lezy to zalozenie, iz liczby przedstawione sa
w numeracyl dziesigtnej; twierdzenia te stanowig zatem
pewne wlasnosei numeracyi dziesigtnej. Twierdzenia za$
z § 40-go sg calkiem niezalezne od rodzaju przyjetej nume-
racyi. Oczywiscie mozemy podzielié ogdél twierdzen i po-
jeé z teoryi liczb calkowitych na twierdzenia i pojecia znaj-
dujace si¢ w zwigzku z powszechnie przyjeta numeracys dzie-
sigtng i twierdzenia i pojecia calkiem niezalezne od rodzaju
przyjetej numeracyi. Twierdzenia ostatniej kategoryi majg
oczywiscie charakter daleko wigkszej bezwzglednosei od twier-
dzen kategoryi pierwszej. Dlatego tez, zeby nalezycie ocenié
donioslo$é kazdego twierdzenia lub pojecia, nalezy uprzyto-
mni¢ sobie do jakich z wymienionych dwéch kategoryi twier-
dzenn lub pojeé nalezy rozwazane twierdzenie albo pojecie.
Uwaga ta ma tem wigksze znaczenie, Ze twierdzenia obu ka-
tegoryi spotykamy ciagle jedne obok drugich. Oczywiscie
moznaby wylozyé ogél wszystkich twierdzen i pojeé niezale-
znych od rodzaju przyjetej numeracyi, a majacych byé w wy-
kladzie uwzglednionych, przed teoryg numeracyi dziesigtnej
oraz pojeciami i twierdzeniami z niy zwigzanymi. Taki je-
dnak sposéb traktowania przedmiotu bylby niewatpliwie
bardzo ucigzliwym.

X. Teorya najwiekszego wspdlnego dzielnika
i najmniejszej wspolnej wielekrotno$ci dwoéch albo
kilku liczb.

§ 43. Samo brzmienie wyrazen ,wspélny dzielnik pewnych
liczb“ i ,wspdlna wielokrotno$é tych liczb“ wskazuje na to,
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Ze pierwsze z nich oznacza liczbe przez ktérg kazda z uwa-
zanych liczb bylaby podzielng a drugie — liezbe, ktéra by-
laby podzielng przez kazds z tych liczb.

Jezeli pewna liczba d jest wspélnym dzielnikiem pewnych
liczb, jezeli nadto niema Zadnego wspdlnego dzielnika tych
liczb wigkszego od liezby d, to liczba d zwie sig najwie-
kszym wspdlnym dzielnikiem rozwazanych liczb.

Jezeli pewna liczba w od zera odmienna jest wspdlng wie-
lokrotnoseig pewnych liczb, jezeli nadto nie istnieje zZadna,
od zera odmienna, wspdlna wielokrotno$é tych liezb mniejsza
od liczby w, to liczba w zwie si¢ najmniejszg wspdlng wielo-
krotnoscig rozwazanych liczb.

Z definicyi poprzedzajacych wynikajg natychmiast kon-
sekwencye nastepujace: najwigkszy wspdlny dzielnik ozna-
czonych liczb, o ile istnieje, jest okreslony w zupelnosei;
najmniejsza wspélna wielokrotno$é oznaczonych liezb, o ile
istnieje, okreslona jest w zupelnodei.

Poniewaz reszta podzialu liczby calkowitej a, od zera od-
miennej, przez liczbg od niej wigkszg réwna si¢ samej tej
liczbie @ i jest zatem od zera odmienns, przeto Zadna liczba
od zera odmienna nie posiada dzielnika od niej wigkszego.

Poniewaz dalej Zadna liczba od zera odmienna przez zero
podzielng nie jest, przeto liczba dzielnikéw liczby od zera
odmiennej w zadnym razie od samej tej liczby wigksza byé
nie moze. Z tego wynika, ze liczba wspdlnych dzielnikéw
dowolnej liczby liczb calkowitych, pomigdzy ktéremi znaj-
duje si¢ przynajmniej jedna liczba a od zera odmienna, naj-
wyzej réwnaé sig moze liczbie a i jest zatem skonezons.

Poniewaz zas liczba jeden jest dzielnikiem kazdej liczby,
przeto dochodzimy do wniosku nastgpujacego: jezeli pomiedzy
liczbami nalezgcemi do pewnego ukladu (U), zawierajacego
dowolng liczbg liczb catkowitych, znajduje si¢ choé¢ jedna
liczba od zera odmienna, to liczba p wspélnych dzielnikéw
liczb stanowigcych uklad (U) jest zawsze skonczong i nigdy
mniejszg od jednodei nie jest; jeZeli mamy p=1, to jedyny
wspdlny dzielnik liczb stanowigeych uklad (U) jest oczywi-
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$cie jednocze$nie najwigkszym wspélnym dzielnikiem tych
liczb, jezeli za$ mamy p > 1, to (tw. XIL, § 7) jeden ze
wspélnych dzielnikéw rozwazanych liezb bedzie wigkszy od
wszystkich innyeh. Ten dzielnik wspdlny liezb ukladu (U)
bedzie oczywiseie najwigkszym wspélnym dzielnikiem tych
liczb. Ostateeznie dochodzimy do wniosku nastepujacego:

Jezeli pomigdzy liczbami, nalezgeemi do pewnego ukladu (U)
lieczb calkowitych, znajduje si¢ cho¢ jedna liczba od zera od-
mienna, to istnieje najwigkszy wspélny dzielnik liczb nalezs-
cyech do ukladu (U); musimy oczywiscie dodaé, ze w razie
gdyby wszystkie liczby ukladu (U) réwnaly sig zeru, nie istnialby
najwigkszy wspélny dzielnik tych liezb, albowiem kazda liczba
catkowita bylaby wspélnym dzielnikiem rozwazanych liczb.

Przechodzimy teraz do zbadania sprawy istnienia najmniej-
szej wspblnej wielokrotnosei liezb nalezgeych do oznaczonego
ukladu (U).

Poniewaz zadna od zera odmienna liczba nie jest podzielng
przez liczbe zero, przeto, gdyby choé jedna liczba ukiadu (U)
réwnala si¢ zeru, to liezba zero bylaby jedyna wspdlng wie-
lokrotnoéeig liczb stanowiacych uklad (U). Zatem w tym
przypadku nie byloby najmniejszej wspélnej wielokrotnogei
liczb nalezacych do ukladu (U). Zalézmy wige, ze liczba zero
do ukladu (U) nie nalezy. PoniewaZ od zera odmienna wspdlna
wielokrotnodé pewnyeh jakichkolwiek liezb nie moze byé
mniejszg od zadnej z tych liczb, przeto, Zeby istniala naj-
mniejsza wspélna wielokrotno$é liezb stanowigeych uklad (U),
koniecznem jest zeby istniala oznaczona liczba calkowita M,
ktérg zadna liczba ukladu (U) nie moglaby przekroczyé.

Warunek ten w polaczeniu z uczynionem juz zaloZeniem,
ze liczba zero do ukladu (U) nie nalezy, zapewnia istnienie
najmniejszej wspdlnej wielokrotnosei liczb nalezgeych do
ukladu (U). Istotnie gdyby wyjatkowo wszystkie liczby ukladu
(U) byly sobie réwne, to wspélna ich warto$é oczywi-
$cie bylaby najmniejszg wspdlng wielokrotnodeig rozwaza-
zanych liczb. Gdyby zas nie wszystkie liczby ukladu (U) byly

sobie réwne, to mogliby$émy rozumowaé w sposéb nastgpujgey.
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Oznaczmy przez (2) uklad wszystkich odmiennych od siebie
liczb naleznych do ukladu (U); poniewaz zadna z liczb ukladu
(2) nie moglaby byé wigkszg od liczby M, ktdra nie przekra-
cza zadna liczba ukladu (U), przeto liczba liczb zbioru (2) by-
laby skonczong. Powiadam, Ze istnieje niezawodnie najmniej-
sza wspdlna wielokrotnogé liczb zbioru (2). Istotnie — ozna-
czamy przez P iloczyn liczb zbioru (2). Poniewaz zadna liczba
zbioru (2) zeru nie réwna sie, przeto liczba P bedzie od zera
odmienng. Z drugiej strony liczba P jest oczywiscie wspélng
wielokrotnoscig liczb zbioru (2). Jezeli niema Zadnej wspdl-
nej wielokrotnodci liezb zbioru (2) od liezby P mniejszej
i od zera odmiennej, to liczba P bedzie sama najmniejsza
wspdlng wielokrotnoseig liezb zbioru (2). Gdyby zas okolicznosé
poprzedzajaca nie zachodzila, to ze wzgledu na to, iz liczba
wspélnych wielokrotnosei liezb zbioru (2) od liczby P nie
wigkszych a od zera odmiennych oczywiscie skonczong be-
dzie, znajdzie si¢ pomigdzy temi liczbami zawsze jedna, F”,
(tw. XII, § 7), ktéra bedzie mniejszg od wszystkich innych.
Liczba P’ bedzie oczywiscie najmniejszg wspSlng wielokrotno-
$cig liczb zbioru (2).

Stwierdzilismy wige, Ze najmniejsza wspélna wielokrotnosé
liczb stanowigcych zbidr (2) istnieje w kazdym razie. Ozna-
czmy jg przez w. Liczba w jest wspélng wielokrotnoseig liczb
ukladu (U) albowiem kazda z liezb tego ukladu réwna sig
pewnej liczbie zbioru (2) a wiee liczbie, ktéra jest dzielni-
kiem liczby w. Zadna od zera odmienna wspdlna wielokrotnogé
w’ liezb ukladu (U) nie moze byé mniejszg od liczby w albo-
wiem liczba w’ oczywiscie zawsze bedzie wspllng wielokrotno-
scig liczb zbioru (2) — skad wynika, ze w razie nieréwnosei:

w' < w,
lieczba w whrew zaloZeniu nie bylaby najmniejszg wspdlng
wielokrotnoscig liczb zbioru (2). Ostatecznie dochodzimy do
wyniku nastgpujgcego: Zzeby najmniejsza wspdlna wielokrotnosé
liczb catkowitych stanowigeych pewien uklad (U) istniala, ko-
niecznem jest i wystarczajacem, zeby Zadna liczba ukladu (U)
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zeru nie réwnala sie i zeby istniala oznaczona liezba, ktdrg
nie przekraczalaby zadna z tych licz.b

7 stwierdzenia tego wynika w szezegdlnodel, ze zawsze
istnieje najmniejsza wspdlna wielokrotnoéé skonezonej liczby
oznaczonych liczb calkowitych, od liczby zero odmiennych.

Do ogélnikéw poprzedzajgcych winnidmy jeszeze dolgezyé
uwage nastepujaea: jezeli liczby nalezgce do pewnego ukladu (U)
posiadaja najmniejsza wspdlng wielokrotnosé, to liezby te po-
siadaja nieskoriczenie wiele odmiennych od siebie wspélnych
wielokrotnodei, albowiem wszelka wielokrotno$é najmniejszej
wspélnej wielokrotnosei w, rozwazanych liczb, jest oczywiscie
wspélng ich wielokrotnoseis.

Z poprzedniego wynika w szczegdlnosei, ze liezba wielo-
krotnosei wspdlnych skoriezonej liczby oznaczonych liczb cal-
kowitych, z ktérych zadna zern nie réwna sig, jest nieskorn-
czonoscly.

§ 44. Teorya najwiekszego wspélnego dziel-
nika dwéeh liczb opiera si¢ na pewnych wlasnodeiach
dzielenia. Wlasnodei te podajemy w postaci twierdzen naste-
pujacyech.

Tw. . Zbiér wspélnych dzielnikéw dwdeh od zera odmien-
nych liczb identyczny jest zbiorowi wspélnych dzielnikéw
ktérejkolwiek =z tych liczb i reszty podzialu przez te liczbe
drugiej z nich.

Dowdd. Oznaczmy przez g i » calkowits czesé ilorazu
i reszt¢ podzialu pewnej liczby a przez pewng liczbe b, od zera
odmienny. Bedziemy tedy mieli

a—_-g.b—-{—r (1)

r=a—gq.b (2)

skad

Oznaczmy przez (2) zbiér wspdlnych dzielnikéw liezb a i b
a przez (2') zbiér wspolnych dzielnikéw liczb b i ». Jezeli
pewna liczba ! nalezy do zbioru (2) to, na podstawie réwno-
i (2), liczba ta jest (§ 40, tw. I itw. II) dzielnikiem liczby ».
A poniewaz liczba /, jako wspdlny dzielnik liczb a i b, jest
St. Zaremba. 9
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dzielnikiem liczby b, przeto liczba I jest wspélnym dzielni-
kiem liezb b i » i z tej przyczyny nalezy do zbioru (2/).
Stwierdzamy wige, Ze kazda liczba zbioru (2) nalezy do zbioru
(2). Calkiem analogiczne rozumowanie da nam mozno$¢ wy-
wnioskowania z réwnoéei (1), Ze kazda liczba zbioru (2') na-
lezy do zbioru (2). DowiedliSmy wige, ze zbiory (2) i (2') zle-
waja sie ze sobg. O to wlasnie chodzilo.

Wniosek. Najwigkszy wspdlny dzielnik, dwéch od zera
odmiennych liczb, ktéry jak wiemy (§ 43) istnieje, réwna sig
najwigkszemu wspélnemu dzielnikowi ktérejkolwiek z tych
liczb 1 reszty podzialu przez tg liczbe drugiej z nich.

Uwaga: Przy dowodzie twierdzenia poprzedzajacego opie-
raliSmy si¢ wylgeznie na réwnosei (1), bynajmniej nie odwo-
lujac sig do nierdwnosei

b,

Zatem, w rozumowaniu naszem istotng byla tylko ta okoli-
czno§é, iz réznica liczb a i » byla wielokrotnoseig liczby b.

Z tego za$ wynika, ze w rzeczywistosci uzasadnilismy twier-
dzenie ogdlniejsze od twierdzenia wyslowionego, mianowicie —
twierdzenie nastgpujgce: zbidr wspdlnych dzielnikéw dwéch
liczb nie ulegnie zmianie, jezeli zastagpimy jedng z nich przez
liczbe réznigeg si¢ od niej o dowolng wielokrotnosé drugiej.

i,/ (Zastrzenie zeby uwazane liczby byly od zera odmienne pomi-

nelismy, bo, w twierdzeniu wyzej udowodnionem, zastrzezenie
to bylo koniecznem tylko dlatego, Zeby zapewnié¢ wykonal-
nosé dzielenia).

Tw. Il. Oznaczmy przez a, b, @', V', i d pigé liczb od zera
odmiennych, sprawdzajgcych réwnosei nastgpujgce:

a=d.a

@) { be=d ¥
Jezeli oznaczymy przez ¢ ir calkowity czg$é ilorazu i resate
podzialu liczby @ przez liczbg b a przez ¢’ i » calkowitg
czedé ilorazu i reszte podzialu liczby a’ przez liczbe ', to
liczby ¢, ¢/, » i »' sprawdzaé beds zwigzki nastgpujace:
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. St
Dowdéd. Mamy:
2=l (3)
oraz
a=v.q¢+r (4)
Ze zwigzkéw (3) i (4) mamy:
d.v¥ <d. ¥

d.a/ =d.bV.q¢+d.r
czyli
diri<1
a=b.¢ +d.»
na podstawie réwnosei (1).

Ze zwigzkéw (D) wynika, ze liczba ¢’ i iloczyn d.#' ré-
wnajg sie odpowiednio calkowitej czesei ilorazu i reszeie po-
dzialu lieczby a przez liczbe b. Stwierdzamy zatem, ze liczby
g i r sprawdzajg zwigzki (2), co bylo do okazania.

Twierdzenie poprzedzajace czesto wyslawianem bywa zwig-
zle, ale niejasno i niedcisle, w sposéb nastepujgcy: jezeli
przy dzieleniu pomnozymy albo podzielimy dzielng i dzielnik
przez te samg liczbe, ktéra w drugim przypadku winna byé
wspélnym dzielnikiem dzielnej i dzielnika, to calkowita czesé

)

| ilorazu nie ulegnie zmianie a reszta zostanie pomnozong albo

podzielong przez rozwazona liczbe.

Przechodzimy teraz do sprawy wyznaczenia najwigkszego
wspélnego dzielnika dwéeh liezb danych. Oczywiscie winnismy,
co tez uczynimy, zalozyé, ze jedna przynajmniej z tych liczb
jest od zera odmienna, albowiem gdyby obie te liczby ré-
wnaly sie zeru, to (§ 43) liczby te nie mialyby najwickszego
wspblnego dzielnika. Gdyby jedna z dwéch liczb, o najwigkszy
wspélny dzielnik ktérych chodzi, byla réwna zeru, to, jak
z latwodeig stwierdzié mozemy, najwigkszy wspdlny dzielnik
réwnalby sig drugiej z nich. Gdyby za$ te liczby byly sobie

9¢

http://rcin.org.pl



— 132 —

réwne, to najwigkszy wspdlny dzielnik oczywiscie réwnatby
sig wspélnej ich wartosci. Zatem wyslawiamy regule do wy-
znaczenia najwigkszego wspélnego dzielnika dwdceh liczb w za-
lozeniu, ze te liczby nie sg sobie réwne i sg obie od zera
odmienne.

Tw. IIL. (Regula). Zeby wyznaczyé najwigkszy wspélny
dzielnik dwdch danych, od zera odmiennych, nie réwnych
sobie liczb, tworzymy cigg liczb, ktéry, jezeli oznaczymy
ogblnie przez r; liczbg stanowigeg w nim element rzedu 3,
okreslonym byé moze w sposéb nastgpujacy.

1) Pierwszy element r;,, omawianego eciggu, réwna sig
wigkszej a z dwéch liezb danych.

2) Drugi element r, réwna si¢ drugiej danej liczbie b.

3) Element r, jakiegokolwiek rzedu 4, (i > 2), o ile istnieje,
réwna sig reszcie podzialu liczby r,_, przez liczbe r»,_,.

4) Element ostatni », réwna si¢ zeru.

Przy takiej budowie ciggu

(1) rlir st e

najwigkszy wspélny dzielnik danych liczb a i b réwnaé sig
bedzie liczbie r, ,, stanowigcej przedostatni element tego
ciggu.

Zeby regule te uzasadnié winnismy przedewszystkiem oka-
za¢, 7e cigg (1) zawsze moze byé utworzony. Liczby ry, 7y
i r3 mozemy oczywiscie zawsze tak wyznaczyé, Zeby ciag

T1y T3y 78
sprawdzal trzy pierwsze warunki, ktérym mialby zadosé czy-
ni¢ cigg (1). Zalézmy chwilowo, ze zdolalidmy tak wyznaczyé
ciagg nastepujacy:
2) iR O SR (p=3)

P
zeby ciag ten sprawdzal rozwazane przed chwily trzy wa-
runki. Gdyby na liczbg », wypadla warto$¢ od zera odmienna,
gdyby wiee ciag (2) nie byl ciagiem, o istnienie ktérego chodzi,
to dzielenie liczby r, , przez liczbe r, byloby wykonalne.
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Dolaczajac tedy do ciagu (2) reszte 7, tego dzielenia otrzy-
malibysmy nowy ciag:

Y1y oy T3 cne Tpy Vppy

ktéry sprawdzalby te same trzy warunki, co ciag (2) i ktéry
nadto zawieralby o jedno$é wigcej elementéw, niZ ten cigg.
Gdyby wiee pomigdzy ciggami sprawdzajacymi trzy pierwsze
warunki, ktérym cigg (1) mialby czyni¢ zado$é, nie bylo
ciggu sprawdzajacego warunek czwarty, to, na podstawie za-
sady indukcyi matematycznej, mogliby$my tak utworzyé
ciag (2), zeby cigg ten, przy dowolnie & prioni danej, od liezby 2
wigkszej wartosei, liczby p, sprawdzal owe trzy pierwsze wa-
runki. Okolicznodé ta nadarzyé si¢ nie moze. Jezeli bowiem
cigg (2) sprawdza trzy kilkakrotnie wspominane warunki, to
musi zachodzi¢ nieréwnosé

p=n-+1

pP=as

albowiem elementy rozwazanego ciggu stanowig uklad odmien-
nych od siebie, liczbg a nie przekraczajacych, liczb calkowi-
tych; taki zas uklad liczb calkowityech nie moze zawieraé
wigcej niz a - 1 liczb a to z tej przyczyny, iz liczba wszyst-
kich odmiennych od siebie liczb calkowitych, liczbe a nie
przekraczajacych, wynosi a |- 1. Stwierdzamy zatem, ze elementy
ciggu (1) zawsze bedg mogly byé tak wyznaczone, Zeby ciag
ten czynil zado$é wszystkim czterem, w regule wyslowionym,
warunkom. Winniémy wige tylko dowiesé, ze jezeli, jak zalo-
zymy, ciag (1) czyni tym warunkom zado$é, to liezba r,_, jest
najwigkszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b czyli liezb »,
i 7. Zeby punkt ten uzasadnié, powiadam przedewszystkiem,
ze najwiekszy wspdlny dzielnik dwéch jakichkolwiek wyra-
z6w sasiednich »; i r,y, ciagu (1) réwna sig najwigkszemu wspél-
nemu dzielnikowi liczb @ i b. Istotnie, zdanie to przemienia
si¢ w prosty tautologie w razie, kiedy znamy i = 1; gdyby
za$ zdanie to uzasadnionem bylo przy pewnej wartosei ¢ =k

czyli
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wzkaznika i, to, na mocy wniosku z tw. I, zdanie to oczy-
wiscie jeszcze byloby uzasadnionem przy i =k -} 1. Stwier-
dzamy wige, ze wyslowione zdanie uzasadnionem jest w kazdym
razie. Z tego za$ wynika w szczegdlnodei, Ze najwickszy
wspdlny dzielnik liezb @ i b réwna si¢ najwigkszemu wspdl-
nemu dzielnikowi liezb Ta_y 7, Poniewaz mamy

ri==0)

przeto, na podstawie uwagi, ktéra mieliémy sposobnodé uczy-
ni¢ wyzej, najwiekszy wspdlny dzielnik liezb », , i r,, a wige
i najwigkszy wspdlny dzielnik liczb a i b, réwnajs sie liczbie
7,_,. Zatem uzasadniliSmy w zupelnodci regule, o ktéra cho-
dzilo.

Tw. IV. Zbiér dzielnikéw wspélnyeh dwéeh liezb zlewa
si¢g ze zbiorem dzielnikéw ich najwigkszego wspdlnego dziel-
nika.

Dowdéd. Jedna przynajmniej z dwdéch uwazanych liezb
bedzie od zera odmienng, bo w przeciwnym razie liczby te
(§ 43) nie posiadalyby najwigkszego wspélnego dzielnika.
W przypadku szezegélnym, kiedy jedna z rzeczonych liczb
réwna si¢ zeru albo kiedy liczby te sg sobie réwne, twier-
dzenie jest natychmiastowe. Zeby twierdzenie uzasadnié w przy-
padku ogélnym, kiedy chodzi o dwie od zera odmienne nie-
réwne sobie liczby a i b, zwréémy sig do ciggu (C), ktéry
nalezaloby utworzy¢, Zeby zastosowaé do liezb a i b, przed
chwilg uzasadnione prawidlo wyznaczania najwigkszego wspdl-
nego dzielnika dwéch liezb. Opierajac si¢ na tw. I stwier-
dzimy latwo, metods indukeyi matematycznej, ze zbiér wspdl-
nych dzielnikéw liczb a i b zlewa si¢ ze zbiorem wspdlnych
dzielnikéw dwéeh jakichkolwiek sgsiednich a wige i ostatnich
wyrazéw ciggu (C). Poniewaz za$ ostatni wyraz ciggu tego
réwna si¢ zeru a przedostatni najwigkszemu wspélnemu dziel-
nikowi d liczb a i b, przeto wnosimy, Ze omawiany zbiér
identyczny jest ze zbiorem dzielnikéw liezby d, co bylo do
okazania.

Tw. V. Oznaczmy przez m jakakolwiek liczbg calkowitg
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od zera odmienna, a przez a, b, a’, b’ catery liczby calkowite
z ktérych nie kazda réwnalaby si¢ zeru i ktére sprawdzalyby
zwigzki nastepujgce:

G=—ntt 0
b=m.b
Jezeli tedy oznaczymy przez d najwigkszy wspdlny dzielnik
liezb a i b a przez d' najwigkszy wspélny dzielnik liezb a’
i ¥, to liczby d i d’ sprawdzaé beds zwiagzek nastgpujacy:

(1)

d=m.d (2)

Do wéd. Przedewszystkiem winnismy upewnié sig, ze liczby
d i d', przy uczynionych zalozeniach, zawsze istniejs. W tym
za$ celu nalezy tylko dowies¢ (§ 43), Ze jedna przynajmniej
z liezb a i b i jedna przynajmniej z liczb a’ 1 ' sa od zera
odmienne. Otéz okolicznodé ta zachodzi niozawodnie, w prze-
ciwnym bowiem razie wynikloby ze zwigzkéw (1), ze liczby a, b,
a’ i b’ réwne sg wszystkie zeru co byloby w sprzeeznosei z zalo-
Zeniem, iz jedna z nich przynajmmniej jest od zera odmienng.

Gdyby wyjatkowo jedna z liczb a’ albo b’ réwnala sig zeru
to, na podstawie zwigzkéw (1), jedna z liczb a albo b takze
réwnalaby si¢ zeru. W takim za$ razie twierdzenie byloby
natychmiastowem. Rozwazane twierdzenie byloby oczywiseie tez
natychmiastowem i w tym szezegélnym przypadku, w ktérym
liczby a’ 1 &’ bylyby sobie réwne. Zakladamy wige, ze liczby
a’ i b’ sg dwie nierdwne sobie i od zera odmienne liczby cal-
kowite. W takim razie [zwigzki (1)] liczby a i b bylyby takze
od zera odmiennemi, nieréwnemi sobie liezbami. Oznaczmy
przez (C) i (C’) ciagi liezb calkowitych, ktdére nalezaloby utwo-
rzyé pragnac wyznaczyé, na podstawie podanego wyzej pra-
widla, najwigkszy wspdlny dzielnik liczb a i b oraz najwigkszy
wspblny dzielnik liczb o' i &. Ze wzgledu na zwigzki (1)
stwierdzimy latwo metodsa indukeyi matematycznej, opierajac
sig¢ przy tem na tw. II, ze ciag (C’) przemieni si¢ w cigg (C),
jezeli zastgpimy kazdy wyraz ciagu tego przez jego iloczyn
przez liczbg m. Zatem, w szezegélnosei, przedostatni wyraz d
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ciggu () réwnaé sig bedzie iloczynowi przez m przedostatniego
wyrazu d’ eciggu (C’). Stwierdzamy wige, ze liezby d i d’
sprawdzaé¢ bedg zwigzek (2), co bylo do okazania.

Jezeli najwigkszy wspélny dzielnik dwéeh liezb calkowi-
tych réwna si¢ jednodei, to liczby te zowig si¢ pierwszemi
pomigdzy soba.

Tw. VL. Tlorazy podzialu dwéch liczb calkowitych przez
ich najwigkszy wspdlny dzielnik sg liczbami pierwszemi po-
migdzy sobg. Odwrotnie: jezeli ilorazy dwdch liezb calkowi-
tych przez pewien wspélny dzielnik sg liezbami calkowitemi
pierwszemi pomigdzy sobs, to ten wspdlny dzielnik jest naj-
wigkszym wspélnym dzielnikiem rozwazanych liczb.

Dowéd. Oznaczmy przez d najwickszy wspdlny dzielnik
dwdeh liezb calkowityeh a i b. Bedziemy wtedy mieli

|a=ad'.d
| b=10'.d
oznaczajac przez a’ i b’ odpowiednio ilorazy podzialu liczh a
i b przez d. Poniewaz liczby a’ i b’ obie zeru réwna¢é sig nie
moga, przeto najwickszy wspdlny dzielnik d tych liczb istnieé
bedzie niezawodnie. Przyjmijmy
¢ =nal".d

2
@ b ==b".4

Symbole a” i b oczywiscie oznacza¢ beda dwie liczby
catkowite. Z réwnodei (1) i (2) mamy:
a==a'l: (diid)
b=, (d.9)

(1)

Zatem iloczyn d .0 jest wspSlnym dzielnikiem liezb aib
i jako taki sprawdzaé bedzie zwigzek:

(3) d.6=d.

Poniewaz liczba ¢ zeru réwnaé si¢ nie moze, przeto zwig-
zek (3) pocigga za sobg réwnodé:

g
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Ze wzglgdu na znaczenie nadane literze d, réwnosé ta wyraza,
ze liczby @’ i ' sy liczbami pierwszemi pomigdzy sobs. Uza-
sadniliSmy wige pierwsza czesé twierdzenia.

Zeby uzasadni¢ druga czesé zwréémy sie do réwnosei
(1) nie uwazajac juz liczby catkowitej d za najwigkszy wspdlny
dzielnik liezb @ i b lecz zakladajgc natomiast, Ze liczby
calkowite a’ i b’ sg liczbami pierszemi pomiedzy sobg.

Poniewaz liczba 1 jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem
liezb a’ i &', poniewai z tej przyczyny obie te liezby zeru
réwnaé¢ si¢ nie moga, przeto, na podstawie twierdzenia po-
przedzajacego, iloczyn

1.d

réwnaé si¢ bedzie najwigkszemu wspdélnemu dzielnikowi liezb
a i b. W innych wyrazach, wspomniany najwigkszy wspélny
dzielnik réwnaé si¢ bedzie liczbie d, co wlasnie pozostawalo
jeszeze do okazania.

Tw. VI Jezeli pewna liczba calkowita d, jest dzielnikiem
iloczynu pewnych dwéch czynnikéw calkowityeh a i b, jezeli
nadto liezba d i jeden z czynnikéw, czynnik b, sg liczbami
pierwszemi pomigdzy soba, to liczba d jest dzielnikiem dru-
giego czynnika a.

Dowdéd. Gdyby liczba a réwnala sic zeru, to twierdze-
nie zachodziloby oczywiscie. Rozwazane twierdzenie zacho-
dziloby tez w przypadku szezegélnym, w ktérym mieliby$my

ad =0

albowiem w takim razie mielibySmy z koniecznodei b= 1
oraz a = 0.

Przechodzimy obecnie do przypadku ogélnego, kiedy za-
dna z liczb @ i d zeru nie réwna sig. Poniewaz najwigkszy
wspdlny dzielnik liczb b 1 d réwna si¢ jednodei, przeto (tw. V)
najwigkszy wspdlny dzielnik iloezynéw a.b i a.d réwnaé
sig bedzie iloczynowi @ .1 czyli liczbie a. Zwazmy teraz, ie
liczba d jest wspélnym dzielnikiem iloczynéw a.b i a.d
albowiem, z zalozenia, liczba d, ktéra oczywidcie jest dzielni-
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kiem iloczynu a.d, jest takze dzielnikiem iloczynu a.b. Za-
tem (tw. IV) liczba d jest dzielnikiem liczby a, eo bylo do
okazania.

§ 45. Tw. VIll. Najwigkszy wspdlny dzielnik jakiejkol-
wiek skoniczonej liezby n (r = 2) liczb od zera odmiennych,
réwna sig najwigkszemu wspdlnemu dzielnikowi ktérejkolwiek
z nich i najwiekszego wspdlnego dzielnika wszystkich liczb
pozostalych; nadto zbiér wspdlnyeh dzielnikéw rozwazanych
n liczb zlewa si¢ ze zbiorem dzielnikéw ich najwigkszego
wspdlnego dzielnika.

Dowéd. Zwréémy si¢ najpierw do przypadku, w ktérym
n=23, i oznaczmy przez d najwigkszy wspdlny dzielnik
dwéch liezb aib z pomigdzy rozwazanych trzech liczb a, b i ¢
Poniewaz zbiér dzielnikéw wspélnych liezb a i b zlewa sig
(tw. IV) ze zbiorem dzielnikéw liczby d, przeto zbiér dziel-
nikéw wspélnych liezb a, b i ¢ zlewa si¢ ze zbiorem dzielni-
kéw wspdlnyeh liczb d i ¢. Z tego wynika, ze najwigkszy
wspélny dzielnik d’ liczb a, b i ¢ réwna sie najwigkszemu
wspélnemu dzielnikowi liczb d i c¢. JezZeli jeszeze zwazymy
ze zbidér dzielnikéw wspdlnych liezb d i ¢ zlewa sig (tw. IV)
ze zbiorem dzielnikéw liczby d’, to z poprzedniego latwo
jeszeze wywnioskujemy, Ze zbiér dzielnikéw wspélnych liczb
a, b i ¢ zlewa si¢ ze zbiorem dzielnikéw 1ch najwigkszego
wspélnego dzielnika d’. Zatem, dla »=3, uzasadnili$my twier-
dzenie w zupelnosei.

Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie zachodziloby, gdybysmy
mieli n=Fk (k=3), i rozwazajmy przypadek, w ktérym mamy
n=Fk-1. Oznaczmy tedy przez a jedng ktérgkolwiek z ro-
zwazanych k-1 liczb a przez (2) zbidr wszystkich liezb po-
zostalych. Poniewaz zbiér () zawiera k& od zera odmiennych
liczb calkowitych, przeto, na mocy chwilowo przyjetego zalo-
zenia, zhiér wspélnych dzielnikéw liezb stanowigcych ten
zbiér zlewa si¢ ze zbiorem dzielnikéw ich najwickszego wspdl-
nego dzielnika d. Zatem zbiér dzielnikéw wspdélnych uwaza-
nych k-1 liczb zlewa si¢ ze zbiorem dzielnikéw wspélnych
liczb @ i d. Z tego wnosimy nasamprzéd bezposrednio, ze
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najwigkszy wspélny dzielnik uwazanyeh k- 1 liezb réwna
sig najwigkszemu wspélnemu dzielnikowi d’ liczb a i d, a na-
stepnie, na podstawie tw. IV, ze zbiér dzielnikéw wspélnych
tych liczb zlewa si¢ ze zbiorem dzielnikéw liczby d’. Stwier-
dzamy wige, ze slusznodé twierdzenia dla n ==k pociggalaby
za sobg sluszno$é tegoz przy n=k-+1. Z uzyskanych wyni-
kéw wnosimy natychmiast, ze twierdzenie zachodzi w poda-
nem brzmieniu. '

Uwaga. Druga czesé twierdzenia poprzedzajacego, ta mia-
nowicie, ktéra opiewa, Ze zbiér dzielnikéw wspdlnych jakiej-
kolwiek skornczonej liczby oznaczonych liczb zlewa si¢ ze
zbiorem dzielnikéw ich najwigkszego wspélnego dzielnika, za-
chodzi pod jedynym warunkiem, Zeby najwigkszy wspdlny
dzielnik istnial, co jak wiemy ma miejsce byleby jedna przy-
najmniej z rozwazanych liczb byla od zera odmienna. Zeby
przekonaé¢ si¢ o tem, nalezy tylko uprzytomnié sobie, bardzo
latwa do stwierdzenia okolicznod¢é nastepujaca: jezeli z pe-
wnego zbioru (2) liezb calkowitych mozemy wyprowadzié inny
zbiér (2'), usuwajac z pierwszego zbioru liczbe zero, to zbiér
dzielnikéw wspdlnyeh liezb nalezgeych do zbioru (2) nie réini
si¢g od zbioru dzielnikéw wspdlnych liczb zbioru (2/).

Ze wzgledu na twierdzenie poprzedzajace oczywiscie zawsze
zdolamy zalatwié¢ sprawe wyznaczenia najwigkszego wspdlnego
dzielnika jakiejkolwiek skornczonej liczby liezb calkowitych
danych.

Tw. IX. Oznaczmy przez m jakakolwiek liczbe calkowits
od zera odmienng a przez

0 Bl MR (1)

By Dyyvead 2
dwa uklady liezb calkowitych sprawdzajacych réwnodei naste-
pujace:

aG=m. b G=12"> n) (3)

Jezeli choé jedna liczba w jednym z ukladéw (1) albo (2)
jest od zera odmienng, to najwigkszy wspdlny dzielnik d
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liczb ukladu (1) i najwigkszy wspélny dzielnik 6 liczb ukla-
du (2) sprawdzaja zwigzek nastepujacy:

d=m.0o

Dowdéd. Skoro jedna przynajmniej lieczba w jednym
z ukladéw (1) albo (2) jest od zera odmienna, to, ze wzgledu
na réwnosei (3), jedna przynajmniej liczba drugiego ukladu
jest oczywiscie tez od zera odmienng. Zatem (§ 43) najwie-
ksze wspélne dzielniki d 1 6 istniejg niezawodnie.

Twierdzenie obecne zachodzi oczywiseie przy n=2, albo-
wiem w tym przypadku nie réini si¢ ono od tw. V. Zalézmy
wige, ze rozwazane twierdzenie zachodzi dla n =14% 1 przyj-
mijmy

n=k-41.

Gdyby jedna z liczb b, ukladu (2) réwnala si¢ zeru, to
jedna z liczb, mianowicie a,, ukladu (1) tez réwnalaby sie
zeru. W takim razie liczby d i  bylyby odpowiednio naj-
wigkszymi wspélnymi dzielnikami liczb ukladéw (4) i (B),
w ktére przeszlyby uklady (1) i (2) po usunigeiu liczb a, i b,.
Zatem, w rozwazanym przypadku szezegélnym twierdzenie
zachodziloby na mocy chwilowo przyjetego zalozenia. Zwrdé-
my si¢ teraz do przypadku ogélnego, kiedy zadna z liezb
ukladu (2) zeru nie réwna si¢ i oznaczmy przez d’ najwig-
kszy wspélny dzielnik liczb

Gy'y By o s Bo
a przez 0’ najwiekszy wspdlny dzielnik liczb
ey B0

Na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia, mamy
(4) g’ <= m A

Z drugiej strony (tw. VIII) liczba d jest najwigkszym wspdl-
nym dzielnikiem liczb d’ i a, a liczba d— liczb 6’1 b,.
Poniewaz jedna z réwnosei (3 jest réwnosé:

(5) a,=m.b,,
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przeto z réwnodei (4) wnosimy (tw. V), ze
d=m.d.

DowiedliSmy wige, ze gdyby twierdzenie zachodzilo przy
n=Fk, to twierdzenie to zachodziloby takze przy n=£k--1. Po-
niewaz za$ stwierdziliSmy wyzej, ze twierdzenie zachodzi przy
n=2, przeto wnosimy, ze twierdzenie zachodzi w kazdym ra-
zie, co bylo do okazania.

Podobnie do sposobu, w jaki wyprowadzilimy z tw. V
tw. VI, wyprowadzimy latwo z twierdzenia poprzedzajacego,
tw. nastepujace.

Tw. X. Tloczyny podzialu jakichkolwiek liczb, z ktérych
nie kazda réwna si¢ zeru i ktérych liczba jest skonezong,
przez ich najwigkszy wspdlny dzielnik, stanowia uklad liczb,
ktérych najwigkszy wspdlny dzielnik réwna sig¢ jednosei. Od-
wrotnie, jezeli ilorazy podzialu rzeczonych liczb przez pewien
wspélny dzielnik d stanowia uklad liczb, ktérych najwiekszy
wspélny dzielnik réwna si¢ jednosei, to liczba d jest najwie-
kszym wspllnym dzielnikiem uwazanych liezb.

§ 46. Tw. XI. Najmniejsza wspélna wielokrotno$é dwdéch
liczb @ i b, z koniecznodei (§ 43) od zera odmiennych, réwna
sig ilorazowi ich iloczynu przez ich najwigkszy wspdlny dziel-
nik; nadto wszelka wspélna wielokrotno$é rozwazanych liczb
podzielng jest przez najmniejszg wspdlny wielokrotnosé tych
liczb.

Dowdd. Oznaczmy przez a’ i O’ ilorazy podzialu liezb
a i b przez ich najwigkszy wspélny dzielnik d. Mamy tedy:

ae=alud (1)

=i .4 2)

Oznaczmy przez M jakgkolwiek wspdlng wielokrotnoéé liezb
a i b. Mamy:

M=z a—gaia @

3 (3)
Mi==w.. b=—=lg bl d,

oznaczajgc przez x i y pewne liczby calkowite.
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Z réwnan (3) wynika: 1) ze liczba M podzielng jest przez
liczbg d, 2) Ze oznaczajac przez M’ odnosny iloraz mamy

(4) M=z9=y.¥

Réwnosel te uwidaczniajg te okolicznodé, iz iloczyn z.a’ po-
dzielnym jest przez liczbe 0'. Poniewaz zas liczby a’ i b’ sg
(tw. VI) liczbami pierwszemi pomiedzy soba, przeto (tw. VII),
liczba &' jest dzielnikiem liczby 2. Mamy wige

(5) z=t.V

oznaczajac przez t pewns liczbg calkowits. Z réwnodci (3), (4)
i (D) mamy:

(6) M=t.m
przyjmujge
(7) m=a'.b.d.

Réwnos$é (6) opiewa, ze wszelka wielokrotno$é wspdlna
liczb aib a wige i najmniejsza wielokrotno$é tych liczb jest
wielokrotnoseig liczby m, okre$lonej wzorem (7). Poniewaz za$
z réwnosei (1), (2) i (7) wynika natychmiast, ze liczba m jest
sama wielokrotnoscig wspdlng liezb a i b, przeto wszelka wie-
lokrotnoéé liezby m jest wielokrotnodeia wspélng liczb a i b.
Z poprzedniego wnosimy, ze lieczba M, uwazana jako okre-
$lona wzorem (6), réwnaé si¢ bedzie najmniejszej wspdlnej
wielokrotnosei liczb a i b, jezeli liczba ¢ takg mieé bedzie
wartodd, przy ktérej iloczyn #.m mieé bedzie mozliwie naj-
mniejsza od zera odmienng wartosé. Okoliczno$é ta oczywi-
$cie zajdzie, przyjmujac ¢=1. Zatem liczba m, okre$lona wzo-
rem (7), jest najmniejszg wspdlng wielokrotnodeig liczb a i b.
Poniewaz widzielismy, Ze liczba ta jest dzielnikiem wszelkiej
wielokrotnosei wspélnej liczb @ i b, przeto wszelka wielokro-
tnod¢ tych liczb podzielng jest przez ich najmniejsza wspdlng
wielokrotnosé.

Poniewaz nareszcie, ze wzordw (1), (2) i (7), mamy

a.b=m:.d,
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przeto najmniejsza wielokrotno$é dwdch liczb jest ilorazem
podzialu iloezynu tych liczb przez ich najwigkszy wspdlny
dzielnik.

Dowiedli$my wige w zupelnogci twierdzenia, o ktére chodzilo.

§ 47. Tw. XIl. Najmniejsza wspélna wielokrotnosé » liczb
(w=>2), z koniecznosci (§ 43) od zera odmiennych, réwna sig
najmniejszej wspdlnej wielokrotnoéei ktérejkolwiek z rozwa-
zanych liczb i najmniejszej wspélnej wielokrotnosei wszyst-
kich liczb pozostalych; nadto wszelka wspélna wielokrotno$é
rozwazanych liczb jest wielokrotnoseis najmniejszej ich wspdl-
nej wielokrotnosei.

Dowdd. Uwazajmy trzy od zera odmienne jakiekolwiek
liczby calkowite a, b i ¢ 1 oznaczmy przez g najmniejszg
wspdlng wielokrotnodé liczb a i b. Wszelka wielokrotnoéé liczb
a i b, a zatem takze wszelka wielokrotnos¢ wspélna liczb a, b i ¢,
podzielng jest (tw. XI) przez liczbg .

Stwierdzamy wige, ze wszelka wspdlna wielokrotnodé liczb
a. b i ¢ jest wspélng wielokrotnodeig liezb p i ¢ 1 jest, z tej
przyezyny (tw. XI), podzielng przez najmniejszq wspdlng wie-
lokrotnosé m liezb p i c.

Poniewaz liczba m jest oczywiscie sama wspélng wielo-
krotno$cig liezb a, b i ¢, przeto wnosimy natychmiast z po-
przedniego, ze twierdzenie, o dowdd ktérego chodzi, zachodzi
niezawodnie w przypadku kiedy mamy n=3. Zalézmy chwi-
lowo, Ze twierdzenie to zachodzi w przypadku, kiedy mamy
n=Fk (k=3) i rozwazajmy k-1, od zera odmiennych liczb

05, Qb L A (1)

Jezeli oznaczymy tedy przez w najmniejszg wspdlng wielo-
krotnosé liczb nastepujacych

G On s 0 (2)

to, na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia, wszelka wspélna
wielokrotno$é liezb (2) a wige w szezegdlnodei wszelka wspél-
na wielokrotnog¢ liezb (1) podzielng bedzie przez liczbe u.
Zatem wszelka wspdlna wielokrotnodé liczb (1) bedzie wspélng
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wielokrotnoscig liezb u i a,,. Stad zas wnosimy (tw. XI), ze
wszelka wspdlna wielokrotnosé liezb (1) podzielng bedzie priez
najmniejszag wspdélng wielokrotnodé m liezb w i a,,,. Poniewaz
za$ liczba m jest oczywiscie sama wspélng wielokrotnodeig
lieczb (1), przeto liczba m bedzie najmniejszg wspdlna wie-
lokrotnoseig, tych liczb. Stwierdzamy wige co nastepuje:
gdyby rozwazane twierdzenie zachodzilo w razie, kiedy n=k,
to twierdzenie to zachodziloby takze przy n ==Fk - 1. Ponie-
waz za$ widzieliSmy juz, Ze omawiane twierdzenie zachodzi
istotnie w razie kiedy mamy »n=3, przeto wnosimy, Ze twier-
dzenie to zachodzi w podanem brzmienin, co bylo do oka-
zania.

Twierdzenie poprzedzajace oczywiseie sprowadza zadanie
polegajace na wyznaczeniu najmniejszej wspélnej wielokro-
tnodei kilku liczb do takiegoz zadania co do dwdch liczb
Zatem sprawa wyznaczenia najmniejszej wspdlnej wielokro-
tnosé kilku liczb uwazana byé moze za zalatwiona.

XI. Liczby pierwsze.

§ 48. Wszelka liczba calkowita, podzielna tylko przez sie-
bie samg i przez jednodé zwie sig liczha pierwszg.

Poniewaz zaden dzielnik liczby calkowitej, od zera od-
miennej. liczby tej przekroczyé nie moze, przeto, jezeli pewna
liczba calkowita nie posiada Zadnego od niej mniejszego lecz
od jednosci wigkszego dzielnika, to liczba ta jest liczba pierw-
szy. Na podstawie uwagi tej stwierdzamy latwo, ze liczba 7
n. p. jest liczby pierwsza.

W § 44-ym wprowadziliémy pojecie liczb pierwszych po-
migdzy soba. Dwie liczby pierwsze pomiedzy soba mogg nie
byé¢ liczbami pierwszemi: n. p. liczby 4 i 9 sg oczywiscie
liczbami pierwszemi pomiedzy sobs a jednak zadna z nich
nie jest liczba pierwsza. Okolicznodé tg wystawiamy orzekajae,
iz pewna liczba moze byé wzglednie pierwsza, t. j. pierwsza
w stosunku do innej lub do innych liezb, nie bgdage liczba
bezwzglednie pierwsza.
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Oczywiscie dwie nieréwne sobie liczby pierwsze sg zawsze
liczbami pierwszemi pomiedzy sobg.

§ 49. Tw. |. Jezeli pewna liczba a jest wzglednie pierwsza
w stosunku do kazdej liczby nalezgcej do pewnego zbioru (),
zawierajacego skonezong liczhe n (n = 1) liezb calkowitych,
jezeli nadto liczba a jest dzielnikiem iloczynu P pewnej li-
czby b przez iloczyn liczb nalezgeych do zbiorn (2), to liczba
a jest dzielnikiem liczby b.

Dowéd. W przypadku szezegdinym, kiedy mamy » = 1,
twierdzenie obecne nie rézZni si¢ od uzasadnionego juz tw. VII
z § 44-go. Zalézmy chwilowo, ze twierdzenie obecne zachodzi
w razie, kiedy liczba n réwna si¢ pewnej liczbie & (k=1)
1 zwréémy si¢ do przypadku, kiedy mamy

n==k-41.

Oznaczmy tedy przez ¢ jedng z liczb nalezacych do zbioru (2)
i niech symbol P’ przedstawia iloczyn, w ktéry przeszedlby
iloczyn P, gdyby$my usuneli z niego czynnik ¢. Mamy

Pec.

Liczba a bgdzie wige (tw. VII, § 44) dzielnikiem iloczynu .
Zatem, na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia, liczba a
bedzie dzielnikiem liczby b. Z poprzedniego wnosimy, opie-
rajac sie na zasadzie indukcyi matematycznej, Ze rozwazane
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Jezeli pewna liczba calkowita a jest wzglgdnie
pierwsza w stosunku do kazdej liczby, nalezagcej do pewnego
zbioru (2), zawierajacego skoriczong liczbg n (n > 1) liczb
calkowitych, to liczba a jest wzglednie pierwszg w stosunku
do iloczynu P liczb, nalezgcych do zbioru (2).

Dowdéd. Oznaczmy przez d najwigkszy wspdlny dzielnik
liczby @ i iloczynu P; tenZe istnie¢ bedzie niezawodnie,
albowiem liczba a i iloczyn P nie mogs, jak to latwo stwier-
dzié mogemy, jednoczesnie obréeié si¢ w zero.

Oznaczmy przez (2’) zbidr, w ktéry przeszedlby zbiér (2)
gdybyémy usunegli z niego jedna liczbg b, do niego nalezges
i zwazmy, ze liczba d bedzie wzglednie pierwszg w stosunku
St. Zaremba. 10
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do kazdej liczby zbioru (2), albowiem w przeciwnym przy-
padku liczba a, whrew zalozeniu, nie bylaby wzglednie pierw-
szg w stosunku do kazdej liczby tego zbioru. Z uwagi tej wy-
nika, Ze:

10 liczba d jest wzglednie pierwsza w stosunku do kazdej
liezby zbioru (2)

20 liezba d jest wzglednie pierwszg w stosunku do liczby 5.

Z pierwszego z tych wnioskéw wyplywa (tw. poprzedza-
jace), ze liczba d jest dzielnikiem liczby 4. Stwierdzamy wige,
ze najwigkszy wspdlny dzielnik d liezby a i iloczynu P bylby
wspélnym dzielnikiem liczby @ i jednego z czynnikéw b
rozwazanego iloczynu.

Poniewaz, jakiedmy zaznaczyli przed chwila, liczby d i b
sg liczbami pierwszemi pomigdzy soby, przeto mamy d = 1.
Zatem najwiekszy wspdlny dzielnik d liczby a i iloczynu P
réwna si¢ jednodci, czyli liezba a i iloczyn P sa liczbami
pierwszemi pomigdzy soba, co bylo do okazania.

Wniosek. Jezeli kazdy czynnik pewnego iloczynu P
jest liczba wzglednie pierwsza w stosunku do kazdego czyn-
nika pewnego innego iloczynu P, to iloczyny P i P’ sa li-
czbami pierwszemi pomiedzy sobs.

Istotnie, na podstawie dowiedzionego przed chwilg twier-
dzenia, iloczyn P jest liczby pierwsza w stosunku do kazdego
czynnika iloczynu F’. Z tego za$ wyprowadzamy natychmiast,
powolujac si¢ powtérnie na wspomniane twierdzenie, wniosek
o ktéry chodzilo.

§ 50. Tw. lll. Wszelka liczba calkowita od zera odmienna
jest albo liczbg pierwszg albo iloczynem od jednosei odmien-
nych liczb pierwszych, ktérych zbiér okreslony jest w zu-
pelnodei w zaleznoéci od uwazanej liczby.

Dowdd. Upewnijmy sie na poczgtek, ze wszelka liczba
calkowita, od zera odmienna, jest albo liczba pierwszg albo
iloczynem liczb pierwszych od jednosei odmiennych, nie tro-
szezac si¢ na razie o to, czy, w drugim przypadku, zbidr
odno$nych liezb pierwszych okreslonym jest w zupelnosei
w zaleznodei od uwazanej liezby.
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W tym celu zalézmy, ze wyslowiona okolicznodé zachodzi
przy kazdej liczbie caikowitej. nie przekraczajacej pewns
liczbg # od jednodci wigkszg i uwazajmy liczbe nf-1.
Gdyby liczba n+-1 liczba pierwszg nie byla, mieliby$my

n+1=ua.b (1)

oznaczajac przez a i b dwie liczby calkowite, sprawdzajace
nieréwnosci

l<a<n41
I<bt<n-t+1,
czyli:
T—ag=m (2)
I="b =m: 3)

Na podstawie chwilowo przyjetego zaloZenia i nierédwnosci (2)
liczba a, jezeli liczba pierwsza nie jest, réwnaé sig bedzie
iloezynowi pewnych liczb pierwszych od jedno$ci wickszych.
Ze wzgledu na nierédwnosei (3) toz samo zachodzié bedzie co do
liezby 6. Zatem, na podstawie réwnosei (1) liezba n -1
bylaby, przy uczynionych zaloZeniach, iloczynem liczb pierw-
szych od jednodei wigkszych. Zwazmy teraz, Ze, jak tez natych-
miast sprawdzié mozemy, chwilowo przyjete zaloZenie zgadza
sig z istotnym stanem rzeczy w przypadku szeczegélnym,
kiedy mamy » = 2. Wnosimy stad, na podstawie zasady in-
dukeyi matematycznej, ze okolicznodé, ktéra cheieliSmy uza-
sadnié, istotnie zachodzi przy wszelkiej liczbie calkowitej od
zera odmiennej.

Winni$my jeszeze okazaé, ze zbiér od jednosei odmiennych
lieczb pierwszych, ktérych iloczyn réwna si¢ oznaczonej li-
ezbie a (ktéra oczywidcie sama liczba pierwsza byé nie moze)
okreslony jest w zupelnosci. W tym celu oznaczmy przez (2)
i (¢) dwa takie zbiory od jednosci odmiennych liczb pierw-
szych, zeby iloczyn liczb, stanowigeych ktérykolwiek z tych
zbioréw, réwnal si¢ liczbie a. Zaldazmy, ze zbiér (2) zawiera
dokladnie » liczb (» = 1) réwnych pewnej liczbie pierwszej
P, (p>> 1). Liczba a bedzie tedy podzielng przez p"; a ponie-

10%
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waz iloczyn P liczb stanowigeych zbidr (2/) réwna sig liczbie
a, przeto iloczyn ten takze podzielnym bedzie przez p".

Z tego wynika, ze zbidr (2) zawieraé bedzie przynajmniej
jedng liczbe réwng liczbie pierwszej p, gdyby bowiem oko-
licznoéé ta nie zachodzila, to, ze wzgledu na tw. IT i odnosny
wniosek, liczba p" bylaby w stosunku do iloczynu P’ liczby
wzglednie pierwsza i nie moglaby, z powodu nieréwnosei

r=1
byé dzielnikiem tego iloczynu. Jezeli tedy przyjmiemy

i K )

oznaczajae przez P’; iloczyn od liczby p odmiennych liczb
zbioru (2'), to bedziemy mieli

=
Liczba p" jest (tw. II i odno$ny wniosek) liczbg wzglednie
pierwszg w stosunku do iloczynu F,. Z drugiej strony, jak
juz mielismy sposobno$é podniesé, liczba p" jest dzielnikiem
liczby P’ a wige i iloczynu p*. P,. Przeto (tw. I) liczba p"

jest dzielnikiem liczby p*. Poniewaz zas liczba p jest od liczby
jeden wigkszg, przeto wnosimy z poprzedniego, ze mamy

4) k=n,
w przeciwnym bowiem razie mieliby$my
pk < pn
i reszta podzialu liczby p* przez liczbe p" réwnalaby si¢ sa-
mej liczbie p* i bylaby zatem od zera odmienns.
Poniewaz mozemy w rozumowaniu poprzedzajacem prze-

mieni¢ role zbioréw (2) i (2’), przeto stwierdzamy, ze préez
zwigzku (4), mieé jeszcze bedziemy

) n=k.
Ze zwigzkéw (4) i (D) wynika z koniecznosei réwnosé

01

http://rcin.org.pl



— 149 —

Dowiedlismy wige, ze jezeli jeden ze zbioréw (2) albo (2)
zawiera pewna liczbe liczb réwnych pewnej liczbie pierwszej
p, to drugi zbiér zawiera tylez liczb réwnych tej samej licz-
bie pierwszej. Zatem zbiory (z) i (¢') sy identyczne, co pozo-
stawalo jeszeze do okazania.

Tw. IV. Liczba liczb pierwszych jest nieograniczona. W in-
nych wyrazach: liczba liczb pierwszych jest nieskorczona.

Dowéd. Ze wzgledu na definicye (§ 6, Def. XII) liczby
,nieskoniczonogé* powinnismy tylko dowiedé, ze, jakakolwiek
liczbe calkowity oznaczyliby$my przez a (n > 1), zawsze zdo-
lamy wyznaczyé tyle odmiennych od siebie liczb pierwszych,
ile wynosi liczba .

Zagadnienie, polegajace na wyznaczeniu n odmiennych
od siebie liczb pierwszych, rozwigzaé mozemy w przypadku
szezegblnym, kiedy mamy » = 2, albowiem liezby 1 i 2
sy dwie odmienne od siebie liczby pierwsze.

Zalézmy chwilowo, ze jestesmy w stanie wyznaczyé tyle
odmiennych od siebie liczb pierwszyeh, ile wynosi pewna liczba
calkowita k (k = 1) i oznaczmy przez p najwigksza z tych k
liczb.

Oznaczmy tedy przez A iloczyn wszystkich liczb calko-
wityeh ciagu naturalnego od liezby I do liezby p wlaeznie
i przyjmijmy

N=4+41.

Liczba N oczywiseie nie posiada zadnego dzielnika wigk-
szego od jednodci i nie przekraczajacego liezby p. Przeto,
gdyby nawet liczba N nie byla pierwszg i posiadala zatem
dzielniki pierwsze od niej mniejsze ale od jednodci wigksze,
to kazdy z tych dzielnikéw bylby wickszym od liezby p a wige
odmiennym od kazdej z wyznaczonych juz & liczb pierwszych.
Jezeli wige dolaezymy do wyznaczonych juz & odmiennyeh
od siebie liczb pierwszych jeden z dzielnikéw pierwszych od
jednogei wigkszych liczby N, to uzyskamy uklad & 4 1 od-
miennych od siebie liczh pierwszych.

<
‘-.'rﬁﬁi b
= W

@
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Z poprzedniego wnosimy z latwoseis, ze twierdzenie, ktére
pragnelismy uzasadnié, zachodzi istotnie.

§ Dl. Przechodzimy obecnie do sprawy wyznaczenia
wszystkich liezb pierwszych od jednosei wigkszych, nie prze-
kraczajacych danej liczby calkowitej.

Oczywisdcie mogliby$Smy powyrézniaé wszystkie liezby
pierwsze z pomigdzy liczb calkowitych nie przekraczajacych
liczbg a, stosujgc kolejno do kazdej z tych liczb znane
(§ 48) nam juz kryteryum nastgpujace: jezeli pewna liczba
nie jest podzielng przez Zadng od niej mniejszg ale od je-
dnosei wigkszg liezbe, to liczba ta jest liczbg pierwsza. W prak-
tyce jednak poslugujemy sie metods szybeiej do celu pro-
wadzaca.

Zeby wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze, od jednosci
odmienne, nie przekraczajgce danej liczby a, piszemy w po-
‘rzadku naturalnym cigg (C) wszystkich liezb calkowityeh od
liczby 2 do liezby a wlgcznie. Nastgpnie wykonywamy pe-
wien cigg (W) czynnosei, z ktérych kazda polega na stwier-
dzeniu, czy istniejg w ciggu (C) od pewnej liczby tego ciaggu
wigksze wielokrotnosei tej samej liczby oraz na przekredleniu
tych wielokrotnosei, jezeli one istniejg i jezeli nie zostaly juz
przekreslone przy jednej z czynnosei poprzedzajacych; kazda
takg czynnoéé nazwiemy dla skrécenia ,préba“ uwazanej
liczby. Pierwszej probie podlega liczba 2 a kazdej dalszej —
najmniejsza nie prébowana jeszeze i nie przekredlona liczba.
Powiadam, Ze kazda prébowana liczba bedzie liczba pierwsza.
Istotnie, oznaczmy ogélnie przez p, liezh¢ prébowana przy k-
tej czynnodei ciggu (W) W takim razie liczba p, bedzie
liczbg pierwsza, albowiem mamy

P=2;

jezeli za$ przyjmiemy k > 1, to liczba p, o ile istnieje, be-
dzie takze liczhg pierwszg ; rzeczywidcie, poniewaz liczba p,
wigkszg jest od wszystkich poprzednio prébowanych liezb,
przeto liezba ta jako nie przekreslona przy tych prébach, nie
moze byé podzielng przez zadna z liczb prébowanych przed

http://rcin.org.pl



-- 11 —

nig; z tego zad oczywiscie wynika, Ze liczba p, nie moze
takze byé podzielng przez Zadng z liczb przekreslonych przy
probach poprzedzajacych; a poniewaz kazda liczba od jednosei
wigksza a od liczby p, mniejsza nalezy do ciagu (C) i jest
albo jedng z liezb prébowanych przed liczbg p, albo jedng
z liczb, przy jednej z tych préb przekredlonych, przeto liczba
P nie jest podzielng przez zadng od niej mniejszg a od je-
dnodei wiegksza liczbe ; stwierdzamy wiee, Ze, zgodnie z za-
powiedzig, liczba p, jest liczbg pierwszg.

Zwazmy teraz, %e liczba liczb mogaeyeh podlegaé oma-
wianym prébom, jako w Zadnym razie nie wigksza od liczby
a — 1, jest skonczong. Zatem cigg tych préb moze zawsze
byé posunigty az do pewnej n-tej préby, po ktérej kazda nie
przekreslona liczba ciagu (C) bedzie liczbg prébowans. Za-
162my, Zesmy wszystkie te préby wykonali. W takim razie
zbiér liezb prébowanych stanowié bedzie pelny uklad liczb
pierwszych od jedno$ci wiekszych, nie przekraczajacych licz-
by a. Istotnie, kazda prébowana liczba bedzie, jak widzie-
lismy, liczha pierwsza a kazda inna liczba, od jednosei wigk-
sza i liczbg a nie przekraczajgca, bedzie jedny z przekreslo-
nych liczb ciggu (C) i, jako taka, liczbhg pierwszg nie bedzie.

Poprzedzajaca metoda do rozwigzywania zagadnienia wyslo-
wionego na czele tego paragrafu, polega na przekresleniu
droga kolejnych ,préb“ wszystkich tyeh liczb ciggu (C), ktére
liczbami pierwszemi nie sg. Liczbe tych ,préb“ mozemy
zmniejszyé na podstawie uwagi nastepujacej, ktéra i w innych
przypadkach uzyteczng bywa: powiadam, ze wszelka liczba
nie pierwsza zawsze posiada jeden przynajmniej od jednosci
wigkszy dzielnik, ktérego kwadrat nie jest od niej wigkszym.
Istotnie, jezeli pewna liczba ! pierwsza nie jest, to liczba ta
moze byé uwazang za iloczyn dwdeh czynnikéw od jednosei
wigkszych. Oznaczmy te czynniki przez d i ¢, dobierajge ozna-
czenia tak, zeby$my mieli

o= c:
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Z tej nierdwnosei 1 z réwnosei:

=0
wyprowadzamy nieréwnosé
a=l,

z ktérej powyzsza awaga natychmiast wyplywa.

Z uwagi poprzedzajacej wynika, ze wzgledu na tw. III, ze
wszelka liczba [, nie pierwsza, podzielng jest przynajmniej
przez jedna taksa liczhe pierwszg, ktérej kwadrat nie jest
od niej wigkszy.

Wracajge do sprawy wyznaczenia wszystkich od jednosei
wiekszych, danej liczby a nie przekraczajacych, liezb pier-
wszych, uwazajmy, w ciagu czynnosei czyli ,préb* przepi-
sanych wyzej wylozong metods, prébe jakiegokolwiek % -tego
rzedu i liezbe p, majgeq prébie tej uledz.

Poniewaz oczywiscie liczby prébowane przed liczbg p, sta-
nowig pelny zbiér od jednosci wigkszych ale od liczby p,
mniejszych liczb pierwszych, przeto wszelka liczba b nie
pierwsza, do ciggu (C) nalezaca i przy (k— 1) pierwszych
prébach nie przekreslona, posiadaé moze tylko dzielniki pier-
wsze, nie mniejsze od liczby p, Zatem liczba b, ze wagledu
na uwage uczynions wyzej, nie moze byé mniejszg od kwa-
dratu liczby p,. Gdyby wice kwadrat liezby p, réwnal sie
liczbie wigkszej od ostatniej liezby a ciggu (C), to okolicznosé
ta bylaby oznaka tego, Ze wszystkie liczby nie pierwsze do
ciggu (C) nalezgce, zostaly juz przekreslone. Zatem dalsze
préby bylyby zbytecznemi.

Mozemy wige do omawianej metody wprowadzié ulepsze-
nia nastgpujgce: przed kazdg préba przepisang ta metods
poréwnywamy kwadrat liczby majgcej prébie uledz z ostatnia
liczba a ciggu (C); skoro tylko kwadrat ten okaze si¢ wigkszym
od liczby a, to sprawa wyznaczenia zadanych liczb pierwszych
bedzie zalatwiong, albowiem wszystkie nie pierwsze liczby
ciggu (C) beda juz przekreslone.

§ 52. Waznem ze wzgledu na rézne zastosowania jest za-
gadnienie na-tgpujace: rozpoznad, czy dana liczba catkowita
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od jednodci wigksza jest liczba pierwsza i, gdyby pierwsza
nie byla, przedstawié ja w postaci iloczynu liezb pierwszych.

Celem skrécenia mowy okreslamy kilka wyrazZeh: wyra-
Zenie ,czynnik pierwszy“ pewnej liczby a oznacza liczbe
pierwszg od jednodci wigksza, przez ktéra liczba a bylaby
podzielong; ,zbiorem czynnikéw pierwszych, oznaczonej licz-
bg a (a > 1) nazywamy, w przypadku wyjatkowym, kiedy
liczba a jest liczba pierwsza, samg te liczbe, w przypadku
za$, kiedy uwazana liczba liczbg pierwszg nie jest — zbidr, od je-
dnosci wiekszych liczb plerwszych ktérych iloczyn réwna sie
tej liczbie.

Mozemy tedy, uwzgledniajac w § 23 wprowadzong umo-
we co do uzywania wyrazu yiloczyn®, powiedzied, ze kazda
liczba calkowita od jednosei wieksza réwna sie iloczynowi
swoich czynnikéw pierwszych. Poslugujac sig tg terminologia
wyslawiamy zagadnienie, postawione przed chwils, w sposéb
nastgpujaey: rozlozyé dang liezbe calkowita, od jednosei wiek-
szg, na czynniki pierwsze.

Wiemy juz (tw. III), Ze zagadnienie to ma zawsze jedno
i tylko jedno rozwiazanie; chodzi wige tylko o regularng me-
tode do rozwigzywania tego zagadnienia.

Kazda liczba jest przez samg siebie podzielng a liczba dziel-
nikéw (§ 43) kazdej od zera odmiennej liczby jest skonezo-
ng, zatem: jakakolwiek liczbe calkowita od jednodei wigksza
oznaczyliby$my przez a, zawsze istnie¢ bedzie pewien taki,
od jednosei wigkszy, dzielnik p liczby a, Zeby liczba ta nie
posiadala zadnego od liczby p mniejszego, lecz od jednosei
wigkszego dzielnika. Liczbg p nazwiemy tedy najmnie j-
szym czynnikiem liczby a.

Najmniejszy czynnik jakiejkolwiek od jednosci wigkszej
liczby a jest zawsze liczbg pierwszg (oczywiscie od jednosei
wigksza), gdyby bowiem pewien dzielnik d liezby a nie byt
liczby, pierwsza, gdyby wiee liczba d posiadala pewien dziel-
nik d, od niej mniejszy ale od jednosei wigkszy, to liczba a
posiadataby od jedno$ci wigkszy ale od liezby d mniejszy

http://rcin.org.pl



— 1564 —

dzielnik d,, przeto liczba d nie bylaby najmniejszym czyn-
nikiem liczby a.

Najmniejszy czynnnik liczby pierwszej od jednosei wigk-
sze] réwna sie oczywisdcie samej tej liczbie.

Zeby dang liczbe a (a > 1) rozlozyé na czynniki pierwsze
wyznaczamy przedewszystkiem najmniejszy czynnik tej liczby.
Oczywiscie mogliby$Smy wyznaczyé najmniejszy czynnik
liczby a, prébujac kolejno, w porzgdku naturalnym uwazane,
liczby calkowite, rozpoczynajae te préby od liezby 2.

Metoda, ktdry poslugujemy si¢ w praktyce, jest tylko
ulepszong postacig metody poprzedzajacej; ulepszenie polega
na tem, zZe oszczedzamy sobie wszystkich tych préb, co do kté-
rych & priori stwierdzié mozemy, Ze sg zbytecznemi.

W tym wzgledzie korzystamy ze wszystkich wskazdéwek,
ktére w kazdym szezegélnym przypadku nam ss dostepne
a nadto kierujemy sig w kazdym razie znanemi nam z roz-
dzialu IX cechami podzielnodci oraz uwagami nastgpujgcemi:

1) Poniewaz dzielnik, o wyznaczenie ktérego chodzi, jest
liczbg pierwszg, przeto préba kazdej liczby, ktéra poznali-
by$my jako liczhe nie pierwszg, albo na podstawie cech po-
dzielnosei przytoczonych w rozdz. IX, albo ze znajdujacej
sig w naszem rozporzgdzeniu tablicy liczb pierwszych, bedzie
mogla byé zaniechang. ]

2) Jezeli przy prébie pewnej liczby I, prébie polegajacej
oczywiscie na dzieleniu liczby a przez liczbe [, stwierdzimy,
ze liczha a przez ! nie jest podzielna i otrzymamy jednocze-
$nie na calkowity czedé ilorazu warto$é nie wigksza od liezby I,
to tem samem upewnimy sig, Ze liczba a nie posiada zadnego
od jednosei wigkszego dzielnika, ktérego kwadrat od niej
bylby nie wigkszy. Poniewaz zas (§ H1) w takim razie mie-
liby$my pewnos¢, ze liczba a jest liczba pierwsza, przeto nie
zachodzilaby juz potrzeba wykonywania dalszych prob.

Jezeli najmniejszy czynnik liezby a okaze si¢ réwnym
samej liczbie a. jezeli wige stwierdzimy, ze liczba a jest
liczbg pierwsza, to sprawa rozloZenia liczby tej na czynniki
pierwsze bedzie oczywiscie zalatwions. Pozostaje wiee tylko
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do oméwienia przypadek, w ktérym, przy wyznaczeniu naj-
mniejszego czynnika uwazanej liczby a, stwierdzimy, Ze liczba
ta pierwszg nie jest. Oznaczmy przez n liczbg liczb pierw-
szych, ktérych iloezyn réwna sig liczbie a i pomyslmy te
liczby pierwsze w oznaczonym porzgdku, mianowicie takim,
zeby, oznaczajac ogdlnie przez p, liezbe rzgdu i, stale zacho-
dzil zwigzek nastgpujacy:
P == Pit1-

Zalézmy chwilowo, ZeSmy juz wyznaczyli k (1 =< k <n),

pierwsze liczby z ciagu

Piy Pay - ¢ - P (1)
i oznaczmy przez a, iloraz podzialu liezby a przez iloczyn
wyznaczonych k pierwszych liczb z powyzZszego ciggu. Przy
tych oznaczeniach liczba p,,, bedzie, jak to latwo mozemy
stwierdzié opierajac si¢ na tw. III, najmniejszym czynnikiem
liczby a,.

Wyznaczymy tedy liczbe p..,, wyznaczajge oméwiong wy-
zej metody najmniejszy czynnik liczby a,, ale winniSmy dodaé,
ze préby przepisane wspomniang metods nalezy, w obecnym
razie, rozpoezynaé¢ od liczby w Zadnym razie nie mniejszej od
liczby p,, albowiem liczba a, oczywiscie nie moze byé po-
dzielng przez Zadna liezbe od liczby p, mniejsza.

Zwazmy, ze w razie kiedly mamy k=1, moZemy uwa-
zaé chwilowo wyzej przyjete zalozenie za urzeczywistnione
istotnie, albowiem posiadamy metode do wyznaczenia naj-
mniejszego czynnika danej jakiejkolwiek od jedno$ei wicksze]
liczby calkowitej, a liezba p, bedzie wlasnie tym ezynnikiem
liczby a. Zatem, na podstawie zasady indukeyi matematycznej,
wnosimy, ze zdolamy wyznaczyé, w sposéb omdéwiony wyzej,
kolejno wszystkie liczby ciagu (1). ZalatwiliSmy wiee sprawe
rozkladu danej liczby calkowitej od jednosci wigkszej na
czynniki pierwsze.

§ 53. Jezeli zbidr liczb pierwszych, od jednosei wigkszych,
_ktéryeh iloczyn réwna sig pewnej liczbie a, zawiera dokla-
dnie & (k= 1), liczb réwnych pewnej liczhie pierwszej p,
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od jednodci wigkszej, to okolicznosé te wystowiamy kritko,
orzekajae, iz czynnik pierwszy p wehodzi do liezby a z wy-
kladnikiem %, albo w potedze k; w przypadku szczegdlnym,
kiedy mamy £ = 1 i kiedy liczba a jest liczbg pierwsza,
orzeczenie poprzedzajgce wyraza, zZe liczba a réwna sig
liczbie p.

Tw. V. Zeby oznaczona liezba a od zera odmienna po-
dzielng byla przez oznaczong liczbe & od jednosei wigksza,
koniecznym jest i wystarczajgcem, zeby kazdy czynnik pierw-
szy liczby & wchodzil do liezby a z wykladnikiem nie mniej-
szym od wykladnika, z ktérym ten czynnik pierwszy wecho-
dzi do liezby b.

Dowdd. 1° Podany warunek jest wystarczajacym. Isto-
tnie, jezeli warunek ten jest spelniony, to zbiér czynnikéw
pierwszych liczby & albo zlewa si¢ ze zbiorem czynni-
kéw pierwszych liczby @, i w takim razie mamy a =¥,
albo zbidér ten stanowi czesé zbioru czynnikéw pierwszych
liczby @, w ktérym to razie, zastgpujge w iloczynie czynni-
kéw pierwszych liczby @ czynniki stanowigce zbiér czynni-
kéw pierwszych liczby b przez te liczbe, wartosei iloezynu
nie zmienimy i przedstawimy zatem liczbe @ jako iloczyn,
ktérego jeden czynnik réwna sig liczbie b.

Stwierdzamy wiee, #e w obu tych, jedynie mozliwych
przypadkach, liczba @ rzeczywiscie podzielng bedzie przez
liczbe 6.

2° Podany warunek jest koniecznym. Zakladamy, Ze liczba a
podzielng jest przez liczbe & i oznaczamy przez ¢ odnosny
iloraz. Mamy tedy:

(1) ==

Gdyby wyjatkowo liezba ¢ réwnala si¢ jednosei, to zbiér
czynnikéw pierwszych liczby a oczywiscie zlewalby sie ze
ze zbiorem czynnikéw pierwszych liczby & i kazdy czynnik
pierwszy liczby b wchodzilby do liczby a z tym wykladni-
kiem, z ktérym on wehodzi do liczby . Gdyby za$ liczba ¢
miala jakgkolwiek warto$é od jednosci wigksza, to, ze wzgledu
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na réwnoséé (1), zbiér ezynikéw pierwszych liczby a, ktéry
(tw. III) jest okreslonym w zupelnosci w zaleznosei od liczby a,
bedziemy mogli uwazaé za wynik dofgczenia do zbioru czyn-
nikéw pierwszych liczby b zbioru czynnikéw pierwszych
liezby c. Z tego wynika, Zze w przypadku obecnym kazdy ezyn-
nik pierwszy liczby b wehodzié bedzie do liezby a z wykladni-
kiem nie mniejszym od wykladnika, z ktérym czynnik ten
wechodzi do liczby b. Stwierdzamy wige, Ze omawiany waru-
nek jest rzeczywiscie koniecznym. UzasadniliSmy wige w zu-
pelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.

Opierajge si¢ na twierdzeniu poprzedzajgcem, mozemy la-
two wyznaczyé wszystkie dzielniki danej liczby calkowitej a,
od zera odmiennej. Rzeczywiscie, zwracajac si¢ do przypadku,
w ktérym rozwigzanie nie jest natychmiastowe, w ktérym
wige liezba @ nie jest potega liczby pierwszej oznaczmy przez

RBoyelay o il
uklad wszystkich odmiennych od siedie czynnikéw pierwszych
liczby a a przez e,, wykladnik, z ktérym eczynnik pierw-
szy p, wehodzi do uwazanej liczby. Na podstawie twierdze-
nia poprzedzajgcego otrzymamy zbiér wszystkich dzielnikéw
liczby a ze wzoru

?1 it p?”? » 2 . pn %
przyjmujae na wykladniki 8,, 8,, . ... B, wszystkie od-

mienne od siebie uklady wartodei, przy ktérych dla kazdej
warto$ci na wskaznik & od jednosei az do n zachodzi nie-
réwnosé.

ﬂk = 0.

Czytelnik latwo stwierdzi, Ze liczba x dzielnikéw liczby a,
jezeli pomigdzy nimi uwzglednimy samg liczbg @ i jednodei,
réwna sig¢ iloczynowi nastgpujgcemu:

@A+ D@+1) ... (@t 1)
Tw. VI. Uwazajmy tyle liczb calkowitych

Qs gy s I g (1)
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od jednodci wigkszych ile wynosi pewna liczba calkowita n,
od jednosei wigksza. Jezeli nie istnieje Zaden czynnik pier-
wszy, wspélny uwazanym liczbom, to najwigkszy wspdlny
dzielnik tych liczb réwna sie jednosei, jezeli za$ rozwazane
liezby posiadajg przynajmniej jeden wspdlny czynnik pierwszy
to najwiekszy wspdlny dzielnik tych liezb jest od jednosei
wigkszy 1 réwna sig liczbie d, ktérej wszystkie czynniki
pierwsze sg czynnikami pierwszymi wspélnymi liezb (1) i weho-
dzg do tej liczby z wykladnikami, z ktérych kazdy réwna
sie¢ najmniejszemu z wykladnikéw, z ktérymi odnoény czyn-
nik wehodzi do poszezegdlnych liezb ukladu (1).

Dowdd. Zaldzmy, ze liczby (1) posiadaja jeden przynaj-
mniej wspélny dzielnik 6 od jednosci wigkszy. Liczba d,
jako od jednosci wigksza, posiadaé bedzie (tw. III) jeden
przynajmniej czynnik pierwszy. Z drugiej strony, na podsta-
wie tw. V, kazdy dziclnik pierwszy liczby d wehodzié bedzie
do kazdej z liezb (1) z wykladnikiem nie mniejszym od wy-
kladunika, z ktérym czynnik ten wehodzi do liczby d. Z tego
wynika przedewszystkiem, ze najwiekszy wspdlny dzielnik
liezb (1) réwnalby si¢ istotnie jednosei, gdyby liczby te nie
posiadaly Zadnego wspdlnego czynnika pierwszego. Nadto,
z tych samych uwag wnosimy, powolujae si¢ powtérnie na tw.
V, ze liezba 6 bedzie dzielnikiem liczby d okreslonej przy
wyslowieniu twierdzenia. ktére pragniemy uzasadnié. Zatem
liezby (1) nie posiadajg 2Zadnego wspélnego dzielnika, wiek-
szego od liczby d. Poniewaz za$, znowu na podstawie tw. V,
liczba d jest wspélnym dzielnikiem liezb (1), przeto liczba ta
jest najwigkszym wspélnym dzielnikiem uwazanych liczb, co
pozostawalo jeszeze do okazania.

Tw. VIl. Uwazajmy znowu tyle liczh calkowitych

(1) 05ty e i g

od jednosci wiekszych, ile wynosi pewna liczba calkowita n.
od jednodci wieksza. Najmniejsza wspdlna wielokrotnosé liczb
(1) réwnaé si¢ bedzie liczbie w, ktérej kazdy ezynnik pierwszy
bedzie czynnikiem pierwszym jednej przynajmniej z liczb (1)
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i wehodzié hedzie do liczby w z wykladnikiem réwnym wy-
kladnikowi, z ktérym on wchodzi do tej z liezb (1), do ktérej
wchodzithy z najwigkszym wykladnikiem.

Dowéd. Oznaczmy przez W ktérakolwiek wielokrotnosdé
od zera odmienng liczb (1). Na podstawie tw. V kazdy czyn-
nik pierwszy jednej z liczb (1) wechodzié bedzie do liczby W
z wykladnikiem nie mniejszym od Zadnego z wykladnikéw,
z ktérymi on wehodzi do liezb (1). Stad znowu na podstawie
tw. V wnosimy, ze liczba W podzielna jest przez liczbe w
i dlatego, jako od zera odmienna, od liczby w mniejsza byé
nie moze. Poniewaz za$ z tw. V wynika, ze liczba w jest
wspélng wielokrotnoseig liczb (1), przeto z poprzedniego wno-
simy, Ze liczba w jest najmniejszg wspdlng wielokrotnoseis
liczb (1), co bylo do okazania.

W praktyce wyznaczamy najezedciej najwigkszy wspdlny
dzielnik kilku liczb albo ich najmniejszq wspélng wielokro-
tnosé odpowiednio na podstawie twierdzen VI i VIL

XII. Poglad na cechy Scistosci matematycznej. Tru-
dnosci polagczone z uczeniem i poznawaniem teoryj
matematycznych. Wskazowki natury pedagogicznej.

§ 55. Secistodeia jakichkolwiek docickan nazywamy te ich
wlasciwosé, ktdrej mniejszy lub wigkszy stopien gwarantuje
nam w mniejszym lub w wigkszym stopniu pewnos$é odno-
$nych wynikéw. Ze dcislodeis znajduje si¢ w nierozlgeznym
zwigzku precyzyjnosé, albowiem oczywiscie tylko precyzyjne
zdanie, a wige takie, ktérego tres¢ jest calkiem wyrazna,
podlegaé moze $cislemu uzasadnienin. Zatem, orzekajac, iz
pewna metoda jest $cisla, orzekamy tem samem, Ze metoda
ta jest precyzyjna.

Seisloé¢ stanowi wlasciwg ceche metody naukowej czyli
umiejetnej; ona wladnie wyréznia metode naukows od metody,
ktara pospolicie nazywamy ,chlopskim rozumem®.

Z poprzedniego wynika, zZe Scislosé metod naukowych
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stanowi wlasciwe Zrédlo tych trudnosei, ktére muszg byé po-
konane przy poznawaniu i przy uczeniu tych metod. Zatem
omawianie regul pedagogii pewnej nauki z koniecznodei po-
laczonem byé musi ze zbadaniem warunkdw $cislodci metody
tej nauki i polgezonych z niemi trudnosdei dla ueznia.

§ 56. Ogélnikowe skredlenie warunkdéw scislosei matema-
tyki nie przedstawia trudnosei. Cechy $cislosci matematycznej
sg ogdlnemi cechami scislodci nauk dedukeyjnych, a w cze-
éci —nauki wogdle. Scislodé matematyezna polega na precy-
zyi jezyka ina tem, zeby podstawowe pojecia oraz bez do-
dowodu przyjete orzeczenia, czyli aksyomaty, byly wyraZnie
uwidocznione, Zeby o ile moznosci Zaden z aksyomatéw nie byl
konsekwencyg pozostalych, zeby zaden z tychze watpliwosci nie
ulegal i Zeby nareszcie kazde twierdzenie, a wigc orzeczenie
aksyomatem nie bedgce, bylo uzasadnione droga poprawnie
ulozonego ukladu syllogizméw. Te warunki Scislosci wysla-
wiamy krétko w sposéb nastgpujacy: S$cislodé matematyczna
polega na precyzyi jezyka i na poprawnem uzasadnieniu
twierdzen.

Winni$my jednak podniesé, ze, gdybysmy cheieli po-
wzigé wyobrazenie o $cisloei matematycznej, poprzestajac
wylaeznie o ogélnikach poprzedzajacyeh,” to wyrobiliby$my
sobie o niej bardzo niezupelne pojecie i nie bylibysmy w sta-
nie zdaé sobie sprawy z trudnosei, z ktéremi polgczone jest
nabywanie i udzielanie wiadomoseci matematycznych.

Zeby doj$é do wynikéw bardziej zadawalniajgcych, mu-
simy blizej poznaé w jaki sposéb, w matematyce, czynimy
zadoéé omdéwionym ogdélnym warunkom Seislosei.

§ 57. Jezyk matematyczny winien byé precyzyjnym. Za-
tem znaczenie kazdego wyrazu wlasciwego matematyce musi
byé okreslone odpowiednig definicya. Nalezyte rozumienie de-
finicyi bynajmniej dla poczatkujacego latwem nie jest. Jedno
z najwazniejszych Zrédel trudnosei w tym wzgledzie jest na-
stepujace. Czesto, drogg definicyi, wprowadzamy do matema-
tyki wyraz uzywany takze w mowie potocznej, nadajac mu
w takim razie znaczenie mniej lub wigcej odmienne od jego
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znaczenia w mowie potocznej. Taka zmiana bywa zazwyczaj
konieczna albo dla tego, ze znaczenie potoczne okreslonego
wyrazu jest chwiejne i nie posiada tem samem nalezytej pre-
eyzyi, albo z tej przyczyny, Ze, w celu uproszezenia wysla-
wiania sig, dogodnem jest zmieni¢ w pewnym stopniu zna-
czenie rozwazanego wyrazu albo nareszcie z obu tych przyezyn.
Otéz doswiadezenie wykazuje, Ze uczen z wielky trudnodeig
przyzwyczaja sig w takich przypadkach do dokladnego ko-
jazenia z rozwazanym wyrazem albo wyraZeniem znaczenia na-
danego mu definicya. Tak n. p. wyrazenie, ,pewna liczba
podzielng jest przez pewns inng liczbg“, okreslilismy w ten
sposéb, ze liczba zero powinna byé uwazang za liczbg po-
dzielng przez kaids inng liczbe; otéz uczen nie latwo pogo-
dzi si¢ z tg konsekwencys definicyi podzielnosei.

Czesto definicya pewnego wyrazenia stanowi konstrukeye
nowego pojecia. Tu gromadzié si¢ mogs dla ucznia réZne tru-
dnogci. Uczen nie zawsze latwo zrozumie, Ze taka definicya
zawiera juz w sobie pewne twierdzenie, mianowicie twierdze-
nie nastepujace: przedmiot odpowiadajacy pojeeiu, wprowa-
dzonemu rozwazang definicys, istnieje. Jezeli n. p. okreflamy
liczbg pierwsza jako liczbg calkowity, ktéra préez jednosci
i samej siebie, Zadnego innego dzielnika nie posiada, to tem
samem twierdzimy, Ze liczby takie istniejg. Trudnem moze
byé takze dla uecznia przedstawienie sobie przedmiotu, wpro-
wadzonego przez pewng definicye; okolieznosé ta czesto sig
nadarza juz w elementarnej geometryi.

§ b8. Twierdzenia powinny byé poprawnie uzasadnione.
Z ta zasadg polaczone sa dla neznia bardzo powazne tru-
dnosei. Konieeznodé trzymania si¢ jej bynajmniej nie jest dla
niego oczywistg; majae bardzo wygérowane pojecie o wiaro-
godnosei intuicyi, bylby on zdania, Ze orzeczenia, ktére mu
wydaja sig, oczywistemi , powinnyby byé przyjete bez do-
wodu. W kazdym razie zadalby on, zeby tredé¢ kazdego
aksyomatu byla latwo zrozumiala i Zeby slusznodé kazdego
z nich byla calkiem oczywisty. Rzeczywisty stan rzeczy jest
zgola inny. Tre$é aksyomatu bywa niekiedy trudniejszg do
St. Zaremba. 11
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zrozumienia, a stusznosé jego moze wydawaé si¢ mniej oczy-
wista, niz tresé i slusznos¢é pewnego twierdzenia. Czytelnik
uzna zapewne, ze w takiem wlasnie przeciwienstwie znajduje
sig aksyomat, ktéremu nadaliSmy nazwe zasady indukeyi ma-
tematycznej i twierdzenie, ktére opiewa, ze pomiedzy kilkoma
nieréwnemi sobie liczbami calkowitemi znajduje si¢ zawsze
pewna liczba najmniejsza i pewna liczba najwigksza. Nie -
ulega kwestyi, ze uméwiona okolicznosé tak dalece zdaje sig
byé w sprzecznosei ze ,zdrowym rozumem,ze wytlumaczenie
tej okolicznosei nie bedzie zbytecznem.

Poniewaz, jakieSmy juz mieli sposobno$é nadmienié¢, hi-
storya rozwoju nauk Scistych poucza, Ze orzeczenie, kté-
rych slusznoéé uwazang byla za calkiem oczywista, okazaly
si¢g, w pewnych przypadkach, blednemi, przeto wiar¢ w nie-
omylno$é matematyki bynajmniej nie czerpiemy bezposrednio
stad, ze sluszno$é orzeczen przyjetych za aksyomaty jest oczy-
wistq. Prawdziwy stan rzeczy jest nastepujacy: kazda teorya
matematyczna przedstawia uklad orzeczen tak ze sobg logi-
cznie powigzanych, Zze upadek jednego z nich pociagnatby za
sobg upadek, jezeli nie wszystkich innych z tych orzeczen,
to w kazdym razie bardzo znacznej ich liczby. MoZzemy wige
powiedzied, ze rzetelnodé jakiegokolwiek oddzieluie wzigtego
zdania w teoryi matematycznej, jest lacznie gwarantowang
przez rzetelno$é wszystkich z rozwazanem zdaniem logicznie
powigzanych zdan i dla tego wierzymy w matematyke.

Z poprzedniego wynika, Ze bezposrednia oczywistosé aksy-
omatéw nie jest koniecznym warunkiem $cislosei matema-
tycznej. W rzeczywistosci Scislodé matematyezna wymaga,
zeby przyjety uklad aksyomatéw jak najlepiej nadawal sig
do koordynaeyi orzeczen, stanowigeych odnosng teorye mate-
matyczng. Zatem, za aksyomaty pewnej teoryi matematycznej
nie koniecznie przyjmujemy te prawdy rozwazanej teoryi,
ktére wydajg si¢ nam najbardziej oczywistemi. Proces usta-
wiania aksyomatéw jest zgola inny: poréwnywajac orzeczenia
poczytywane za najpewniejsze, usilujemy wykryé takie orze-
czenia, ktére razem wzigte moglyby by¢ uwazane za wspélne
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ich Zrédlo. Moze si¢ tedy zdarzyé, ze pewne z owych naj-
pewniejszych orzeczen przyjmiemy za aksyomaty, ale czgsto
bywa, ze za aksyomat przyjmujemy orzeczenie nowe, nie ma-
jace cech bezposredniej oczywistosei.

Whnosimy stad, co zreszta historya nauk écislych najzu-
pelniej potwierdza, ze uklad aksyomatéw stanowi w istocie
swojej (bo szezegély zaleza w pewnej mierze od umystowosei
poszezegdlnych autordéw), owoe wiekowego rozwoju nauki i musi
z postepem tejze ulegaé pewnym wolnym zmianom. Tiéma-
czymy sobie jednoczesnie, dlaczego wiarg w slusznoéé aksyo-
matéw nabywamy stopniowo przy obeznawaniu si¢ z teorys,
do ktdérej one naleza. Nareszcie z poprzedzajacych rozwazan
wyprowadzamy bardzo wazny dla pedagogii wniosek naste-
pujacy: nalezyte zrozumienie aksyomatéw matematycznych na-
stapi¢ moze tylko po poprzedniem obeznaniu si¢ z pewng czeg-
$cig prawd matematyeznych.

* §59. Jezeli zastosujemy ogdlne rozwazania, wylozone w pa-

ragrafach poprzedzajacych, do teoryi liczb calkowitych, to
przyjdziemy do przekonania, Ze studyowanie teoryi tej wy-
maga juz bardzo znacznego stopnia dojrzalodci umyslowe;j.

Blizsze w tym wzgledzie wskazéwki mozemy daé opiera-
jac sig tylko na wlasnem do$wiadezeniu nauczycielskiem. Na-
szem zdaniem arytmetyka teorctyczna, a wige i teorya liczb
calkowitych, moze byé z korzydcia wykladana tylko w naj-
wyzszej albo w dwdch najwyzszych klasach gimnazyalnych.
Ale, jake$my zaznaczyli w przedmowie, i w tych nawet kla-
sach calkiem $cisly wyklad nie dalby dobrych rezultatéw.

Najwazniejsze odstgpienie, przez nas zalecane, od $cislosei
bezwzglednej polegaloby na pominigein wykazu aksyomatéw
i dowodéw twierdzen podanych w rozdz. I. Naszem zdaniem
nalezaloby rozpoczgé wyklad od teoryi dzialan zasadniczych,
wyslawiajac przytem wspomniane aksyomaty i twierdzenia
Jjako orzeczenia oczywiste w tych chwilach, kiedy przy wy-
kladzie teoryi musimy powolywaé si¢ na nie.

Pozatem sgdziliby$my, ze, wprowadzajac pewne nizej ma-
Jjace byé omdwione zmiany, moznaby trzymaé si¢ obecnego

11

http://rcin.org.pl



— 164 —

dzietka. W szezegdlnosei doradzaliby$my z naciskiem, zZeby
teorya numeracyi dziesi¢gtnej wykladang byla, jakesmy to
uczynili w tem dzielku, po teoryi cazterech dzialai zasadni-
czych. Powszechnie prawie przyjety w podreeznikach arytme-
tyki porzadek wykladu, polegajgcy na traktowaniu o nume-
racyi dziesictnej przed omdwieniem teoryi dzialan zasadni-
czych, uwazamy stanowezo za nielogiczny i niepedagogiczny.
Poniewaz bowiem numeracya dziesigtna polega na przedsta-
wieniu liezb calkowitych w postaci sum pewnych iloezynéw,
przeto, wykladajac teoryg numeracyi musimy z koniecznosei
jawnie albo skrycie poslugiwaé sig teorys dzialan zasadni-
czych. Gdybysmy wiee rozpoczeli teoryg liczb catkowitych
od numeracyi dziesigtnej, to bylibySmy zmuszeni wylozyé
jednoczesnie skrycie czedé teoryi dzialan zasadniczych. Na-
gromadziliby$my tedy dla ueznia na samym wstgpie tru-
dnodei obu tych teoryi z tem jeszcze utrudnieniem, Ze wpro-
wadzajac teorye dzialan skrycie, nie mogliby$my poslu-
giwaé sig terminologia tej teoryi wladciwg i obeigzylibyémy
zatem wyklad skomplikowanemi zdaniami. W zwiazku z radg
poprzedzajges podnosimy, Ze, naszem zdaniem, nalezy, nie
krepujac sie, postugiwaé si¢ literami do oznaczenia liczb od
samego poczatku teoryi liezb calkowitych; wielokrotnie mie-
lisSmy sposobno$é upewnié sig¢, ze ten sposéb postgpowania
stanowi dla ueznia bardzo wielkie ulatwienie zrozumienia
wykladu.

Przechodzimy obecnie do pewnych szezegéléw. W dzietku
obecnem rozczlonkowalidmy pojecia dzialan zasadniczych do
ostatecznego kresu, albowiem wszystkie te pojecia wyprowa-
dziliémy z pojecia dodania jednosei do liczby calkowitej.
Z tej przyczyny wyklad nasz teoryi dzialan zasadniczych jest
bardzo abstrakeyjnym, zbyt abstrakeyjnym dla przecigtnego
ucznia gimnazyalnego. Sgdzimy wige, Ze wyklad bardziej zbli-
zony do wykladu pogladowego bylby w gimnazyum odpowie-
dniejszym. Nalezaloby wige zastapié podang w tekscie definicye
sumy przez definicye nastgpujgca: sumg dowolnej liezby liezb
nazywamy liczbe przedmiotéw, ktéra zawieralby zbiér uzy-

http://rcin.org.pl



— 166 —

skany przez polaczenie w jeden zbidr zbioréw zawierajacych
odpowiednio tyle przedmiotéw, ile wynoszg rozwazane liczby.
Przyjmujac te definicye zwolnieni bylibySmy od wlaseciwego
uzasadnienia twierdzenia, ktére opiewa, ze suma kilku liczb.
od porzadku dodawania nie zalezy; nalezaloby tylko wytlu-
maczy¢, ze przy przyjetej definicyi twierdzenie to wyraZa te
oczywista prawde, iz porzgdek, w ktérymby$my kolejno do-
Iaczali do pewnego zbiorn inne zbiory na liczbe przedmio-
téw, ktérs zawieralby zbidr uzyskany po zlgczeniu wszystkich
zbioréw, wplywu nie wywiera.

Podobnie, traktujac o mnozeniu, moznaby za punkt wyj-
$cia przyjaé sume o réwnych sobie skladnikach. Tg¢ zas oko-
licznoéé, 7e zamiana mnoznika i mnoznej na warto$é ilo-
czynu nie wplywa, nalezaloby uzasadnié pogladowo w sposéb
nastepujacy: uwazajmy w plaszezyznie tablicy a prostych
pionowych i b prostych poziomych. Te dwa uklady prostych
przetng si¢ w pewnej liczbie punktéw. Oznaczmy liczbe te
przez N. Proste pionowe przecinaja kazda proste pozioma w a
punktach. Zatem liczba N réwna si¢ sumie tylu skladnikéw
réwnych liezbie a, ile mamy prostych poziomych. Poniewaz
mamy ich b, przeto liczba N réwna si¢ sumie b skladnikéw
réwnych liczbie a, czyli

Ni="a. b4
Zwakywszy, %e proste poziome przecinajy kazda proste

pionows w b punktach, stwierdzamy latwo, ze mamy takze

N=— 0 a:
Z réwnosei poprzedzajacych wynika, ze:
a.b—="b.a

co bylo do okazania.

Na zakoficzenie winni$my podniesé, ze dalecy bylismy od
zamiaru wyeczerpujacego omdwienia sprawy uczenia arytme-
tyki teoretycznej w zakladach érednich. Wlasciwy cel tego
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rozdzialu polegal tylko na tem, Zeby usunaé wszelkie niepo-
rozumienia co do naszych pogladéw na ten przedmiot i zeby
tem samem zapobiedz nieodpowiedniemu poslugiwaniu sig
tym dzietkiem.

GABINET MATEMATYCZNY

Tewarzeeh A R n razawskiag
IelRiLjoiwa Raudunogy HGioLdienivgy
P ™

http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl






http://rcin.org.pl















	SPIS RZECZY



