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Stefan Jeade
Pracowniaz P61 Odksztalcen

OPTYMALIZACJA KONSTRUKCII CIEGNOWYCH I RAMOWNICOWYCH
W ZAKRESIE SPREZYSTYM

WEDLUG KRYTERIUM MINIMUM OBJETOSCI, CIEZARU LUB KOSZTU

CzeSC 1
WPROWADZENIE DO ZAGADNIEN OPTYMALIZACII KONSTRUKCII

i, Przedmiot rozwazan

Przedmiotem rozwazan jest optymalizacja konstrukcji cie-
gnowych i ramownicowych wystepujecych w budownictwie.

Praca sklada sig¢ z trzech czeéci, W czesci 1 przedstawio-
no przedmiot rozwazan, cel i zakres pracy oraz sposoby formulo-
wenia i rozwigzywanis zagadnien optymalizacji konstrukcji.

W czeédci 2 przedstawiono zagadnienie optymalizacji ustro-
jéw ciegnowych jednopasowych, bez ograniczania zwiséw ciegien
a takze przy ograniczeniu zwiséw, naprezer i przesieszczen,
Oméwiono réwniez zagadnienie optymalizacji ustrojéw ciegnowych
dwupasowych wstepnie naprezonych przy ograniczeniu zwiséw cie-
gien noénych i naprezajacych orez przy ograniczeniu przemiesz-
czeri, Opisano takze porlstawy ksztaltowania siatek ciegnowych
wstepnie naprezonych oraz warunki konieczne i dostateczne sta-
tycznej dopuszczalno$ci konfiguracji poczatkowej i aktualnej.
Oméwiono réwniez zagadnienie ksztaltowania konstrukcji podporo-
wych przy warunku znikania momentéw zginajecych w pierécieniach
podporowych,

W czeécli 3 przedstawiono zagadnienie optymalizacji ramow-
nic stalowych wediug kryterium minimum objetoéci, cigzaru lub
kosztu przy zastosowsniu metod programowania nieliniowego, Po~
dano sposoby formulowanis zsgadnieri optymalizacji ramownic oraz
przedstawiono system optymalizacji ramownic napisany w jezyku
FORTRAN IV i uruchomiony ne meszynach cyfrowych IBM 360/50 oraz
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Riad 32, Na przykladach ptaskich resmownic stalowych wystepuja=-
cych w konstrukcjach okretowych pokazano dzialanie systemu oraz

dokonano analizy wynikéw,

W zatacznikach 3,1 i 3,2 przedstawionoc sposéb wprowadza-
nia coraz instrukcje przygotowywania danych wejéciowych do sy~
stemu optymalizacji ramownic, Zaigcznik 3.3 zawiera kompletny
zbiér instrukcji, procedur i funkcji wystgpujacych w systemie
optymalizacji ramownic, Zalaczniki 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 i 3.8
zawierajg wydruki wynikéw optymalizacji trzech przykladéw ra=
mownic ilustrujacykh dziaanie systemu w réznych jego wersjach,

Na koficu kazdej czeséci zestawiono nie publikowany do tej
pory, aktualny i kompletny spis bibliograficzny na temat roz-
patrywanych zagadnien, W pracy cytowesno tylko wazniejsze wy-
brane pozycje bezposrednio zwiazane z rozpatrywanymi zagadnie-

niami,

W czesci 2 przedmiotem rozwazan s ustroje ciggnowe je-
dnopasowe, dwupasowe i siatki ciegnowe, Ustroje jednopasowe
sa to pojedyncze ciegna zamocowane na podporach, usytuowanych
na tym samym lub na réznych poziomach, Pojedyncze ciegne sa sto
sowane jako elementy rdZnego rodzaju konstrukcji budowlanych,
"Mogs byc¢ elementami nos$nymi, np. w kolejach linmowych, sieciach
energetycznych, maszynach budowlanych a takze moga byc stosowa-
ne w przekryciach dachowych duzych rozpieto$ci, rys. 1.1,

Analogicznie do terminologii stosowanej w kratownicach,
pod pojeciem ustrojéw dwupasowych rozumiene sa konstrukcje cies
gnowe skiadajace si¢ z pasa dolnego, gérnego i lacznikéw mig=-
dzy nimi. Pas dolny i gérny stanowig ciegna noéne lub napreza-
jace, tacznikami moga by¢ wieszaki lub rozpérki w zaleZnodci
od wzajemnego usytuowania ciegien noénych i naprezajgcych,
rys. 1.2, Ustroje dwupasowe sg stosowane w budownictwie jako
ptaskie konstrukcje ciggnowe lub tez jako elementy przestrzen=
nych ustrojéw wiszacych w przekryciach duzych rozpigtoéci. W za-
leznos$ci od ksztaitu przekrycia w planie, mogg one byc¢ rozmie-
SZczone réwnolegle do siebie lub radialnie, rys, 1.3,
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f1.56] , [1.151] , [1.153) .*

Siatki ciggnowe sa to siatki nosne utworzone z ciegien
rozmisszczonych regularnie na powierzchni cgraniczonej linia
brzegows zwang dalej konturem., Kontury moga miec ksztalty krzy-
woliniowe lub prostoliniowe, rys, 1,4, Siatki ciggnowe sa czeg-
sto stosowene jako przekrycia wiszace duzych rozpietos$ci. Po-
dobnie jek pojedyficze ciggna takze ustroje dwupasowe i siatki
ciegnowe charakteryzuja si¢ réwniez nieskonczenie wieloma stop-
niami swobedy, 2 zatem moga przenosic obciaZenia zewngtrzne
tylke poprzez dostosowywanie ksztaltu do obciszenia; towarzysza
temu jednsk duze przemieszczenia, ktére w wielu przypadkach sa
nie do przyjecia, W celu zmniejszenia tych przemieszczen sto-
sujemy wstepne naprezenie konstrukcji. Pierwszym dachem wiszg~-
cym w postaci sprezonej siatki ciegnowej bylo przekrycie areny
w Raleigh /PXn_Karolina, USA/ zrealizowane w 1953 roku wedlug
projektu polskiego architekta Macieja Nowickiego.

Integralna czeécia przekry¢ wiszacych sg konstrukcje podpo-
rowe, ktérym poswiecono réwniez nieco miejsca w rozdziale 10,
Rozpatrzonce mianowicie zagadnienie ksztaltowania konturdéw pod=-
porowych z warunku znikania momentéw zginajacych w konstrukcji
podporowej, wystepujgcej czesto w postaci pierécieni podporo=
wych ptaskich lub przestrzennych opartych na siupach w sposéb
przegubowy lub sztywny. Sztywne potaczenia pierécieni ze siupami
prowadza do ramownic przestrzennych,

W czedci 3 pracy przadstawiono zagadnienia optymalizacji
ramownic wystepujscych nie tylko jako konstrukcje podporowe w
przekryciach wiszacvch, ale przede wszystkim majgcych szerokie
zastosowanie w budownictwie ogdlnym, przemyslowym, mostowym,
okretowym i innvch,

Ramownice sa to ustroje pretpwe o sztywnych wezlach prze-
noszacych catkowicie lub czeéciowp meomenty zginajace. W niniej-

"7Numery w nawiasach kwedratowych oznaczaja pozycje spisu
bibliograficzneso zamieszczonego na koficu kazdej czedci,
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1- ciegno napreiajace 2- ciegno nosne

Rys. 1.2, Schematy ustrojéw dwupasowych
i=ciggno napre2ejyce, 2=ciggno nodéne
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Rys. 1.3. Schemety przekryé wiszgcyech [2,580)



a)

Ciegna nasne [ naprgiajace

Rys. 1.4, Siatki ciegnowe o konturach

krzywoliniowym i prostoliniowys [2,.580]
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szej precy rozwazano tylko optymalizacje ptaskich ramownic sta=-
lowych ne podporach sprezystych, zbudowanych z pretéw o zmien-
nej skokowo sztywnosci i poddanych obcigZeniom cigglym i sku-
pionym .dziatajacych w wezlach lub na diugoéci pretéw., Rozsze-
rzenie rozwazah na remownice przestrzenne nie stanowi zasadni-
czych trudnodci lecz z uwagi na zwigkszenie liczby pretéw wy-

' maga maszyn cyfrowych o duzej pojemnoséci pamigci oraz mozli-
woéci korzystania z diugich przebiegéw czasowych, W wielu jed-
nek przypadkach ramownice mozha. roZpatrywac jako uhtroje pléo-
kie, wynikas to z qkt-ﬂu'konitrukcyjnogo oraz z rozkladu obcia-
2efi dzistajeéych ne konstrukcjg¢. Taeki przypadek zachodzi np, w
konstrukcjach okretowych, szczegétowo przedstawionych w rozdzia-
le 16, w ktérych remownice noéne zwane wregami rozmieszczone

sq wzgledem siebie réwnolegle w niewielkich odstgpach, W tym
przypadku obcigzenia zewnetrzne i wewngtrzne przekazywane sg

na ramownice za posrednictwem poszycia zewngtrznego i przepon
-podiuznych wewnatrz konstrukcji. Ten sposéb rozmieszczenia ra=
mownic oraz obcigZer nah dziatajescych pozwala je traktowaé jako
ustroje plaskie.

Poszczegdlne rodzaje konstrukcji roipatrywano w zakresie
sprezystym, w ktérym konstrukcje zwykle pracujgp. W przypadku
ustrojéw ciggnowych naogét nie dopuszcza sig do wystepowania
stanéw niesprezystych gdy2 wczeéniej zaczynajg dziaial ograni=-
czenia przemieszczeniowe naioZone na konstrukcje. Wynikaje one
z niskiej wytrzymaloéci na rozcigganie pokry¢ dachowych oraz z
uwagi na zapewnienie szczelnodéci pokryé w trakcie ich uzytkowa-
nia, DuZze przemieszczenia konstrukcji ciggnowych spowodowane
se dwiema przyczynami, Pierwsza z nich wynika z faktu, 2e kon=-
strukcje ciggnowe charakteryzuje sie nieskorczenie wieloma sto~
pniami ewobody i przenosza obcigzenie tylko poprzez dostosowy-
wanie swego ksztattu do obcigzen, & wigc zmianom obciaZenia
towarzysza zaiany ksztaltu konstrukcji, Druga przyczyna wynika
z wtasnoéci mechanicznych ciegien, misnowicie ciegna wykonane
ze stali wysokowytrzymaiodciowych charakteryzujs sie duzymi
odkeztatceniami, ktére przy duzych rozpietodciach ciegien po~
woduje duze przemieszczenia konstrukcji ciggnowych,
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Natomiast konstrukcje ramownicowe czesto rozpatrywane sg
w zakresie sprgzystym z uwagil na mozliwosc wyznaczenia i ogra-

niczenis przemieszczen konstrukcji a takze ze wzgledu na zwigk-
szenie bezpieczerstwa konstrukcji poddanych dziataniom obciazen
losowych czesto trudnych do okreélepia, jak obcigzenia dynami~-
czne spowodowene dzisianiem wiatru, ruchami sejsmicznymi lub

w przypadku remownic tworzecych konstrukcje statkéw - uderze-
niami fal morskich w czasie sztorméw itp.

Okreélenie tych obciazen jest problemem samym w sobie i
nie stanowi przedmiotu rozwazah w niniejszym opracowaniu, W ce-
lu uproszczenia Eozpatryﬂanego zagadnienia 1 tak juz skompliko-
wanego z uwagi na optymalizacje konstrukcji, przyjeto trakto-
waé obcigzenia jako deterministyczne, mimo tego, Ze zardwno
konstrukcje ciegnowe jak i konstrukcje ramownicowe poddawane
sg dziataniom obciazert losowych,

Jeko kryterium optymalizacji przyjmowano kryterium mini=-
mom .objotodci, cigzaru lub kosztu, nie wymagajace zapewne szer=
szych uzasadnielt jego stosowania. W przypadku konstrukcji wy-
konanych z materialéw jednorodnych dwa pisrwsze kryteria sg
zbiezne, Jezeli w koszcie konstrukcji uwzglednié tylko koszty
naterialowe, to réwniez trzecie kryterium prowadzi do tych
samych wynikéw,

W niniejszym opracowaniu korzystano z metod rachunku wa-
riacyjnego i programowania nieliniowego. Programowanie nielinio-
we pozwala rozwiazywaé zagadnienia, w ktérych zaréwno funkcja
celu jak i ograniczenia sa nieliniowe, W optymalizacji konstruke-
cji budowlanych wystepuja czesto funkcje nieliniowe gdyz zaréw=-
no cigzar jak i koszt konstrukcji a takze ograniczenia napre-
2eniowe i przemieszczeniowe sa nieliniows,

W wielu pracach wprowadze sie linearyzacje zeréwno funk-
cji celu jak i ograniczeii co prowadzi doznacznych uproszczen
w rozwigzywaniu zagadnier optymalizacji jednakze otrzymywane W
ten sposéb rozwiszania moge prowadzic¢ do bledéw jakoéciowych
i nieprawidXowc opisywac optymalizacje rozpatrywanych konstruk-
cji.



2. Cel 1 zakres pracy

W rozwazaniach dotyczgcych ustrojéw ciegnowych celem jest
wyznaczenie ksztaltu konstrukcji, wielkosci iatgpnego naprezenis
oraz przekrojéw poprzecznych ciegien, Jasko kryterium optymali-
zacji przyjeto minimum objetoéci, cigzaru lub kosztu, W kon-
strukcjach podporowych utrzymujscych siatki ciegnowe celem jest
wyznaczenie ksztaltu konturéw bezmomentowych przy danym obcig-
Zeniu lub wyznasczenie takiego rozkladu obcigzer przekazywa-
nych z siatki giggnowej na pierscier podporowy, ktéry nie wy=-
woluje momentéw zginajacych przy denym ksztalcie konturu podpo-
rowego.

W rozwazaniach dotyczacych ustrojéw ramownicowych celem
jest wyznaczenie optymalnych wymiaréw przekrojéw poprzecznych
pretéw przy danej topologii konstrukcji oraz przy speinieniu
ograniczet natozonych na naprezenis w konstrukcji, Jako kryte-
rium optymalizacji przyjeto kryterium wminimum objetoéci, cig=
Zaru lub kosztu,

Preca zawiera elementy poznawcze a przedstawione wyniki
badat moge by¢ wykorzystane zerdéwno w optymalizacji jek i pro-
jektowaniu konstrukcji ciegnowych i ramownicowych,

Elementy oryginalne opracowane przez sutora sz nastgpuje-
ce:

- w zakresie ustrojéw ciegnowych jednopasowych rozwaza-
nych w rozdziale 7 wyznaczono optymalne parasmetry ciegien, przy
ktérych konstrukcje osiggs minimum cig¢zaru, '

- w zakresie ustrojéw ciegnowych dwupasowych wstepnie
naprezonych rozpatrywanych w rozdziale 8 wyznaczono optymalne
parametry ciegien nodnych i naprezsjgcych oraz optymalng wiel-
koéé wstepnego naprezenia zaréwno przy ograniczeniu przemiesz-
czefh do wartoéci dozwolonych jak i bez tego ograniczenia,

- w zakresie siatek ciegnowych weteppie naprezonych be-
dacych przedmiotem rozwazaer w rozdziale 9 przesdetawiono ogbélng
teorie siatek cieggnowych w ujeciu kontynualnym oraz wyznaczono
warunki konieczne i dostateczne statycznej dopuszczalnoéci kon-
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figuracji poczgtkowej i aktualnej, ktérych speknienie pozwala
traktowac siatke ciegnowg jako kontinuum odksztalcalne,

~ w zakresie konstrukcji ramownicowych rozpatrywanych w
czeéci 3 pracy elementy pozﬁaWcze polegaja na przejsciu od opty-
malizacjli poszczegblnych elementéw konstrukcji budowlanych jeki=-
mi sa situpy, belki, uki, plyty itp. do optymalizacji konstruk-
cji traktowanych calodciowo a wiec dc jednoczesnej optymaliza-
cji szeregu elementéw ze sobs polaczonych 1 wspdipracujacych
oraz na opracowaniu systemu automatyzacji procesu optymaliza-
c¢ji konstrukcji remownicowych; ten sposéb optymalizacji konstruk-
c¢ji stenowi jakosciows zmiang W dotychczasowym rozwoju zagadnien
optymalizacji konstrukcji. Nalezy zaznaczy¢, 2e 2aden z dotych-
czae znanych systemdéw analizy konstrukcji jak np. ASKA czy
SEZAM nie zewiers algorytméw optymalizacji konstrukcji. To za=
gadnienie jest nbpe i ciggle jeszcze w stedium rozpoznania i
badafh naukowych, W szczegbélnoéci istotne jest opracowanie spo-
sobu sprawdzania minimum globalnego oraz dzialania systemu w
wersji stop/restart,

Prace nad wyzej wymienionyami zagadnieniani byly prowadzo=-
ne w ramach problemu weztowego 05.1.8 » 0.5.12 “Wytrzymaloéc
i optymalizacjs konstrukcji maszynowych i budowlanych" koordy=-
nowanego przez Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN,

Opracowany system optymalizacji ramownic przekazano do
wdrozenia w Centrum Techniki Okretowej w Gdarisku. System ten
Jest tem obecnie uruchamiany i tesiowany na maszynie cyfrowej
ICL, Przewidywans jest réwniez jego rozbudowa na ramownice
przestrzenne oraz optymalizacje zladu poprzecznego konstrukcji
okretowych,

Przedstawiony system optymalizacji ramownic przekazano
takze do Instytutu Budownictwa Politechniki Wrociawskiej gdzie
jest obecnie uruchamiany i teatowany na maszynie cyfrowej
IODRA 1305, Przewiduje sie tam wykonanie optymalizacji systemu
w szczegélnodci jego zoverlayowanie /nakladanie psrocedur/ w
celu zmniejszenie cbszaru pamigci zajmowane]j przez system,
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Dalsze prace nad rozwinigciem przedetawionego systemu
oraz wykorzystaniem systemu do optymalizacji innych rodzajéw
konstrukcji bedas prowadzone réwniez w problemie weziowym,

Przewidywany rozwéj zagadnier optymalizac¢ji konstrukcji
ciggnowych i ramownicowych przedstawiono w rozdzlalach 13 i 17.

3, Sposcby formulowania zagadnieri optymelizacji

Przy formuiowaniu zagadnien optymalizacji podstawowymi
pojeciami sg: zmienne decyzyjne, funkcje celu i obezar dopusz-
czalny,

Zmienne decyzyjne sa wielkoéciami opisujacymi konstruk-
cje 1 podlegaje wariacjom W procesie optymalizacji, W odréz=-
nieniu od zmiennych decyzyjnych, wielkosci ustalone na podsta-
wie innych kryteriéw lub przestanek projektowych przyjeto na=-
zywac paremetrami optymalizacji. Zmiennymi decyzyjnymi moge
byé wymiary geometryczne poszczegélnych elementéw, wielkoéci
opisujgce konfiguracje konstrukcji, wielkoéci mechaniczne lub
fizyczne opisujgce wiasciwoéci materialu z ktérego wykonana
Jest'konstrukcja. jak *réwniez inne wielkos$ci charakteryzujace
dang konstrukcje. Przykladowo, zmiennymi decyzyjnymi moga
by¢ pola przekrojéw poprzecznych pretéw ramownicy, momenty
bezwtadnos$ci elementéw zginanych, grubogci blach itp, Okresle-
nie tych zmiennych w procesie optymalizacji pozwala wyznaczyc
optymalne rozmieszczenie materialu w przekroju danego elementu,

Wielkoéci geometryczne opisujace konfiguracje konstrukecji
sa reprezentowane przez wspéirzedne wezidw, Wyznaczenie opty-
malnej konfiguracji konstrukcji jest zwykle zagadnieniem bar-
dziej skomplikowanym niZz okreélenie optymalnych wielkosci prze~
krejéw poprzecznych, Okreslenie mechanicznych wiaéciwoéci ma-
teriatéw konstrukcyjnych mo2e byc takze przedmiotem optymali-
zacji,

Zmisnne decyzyjne moge mie¢ charskter ciggiy lub dyskret-
ny, [1,63] . W projektowaniu wystepuja zwykle zmienne dyskret=
ne np, ckreédlone wymiary ksztaltownikéw, grubosci blach itp,
Jednakze w pewnych przedziatach skoki w wymiarach sa na tyle
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male, *e zmienne dyskretne mo2na traktowaé jak ciesgle, a w wy~-
niku rozwigzania pezyjac mozliwie najblizsze zmienne dyskretne,
¥ jezyku matematycznym zmienne decyzyjne majg postaé wektora
xq = {xl.xz....,xn} T w przestrzeni n-wymiarowe] /hiperprze=-
strzeni/, Kazdy punkt tej przestrzeni odpowiada konstrukcji

o n-zagnnych docyzyjnych xq. Przejécie z punktu q do punktu
'q+1 mo2na utoZzsamié ze zmiane zmiennych decyzyjnych w postaci

/1.1/ Xq+1 - Xq + oqu

q L]
W powyZzszym wzorze Cq okredla kierunek ruchu natomiast dq‘
okreéla diugosé kroku, ‘

quimkwuumomwnunnruwmﬁ-umbmw
malizacje jedno lub wielo-kryteriowg., W tym drugim przypadku
tworzony jest wektor kryteriéw, ktérego skladowymi sg kolejne
mierniki oszacowania konstrukcji. Ten sposéb formulowenia i
rozwigzywania zagadniern optymalizacji wymaga dostepu do szyb-
kich maszyn liczecych o duzej pojemnosci pamigci operacyjnej,
W niniejszym opracowaniu dalsze rozwaZanie ograniczono do jed=-
nego wybranego kryterium optymalizacji, ktdre mozne napisac
w postaci funkcji celu lub funkcjonaiu,

Funkcja celu w optymalizacji konstrukcji przyjeto nazywaé
wyrazenie matematyczne opisuj@ce pewng wlasnoé¢ konstrukcji,
stanowigce podstawe oceny czy tez kryterium oceny rozpatrywa-
nej konstrukcji, Rozpatrywana wiasnos¢ konstrukcji moze byé
opisana w postaci funkcji lub funkcjonalu w zaleznos$ci od spo-
sobu forsulowania zagadnienis optymalizacji., Zmiennymi decy-
zyjnymi moga byé nieznane funkcje lub wspbiczynniki znanych
funkcji albo po prostu pewne wielkosci liczbowe. W przypadku
gdy niewiadomymi sg funkcje wéwczas rozpatrywana wiasnosc
konstrukcji czy tez kryterium optvmalizacji zapisuje sie w
postaci funkcjonatu, Natomiast gdy'niewiadomymi sg wspbiczyn=~
niki znanych funkcji lub pewne wielkoéci liczbowe to kryterium
ma postac funkcji, ktéra nazwano funkcja celu, Argumentami fun-
kcji celu sg zmi~nne decyzyjne w postaci wektora X, Oszacowa-
nie wartodci funkcji cs’: jest podstewg wyboru tej czy innej
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konstrukcji z wielu sozliwych alternatyw,

Funkcjes celu jest funkcjg skalarng, reprezentujacg pewng
wiasnodéé konstrukcji, w rozwaszanym przypadku jest to objetodé,
cigzer lub koszt konstrukcji. Ciezar konstrukcji jest najczeé=
ciej spotykanys miernikiem oszacowania konstrukcji. Objetosé
konstrukcji réwniez mocze by¢ takim miernikies, W przypadku
konstrukcji z materiatu Judnorodnogo, te dwa rodzxjo niernikéw
sg proporcjonaln- i nie me- wtqknzaqo znaczenia, ktéry z nleh
przy}oc do rozwazad, -

Nato-;ait Eoszt‘konotrikcji‘.ktndl‘cig z kosztu materis-
Low 4 kés:;U’tykonanib konstrukcji, Moge tu réwniez byé uwze
glg&nlonc‘koszty eksploatacji konstrukcji, Kryterium minimali-
zbcji célkowitych koeztéw jest rzadziej stosowane niz kryterium
minimum cigzeru lub minimum objetodci. Wynika tp z trudnodci
okreélenia jednostkowych kosztéw materiaidéw a w szczegélnoéci
Jednostkowych kosztéw wykonania i eksploatacji konetrukcji,
Te koszty zalezs w duzej mierze od cen materialdédw i robocizny,
ktére moga byé szacowane tylko lokalnie, Biorgc jednak pod uwe-
ge wzgledy ekonomiczne, kryterium minimua koeztu bedzie pdgry-
walo coraz to wieksze role w procesie projektowania konstruk-
cji, Wymienione wyzej kryteris eg naturalne a nawet oczywiste
i nie wymagaje giebszych uzasadniet ich stosowalnodci,

W matematycznys formuloweniu zegadnier optymalizacji kon-
strukcji nie ma znaczenie jaki miernik wybrano za podstawe osze-
cowania konstrukcji, Metody numeryczne optymalizacji moge byc
z wigkszym lub mniejszym powodzeniea stosowane do rozwigzywanis
tych zagadniernt bez wzgledu na fizyczng posteé kryterium optyma-
lizacji,

W przypadku konstrukcji ciegnowych i pretowych zbudowa-
nych z szeregu elementéw orez poleczeh miedzy nimi poszczegélne
elementy sg wykonywene z réznych materiaiéw, Przy sumowaniu
objetoéci lub ciezaru slementéw muszy wystgpowsd pewne wepil-
czynniki wagowe ki‘ ® zatem moina napisac

]

/1.2/ F.- E kAL, .
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W prrypadku przyjecis kryterium minimum kosztéw wepdlczyn-
niki wagowe maja postaé cen jednostkowych materialéw lub kosz-
éw jednostkowych wykonania poszczegélnych elementéw, Jesli
uwzglednié réwniez koszt polaczer elementéw to catkowity koszt
konstrukcji mozna wyrazi¢ jeko sume kosztu elementéw F_ i ich
polgczen F ., & zatem mozna napisac [i.ii]

m C
i cd
/1.3/ FuwFo+F, = 12-:1 Ca 91A1Li + F:-i 55 O

W powyZzszych wzorach przyjgto nastgpujgce oznaczenia:

®m - liczba elementéw,
¢ -~ liczba polaczeni,

A, L

T pole przekroju i diugos¢ elementu 1,

f& - cigzar wladciwy materialu w elemencie i,

. koszt jednostkowy materialu w elemencie i,

C. - koszt polaczenia J.

Jezeli polaczenia maja byé podatne to nalezy wprowadzic
do zaleznosdci /1.3/ tylko czeéc drugiego skladnika, Wartodci
c_ powinny by¢ okreélone na podstawie analizy wykonanych kon-
strukcji, Okazuje sig, Ze uwzglednienie kosztu potaczer ele-
mentéw prowadzi do konstrukcji ciezszych ale tafszych,

Oprécz kosztu zbudowania konstrukcji mozna uwzgledniad
w funkcji celu takze koszty spowodowene zniszczeniem konstruk-
cji tzn, zaréwno bezposrednie szkody materialne i osobowe jak
réwniez koszty naprew lub konstrukcji zastegpczych i poszuki-
waé minimum w ten sposdb okreélonego calkowitego kosztu Ft‘

n
/1.4/ Foe = Fg + ‘:’:—T; Coe Pex’

w tym wzorze drugi skladnik oznacza spodziewany koszt spowodo-
wany zniszczeniem konstrukcji, Koszt ten wyrazony jest jasko

susa iloczynéw kosztu zniszczenia Cg W przypadku- kolejnej
postaci zniszczenia k przez prawdopodobiedstwo Pfk wystapie~-

nia tej postaci zniszczenia, przy czym sumowanie przebiega przez
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wszystkie n postaci zniszczenie,

W niniejszym opracowaniu dalsze rozwazania ograniczono
do kosztéw materialowych biorgc pod uwage trudnoéci w okresla-
niu kosztéw jednostkowych wykonania elementéw, ich potaczen
oraz innych kosztéw jednostkowych, Warto zauwazy¢, Ze uwzgled-
nienie innych kosztoéw w funkcji celu nie przedstawia trudnosci
nerytorycznych i nie zmienia w niczym dalszego toku postgpowa-

nia,

Jezeli F jest funkcjg liniowg to przedstawia hiperpiasz-
czyzne w przestrzeni n-wymiarowej. Natomiast nieliniowa funkcje
F przedstewia hiperpowierzchnie w tejze przestrzeni, O zacho-
waniu funkcji F w przestrzeni n-wymiarowej wiele méwi gradient
funkcji F, oznaczany zwykle przez V F, Gradient VF jest we-
ktorem normalnyn do powierzchni F, ktérego skladowymi sa po=-
chodne F wzgledem kazdej ze zmiennych decyzyjnych,

[ dF r)

BF
1,5 VF=I—;—.—R-—F Tl ]
i {oRny CRS X,

Symbol T w powyzszych wzorach oznacza transpozycje wektora,

Cbszar dopuszczelnvch rozwigzan stanowi zwykle czesé
obszaru zawartego w n-wyniarowej przestrzeni zmiennych decy-
zyjnych, Granice obszaru dopuszczalnego wymagajg ograniczenia
natozone na zmienne decyzyjne. Ograniczenia wystegpuja w poste~
ci réwnoéci lub nieréwnosci opisujacych pewne warunki stawiane
konstrukcji, nalozone bezpoérednio na zmienne decyzyjne lub
poérednio poprzez ograniczenie pewnych wielkosci, ktére zaleze
od zmiennych decyzhyjnych, Matematycznie maja one zawsze postacd
réwnosci lub nierdwnodci

/1.6/ g, (x) = o0, e 4,2, e T
g. (X} >ra, i A 2

W przypadku ograniczen w postaci rdéwnodci mozna sprébo-

wac zredukowac wyamiar rozwaZanej przestrzeni poprzez rozwige-

zanie tych réwnoéci, jednak nie zawsze jest to mozliwe. Ogra-
niczenia réwno$éciowe prowadza naogéi do rozwigzan o wyréwnanych
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naprezoeniach lub wytezeniach, 8 czesto takZe do rozwiazah o
zerowych przekrojach, Ograniczenia nierdwnoéciowe wystepuja cze=
sto przy poszukiwaniu rozwigzad przydatnych w praktyce inzye
nierskisj, :

Wéréd ograniczen odréznia si@-ograniczenia brzesgowe i
zachowewcze, Pierwsze z nich ograniczaja maksymalne lub mini-
malne wymiary elementdw konstrukcji. Moga takze dotyczy¢ maksye
malnych 1 minimalnych wymiardéw slementdw konstrukcyjnych do=-
stepnych na rynku np. grubcéci blach itp, Ograniczenia brzego~
we wystepuje w postaci jawne] i sg nakladane na poszczegélne
zmienne decyzyjne, np. na wymiary geometryczne poszczegdlnych
elementéw, Moge one takze obejmowaé i ograniczad pewng grupe
zmiennych decyzyjnych, jak np, maksymalne lub minimalne pola
przekrojoéw poprzecznych elementdédw, czy tez momenty bezwladnosci
przekrojéw poprzecznych albo inne charakterystyczne wielkosci.

Ograniczenia zachowawcze maja postaé warunkéw nalozZonych
na naprezenia lub przemieszczenia, moga takze dotyczyé ograni-
czenia czgstotliwosci drgan swobodnych konstrukcji lub tez sik
krytycznych przy wyboczeniu elementdéw, Ogreniczenia zachowaw-
cze wystepujs w postaci uwiklenej, to znaczy w poétaci ograni-
czeh nalozonych na pewne zaleZno$ci, a nie bezposrednio na
zmienne decyzyjne,

W rozpetrywane] n-wymiarowej przestrzeni ograniczenia
przedetawiajg hiperpowierzchnie zewierajaca punkty spelniajace
te ograniczenia w postaci réwnosci. Hiperpowiarzchnia jest
ciggta gdy zmienne decyzyjne majg charakter ciagiy. Wektor nor=-
malny do hiperpowierzchni reprezentujacej ograniczenia, ina=-
czej gradient ograniczer mozna napisac¢ analogieznie do gradien=
tu funkcji celu

3
g, /X/ X
/1.7/ Va, /X/ =[' e Tavis 8 I ]

) X 0] xn

W przypadku gdy zmienne decyzyjne wystepuja w postaci liczb
rzeczywistych, przestrzed zniennych decyzyjnych moZze by¢
interpretowana. geometrycznie jako n-wymiarowa przestrzefi licz-
bowa, Ilustracje geometryczng przy n=2 przedstewiono na rys.1.5

http://rcin.org.pl
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Rys. 1.5. Granice obszaru dopuszczalnego
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Rozwigzaenie zadania polega na wyznaczeniu punktu stycznosci
krzywej lub prostej reprezentujecej funkcje celu, z granice
obezaru dopuszczalnego utworzonego przez ograniczenia,

W jezyku -akelatycznym zagadnienie optymalizacji mozna
sformulowaé zwigZle w nastepujacy sposéb. Nalezy wyznaczyé
taki wektor zmiennych decyzyjnych X = [xi, e xn] ¥ , ktéry
speinis nastepujace réwnosci lub nieréwnoéci zwane ogranicze-
niami,

gi(x)-o' 1:1,2,_,,," L}
/108/ gJ(X))’Q 0 J = 1.2. eso n )

oraz minimalizuje funkcje celu F/X/, W zaleZnosci od postaci
wektora zmiennych decyzyjnych, moZna odréznié nastepujece dwa
sformutowania, Pierwsze, w ktérym sktadowymi wektora X sa
liczby rzeczywiste; kryterium optymalizacji mozna wtedy napisac
w postaci funkcji celu F/X/, oraz drugie gdy skladowymi wekto-
ra zmiennych decyzyjnych nie se liczby rzeczywiste lecz funkcje
z, (X) ; kryterium optymalizacji przybiera tu postaé funkcjo-
natu F [zr( X )] .

W pierwszym sformuiowaniu mozna wyr6zni¢ nastepujace dwa
przypadki rozpatrywanego zagadnienia., Pierwszy przypadek doty=-
czy zagadnienia, w ktdérym funkcja celu i ograniczenia sg li-
niowe, Do rozwiazania tego zagadnienia korzysta sige z metod
progremowania liniowego np, metody- simpleks [1q12J - [1.27]
[1.37]Ji,95] . Przypadek drugi obejmuje zagadnienia, w ktérych
funkcja celu i wigzy maje charakter nieliniowy, Te zagadnienia
nalezy rozw gzywaé przy pomocy metod programowania nieliniowe-
go [1,12] [1.27] [1,69] [1,149] ,

W drugim sformulowaniu zagadnisnia optymalizacji, w kté=
fyw zmiennymi decyzyjnvmi sa niewiecome funkcje, rozwigzanie
polege na wyznaczeniu minimalnei wariosci funkcjonaiu

/1.9/ Flzgmle o [200, 2 (x) 0 x] &,

opisujacego ciczar, ob] "o0éc¢ lub koszt konstrukcji. W tym
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przypadku moga rowniez wystepowaC ograniczenia w postaci réw=
nosci lub nierdwnosci pewnych wyrazent caikowych

jgj[zi(x), Z;(K). x] dX = 0, J = 1,2,,..4T »

/1.10/ jgk[zi(x), ). x] oo, ket 0n

Przy rozwiazywaniu powyzZzszego zagadnienia korzysta sig¢ z metod
rachunku wariacyjnego. W przypadku ograniczefi w postaci réwno~-
$ci nalezy rozwigzac klasyczne zagadnienie izoperymetryczne
rachunku wariacyjnego fi.iZ]},[i.ZBJ . Natomiast jezeli ogra-
niczenia wystepuje w postaci nieréwnodci, to Korzysta sie z
nieklasycznych metod rachunkc’: wariacyjnego [1,12],[1.140] o

W przypadku gdy zmienne decyzyjne majg postac liczb rze-
czywistych, to rozwazana przestrzef moze byc¢ interpretowana
jake n-wymiarowa przestrzen liczbowa, Przyjmujac zatem, 2e X
lezy w obszarze dopuszczalnym tej przestrzeni oraz & x jest
dowolna wariscja w obszarze dopuszczalnym, to przy gifx) =0
wariacja é X jestprostopadia do wszystkich wektordéw ¥V 9 ( X),
(i=1,2,...,r), Podobnie, aktywne ograniczenia nierdéwnogciowe
q.(x) = 0, ('j AL m) implikuje, ze é'x nie ma skliadowych
w dodatnim kierunku V g./X/; E1,96] . Stad mozna wnioskowad, ze
dla dowolnej liczby rzeczywistej ’{i i dowolnego 3’1 » 0, rzut

Zx na wektor

Al n
/1.11/ 2o Niax) v YO, Ve dx)
i=1 j=1

nie jest dodetni. Przez Z.’ oznaczono tu sumowanie odnoszgce si¢
do tych wskaznikéw j przy ktérych 93 (X)=0, (1= 1,2, 0.m),
Inaczej moZna powiedzied, ze kaxdy kierunek zgodny z kierunkier
wektora /1,11/ pr’?'vadzi do obszaru niedopuszczalnega, i

W celu zmniejszenis funkcjonaiu F ( X ) nalezy poruszad sig
w kierunku przeciwnym do wek:ore\v F( X) . lecz jesli kisrunek
-[VF ( X)]jest dowolnym kierunkiem /1,ii/, to zaden ruch w
obszarze dopuszczalnym nie zmniejszy wartofci funkcjonalu F( X)
Dlatego w punkcie optymalnym, E- VFE (X)] jest jedynym z kie~
runkéw /1_,11/, Opierajgc 8ie ne powyiszym widad, Ze jedli X

¢
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jest punktem optymalnym, to istnieje taki zbiér liczb rzeczy-
wistych '(‘i i nieujemnych liczb ‘YJ > g Ze
. L}

/1.12/ - YF(x) = }i tivgi(x) i F"/afjvgj (x) .
i=l =1

Powyzsze warunki nézywane sg warunkami Kuhna-Tuckera, Warto
zauwazyé, 2e w przypadku braku aktywnych ograniczefi nierdwno-
$ciowych, Ki mozna interpretowac jako mnozniki Lagrange”a,
natomiast w przypadku braku ograniczern powyzsze warunki przy_
bieraje znang postaé VF(X) = 0

Zaleznoéci /1.12/ stanowig jedynie warunki konieczne glo-
balnego minimum funkcjonatu F ( X) i mogs by¢ jednoczeénie warun-
kami dostatecznymi globalnego ginimua ale tylko wtedy gdy ob=-
szar dopuszczalny jest wypukly a funkcja celu jest wszedzie
wypukla slbo wklesia,

NiezaleZnie od sposobu formulowania zagadnieri optymaliza-
cji w kazdym przypadku poszukuje sig¢ punktu minimalizujacego
funkcje lub funkcjonai., Do tego celu siuzg warunki konieczne i
dostateczne istnienia minieum, Speinienie jednych i drugich
pozwala upewnié sie, 2e znaleziono minimum globalne. Czesto
jednak speilnienie warunkéw dostatecznych jest zbyt precochlon-
ne i w wielu opracowaniach technicznych sprawdzane sa jedynie
warunki konieczne,

4, Metody rozwigzywania zegadnief optymalizacji

W zaleznoéci od sposobu matematycznego sformulowania za-
gadnienis optymalizacji mozna odréznié¢ dwie grupy metod rozwige
zywania tych sogadnieri, Pierwszg grupe stanowig metody waria-
cyjne, Polegaja one na sprowadzeniu zagadnienia optymalizacji
do rquigzénia uvktadu réwpan rézniczkowych z odpowiednimi wa-
runkami brzegowymi. W wyniku rozwiszania otrzymuje sie poszuki=-
wane funkcje opisujgce ksztalt konstrukcji lub inne jej cachy.
Jednakze nieraz z uwagi na wysoka nieliniowo$é réwnan, ich roz-
wigzania moge by< nieregularne, Mogg wystepowal réwnieZ rozwig=-
zania osobliwe lub nie . noznaczne @ nicsraz rozwigzanie moZe
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w ogéle nie istnieé [1_12],[1.20],[1_33],[1.55],&.74],{1.140],
[1.149] .

Druga grupe metod stanowig metody numeryczne nazywane czg-
sto metodami proé}amonania mAtematycznego. [1.12]A},15]Jﬁ.2iL
[1.37],[1.63) [1.74] 1. 106],[2.139],[1. 148],f1. 150] [1.154] . Maje one
charakter iteracji, w ktérej kazdy krok prowadzi do lepszego
rozwiazanie to znaczy do zmniejszenia wielkosci funkcji celu,
Ich wspélng cechg jest generowanie ciagu punktéw xq w rozwaza-
nej podprzestrzeni, startujec z dowolnego jej punktu, Podstawg
kazdej iteracji jest wiasciwy wybér kierunku i diugoéci kroku,
zmniejszajacych wartoéc funkcji F/X/, Jezeli przez Dq oznaczyé
przyrost zmiennej decyzyjnej X_,, to przejdécie z punktu X_ do

q q
punktu X

q+1 jest okreélone wzorem

Xq+1 = xq*Dq
Wielkoéé D_ okresla si¢ na podstawie gradientdéw ograni=-

czeri réwnosciowych V g, ( Xq) i nierdéwnoéciowych V’gj( Xq)

oraz gradientu funkcji celu V F(Xq) w punkcie X.. Réznice

miedzy wieloma istnisjacymi metodami palegaje ne sposcbie

okreélenia gradientu funkcji i kroku Dq. W najprostszym przy-

padku, gdy funkcja celu i ograniczenia se liniowe, do rozwigzywen

wania zagadnienia optymalizacji stnsuje sig metody programowa-

nia liniowego, [1,12]}&,27],ﬁw37] . W przypadku liniowych ogra-

niczen i kwadratowej funkcji celu korzysta sie z metod progra-

mowania kwadratowego [1.7]J&.331,ﬁm67j . W najbardziej ogélnym

przypadku nieliniowych ograniczefi 1 funkcji celu korzystac

trzeba z metod programowania nieliniowego bezpoéredniego lub

poéredniego, Do metod bezposrednich zalicza sig¢ mezode rzutéw

gradientowych [1,51]’[1.134] . metode kierunkéw dopuszczalnych

[1.154] oraz metode kolejnych przybliZzes liniowych.

W metodzie rzutéw gradientowych, punkt startowy obiera-
sig na brzegu obszaru dopuszczalnego, Dalsza droga poszukiwarn
jest okredlana przez rzut V F(X) ne brzeg. Jest oczywistym, 20
metoda ta jest efektywns tylko w przypadku gdy optimum wyste-
puje na brzegu a nie wewnatrz cbezaru,
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W metodzie kierunkéw dopuszczalnych punkt startowy Xq no=
e by¢ obisrany na brzegu lub wewnatrz obszaru dopuszczalnego.
Krok Dq jest okreslany na podstawie nastepujacej zaleznos$ci

D =
/1,137 g g B

w ktdrej cq jest optymalnym kierunkiem w pewnym skoriczonym
otoczeniu punktu Xq, natomiast o _ jest optymalna dlugoscia
kroku w kierunku cq. Istnieje wiele réznych sposobdéw okredla=-

nia cq i '¥q stanowigcych podstawe rozrézniania meétod optymali-
zacji.

- W metodzie kolejnych przybliZern liniowych start nastgpuje
podobnie jak wyzej z wngtrza obszaru dopuszczalnego. Kolejne
liniowe przybliZenia pozwalaja okredlic¢ jednoczeénie kierunak
€q Orez dtugosé kroku d g

Metody p&grednia rozwigzywania zagadnien optymalizacji z
ograniczeniami polegajg na sprowadzeniu tych-zagadnieﬁ do pro-
blemu optymalizacji bez ograniczen, W tym celu mozna zastoso-
wa¢ metode SUMT /Sequence of Unconstrained Minimization Tech-
nique/ opracowana przez Fiacco i McCormicka, [1,26] a polegaja-
ca na modyfikacji funkcji celu przez wprowadzenie wyrazu repre-
zentujecego “"karg" za przekroczenie ograniczen, Tak zmodyfiko-
wang funkcje celu nazwano funkcja kary, Przy wyznaczaniu eks-
tremum funkcji kary stosuje sig¢ jedna ze znanych rechnik poszu-
kiwania ekstremum bez ograniczen, W zaleznosci od sposobu vpro-
wadzenia funkcji kary mozna wyrdznic kilka odmian tej metody
[1.150] ..

Ponizej opisano dwie metody programowania nieliniowego,
z ktérych korzysta sig w czeéci 3 pracy do rozwiazania zagad-
nienia optymalizacji ramownic, Metody te nie sa powszechnie
zZnane, a zostaly opracowane i przetestowane przy udziale auto-
ra na Uniwersytecie Michigan w Ann Arbor, Pierwsza z nich jest
metoda ppszukiwania minimum w hiperptaszczyinie stycznej do
'hiperpowierzchni ograniczen a drugs jest metoda zewnetrznej
funkcji kary.
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4,1, Metoda poszukiwania mingmum w hiperplaszczyZnie stycznej
do hiperpowierzchni ograniczen :

Metoda ta jest pewna kombinacja metody kierunkéw dopusz-
czalnych zawierajacych algorytmy umozliwiajace przeszukiwanie
wnetrza obszaru dopuszczalnego i metod gradientowych wykorzy-
stywanych na brzégu obszaru dopuszczalnego., Metoda poszukiwa-
nia minimum w hiperplaszczyZnie etyczhaj do hiperpowierzchni
ograniczert zawiera technike Hooka i Jeevesa[i.szl przeszuki-
wania wnetrza obszaru dopuszczalnego. W przypadku wyjécia poza
obszar dopuszczalny nastgpuje powrdt do ostatniego punktu
dopuszczalnego a nastgpnie opierajac sig¢ na metodach gradiento-
wych ekstremum jest poszukiwane wzdluz hiperplaszczyzny stycze
nej do hiperpowierzchni ograniczen, rys, 1.6, Opisana powyzej
procedura zapewnia powodzenie gdy bieZzacy punkt dopuszczalny
znajduje sige w bliskim otoczeniu brzegu., Zdaje ona tak2e egzs=
min nawet w przypadku powierzchni o duzych krzywiznach, gdzie
napewno czg¢sto nastgpuje wychodzenie poza cbszar dopuszczalny
i cofanie sie¢ do poprzedniego punktu dopuszczalnego. Metoda ta
wymaga wielokrotnych obliczen wartosci funkcji niezbednych do
wyznaczenias gradientu ograniczen, jednakze pozwala efektywnie
przeszukiwac wnetrze obszaru dopuszczalnego i otoczenie jego
brzegéw [1.51].

4,2, Metoda zewnetrznej funkcji kary

Metoda zewnetrznej funkcji kary, ktérej twérca byl Zangwill
[1.150} » polega na sprowadzeniu zesgadnienia optymalizacji z
ograniczeniami do zagadnienia optymalizacji bez ogranicze#h,
ktére z kolei mozna rozwigzacC przy pomocy znanych metod, W.tym
celu nalezy wykona¢ trensformacje funkcji celu F(X) na funkcje
“kary" P (X,rk) w nastepujacy sposéb

r+n

P( X.rk) = F(x) + i :Z: jgi(x)l
/1.14/ i=1
0 przy gi(xbo - obszar dop.

gdzie g, (x) =
1(x) {Qifx)' przy g,(X)<0 - obszar niedop,



Rys, 1,6, Orientacja gradientu ograniczed
i kierunku stycznego do powierzchni ograniczen

(Przekrdj A-A) #

Rys, 1,7, Metoda zewnetrzmej funkcji kary
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Funkcja P rézni sig¢ od F tylko nse zewngtrz obezaru dopuszczal-
nego. Wyrazy zwlgzsne z karg sg wlaczane tylko wtedy gdy ktdre~
kolwiek z ograniczeh zostaje przekroczone. Zemisst bezwzglednej
wartoécl gi(x) mozna przyjec takze kwadrat gy (X). W przypadku
wyboru dostatecznie duzej wartosci e optimum dopuezczalne
funkeji F(X) lezgce na granicy obszeru moZe ciggle Jeszcze
znajdqwaé sig¢ na powierzchni transformowanej P (x, rk} lub

moze by¢ bardzo blisko obszaru dopuszczalnege, rvys, 1,7, A zates
przy odpowiednim doberze re W pierwazej prébie moZzna osiggnad
optimum lub przynajiuniej dobrg jego aproksymacje., Kszda z mes
tod poszukiwania optimum bez ogreniczen moze by¢ zestosowana

do wyznaczenis ekstremum funkcji P, W tym przypadku ekstremun
poszukuje sie wewngtrz i na zewnatrz obszaru dopuszczalnego,
Bardzie] szczegbtowy opis obu wyZej wymienionych metod oraz

ich zastosowanie dc optymalizacji remewnic okretowych przed=-
stawiono w rozdzisle 15,

5. Wybér metedy i slgorytmu

Przy peoszukiwaniu ekstremum funkeji F{x] z sgraniczenis~
mi w postaci réwnah i nieréwnodci powstaje pytanie, z ktéraj z
omawianych metod skorzyvstec, aby znalezé rozwiszanie mozliwie
szybko., Odpowiedi na to pytanie nie jest prosta. Zsdna z metod
nie jest bowiem najlepsza we wszystkich przypadkach, Zbieznosé
peszczegdlnych metod zalezy od posteci funkcji celu i ograni=-
czer, od tego czy ekstremum lezy wewngztrz obszaru dopuszczal-
nego, na pojedynczym ograniczeniu czy w ostrzu, od liczby zmien-
nych, a takze od wymsganej dokitadnoéci ohkliczer.

FPoréwnanie réznych metod programowania nielinicwego mozna
znaleZz¢ w wielu ppracowaniach polekich [1.27}i},133L{;.13él
@,1351 i zagranicznych [1.28]_

Wybér metody i odpowiadajacege jej algorytmu zalezy od
sposobu sformutowania zagadnienia cptymalizecji, & czasem réw-
niez od mozliwoséci korzystanis z ietniejascych progreméw, W ce-
lu u%atwienia wyboru odpowiedniej metody rozwiazania zagadnie-
nia programowania matematycznego w tsblicy il przedstawionc
schemat zaproponowany przez Fletchers, [1,28],
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Schemat ten wskazuje droge postepowania przy rozwiazywaniu pro=
bleméw optymalizacyjnych, jednskze jest on dodé zgrubny i nie
zawiara rédznych sposobéw, ktére moga byé zastosowane jeszcze
przed wybores metody i algorytmu, Do sposobdéw tego rodzaju
nalezy ne przykiad eliminacjs niewiedomych z ograniczen linio=-
wych 2 czasem nawet i nisliniowych [1.27].

Niskiedy mozna takze wyeliminowac ograniczania przez tran=-
aformacje zmiennych niezaleznych, chociaz nie zawsze jest to
celowe, Na przvkiad ograniczenia nierdwnodciowe w postaci
Xy > 0, mozna wyelininowaé przez wprowsdzenie nowej zmiennej
y=log X, Przy poszukiwaniu ekstremum wzgledem y, powyzsze ogra-
niczenia beda automatycznie speilnione, Inne przykiady takich
transformacji mozna zneleZé m.in, w pracach Findeisena [1.2711
Boxa [1.8] .

W celu uproszczenia nieliniowego zagadnienia optymaliza=-
cji, zmienne decyzyjne wystepujace w postaci liniowej w funkcji
celu powinny by¢ wylgczone z optymalizacji jeszcze przed sfor-
mutowaniem zasgadnienia, W slgorytmie optymalizecyjnym powinny
wyatepowaé tylko zmienns decyzyjne W postaci nieliniowej, gdyz
wgzystkie liniowe mogg by¢ wyznaczone poprzez zastosowanie me-
tody najmnieiszych kwadretéw,

Ten sposéb formulowanis nieliniowych zsgadnier optymalizacji
pozwala znacznie ogreniczyé zakres i komplikescje zadania przez
zmniejsezenie liczby zmiennych, JednakZe przy takiej modyfikecji
wymagana jest szeczegbélna cstroznos$é w obliczaniu pochodnych
funkcji celu, [1,32] .

Wybdr metody jast czesto uzalezniony réwniez od lokalnych
mo2liwodei korzy.tanie 2z gotowych algorytméw, kidrych zestawie-
nie podeno w taeblicy 1.1, A oto kiika uwag ogdlnych podanych
przez Fletchsre o pewnych grupach metod i algorytmdw zsstawio-
nych w taj tablicy,

: Metody optymalizacgji oparte wylgcznie na szacowaniu ware
to$ci funkcji celu bez obliczsnis je] pochodnych stancwig grupe
metod, ktére nrzna jsszcze znacznie ulepszyc, Matodes Stewarda,
ktére wydsje sie byc ns lepsza z dotychczasgwych nis jest jednak
atrekecyjna przy obliczaniu gradientu przez zastoscwanie rézZnic
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skoficzonych i moze by¢ chyba ulepszona, Metody programowania
z ograniczeniami liniowymi nie s@ jeszcze dostatecznie opraco-
.wane, a gidéwna ich wada jest czesta zawodno$¢, Duzo informacji
o zachowaniu sie funkcji mozna uzyskaé przez oceng pierwszych
pochodnych tam gdzie to jest mozliwe.
W przypadku gdy F 1VF mozna latwo obliczy¢, wskazane jest ko-
rzystaé z drugich pochodnych i wtedy metody wymagajace stosowa-
nia tylko pierwszych pochodnych mogs by¢ najbardziej przydatne
i odpowiednie. Tak samo, metody sum kwadratdéw daja wyniki zada-
walajece przy odpowiedniej aproksymacji poszukiwanego ekstremum,
Z opisu metod zestawionych w tablicy 1.1, widaé, ze nie ma
zbyt wiele algorytméw do bezpoéredniego rozwiazania zagadnien
z ograniczeniami liniowymi. Pomocng tu moze by¢ eliminacja ogra-
niczeht nalozonych na gérne i dolne granice zmiennych decyzyjnych
przez zast.osowanie odpowiedniej transformacji zmiennych nieza-
leznych, »

Trzeba réwniez zwréci¢ uwage na brak prostych algorytmdw
do rozwigzywania zagadnier nieliniowego programowania,

Badania W tej dziedzinie sa obecnie jednak prowadzone bar-
dzp intensywnie a obraz metod i algorytméw przedstawionych w
tablicy 1.1 moZe wkrétce ulec powainym zmianom,
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OPTYMALIZACJA KONSTRUKCII CIEGNOWYCH METODAMI

RACHUNKU WARTIACY INEGO
6, Charekterystykes konstrukcji ciggnowych

6,1, Cechy szczegélne konstrukeji ciggnowych

Ustroje ciegnowe réznig sie zasadniczo od innych rodzajéw
konstrukcji, gdyz nieobciazone i nisnaprezone mogg przyjmowac
rozmaite ksztaity. Doniero przytoZzenie obciazen nadaje im okres-
lone ksztalty, Wskutek tego sposdéb analizy statycznej rézni
si¢ zasadniczo od powszechnie znanych, Pierwsza réznica polega
na tym, 28 warunki réwnowagi trzeba ukladac uwzgledniajec wtas-
ciwy ksztalt ustroju i nie mo2na stosowaé zasady zesztywnienia,
Oruga réznica dotyczy niemoznosci stosowania zasady superpozy-
cji. Wynika to z duzych przemieszczern ustrojoéw ciggnowych wywo-
tywanych kinematycznymi zmianami ksztaltu, jak réwniez powodo-
wanych wydtuzeniami ciegien, ktére przy duzych rozpigtoséciach
mogg dawaé znaczne przemieszczenia 1 p.wodowaé zmiany ksztaltu
ustroju, A zatem warunki réwnowagi i odksztalcalnosci trzeba
wypisywaé uwzgledniajac za kazdym razem wszystkie obcigzenia
dziatajgce na ustréj o nie okreslonym z gdéry ksztakcie,

Odstgpienie od zasady zesztywnienia i zasady superpozycji
przy rozpatrywaniu ustrojéw ciggnowych wigze sig $ciéle z ich
geometryczng i fizyczna nieliniowoscia. Ciggna sg wykonywane
na ogét z materialdéw ¢ wysokiej wytrzymalosci na rozciagania.
Granica wytrzymatosci stali uzywanej najczes$ciej do wyrobu lin
siega 14-20 tys. kG/cm2 a wiékna szklane maja wytrzymatosc
rzedu 22 tys. kG/cna. A zatem w linach wystgpuje duze napre-
2ania ktére powodujg znaczne odksztatcenia,a te z kolei przy
duzych rozpietosciach sa przyczyng duzych przemieszczar ustroju.
Z tego wzgledu zeleznoéé migdzy przemieszczeniemi 1 odksztal-
ceniami jest nieliniowa. Drugs przyczyng geomstrycznej nielinio=-
wo$ci sg kinemetyczne zmiany ksztaitu ciggna przy zmianie eb-
cig2en, Mozne pokszac, Zs w przypadku pojsdynczego ciggna o
kszteicie z x zaleznos$c pomigdzy odksztaiceniem jsednostkowym

a skladowymi u,w wektora przemieszczen ms naestepujacs
postac:
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fods=dx  du  dz ow 1 [gw)?
A8 Tdx S dx T dx dax 2 (dx

Ze wzgledu na materisl stosowany do wyrobu lin oraz sposéb
ich wykonania, ciegna wykazuje takze w pewnym zakresie nielinio-
wosc fizyczna, Jednak2e w celu uproszczenis rozwazatn przyjete
dalej liniowy zwiszek miedzy naprezeniemi i odksztalcenismi,
Linearyzacja zwigzkdéw fizycznych jest dopuszczalna, gdyz w prze~
dziale naprezeh eksploatacyjnych ciegna podlegajs prawu Hooke “a,
A wiec w dalszych rozwazaniach ustrojéw ciggnowych uwzglednio-
no jedynie ich nieliniowoéé geometryczna.

Zapewnienie kinematycznej niezmiennoéci oraz ograniczenie
wielkosci przemieszczer jest podstawowym celem ksztaltowania
i projektowania ustrojéw ciegnowych, W przekryciach ciggnowych
mozna to osiagnaé bad: prioz zastosowanie cigzkich elementéw
pokrycia badZz w wyniku wstepnego naprezenia ciggien. Wprowadzem
nie wstepnego naprezenia do ustrojéw ciegnowych pozwala stoso~
wac lekkie pokrycia, utatwia ich wykonanie a takze gtwarza no=-
we mozliwosci w zakresie ksztattowania bryly obiektu.

Ustroje ciegnowe wstepnie naprezone charakteryzuja sie
specyficznymi wladciwosciami, ktére wyrdzniaje je zaréwno wérdd
innych ustrojéw ciegnowych jak tez i innych rodzajéw konstruk~
cji powierzchriowych,

Ciegno z zalozenia nie ma sztywnosci nea zginanie i sciska=-
nie stanowigc ukiad kinematycznie zmienny,; ktéry po przyloze-
niu obcigZenia przemieszcza sie kinematycznie bez zmisny od-
ksztatcert, W rozwazanych konstrukcjach cigzar wiasny ciegna
mozna pomingc jako wielkoéé maza wyzhzego rzedu W poréwnaniu
z wystgpujacymi tu obcibZeniemi, Zaleznosé funkcyjne pomiedzy
odksztatceniami i przemieszczeniami mozna ustalié dopiearo. po
zakonczeniu przemieszczeh kinemtacznych, Dopiero od tego
momentu ciegno ma sztywnos$é ne rozciggsnie i wobec tego mozna
nepisac ;

R J0es (40 p (X > 60 070))
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Oznacza to, Ze sztywnoéc ustrpjéw ciegnowych jest réina od ze-

ra wtedy 1 tylko wtedy jezeli dla kazdege X i p nalezgcych
edpowiednio e zbisréw S i P zachodzi G(X;£9>O. W powyzszym
WZOorze CzZnaczono przez Ja-sztywnaéé ciggna na rozcigganie, X =~
punkty materialne konstrukcji, 52 - obszar przestrzeni zajety
przez konstrukcje, p = obcigZzenie, P = zbiér obciaierd dopuszczal-
nych, GJ(X,Q)- naprezenie wywolane dzialeniem obcigzenia p.

Tak rozumiang sztywnodé ustrojéw ciegnowych wstepnie napre=
2onych przyjeto nazywacé sztywnoscig chwilowa, podkreslajac w
ten sposdéb warunkowy charakter sztywnodéci ustrojéw ciegnowych
[ 2.435) . sztywnoéé ustrojéw ciegnowych zalezy od ich keztaktu
Zmz (x) ., od wielkodéci wstepnego naprezenia 6;. od przekroi
ciggien A1 oraz od rodzaju obciazenia Pps 8 wigc w ogdlnym
przypadku jest nastepujeca funkcje '

Jg = I (z, Go' Ao pn)

Poniewaz ciegna moga przenoaié wyiacznie sity rozciagajace
zatem zapewnienie sztywnodéci chwilowej ogranicza klasg¢ dopusz=-
czalnych konfiguracji konstrukcji ciggnowych,

6.2. Ksztaltowanie, optymalizacja i projektowanie

Wtadciwe ksztaltowanie ustrojow ciggnowych wstepnie napreg-
zonych musi zespewniaé im kinematyczng niezmiennodc w ciggu ca-
tego okresu eksploatacji, A zatem zewsze musi by¢ speXniony na-
stepujacy warunek Ja > 0. Spelnienie tego warunku jest podsta-
wowym celem ksztaltowania ustrojéw ciggnowych, nieraz jest to
mo%liwe na drodze kolejnych préb, co wymags duZego dodwiadcze-
nia w przyjmowaniu keztaltu konstrukcji, przekrojéw ciegien
i sil wstepnege rpprezenia, Nie jest to jednak sposéb zbyt efe~
ktywny i nie zapewnia uzyskanis rozwigzania w pelni poprawnagb
tzw, czosto prowadzi do zbyt duzych sztywnoscl; moZe !> W spo-
séb zassdniczy obnily¢ efektywnosd akonomiczna konstrukcji.

Nalexy beowien zwrécic uwege, ze podstawows zaletg ustro-
46w ciegnowych wetgpnie naprezonych jest mozliwodé regulowania
wielkodct przsuieszczer . co jednakze uvyskuje sig zwykle koszteam



- 4B w

zwigkszenia sil w ciegnach 1 sil reekcji przekazywanych na
kidstrukc;e podporowg, A jakiekolwiek nieuasadnione zwigksze-
nie tych sil, zwlaszcza tych ostatnich, obniza w sposdéb zasad~-
niczy zalety ekonomiczne ustrojéw wiszgcych,

Dlatego tez w ksztaltowaniu ustrojéw ciggnowych wstepnie
naprezonych celowe wydaje sig¢ wyodrgbnienie trzech etapdéw, w
ktérych zardéwno cel rozwazah, jak i petody rozwigzania sa réz-
ne, W pierwszym etapie celem jest ogdlnie rozumjene ksztalto=-
wanie, ktére winno zapewnic i wyznaczenie takiego ksztaitu kon-
figuracji poczatkpwej, przekroi ciggien i sil wstepnego napre-
2enia by wsrunek /2,1/ byl speiniony, &8 rozwiazanie bylo ekono-
miczne, Takie rozwigzanie przyjeto nazywad “czesciowo optymal-
nym", '

W drugim etapie celem jest wyznaczenie "w peini optymalne~
go rozwigzania" zawartego w klasie rozwigzah dopuszczalnych
okreslonych w pierwszym etapie oraz speiniazjacego wybrane kryte
rium optymalizacji czyli minimalizujacego okreslona funkcje
celu, i

W trzecim etapie, w ktérym obliczenie dotycza konstrukcji
juz uksztaitowanej, celem jest przeanalizowanie wpiywu czynni-
kéw dodatkowych, wyznaczenie sil, przemieszczerl, a zwlaszczs
oddziaiywanh na konstrukcje podporowa przy réznych uktadach ob=-
ciazeri, a takze ustalenie parametréw dynamicznych ustroju cieg-
nowego,

Etap pierwszy i drugi czasami mozna rozpatrywaé lacznie,
Ma to miejsce zwiaszcza wtedy, qdy warunki kinematycznej nie-
zmiennosci oraz klase konfiguracji dopuszczalnych mozna przed-
Stawic¢ w sposéb jawny., Taki sposéb postepowania przyjeto dalej
W odniesieniu do ustrojéw dwupasowych, natomiast przy ksztakto-
waniu sistek ciggnowych trzeba rozpatrywad wszystkie trzy ete-
py oddzielnie, .
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6.3, Konfiguracje i stany obciazenia

Ustroje ciggnowe wstepnia naprezone maja naprezenia poczat=-
kows i wobec tego ich ksztaltowanie formutowane by¢ musi w od-
niesieniu do co najmniej dwéch konfiguracji, wywolanych dwoma
stanami obcigZzenia., W dalszym cigegu odrézniono konfiguracje
zdefiniowane nastgpujaco: Konfiguracjeg, w ktérej na ustrdj dzia-
taja wylacznie obciazenia brzegowe wywolujace naprezenia poczgt-
kowe nazwano konfiguracja poczatkowa Po'

Pisrwszgp konfigurac]e aktualng P1 nazwano takg konfigura-
cje ustroju, w ktérej dzialaje obcigzenia maksymalne,

Druge konfiguracjg aktualng P2 nazwano teka konfiguracje
w ktérej na ustréj dziataje obcigzenia minimalne. Przez obcig-
2enie minimalne ndlezy rozumiec ekstremalng wartosé obciazen
o zwrocie przeciwnym do obciezer wystepujacych w konfiguracji
Pierwszej. Z uwagi na to, 2e jednoznaczny opis ustroju mozliwy
jest dopiero po wyeliminowaniu jego kinematycznej zmiennosci,
konfiguracja poczatkowe jest konfiguracjs rzeczywista, taka,

w ktérej spelniony jest warunek: 5'o> 0.

Pierwsza konfiguracja aktualna, Ukiad obcigzer zasadni=-
czych przyjmowanych w pierwszej konfiguracji aktualnej jest
oczywisty: ciezar wiasny konstrukeji g , obciaZzenie éniegiem
Py obcigzenie uzytkowe P, 1 parcie wiatru ps. Ustalenie lacz-
nej wielkodci tego obciazenia q, jest jednpznaczne. Pozostaje
uwzglednienie czynnikéw dodatkowych, takich jak wplyw tempera-
tury i przemieszczenia podpédr., Spadek temperatury powoduje
zwiekszenie sil w cigegnach, zad jej podwyzszenie-zwiekszenie
przemieszczer, Natomiast przemieszczenia podpér, o ile wyviolane
sa obcigzeniem ustroju, powodujg zmniejszenie sii i zwigkszenie
przemieszczen, Przeciwny skutek jest mozliwy wéwczas, gdy prze-
mieszczenia podpér wywoclane sa obciazeniem przylozonym do kone-
strukcji podporowej., Przy ksztaitowaniu czynniki te mogs byc
uwzglednione przez wprowedzenis wspdtczynnika zwiekszajacego
obcigzenie,




AR

Rruga konfiguracja aktualna, Rozpatrywanymi obcigpZeniami
zasadniczymi dzialajecymi w tej konfiguracji se: cigzar wlssny
g i ssanie wiatru Pye Obcigienia dodatkowe uwzgledniane sg jek
poprzednio, Konfiguracje te nalezy rozwaza¢ przy ksztaltowaniu

tylko wtedy, gdy .
2.2/ Ipal>ls|

W zagadnieniach ksztaitowania ustrojéw ciggnowych wstepnie
naprezonych muszg by¢ uwzgledniane: konfiguracja poczgtkowa i
pierwsza konfiguracja aktualna, a gdy zachodzi /2.2/ takZe dru=
ga konfiguracje aktualna, Zagadnienié formuiowane .w odniesieniu
do trzech konfiguracji sa trudniejsze co najmniej rachunkowo
z uwagi na zwiekszenie ilodci réwnah opisujacych stan ukladu,
Dlateao tez jezeli

/2.3/ lag] = || - |ol«s,

to mozna si¢ ograniczyé do rozwazania tylko dwéch konfiguracji,
obnizajac naprezenia dopuszczalne w cigegnach naprezajgcych we-
diug zaleZnoéci:

(-l

Jezeli warunek /2,3/ nie zachodzi, to oczywiscie nie wyklucza
to postgpowania analogicznego, z tym 2e wielkod¢ naprezef zre-

dukowanych Gd nalezy kazdorezowo ustalié¢ przez przeliczenie
wstepne,

W odniesieniu do plaskich ustrojéw ciegnowych warunek /2, 2/
mozna oslabié¢ przyjmujac

—L(lp4l’- ]gl)dx) 0.

6.4, Zalozenis, warunki i kryterium optymalizacji

W dalszych rozwazaniach dotyczacych ustrojéw ciegnowych
przyjeto nastepujece zaloZenia: A

a/ ciegna sg catkowicie wiotkie, tj. niezdolne do przeno-
szenia momentdw zginajacych, si? éciskajacych i écinajacych,
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b/ pola przekrojéw poprzecznych ciegien se niezmienne
wzdiuz ich diugosci,

c/ zaleinodc miedzy naprezeniami i odksztaiceniami jest
liniowa,

d/ wplyw przemjieszczefi podpﬁr na wielkosci sil wewnetrz-
nych w ciegnach mozna pomingé,

Inne bardziej szczegdiows zalozenia w odniesieniu do
wielkodci zwiséw ciegien i obciazer sa przyjmowene dalej przy
rozpatrywaniu poszczegélnych rodzajéw ustrojéw ciggnowych,
Mozna pokazac, 2e w eelu zapewnienia kinematycznej niezmien-

_nosci ustrojéw ciggnowych spelnione by¢ muszg nastepujace wa-
runki:

- w konfiguracji poczatkowej:
/2.4/ Hio 7 O.

Nieréwnoéc ta determinuje geometryczne warunki ograniczajace
klase dopuszczalnych konfiguracji ustroju ciegnowsgo wstgpnie
naprezonego:

72l Zgg = 290 %) = Zigd0p.

- w konfiguracji aktualnej:
/2.6/ Hy > O,
Warunki /2.4 -~ 2.6/ wraz z warunkami wytrzymalosciowymi

/2.7/ max HIJ = Ai 6’1d' max sz = A, gzd.

stanowiag zbiér warunkéw koniecznych, W powyzszych wzorach przez
H1J oznaczono sity w ciggnach“), przez ziJ konfiguracje ustroju,
przez Al.(1-1,2) ., pola przekrojéw poprzecznych ciegien, 2
przez 61d naprezenia dopuszczalne, Przy ksztaltowaniu ciggno=-

) Indeksy i1j przy H 1 z oznaczaja odpowiednio rodzaj
ciegna i konfiguracje, i = 1,2 oznacza ciegna nosne i napre-
2ajgce, 3j=0,1,2 oznacza konfiguracjg poczetkowg, pierwsza
druge.
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wych ustrojéw wstepnie naprezonych by¢ musi uwzglednionych
wiele dodatkowych warunkéw ksztaitowania, okreslonych wzgledami
konstrukcyjnymi, srchitektonicznymi, eksploatacyjnymi czy tez
wynikajecymi z ksztaltowania konstrukcji podporowej,.

wéréd tych warunkéw odrézni¢ nalezy warunek wyréwnania
naprezen :

/2.8/ /a’;i\'l‘ o i)

Konstrukcja ciegna na ogdi wyklucza zmiane przekroju ns
dlugodéci ciegna, a poniewaz w ogélnya przypadku:

/2.8/ max G;L- 5; (X“e r‘) )

wigc pominiecie warunku /2,8/ powoduje przewymiarowanie ciegna
na catej diugoéci, Natomiast przyjecie tego warunku pozwala

na zastapienis warunku /2.7/ zaleznoéciami:

2.10 A, = H -
S 1% M0 A AZTE

We wzoragh /2.8/, /2,9/ przez x*  oznaczono wspbéirzedne punktéw
materialnych ustroju, ktérego brzeg oznsczono przez [ . Ponad=-
to mozna odrdznié jeszcze dwa rodzaje warunkéw charakteryzuja-
cych ustroje ciegnowe wstepnis naprezone:

- Warunki dotyczace ograniczenia wielkosci przemieszczer;
-~ warunki dotyczace rozkiadu oddziatywar przekazywanych
na konstrukcje podporowa,

Pierwsze z nich maja postaé:
1 2 2
w(x i x)swo(xl, X),

Tgx\’g Swo = l\'d

Lub

op

Mozliwoéc wprowadzenia tych warunkéw, wynikajacych na ogéz
e wzgledéw eksploatacyjnych, wyrdznia ustroje ciegnowe wstep-
nie naprezone spos$réd innych ustrojéw ciegnowych,

Drugi rodzaj warunkéw pozwala na optymalne ksztaitowanie
konstrukcji podporowej, ktéra moze by¢ czynnikiem decydujacym
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o zaletssh skonomicznych obiektu., Szczegélowg postaé tych wa-
runkéw rodeno W pracy [2_2271

Réznorodnodé¢ i liczba warunkéw, ktére uwzglednions byé
muszg w iksztaltowaniu ciegnowych ustrojéw wstepnie naprezonych,
moZze tak ogranicza¢ zbiér rozwigzah dopuszczalnych, 2e optyma=-
lizacja rozwiazania samego ustroju ciggnowego jest niemozliwa
lub niecelowa, Ksztaltowanie sprowadza sig wéwczas do poszuki-
wania jakiegokoluiek rozwigzanis mieszczacego sie w zbiorze
rozwiazan dopuszczalnych, definiowanym przez warunki ksztalto-
wania, Zbiér ten jest szczegdlnie ograniczony przez warunki
geometryczne wynikajace z postulatéw architektonicznych,

Jezeli jednak w ksztaltowaniu ograniczy¢ sig do warunkéw
ksztattowania, to nie mozna ocenié ilodciowo poprawnogci pod
wzgledem techniczno~-ekonomicznym rozwiézania samego ustroju
ciegnowego. Do znalezienia najlepszego z mozliwych rozwiszan
nieodzowne jest uwzglednienie w ksztaltowaniu rdéwniez kryterium
optymalizacji,

Przy wprowadzaniu szczegélowych postaci kryteriéw optyma-
lizacji mozna wykorzystac¢ jednorodnoéé materialu ciegien, wobec
czego kryteria minimum cigZaru i minimum objetos$ci materiatu
sa réwnomeins, a w przypadku przyjecia warunkdw /2.8/ i /2,10/
obydwa moga by< zastapione przez kryterium wyrdwnania naprezefi,

7. Optymalizacja ustrojéw jednopasowych

7.1, Podstawowe zalezno$ci analizy stanu naprezenia i
odksztalcenia
Ciegna o duzych zwisach, Ponizej przedstawiono podstawo-
ws zalaznodci analizy stanu naprezenia i odksztalcenia ustrojéw
jednopasowych o duzych i matych zwisach wyprowadzone w pracy
[Z.QZ]A Zaleznodci te sg niezbedne do sformulowania zagadnie-
nia optymalizacji rozwazanego szczegélowo w pracach autora
[2.209], [2.217] oraz oméwionego ponizej w rozdzialach 7.2 i
.7,3. Rozpatrujac réwnowage alementu rézniczkowego ds wiotkiego
jednorodnago ciegna pod dowolnym obciazeniem zewnetrznya qx‘
qz dziatajacym w plaszczyznie ciegna /rys, 2.1/ mozna napisac

[2.92] :




- 52 =

- N %% + (N @ dN)-%; { x + dx)¢ qds = 0,

-N%%-&(N\rdN)% (:-odz)d»qtda = 0.

Dokonujgc prostych przeksztaicerh oraz po-ijajqc male wyiszego
rzedu, otrzymano

d dx d dz

as_(N 33)0 qx-O. —a';(N 3;)* qz-O.

W przypadku ciegna pod obcigzeniem pionowym tzn. gdy
q,=0 a qzﬁo, réwnania réwnowagi maje postac

/2.11/ '3?(" g-’.i)- o, %;(N Z)+ q,=0.

Przy wyznaczaniu sil wewnetrznych w ciegnach o duzych
zwisach mozne poming¢ ich wydiuzenia, Blad spowodowany tym
zalozeniem nie przekracza zwykle paru procent, DuZze znaczenies
ma natomiast dokladny opis obcigzenia wzdlu2z dlugoéci ciegien,

Ciegna o malych zwisach. W przypadku ciggien o malych
zwisach f/1 < 0,1 mozna przyjeé, ze obcigZenie jest rozmiesz-
czone wzdiuz ich rozpietoéci, jednakze nalezy uwzgledniaé roz-
ciggliwoéc ciegien, W tym przypadku sile wzdiuzna N moZna utoZ=~
samié¢ z jej rzutem poziomym

N=H %}%H
Réwnania réwnowagi ciegien o walych zwisach meje postac
nastepujace:
2 kg, .0 GH(ngE)ra, =0
W przypaku c199na|pod dzislaniem obcigzenia pionowego, z

pierwszego réwnania réwnowagi wynika H = const; wobec tego
drugie réwnanie ma postac:

2
H_E_%-oqz-a_
dx

Réwnanis rdéwnowagi ciegien przestrzennych o matych zwi-
sach pod dowolnys obciazeniem zewngtrznym maje postac:
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Rys.2.1. Element rézniczkowy ciggna pod obcigzeniem

Rys.2.2. Elirent -dzniczkowy ciggna przed i po daeformacji



S W

Odksztalcenia ciggien o meiych zwisach mozna okreslat
wzgledem ich rzutu poziomego /rys, 2.2/

: ds-dx du dz, dw 1 dw \?
e L e i
14 axo dxo axo 3;O+ D ( dx

Odks: talcenie ciegna mozna okreélié¢ takze z prawa Hooke s
H-AB’, G- E€
i napisac réwnanie wigZgce nacigg H z przemieszczeniami ciggna

[du dzo dw 1 dw 2
H = EA #3_. —_— =
T Yo dxg 2 (E;b )

lub po scaikowaniu

EELN (RS gz—a:"“rf(“) ]

W powyzszych wzorach /uk-up/ = Au =_Ldu oznacza caikowite prze-
mieszczenie ciegna w kierunku poziomym, natomiast indeks O
oznacza wielkosci dotyczgce konfiguracji poczatkowsj,

W przypadku ciegna przestrzennego poprzez analogig otrzy-
RERO dz dz dw| 2 dv dv\2
H=E.‘>«du-'a—Q +1 )+ »1
dx x dx 2 \dx dx dx ' Z \3?
Pod dzialaniem obcigzenia zewnetrznego sita w ciegnis

wstepnie naprezonym zalézy od wielkoéci wstepnego naciagu oraz
od przemieszczerh wywolanych odksztalcalnodécie ciegna,

EA dz° dw 1 dw) 2
S22, 13/ H = H0 + -ﬂ-l-{Au +S;Hs‘~h T dx + —z-l[(a-x-) dx] 5
Ksztalt ciegien o maiych zwisach, poddanych dzialaniu ob-
cigzen pionowych opisuje réwnanie /2.12/. Przyjmujac diugoséc
poczatkowa ciegna S rozpietod¢ 1, mozna obliczy¢ diugosc
w stanie odksztaiconym
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2
vf 2.2 1 [ (%=
1 -) dx~+dz dx = 1 + 5 ) 9% dx,
v v

i jednostkowe odksztalcenie ciegna ma postac:

- ; 2 1-8
535_1_3_%_1_}(35) dna 8
50 Zso ), x SO

W przypadku ciegna rozciggliwego o'skoﬁczonej sztywnosci
na rozcigganie Al = 51'50' oraz zgodnie z prawem Hooke’s

Al= % , stad

H1
S1 - SO = A
. Q
Podstawiajec wyrazenie na S, oraz - , Oz o
Jec wy 5 T o otyzymano
1ls fQ dx - b a E%

Po przeksztatceﬂiach otrzynuju sig réwnanie 3 stopnia, na wy~
znaczenie wielkodci naci@gu H pod dowolnym obci@Zenien pionowym

H3+—EA1;-H2--T M= S, -1, ouide.

Catki typu j Q dx mozna obliczyd¢ mnozgc wykresy silt po-
przecznych analogicznie jak w przypadku belki swobodnie pod=-
partej,

Szczegdiowg analize stanu naprgzenia i odksztalcenia
pojedynhiczych ciegien w przypadkach usytuowania podpér na réz-
nych poziomach i poddanych dziaaniu réznych rodzajéw obciazen
mozna znaleé na przykiad w monografii [ 2.167],

7.2. Optymalizacja ciegien o duzych zwisach

PoniZej rozpatrzono zagadnienis wyznaczenia optymalnego
ksztattu pojedynczego ciggna, ktérego korce zamocowane sz na
rédznych poziomach /rys. 2,3/, Zsgadnienis to zostelo rozwia-
zane przez autora v pracy L_,. 7j & penizej podano najwazniej=-
sze wyniki, Majpierw rozpatrzono ciggno pod dowolnym obciazemiem
ciagtym, s nzstepnie pod obcigzenjen réwnomiernym ‘i zmianiajg-
cym sie liniowr wzdiuz dZugos$ci ciggna.



H
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Rys.2.3. Ciggno pod obcigpzenism rozmieszczonys wzdiuz diugosci
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000 | G100 | Q200 | Q300 | Q400 | 0,500
000 | 0082 | 0,169 | G275 | 0,385 | 0500
n | GO0 | 008 | 0153 | 0,209 | Q246 | 0,258

Rys.2.4,0ptymalny ksztalt ciegne pod cbcigzeniem réwnomisrnym
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Keztalt ciegna poddanego dowolnemu obciaZzeniu ciagleﬁu
g (s), opisuja funkcje Y(s) i Y¥Y(s) zalezne od parametru s mie-
rzonego wzdluz dlugosci ciegna [2.342]

x = lf(s) = z K = fBA = + Dy,

A(s) ds
ZSY(S),i _L.l_._.4.|31.
u1 +|A(s)l
W powyzszych wzorach przyjeto nastepujgce oznaczenia:
Ae) « 2, o(e) = fage) s s ¢
Stats C, Dl, 02, 81 mozna wyznaczyc¢ z warunkéw brzegowych
/rys, 2,3/

x=¢f(Q),=0, Z’q)(o)'oa
x =‘f(sl)= L e zi= !/(Si)- h,

wielkoé¢ naciagu H wyznaczono na podstawie kryterium
minisum ciezaru ciggna przy ograniczeniu maksymalnych napre-
zen do wartosci dozwolenych G Ciezar cieggna mozna napisac
W nastgpujacej postaci
B e Ns, '%'d_ :::Ezv—“ 2 E-'g(_ uk J“A(s)z i
max

Warunsk skstremum funkcji B wzgledem H ma postac

dB S

dH i

a warunki brzegowe pozwalaja wyznaczyC wszystkie stale,
Przy dowolnym obciaZeniu zewnetrznym zagadnienie mozna roz-
wisza¢ tylko numerycznie.

Optymalny ksztait ciegna obcigZonego réwnomiernie wzdiuz
dlugesci wyznaczono w pracy autora 1:2,209]. Dalsze uproszcze-
nie rozwezah moZe polegac na przyjeciu zamocowania koricow
'ciegna na tym esmym poziomie., W tym przypedku wyznaczony
keztzlt ciegne W Dostaci parametrycznej ma postac:

?= % +warsh[(20 -1) sh é’ﬁ )



- 3
?-w[ch % - V1+(2v-1)2 sh? %—E,J

W powyzszych wzorach i ? oznaczajg bezwymiarowe wspdirzedne,
§ = x/1, ? = 2/1, Pozostale parametry oznaczajg

wna{— 95%1 sln—gﬂ—sh(m)

Optymalny zwis ciegna wyznaczony z kryterium mininum cig=-
zaru ¥ = f/1 = 0,258 /rys. 2.4/, Przebieg zmiennosci funkcji
cigzaru ¢ W zaleznoéci od g przedstawiowo na rysunku 2.5,

Fonizej rozpatrzono ciegno ktdrego kofnce sg zamocowane
na réznych poziomach /rys. 2.6/, ObcigZenie zmienia sie linio-
wo i rozmieszczone jest w sposéb ciggly wzdluz diugodci ciegna:
a, = & + bx, gdzie a8 = o bl: ~ zmienia sie w przedziale
0,05 - 1,0: 1 jest rozpietoscis ciegna, W tym przypasdku réwna-

nie réwnowagi /2.11/ przybiera postac:
/2.14) Hd (%f-) +9,ds = 0.

VWprowadzajac wspélrzedne bezwymiarowe = x/1, 7 = z/1 oraz
wyrazajac ds w postaci

dsslm

po przeksztaiceniach otrzymano réwnanie /2.14/ W nastepujace]
postaci: Y
/2.15/ '{(/ L) = A(«<rT)4F

gdzie & = Al: jest bezwymiarowg wielkoscie charakteryzuja-
ca skladawg poziomeg H sily w ciegnie. Calkujac rdwnanie /2,15/
otrzymang
2,16/ {"/’d’? = J’Z?L (e Fa ki f’Cﬂ}

Przyjmujac ukiad wspoirzednych jek na rysunku 2.6 oraz

nyrazajgc funkcje sk [L(wx+ F £+ Lj przez funkcje



- 5g =~

24

at 2 Ptg o a5 %

Rys.2.5.Wykres funkcji ciezaru ciegna w zaleznosci od zwisu

S [ =

Rys,2,6,Schemat ciegns pod obcigzeniem zmienlajgcym sie
liniowo wzdtuz diugosci
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wykladnicze mozna réwnanie /2,16/ po scalkowaniu napisac w

postaci:
e = VE[SEY - B L] D

Przaez q}1 i yfz w tym wzorze oznaczono nastgpujgce funkcje

specjalne

(?*ﬂvg' «Ig
¥ - fngpz‘ﬁff --f;/,ff{f: K [(+)E]- K (1)
4 0
@ VG |
=& epltIe - f exp (1)t = ext BpEl-onT)
0 e

nazywane funkcjami bledu; ich wartosci liczbowe mozna znaleié
w tablicach zamieszczonych w pracach [2.526], [2.527], [2.630].
W celu uproszczenia wzoréw cznaczono

Wystepujgace w réwnaniu /2,17/ stale catkowanis D, C oraz nis
wiadoma @ charakteryzujece wielkoé<¢ rozporu H wyznaczono z
warunkéw brzegowych

/2.18/ 7 =0 przy ¥ =0,
g § iprzy § =1,

Warunek /2_18/ prowadzi do O = O, natomisst dwa pozostaie
warunki tworzg nastepujecy ukiad réwnan:

2s 19/



W powyé&szych réwnaniach oznaczono przez
{78~ - VE,
9’4 =5 K[(n—x}ﬁ] K(«YF) 9
Y = e[(1m)IE] - et (<1)
z
Dodajgc stronami réwnania /2.19/ otrzymano
I epe = (FepF(Ery) ¥

a nastgpnie podstawisjgc /2,20 / do réwnania /2.19/2 otrzymano
nastgpujece réwnanie przestepne:

rey 3-8 - w7, P =0

ktére pozwala wyznaczyé % przy danych %, ¥, AR Podstawiajac
/2,20/ oraz 0 = O do réwnanie /2.17/ po przeksztalceniach wys
znaczono ksztait ciegna w postaci funkcji:

/2.22/ ?:_Zi[(&y)?;‘l{i—wfi‘(f*T)d‘(Z &Uz] ’

zaleznej od paranétru w , ktéry mozne obliczy¢ z réwnania
/2.21/ przy danych parametrach geometrycznych « , § oraz przy.
2zalozonej wielikodci ¥ . W rzeczywisto$ci istnieje duza dowol-
nosc w przyjmowaniu tago ostetniego perametru. W pracy [2.217]
wyznaczono optymalng wislkodé parametru Y charakteryzujascegoe
zwis, przy ktérym ciezar wlasny ciegna o0siaga minimum . Rozwig-
zanie zagadnienia zeprugramowasno na naszyng cyfrowg CGIER,
Program zakodowano w jezyku GIER-ALGOL, Przedziaty zmiennosci

parametréw geometrycznych « § § arzyjeto w nastepujacy sposéb:
4

/2.23/ (€= 0,08 0,4 02 0,4 0,6 0,9 1,0
b3 0,20;{(a=0, 1, 2, 3, 4, %)

!
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Pierwiastki ¥ i « charakteryzujace optymalne zwisy ciggien w
zaleznofci od parametréw o i 4 obliczono i zestawiono w ta-
blicy 2.1. Rzedne optymalnych ksztaltéw ciegien mozna obliczyé
na podstawie wzoru /2.22/ przy danych « i Jri uwzglednieniu opty
malnych parametréow & i ¢ zestawionych w tablicy 2.1, Na ry-
sunku 2,7 przedstawiono wykresy eptqulnych ksztattéw ciegien
w przypadku « = 0,05 1 § zmisniajecego sig wedlug zaleznosci
/2.23/. Na wykresach zaznaczono wislkosci parametréw. § przy
ktérym ciezar ciegna osiags I1H£EUI,

Ze wzgledu na to, ze minimum funkcji ciezaru wystepuje
przy duzych zwisach, ktére nie zawsze sg wskazane z punktu wie
dzenia zastosowan praktycznych, zbadeno przebieg zmiennosci
funkcji ? ., W zaleznoéci od wielkosdci zwisu j oraz od parame-
tréw geometrycznych o i Jﬂ. Na rysunku 2.8 przedstawiono przes
bieg zmiennosdci funkcji ciezaru ¢ przy o= 0,05. Wartosci
liczbowe parametru & przyjeto wedlug zaleznoéci /2,23/. Nato=
miast zmiennoéé paremetru ¥ przyjeto wediug zaleZznosdci:

r2.24/ %, =/1s0011 Y1482,

i=1, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50,

Jednakze ze wzgledu na uwiklang postac parametru w obli-
czeniach numerycznych ustalono przedzial! zmiennogci parametru
w=w(%) w sposéb nastepujacy:

lt)i = 0,1 1,

(£=1,2,3 45,8, 7, 8,9, 10}

a odpowiednieywyznaczono z réwnania /2,.21/.

Funkcja cieZaru przy ustalonym o« przedstawia powierzch=-
ni¢ rozpiets nad plaszczyzna § . Linia przerywana na tej
plaszczyznie zaznaczono zmienno$c paremetru ¥ w zaleznosci
od & ., wediug wzoru /2,24/ przy i = O, Na wykresie zaznaczo=-
no punkty, w ktérych ciezar osigga minimum w 2aleznosci od ¥ i !



- 63 =

TABLICA 2.1

Optymalne parametry ksztaitdw ciegien z kryterium minimum
cigzaru w zaleznosci ododi§

o= 0,05 o= 0,10

3 e 4 ¢ ) @ 1 1

0,00{ 0,344 1,12
-0,20| 0,332} 1,14
-0,31} 0,301¢ 1,19

1 0,00} 0,370 { 1,12 { 2,30
3
A
=0,40| 0,240| 1,31 1
1
1
1

22
08 -0,20| 0,357 | 1,15 | 1,16
02 -0,28} 0,326 | 1,19 | 1,13
09 -0,40] 0,265 | 1,30 | 1,21

-0,60} 0,231} 1,41 30

-0,80| 0,220} 1,53 56

-1,00) 0,209} 1,67 88

-0,60| 0,255 | 1,40 | 1,45
-0,80| 0,243} 1,53 [ 1,75
-1,00| 0,232 | 1.66 | 2,11

= 0,20 «= 0,40
& [ 31 g 1 @ X L4
0,00} 0,422{ 1,122} 1,48 0,00} 0,535 | 1,13 | 1,84
-0,20| 0,407} 1,15} 1,32 -6,191 0,479 | 1,17 | 1,65
~0,24 10,377 1,48 1,30 | ~0,20{ 0,426 | 1,22 |1,66
~0,40} ©,316 | 1,29} 1,46 -0,40 | 0,419 | 1,27 |%,95
-0,60}{ 0,305 1,38 1,75 -0,60} C,405 | 1,36 {2,356
-0,80} 0,292 1,50 2,15 -0,80 1} 0,388 | 1,48 |2,87
-1,00} 0,277 ] 1,64} 2,57 -1,00} 0,370 { 1,88 |3,49
<= 0,60 o= 0,80
| 3
I
I 0,00
] -0,13
% -0,20
! -0 ,40
§ -0,60
j ~0,80
i ',g -1,00
i
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8=-hft; E=5/l; p= 20,,8/7(713

L6

14

112 12

10

Rys.2.8, Wykres funkcji cieZaru ciegns w zelaznodci od

paremstréw Y 1 é
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W przypadkach gdy zastosowanie optymalnych zwisdéw nie
jest mozliwe, mozna przyjmowsé zwisy mniejsze od optymalnych,
zewarte jednak w przedzialach wolnej zmiennodci funkcji ¢
wedtug wykresu na rysunku 2.8 lub zgodnis z danymi zamieszczo-
nyni w taeblicy 2.1, Przyjmowenie zwiséw zbyt maiych w przedzis-
le szybkiej zmiennosci funkcji ¢ powoduje znaczne zwigkszenie
cigzaru ustroju,

' Sposéb korzystania z tablic jest nastepujacy: nalezy
ustali¢ perametry geometryczne « i 5., ktérs wynikaja z prze=
stanek konstrukcyjnych, srchitektonicznych lub innych ; na-
stepnie trzeba znalezé w tablicy 2.1 odpowiadajzce im optymal-
ne parametry #i ¥ , Znajgc & i T mozna obliczyé optymalng
wielkoéc naciggu H = LJblz, W przypadkach pedrednich wyniki
mozna interpolowa¢ wzglednie skorzystac z progremu przygoto-
wanego na maszyne cyfrowa GIER,

Przykied 2,1, Optymalny ksztak ciegien pod dzialaniem
obcigzenia zmieniajacego sie liniowo wzdiuZ diugoéci ciegna
wyznaczono przy nastepujecych wielkoéciach parametréw ciegna:
l1=5mn, & =0,05 d=-0,6, b = 12,5 kG/a°, W teblicy 2.1,
znalezicno wartoéci optymalnych parametréw: &/ = 0,231,
¥ = 1,41 § = 1,30, Wielko$¢ rozporu H = 612 = 12,5~502.o,231a
7253 kG, Maksvmalna wielkosé sity wzdiuznej w ciggnie wysts-
pi na podporze w punkcie Y= O,

Nmax =N 4*@%7Q%ﬁ§=o

Wielkodd %ﬂ mozna obliczy¢ dwome sposcbami, Pisrwezy sposéb

polege na wyznaczeniu C z wzoru /2,20/ i na pedstawieniu do
zaleznosci /2.16/; sted po uwzglednieniu T = O ctrzymano

4y J [ Sve) (L
Yy = Al [ YT expF(Sv5)
Drugi sposéb polega na wyznaczeniu pochodnej funkeji ?danaj
wzorem /2,22/;: stad po uwzglednieniu ? = 0 otrzymano

£ = a— g =
Ay ;-\‘ 7o et .’-1“_‘ . 7 e Zied Ll ,‘;’__“, |
= F ()Y, epu’t) - =5 ¥ p (-2
ag i + ( reeg 4

Po znalezieniu wartosci funkcji 3;1 w tablicech funkcji bzedu
i po podstawieniu odpowiednich wislkoéci do powyZszych wzordw



- 67 =

d
Strzymsno /1%)§:o" -2,01, a nastepnie Nmax = 1628Z kG, Opty-
malny kesztait ciegna rozpatrywanego w wyzej podanym przykle~
dzie przadotawie wykres na rys. 2.7 przy &i= -0,6,

7.3. Optymelizacje ciegien o matych zwisach

Przeprowadzone powyzej rozwazanie wekazuja, Ze ciggna o
najmniejszym cigzarze charakteryzujes si¢ duZzymi zwisami, W przy-
padku ciegna zawieszonsgo w obu koficach na tym samym poziomie
i poddenego dzislaniu obcigzenie réwnomiernie rozloZonego
wzdiuz jego dlugosci, minimum cieZaru wystepuje przy =zwisie
= f/1 = 0,258, Wynikaja z tego dwa wnioski. Wielkos$é zwisu
powinna by¢ przyjmowana jako najwigksza z dopuszczalnych, albo-
wiem w przedzials praktycznie stosowanych zwiséw ekstremum
wystepuje zawsze na brzegu przedziaiu.

W przypadku ciggien o malych zwisach K <0,i, ciezar jest
funkcjgs szybko i monotonicznie malejgce, a jezeli o wyborze
zwisu decyduje inne czynniki, to nalezy zdawa¢ sobia sprawe
ze zbyt duzego ograniczenia jego wielkosci, gdyz powoduje to
znaczne zuzycie materiatu,

Ponitej omdwiono zagadnienie optymalizacji ciegien o ma-~
tych zwisach przy ograniczeniu ich naprezénd i przemieszczen
przedstawione wczesniej szczegdlowo w pracy autora [2.226]-
Jako kryterium optymalizacji przyjeto minimalizacje przekroju
ciggne przy warunkach ograniczajacych

f=Lat, NS WL, oe_e‘ngg’ ”’7!.%7
oraz warunkach pkredlonych réwnaniami stanu naprezenis i od-
ksztalcenia, Jest to zagadnienie programowania matematycznego.

Podstewowe réwnanie wynikajgce z analizy stenu napreze-
nia i odksztagcenia ciggna poddanego dzialaniu obcigzenia
zewngtrznego q(z) maja postad

EA DEA
Byt Sy W gy s

/2.25/ M

; i 2
H = 5 = pel D = | Q%dx,
Zioy ! J
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Uwzgledniajec warunek kszteltowania A = H/F'd otrzymano

DE M,

Hea . H =
: LTS AF) Z10*"
W przypadku ciegna poddanego dziataniu cieZaru wilasnego i przy
zalozeniu, 2e przybiera ono ksztalt paraboli kwadratowej, otrz:

mano sz

;10-%x(i-x). "/lb- = e

Z réwnania /2,25/ wyznaczono

2 2
DE 4f 8f
/2.26/ G)= —21— [—12— xl(l-Xi) o -1] - ;{2 E
i

lub w innej postaci

foi(l-xi)] [16f2 (1-:) 15f2n12

12 301
=
DE
Zagadnienie optymalizacji sformutowad moZna nastgpujeco:
Nelezy wyznaczyc¢ takie fo € Qq, by

/2.27/ "12 + wi[

M

Gd[i—;— x ( 1-x) +w]

przy czym zbiér rozwigzan dopuszczalnych Q okreslony jest

/Z_ZB/A(fo) = min A(f) = min

przez warunki:

< fq , LA G>o0 ,

/2.29/ 2

6 = DE 4f|x N _Bf E<g

mizl 1t ) e
Z interpretacji geometrycznej réwnania /2.28/ wynika,
2e przedstawia ono powierzchnig drugiego stopnia - niecentral-
ny walec hiperboliczny /rys, 2,9/, Poszukiwane optymalne pa=-
rapetry ciegna, czyli rozwigzanie odpowiadajgce minimum fun-
kcji celu, zawsze znajduje sie na granicy obszaru wycietego
z powierzchni funkcji celu plaszczyznemi /2'29/1 5 oraz
’
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Rys.2.9. Wykres funkcji pola przekroju poprzecznego
ciggna w zaleznosci od zwisu, ugiec¢ i naprezen
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cylindryczng ptaszczyzna /2ﬂ29/4 przy czym mozliwe sa naste-
pujgce rozwigzania

Rozwigzanie 2.1, Zalozono f = fg i =G, Jezsli wielkosé
napregzenia G obliczona ze wzoru /2.26/ spatnia wearunek 6ﬁ>0,
to ograniczenie naprezefi nie wystepuje i optymalnymi parametra-
mi minimalizujecymi funkcje celu sa: fy, w,, Eh /rys, 2.10a/.

Rozwigzanie 2,2, Zalozono f = fd i 6= éﬁ. Jezeli wielkosc
ugi@cia w obliczons zes wzoru /2,27/ spelnia warunek iwil & Wy
to minigum funkcji celu wystepuje w punkcie przecigcis plasz=-
czyzn ograniczajgcych Gd i fd' Optymalnymi parsmetrami w tym
przypadku sz f,, w, Ed /rys, 2,10b/, W szczegdlnym przypadku
optymalnyni parametrami moge by¢ f,, wy, Gd,

Rozwigzanie 2,3, Zalozono, ze minimum funkecji celu wyste-
puje przy w, = wg. Poszukiwano wielkosci f, przy ktérej funk-
cja celu osiaga minimum, Stad otrzymano réwnanie na okredélenie

fmax pray wi =t
r < 2 3Dx 2(1—xJ2 1%w
2 szi (1-)(1) -1+ f i (e P % o
3
Mizl3 Mizl ' 2*1(1"xd
3D1w
+—2 = a.
16M,
Przy wielkoéciach fmax i w;=w, z wyrazenia /2.26/ okreslono

wielkoé¢ naprezenia 6 .
Moga wystepowac tu nastepujace dwa przypadku szczegdlne:

afit &yl o= G<:Gh; w tym przypadku optymalnymi

parametrami ciegna sa: f;ax’ W & /rys. 2.10¢c/,

5/ fpax € fd' faax = Faine «5‘G;3tu optymalnymi persme-

axt Mg Gd /rys, 2,10d/,

Widac stad, %2e w rozpatrywanyam przedziale zmiennodci f
zachodzi zawsze: fopt = fnax)potwierdza to poprzednie wnioski
oraz twierdzenie, Ze optymalne wielkosdci parametréw 61w leza

zawsze na brzegu dopuszczalnego przedzialu ich zmiennodci,

trami cieggna sg fIl
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8. Optymalizacja ustrojéw dwupasowych watepnie napreZonych

8,1, Podstawowe zaleznodci analizy stanu naprezenia
i odksztaicenia

W ustrojach dwupasowych w zaleznodci od wzejemnego poZo-
2enia ciegna nodnego i naprezajacego mozna odré2nic trzy sche-
maty /patrz rys. 1.,2/. W schematach /a, b/ ciegno noséne jest
umieszczeone wyzej, od naprezajgcego. W tym przypadku lgczniki
sa rozciagane i moga by¢ wykonane z lin lub pretéw okragiych,
Jednakze takie rozmieszczenie ciegien zwigksza wysokoéé kon-
strukcying ustroju, a takZze wymaga oddzielnych konstrukcji
podporowych do kotwienie ciggien noénych i naprezajacych, W
przypadku rozmieszczenia ciegien wediug schematu £/, w ktérym
czeéc racznikéw jest dciskena, a czedc rozciasgana, zamniejsza
sie wysoko$¢ konstrukcyjna ustroju, jednakze podobnie jek w
schemacie /a/ konstYukcja podpér jest bardziej skomplikowsna,
Zaleta tego sposobu rozmieszczenia cigglen jest mozliwosc do-
puszczenia wiekszych zwiséw ciggien nosnych i naprezajecych,
prowadzi to do zmniejszenias objetodci materiau w ciegnach,
Rozmieszczenie ciegien wediug schematéw /fd,a/ pozwala wyelimi-
nowac wady dwéch poprzednich ukladdéw, gdyz wykonuje sie tu tyl-
ko jedna konstrukcje podporowa do kotwienia ciegisn nosnych i
naprezajacych, Jednzkze laczniki sg tu Sciskane s zatem iloséc
materiaiu w nich zawartego jest wigksza niZz przy poprzednich
rozwiazaniach konstrukcyjnych, Wybér schematu rozmieszczenia
ciegien zalezy w znacznej anisrze od przeznaczenis konstrukcji,

Z punktu widzenia kinematyki ustroje dwupasowe sa geome-
trycznie zmiennymi i mogg w nich wystqpowaé duze przemieszcze-
nia, W celu zmniejszenia tych przemieszczen stosuje siewstgpne
naprezenie konstrukcji, Wstepne naprezenie powinno byé tya
wicksze im wiekszy jest udzial obciazen uzytkowych w stosunku
do cigzaru wtasnego, Wiadciwy wybdér wielkodci wstepneago napre-
zenia ustrojéw dwupasowych nalezy ustalié biorsc pod uwsge ogra
niczenie przemiaszézeﬁ wywotanych cbciszeniem rownomiernya i
niaréwnomiernym, & takze majac na wzgledzie warunsk zachowenia
sil rozciggajacvch w ciegnach napre2ajacych, przy maksymalnya
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obcigzeniu uzytkowym, Wiadciwy sposéb okredlenia wielkosci wstep-~
nego napre*enia podeny bedzie nizej,

Przy rozpatrywaniu ustrojéw dwupasowych przyjeto, 2e za-
lozania ogélne podane w rozdziale 6.4 sa spelnione, Ponadto
przyjeto,Ze spelnione sgréwniez dalsze zaloZenia, mianowicie:

8/ clegna nodne i naprezajgce majp male zwisy,

b/ obcigzenia dzialaja pionowo i rozmieszczone sg w sposdéb
ciagly wzdiuz rozpigtosci ustroju,

¢/ %aczniki miedzy ciegnami nosnymi i naprezajacymi /rozpdrki
lub wieezaki/ sa nisodksztalcalne, tzn, przemieszczenia pionows
gérnege i dolnego ciegna sg sobie réwne,

d/ taczniki sg rozmieszczone dostatecznie gesto, co pozwala
zalotyc, 2e sg rozmieszczone W sposéb ciggly, a zatem mozna
przyjac rézniczkowe postac réwnan opisujacych stan naprezenia
i odkaztaicenia, 5

s/ teczniki przed i po odksztalceniu ustroju pozostaja
pionowe.

Analize stanu naprgzenis i odksztaicenia ustrojdw dwupa=
sowych przeprowadzono przy zalozeniu, ze model oérodka jest
ciagiy oraz opierajgc sig na teorii technicznej, ktdérg stosu-
je sie do ciggien o malych zwisach; pozwala to réwniez przyjaé,
Ze obcigzenia normalne do ciegien sa normalnymi do cigciwy cie-
gien taczdcej punkty zamocowania ciggien. Pomimo tak mocnych
zaleZe przepreowadzone badania sksperymentalne potwierdzajs sto-
sowanie te] teorii w praktyce [2,404,[2,541] ,

Rozpatrujac zatem warunki rdwnowagi elementu wycietego z
dwupasowego ustroju ciggnowego wstgpnie naprezonego (rys. 2,11}
w stanie odksztalconym otrzymano [ 2,221]

Hyg + Hyy = Hyy = Hyy = 0,
2»-:
/2.30/ 4 20 , 2
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afx)

En"n H2,+dH2,
0 e

——
2 Hyr+ dHyy
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Rys.2.11, Element rézniczkowy ustroju dwupasowego
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Rys,2,12, Wykres objetoéci zastepczej materialu w zalez-
no$cl od zwisu ciggien i wielkodci wstepnago
naprezanis
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W koo figuracji poczatkowsej, przy ktérej obclazenie
q (x) = U, otrzymano

/2.31/ ; H 47z, a2z

Réwnanie /2,30/ opisuje stan réwnowagi w konfiguracji
odkeztatconaj, W celu odniesienia go do konfiguracji poczatko=-
wej nalezy napisacd
/2.32/ z

= Z + W

il io 1

bowiem wobec zalozenia nieodksztalcalnodéci 2gcznikdw

11 ™ 21 e

Podstawiajac /2,.32/ do /2.30/ otrzymano réwnanie réwnowagi od-
niesione do konfiguracji poczatkowej

2 2 £ e 2
d=z d"w adsz d“w .
/2.33/ H 10 1 20 1 -
11 + + H ——t ——+ q(x)= 0,
dxzr dxz 21 dx dx

Poniewaz Zg® Z4 T Zpg ™ Zyy < 221,r6wnan;a réwnowagi napisac
mo2na réwniez w nastegpujecej postaci:

- w konfiguracji poczatkowej:

( dzz 2
H + H 10 d“z
10 20) - H 0"
dx! 20 —Z-—dx = 0,
- w konfiguracji aktualnej
2
d-z 2
H + H 11 d“z
11 21 e H 0 [
dx 21 -?-—— + q ( x) = 0,

- w konfiguracji aktualnej, odniesione do konfiguracji
poczatkowej:

2 2 h 2
(Hyg + Ha1) il U Ol | ) s AR W
= — - S .

Réwnunia odksztalcalnodéci wypisano analogicznie jak w przy-
padku ustrojéw jednopasowych, Na podstawie /2,13/ otrzymano



EA dz,
1 10 dw 1 (fagw)2, .
(H11 - HIO) - -7 [AU + y T rdx dx + 2‘((3;) dx o
2

/2.34/ EA, j 92,5, o 1 ( [dw) 2
(M21 = *20) - T[A“* 2 Gx + 3 (3 %ex -0
v i

Uktad réwnan /2,33/ i /2;34/ mozna sprowadzic¢ do ukladu
réwnan algebraicznych széstego stopnis. W tym celu nalezy zcal-
kowaé réwnanie /2,33/ i obliczyé catki w réwnaniach /2.34/,

W literaturze znanych jest kilka metod rozwigzanis tego ukiadu
réwnat . Mozna tu np. wymienié¢ metode Dmitriewa [2.92] . przed-
stawiong takZe w opracowaniu [2.221] . Poréwnanie wynikdéw otrzy=-
mywanych na podstawie réznych metod mozne znaleZ¢ w pracy
[2.469].

8,2, Warunki 1 kryterium optymalizacji

Przedstawiona powyzej analiza stanu napregzenia i odksztaile
cenia ustrojdéw dwupasbwych jest punktem wyjscis do optymali-
zacji tych konstrukcji., Zagadnienie optymalizacji ustrojéw
dwupasowych wstepnie naprezonych zostalo sformulowane i rozwig-
Zane po raz pierwszy w pracy autora [2.215] a nastepnie rozwi~-
nigte w pracy [2.221]. Ponizej przedstawiono najwazniejsze wy=-
niki rozwigzarn zilustrowane przykiadem liczbowym,

Celem optymalizacji w ustrojach dwupesowych jest wyzna-
czenie ksztaltu ciggien nofnych i naprezajacych oraz pél prze-
krojéw poprzecznych ciggien i wstepnego naprezenia, tak aby
ustréj osiggal minimum ciezaru przy speinieniu wyspecyfikowa-
nych warunkéw ksztaltowania i warunkéw wytrzymalodciowych,

W pracy [2.215] ., Przyjmujec jako kryterium optymalizacji
minimum objetoéci zastepczej materiaiu cig¢gien nodnych, napre-
zajacych 1 tgcznikéw

Ve kyVy ® kaVp ¢ kaVy
wykazsno, e powyzszy funkcjonal V osiaga minimum w przypadku

gdy ciggna noéne i naprezsjace maja ksztalt krzywych sznuro-
wych od obcigzert zewnetrznych, a wielkoéc wstepnego napyrezenis
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ustroju jest dobrana w teki sposéb, aby ono znikalo przy maksy-
malnym obciazeniu, W powyZzszym wzorze Vi, Vz, V3, oznaczaje
- objetodci ciegien nodnych, naprezajacych i lacznikéw, natomiast
Ky kz, kg s@ wspdiczymnikami liczbowymi zsleZnymi od wiasnod-
ci wytrzymatoéciowych albo od cen jednostkowych poszczegélnych
materiazéw, A wigc, w wyniku rozwiazania wyzej opisanego zagad~
nienia optymalizacji otrzymano:

- przy rozwazeniu dwéch komfiguracji

Zyq (=) = —ELEL oraz H,, = 0 1lub z,, =0

11
= przy rozwazaniu trzech konfiguracji
M, (x) M,(x)
- 2

239 (%) = v Zpp(X) =S, Hy = Hyp =0,
Hi1 Ha2
Rysunek 2,12 przedstawia wykres objetosci zastepczej materialu
ustroju dwupasowego w zalezno$ci od zwisu ciegien ¥ oraz wste-
pnego naprezenia Pg- tatwo odczytac z wykresu,. Ze optymalna wy-
sokoé¢ ustroju h = 0,42 1 znajduje sie poza przadzialen stoso-
wanych w praktyce, Mozna réwniez zauwazyc, 2e objgtosé materie-
tu jest funkcjs monotonicznie rosnaca ze wzgledu na zmienna Py
charakteryzujaca wstepne naprezenie ustroju, natomiast w prze=-
dziale stosowanych zwiséw jest funkcjs monotonicznie malejaca.

Z uwagi na powyzszy wniosek w dalszych rozwazaniach roz=-
patrzono ustroje o ustalonsj wysokosci, natomiast wielkoéc
wstepnego naprezenia wyznaczono z warunku znikania sil wstep-
nege naprezenia pod dzialaniem paksymalnych cbciazed lub z
warunku agraniczenia wielkcéci przemieszczen ustroju,

W przypedku ustalons] wysokodci ustroju mozna pominac
wplyw objetodéci }acznikéw na zmiane objetos$ci ustroju, gdyz
w tym przypadku objetoéd iacznikéw bedzie wielkodcia stala,
A zatem kryterium optymalizacji sprowadzono do minimalizacji
objetodci ciggien nodnych 1 naprezajacych, Celem optymaliza-
cji jest tu wyznaczénie takiego ksztaltu ciegien nosnych 1
naprezajacych /o przeda wezystkim stosunku ich zwisdw/, ich
przekroi poprzecznych, .. takze takiego wstopnegc naprezenia,
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aby objeto$c ustroju osiggaie minimum przy speinieniu warunkow
wytrzymatodciowych, konstrukcyjnych i eksploatacyjnych.

Warunki wytrzymalosciowe w tym przypadku maja postac

oz
max H = A_ max H = A2 Géd .

1j 181t 24

Warunek konstrukcyjny przyjeto w postaci ograniczonaj
wysoko$ci ustroju; h & 0,2 1, Warunki eksploatacyjne przyje=
to w postaci ograniczenis przemieszczen pionowych

w (x] & wy x lub max w $ ®op:

W celu zapewnienia kinematycznej niezmiennoéci dwupaso~-
wych ustrojéw ciegnowych musza byc speinione ponadto pewne

dodatkowe warunki, mianowicie

Hio > 0 oraz HiJ >0 7151 = 1,2/
Oznacza to, ze sily w ciegnach nosnych i naprezajacych Hio
w konfiguracji poczgtkowej oraz w ka2dej z konfiguracji aktual=-
nych /Hij/ muszg by¢ rpzciagajace.

W dalszych rozwazaniach rozpatrzono optymalizacjg ustro=-
joéw dwupasowych przy uwzglednieniu dwéch 1 trzech stanéw obcig-
2enia zdefiniowanych uprzednio w paragrafie 6.3,

8.3, Optymalizacja w dwéch stanach obcigZenia

W przypadku rozpatrywania dwéch konfiguracji za zmienne
decyzyjne mozna przyjac
zy = z5(x) lub 240 = 240 | x) lub z,, w z,,(x)
Réwnania opisujace stan naprezenia i odksztalcenia maja po-
stac nastepujece:

2.
d 245 dzzo
(Hlo + HEO) = —— Hyg =0,
dx dx L
2 2
/2.35/ d Ziq - d £

REE e S e AR



/2,36/ S e dz,.\ 2
Wyl 20} o 21
2{Hyg = Hz:.) e f[(dx ) ('—a—x) dx
. 2
gdzie 501- —-5-4-. /i =1,2/ .
By

Postulujac peine wykorzystanie przekroju przyjeto

Ay = Hyy/ © 4y Ay = "20/sz-
Catkujec réwnania réwnowagi /2.35/ otrzymano:
(Hyo + "‘zo) Z30 = Hao%p = C4* * Gy
42,37/
(Hn . Hn) Zyg = HpgZo = M (x) = Cpx + C,
Stale Cl, Cz, 03. 04 wyznaczono z warunkéw brzegowych:
x = 0: z,,(0) = 211(0) =2,(0) = h,

x = i 255(1) = 299(1) = 25 (1) = 0

sted otrzymano:

c1 - 03 = 0, Cz ® “10"- C:4 a Hu'h.
Réwnania /2,37/ mozna przeksztalci¢ do postaci:
H + H
10 * H2o 0
z. = z - “L h,
/2.38/ 9 M20 10 20
2,8 Hyo s M(x)= Hh
LT T Hy1tHay
Oznaczajac:
zmi =9 h, Z,y "\IL X “'O> h, wy= i[f_l:c_.r_s_l)ﬂ
{x=0,51 1x-0,51 )
]

z warunku:
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otrzymsano:
{ - w h=
( t °> 10“"20

Warunek /2,39/ opisuje ustréj dwupasowy wstgpnie nepreZo=-
ny, ktérego ciegno nosne jest zlaczone z naprezajgcym w érodku
rozpietosci /rys, 2.13/, Przyjmujac jako kryterium ksztaito-
wanis minimum objetodci ciegien nosdnych i naprezajecych

P2y / = mtn | 3a, [1 + 0.5 (i:iu)z} %[1 +0 5(_.{1)2] dx

przy warunkach ubocznych /2,36/ mozne wyznaczyC¢ optymalne
ksztalty ciegien nodnych i naprezajacych w konfiguracji poczat-

M(x)+ Hilh

] th =

Hyg + Hyy

kowe j
[ M(x
Zyg o [1 S "Z)_é%‘)'l '
m
ZQ = n l 4 ..E.Lﬁ_]
/2.40/ L 0

o s Mix)
Pag g g s B T
Korzystajac z zaleZnosci /2.40/ opisujacych optymalny ksztait
konfiguracji poczatkowej pod dziataniem dowolnego obciazenia
oraz oznaczajac

iW

3 j 3 A "
Wi X = Z X} = Z_ (X W =
/ 104"/ 2 L G/ ‘
2 ; O x=0,51
ukiad réwnan /2,35/ i /2,36/ pozne sprowedzié po prostych prze-

ksztaiceniach do ukladu réwnan algebraicznych:

10l =)= Hon¥,

(Hm ‘;421) 1 _y+w)=H21+HO :
d - =)
y2.417 (Hyy = Hig) Koq = 0.5 Hyg wg L*O +2(1 -y

i =)
(Mag = Hoa) Koz = 05 Hag Wo (27 w5).
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gdzie

e ): A = | 0%rx)d o
T e — =1 = e
Koy = )k 0 01 gg*w J (X -
01 0 o]

W powyzszych wzorach M(x) i Q(x) oznaczajs moment zgi-
nejacy i silz poprzeczna obliczone jak w belce wolno podpartej
iazenia w pierwszej konfiguracji aktualnej. natomiast
M_-wartosé tego momentu w poiowie rezpigtosci belki,

Ciggna nosne i napregsejgsce ns ogdél wykonywane sa z tego

samego materisiu, wiec h& = aé oraz K01 = KOE‘ Oznaczajac dalej

v i 1 .
Kyy=Kpo oy oraz wprowadzajgo oznaczenia.?& = HlO/H

fp = H21/HZD' réwnanias /2.41/ mozna napisac w nastepujacej

=K

postaci:
Hiq ‘fi(’* "?)" D Hoge
Hyg (2 =7 ) - Y2 Hao(lf= o) = Ho:
%2*2(1'7 -2(1-%_ =0,

2 : )
Wo© = 2pwg # 2(1 -lf’z)KO =0,
przy czym, jek widac¢, parametry ?1 1‘f2 okreslone sg w prze=-
dziatach: O<l{71< 1 OSlfz < 1. Rozwigzujac /2.42/, z uwagi

na w. otrzymujemy w zaleznosci od wyrédznika réwnania kwadra-

0
towego:

Rozwiazanie 2,4,

e 4[112 5 2(1-—(/’2)K0]=0. o= ¥
1

2
W’ 25 Gl Sr Al )
< 2KO ZKO
: 1 s
’!1 -_-1-.?'( (2Wo "0)
D

2
Hu

1—
Hag O" YiHgi Hig = YyHgi Hyg=¥Hy,.

Rozwigzanie to przy ustalonej wartoéci Wy jest jednozna-

czne i speinia jeden z warunkéw optymalneéci rozwigzania;



s

z?lno, % oparciu o przedzialy zmiennosci Vi otrzymano ograni-
czenie od géry przedzialu zmiennosci W, przy ktérym istnieje

rozwigzsnie speiniajace warunek: H,. >0, Ze wzgledéw konstruk-

ij
cyjnych nis wydaje sie celowse przyjmowanie tu L maniejszego

od okreslonego zaleznodcig:

" = o,3v7§;

Jako dopuszczalny przedzial zmiennosci w rozwigzaniu
/2,43/ mozna wigc przyjac

/2,447 0,3YKJ<m <1 -Vi-2k ], stad, 0 < K; <0,5.

Rozwigzanie 2,5,

A>0; P>wg

Przyjmujac drugi z warunkéw okredlajacych rozwiazanie
optymalne: H21 = 0, otrzymano:

Vl'i;—("o*o'-”"oz)’ lf1=2(1- -:—2—)

0
H, w
/20‘5/ H = 0 0 H H = ({ H
11 2 10 F L b B
n0+0,5w0 -K0
2
X Hm(wo-o.swo -KO); ; -lf Tl
20 KO“'O 21 2

Rozwigzanie jest jednoznecznym przy ustalonej wielkosgci we
z przedziatu:

i -v 1-.2K0 < HO<ZK0

Rozwigzanie 2.6,

A >0; My, ¥ O.

Rozwiazanie to nalezy przyjmowac wtedy, gdy wo<.0,3v K6

lub przy ustalonaj‘wialkoéci i . Podobnie jsk w rozwigzaniu 2

’Z>"00
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g 2t n ’Zé—o'[z (2=0)mg + "02.]'

sz = A= _1.(2I]w0 - woz) ]

o

Je. 47 n. = Bl -
- VA% Y = ?2' (2- 7)""15?2('2'"0) 773“0

Hyg = YqHy1s  Hag = %" Hig  Haq =¥aMae-

Rozwiazenie jest jednoznaczne przy ustalonej wielkosci 7 .
przy czym, przedziai zmiennosci L) ograniczony jest od géry
mniejsza z dwu wielkosci:

2K ZKD

)

(1,-7) 1+Tz-1} b bl - \[1 - —?-2— _
6] ileVni jest ustalone, a rozwigzanie to jest przyjmowane
gdyz w0< (8), %5 W, to wyznaczenie optymalnej wielkos$ci parame-
tru bz wymaga rozwigzania dodatkowego zadania ekstremalnego,
Na rysunku 2,14 przedstawiono obszary, w ktérych istniejea
poszczegélne rozwiezania,

Rozwigzanie 2.7.

Rozwigzanie przy ustalonej wielkosci sily H:.l—' Zakla~-.
dajac maksymalng wielkos¢ sity w ciegnie naprezajacym przy
obciazeniu maksymalnym, mozna uzyskac jednoznaczne rozwiazanie
przy ustalonej wielkosSci parametru IZ:OZ"', Rozwigzanie to bedzie

optymalne z uwagi na wielko$¢ przemieszczen,

Rozpat rywaniavzjako zmiennej decyzyjnej nie jest tu ce-
lowe, bowiem funkcja w, = "O(?]" przedziale ('Zd,i )nia ma ek~
stremum i zachodzi: inf wo(?)‘: wo(rzd). /rys. 2,15/,

Przy ustalonych: H = Hi*i> HO 5 ?n\z*pozostelo wielkosci

11 j
wyznaczyC¢ mozna z zaleznosci uzyskanych z ukladu réwnah /2,42/:

T e A
W =\] (1-7)2 s Ko (2eKg) = (1 - 7*+ Ko) »

/

1 Sy A ® oy » *
H,‘LO = e !!'HO “1 + i( - NG) - H11 (1 + "O -7 )] ?
{ 2 M
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1-n" Ve * 1
Fro., = e H : H = H 1 - (9] 2 - W -
2 p* 10 21 20{ — L=l o”
O -
8.4, Optymalizacja w trzech stanach obcigzenia

Réwnania réwnowagi i odksztalcalnedsci episujgce stan ukka-
du w trzech konfiguracjach mozna napisaé snmlegicznie jak pray
dwéeh kenfiguracjach:

£ 2
| dz d“z
i ——i (”10 ¢ ) - ——g Mz = 0,
{ dx j dx :
} d2211 d%z,
/2.48/ et ( Hyg + H21) Gir Hyy = 94(x) = 0,
d°z a2

\'—d;‘z— (le % sz) : ety # Oo00) =0,

]
p: b

12

/2.49/ j ; (H
“dx |

2
i ) 2 3 dzzz) = dz20 acil
20) Fp, dx dx
)
W powyzszvch réwnaniach uwzgledniono warunek pelnego wyko=~
rzystania naprezan

dz 2 dz =
/2(”11'”10)[“1’ ( . ( m }dx'
| M1 dx / "
2
\e (1 - g 22t ([l (] o,
\ g Hoo ) dx | dx_

2
(dz12 = (dzm dx ,
dx

2 (Hy

. =4 ’
By 8 B0 4o Ay = Hapt G oy

Przyjmujac jakoc zmienna decyzvjna Z1g ¥ Zyg (x) 1 przedstawia-
jac minimalizowany funkcjonpwal w postaci:

L 5
2
H dz H dz
MRS { : ( 10 22 22 dx=
[210("’] J %,__.,an,s Hgs 1+ 0,5

x
1d dx ) H
o I|F(Z
A

10, dx,
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na drodze analogicznej jek w przypadku dwéch konfiguracji
wyznaczono optymalny ksztalt konfiguraecji poczatkowaj:

iy [1 y Hyo M, (%) y ol.( MM, (%) ) Mﬁ ( xﬂ

Hi0*H20 Mo1 Moy~ h

gdzie: Hi(x) - moment obliczony jak w belce wolnopodpartej od
obcigzenia pierwszej konfiguracji aktualnej,

Myq - wartos$¢ tego momentu w 1/2 rozpigtosci,

Mzcx),Moz- jak wyzej lecz dotyczy drugiej konfiguracji
aktualnej,

W przypadku obcig2enia réwnomiernego Qq = = 92

= const
/M oznacza wspbélczynnik liczbowy/ optymalny ksztalt konfigu=-
racji poczatkowej ma postad:

=0 (a - )]

z -1»:[1-4

10 1
4 2
/2.50/ z =h[1- xl -~ x J
o il )
47 h 2
£300 =501 =i %e _122_("1"‘)
Wykorzystujec zaleznosci /2,44/ 1 oznaczajac
| - 1
W (%) w zyp(x) = 254 (), “o1* R wl‘x=0 51
s 2
Wy [(x) = z245(X) - 240 (%}, o2 * R "2|x=o,51 A

uktad réwnan /2,48/ i /2,49/ mozna sprowadzi¢ do ukladu réw-
nan algebraicznych:

(2 =)Mo = Hyoo S
{94/ 32

(1 Ak "01)(”11 * sz,) S Hpy S Hps EHp et W
' a5 12

(1 9= o ) (M2 * Hap) = Hpp = Hopi Hyp = e



.',59-

2
- H w
Hyq = M0 3%,

T =2wm, (1 "Z)’_ "oy” s

( -m):stdl2 2
posyy TERZUTZ 2wy -y

2
szeh

(Hyp = Hyp)3 @,1?

2
Hiieh

5 a'm(l_'?)"oaz-

H,, = 30 1= ,
(22 “zo)z 2 L 2pug e wk

Hyp 8h

Analogicznie jek w przypadku dwéch konfiguracji nalezy
sprawdzié¢ przedzialy zmiennosci oy ™ ktérych istnieja rozwia-
zania przy poszczegélnych warunkach okreélajacych rozwiazanie
optymalne,

Rozwieszanie przy A ~ 1

Jezeli obeiazenia pierwszej i drugiej konfiguracji co do
bezwzglednej martosdci niewiele sie réznia (0,9 M€ 1.,4) ,
to rozwigzasnie optymalne otrzymuje sig przy ® = 0,5, Réwnania
/2.51/ przybierajs nastgpujgca postaé: :

Hyg = Hagi  Hyg (0.5mg, ) = Hyy (0,5-w5, ) & Hyy,
“22(0'5“'02) - "12‘(0'5"'02) + Hope

2
Hyg = Hli[i g 7, '('01*“01 )1 .

o Lo

i ] 2
f208/ Hog s Hop ['1 PaE ( 02*"02 )] ;
] i = 2
M21 - -sz[i - -—K;- (u01+n02-m01 ~Wao ) ’
ht
1 2 .
H = H 1 o wme o) 2 R
12 11 Lz K (w01+-02+n01 "oo )] )
gdzie K,k = 1.0 s
1 2

8h
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Przyjmujec = 1 otrzymeno:
2
o1, 5 oe < He = Iﬂ‘ill-."a : o1 = Wg2 = Wor
- [ / )]

Hyg = Holddye Hio =ooHoMlye  Hyp = etqHo/e,
X 2 w2 4 R et e L
-.c.qu,S*--—-a—Ki r 2-1-—?;{&-01— O)) 3 -Ki

Hyp = Hegqs Fo0 = Hipr Hyq = Hyoe

Rozwiszanie jest jednoznaczne przy

Wy < 0,5 K gdy Ko =5 1

1 =t

w, < 0,5 VK gy K, £5AC,

W przypadku Wy = 055 K1 otrzymano: . = 0, Hip = H21 = 0

L ” " (
«, = 0,5~ 0,25 K,, oy = 0,5 (14K, )>K, < 1,
Hy 1--o,sr:1
/2547 H. g = Hy, = ' Hyg = Hpg & =———2 jy |
4t e 0,5(14K, ) . L T -

W przypadku JH = 0,5 otrzynuje sig Qfs = 0; jesli %, = 10 to

K, = 1, oy = 0,25, H = H

1 2 25, Hyp oty

21

/2.55/ Hyqg = Hyp = Hy, Hep = Hog =10,25 Ho.

Jezeli.réznice w wielkos$ci bezwzglednych obcigZen se wieksze
to ksztaltowanie winno obejmowac réwniez wyznaczenie optymal-
nej wielkosci parametru 7 5

Rozwigzanie przy M ¥ 1.

W przypadku przyjecia warunku optymalnoéci w postaci

Zyq ® D3 Z45 = h, otrzymuje sie:

Wag = Vi Wop = i=pi Hyq = Hygi Hap = Hgoo
1 2
Hio * 01|_1"|Z"1 i )J

Hago = Hoo [1-7"1—(1 - '22)].
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Hi2 = Hoq [1 T 1/"1] i Hog ® Moo [1 = 1/'(1] '
przy K1 c O

Rozwigzanie zagadnienia ksztaltowania sprowadza sig¢ do
wyzneczenia 7 z nastgpujacego réwnenia:

3 i 2
/2517 (1ep)- 392 + ?[K1(1+/_) +2-u] -k =0,
otrzymensgo z réwnania réwnowagi w konfiguracji poczatkowej,
Rozwigzanie jest jednoznaczne i istnieje przy Kl.a 1.
Przy K1 = 1 otrzyauje aie H12 - H21 = 0 oraz

Hio = Hos (1'27 i '22)

Hoo = Ho2 'Zz'
Przy Q = 0,5 réwnenie /2,53/ speinione jest toZsamos$ciowo.
W przypadku Ky £ 1 jeko warunek optymalnoéci rozwiaze-
nia mozna przyjac Hyp = H21 = O, Rozwigzujac uklad réwnan
/2.51/ otrzymano:

Heg ™ "01/(1"7"'01) : “22‘“02/(? o)
(2-p)Hyo = Y Hage

H
o1 1 2
o . 1 - 2w _ [ 1= 1) +w
10 ° Ty ewgy K, L 2w, ( p) +noq .-]_; .
/2.58/ Hoz 1 2
Y20 ® g {1 =% [2‘7,‘"02“‘02 1},
Ho2 1 2 2
Hoy = N w R [Z'Z"oz*"oz ‘2'2"01""01]
: 02
H 1 2
H12 - 01 i - —R-; [2“01( 1- 7) +l‘01 +
A=Y =Wy :

+ 2w02(1-7)-n0221§ .

Z warunku H12 = H21 = 0 otrzymuje sieg:

2 7(“01 < "'02) = "012 + Wpo = Ky = 0,
e 2 2
2 (1--»2)(-1014.“02) swo, S =gt =Ky =0,



- 92 -

W efekcie woq 1wy moina przedstawié¢ jako funkcje 2 :
/2.59/ Woy = 1 = 0.5 ( 1 - "1) i Wggp = 0,5 (1 + K’).-‘Z.
Po podstawieniu /2,59/ do réwnah /2.53/1 2,4,5, otrzymano

Hyq = Hpe/0:5 (1*K1)’ Hyz = Hgp/0.5 (1*K1) F

2,60 H
/2. 4 o Ml [1,..0.5|<1- %(2?-0‘75_ '22)]'
10 1+K1 1

H
02 \: 2 ( 2)]
ey e 0B K = (0,26 - .
20wk, o d oy (

Podstawiajac dwie ostatnie zaleznosci do /2.58/3 otrzymano
réwnanie na wyznaczenie ? e

V = (1+/u) = 3&22 + tz[o.s K1(1+/u)- 0,25 K12(1+/u) .
/2.61/ + 2,75 = 0,254] - (0,75 + 0,5 K, - 0,25 Kzz) o)

Przy /4 = 1 i K = 0,5 réwnanie /2,61/ speinione jest toz-
samo$ciowo, a wzpry /2,60/ upraszczaje sige do zaleznosci
/2.56/, Rozwigzanie istnieje przy K1 < 1,

W poprzednich dwéch przypadkach wszystkie wielkodci, a
wiec 1 Wog ustalone sa jednoznacznie, Rowziazanie przy
ustalonej wielkoéci przemieszczenia mozna otrzymaé przyjmujac
zaleznosc

= W + W

¥omax 01 02

W tym przypadku réwnanie /2,51/ mozna napisaé¢ w nastepujacej
postaci:

(t - 1)Hyo = M,
My (2 -9 + mgy) = ”21(7 - Wy = Moy

/2.62
412(1"?"“’01'“’0) - Hyp (g w
LR 2
H- = HJ ] i- T1 {z Woe (1- ?)4 ¥oq ]



1 2 2
Hag ® Moo { R [2'2“0." 20%1™g: % 'mo“oJ}'
i 2 ;
H12 = "11 { 1 - R-i- [Zwo (1- 'l)’ 2w0w01 - Wy ]} o
352811/0 <0, to aby otrzymaé¢ rozwiazanie optymalne przy

ustalonej wielkosci ") max’ nalezy przyjeé¢ z s O, natomiast

gdy 4> 0, nalezy przyjmowacd 2y, = h,

21

Przyjmujec z,, = O otrzymano wy, = ¥ , H,; = H

21 11 01’
= ; —1-(2 - 2)
Ho0 = Hox [1 o S el -_\
2
_i_(zw - W )l -
H12 = H01[1 - K1 0 (0]

H
1-w 1 2 02
szﬂ 0[1-1;'(2“0-W0)] H01+ wo '
W

0
/2.83/ 1 - 1 2
Hzo“'_.leoz[l‘T(z "Z)’
T iew H 2
0 1 2 o2 w
= 1 e =——— (20 =-w H., + i-_0 .
o | [+ (2o - oo 522 oo

natomiast "2 wyznaczono z réwnania:
H
3 04 2 3) 2
pz [HOl + HOZ = = (2w0 + 3"0 - Wy ]- 3? wOH01 +

1
2 H 3
*'Z[("m'“o )(Hoz*Hoz) * (Zwo - 3wt s

1
+ W 5 - w K _H = 0
3 Q 0’101 >
Rozwigzanile speiniajace warunek Hij},O istnieje przy
e
/2.64/ wy & 1= | 1K

Obszar rozwiazan depuszczalnych przedstawione na rysunku 2,186,

bezpoédrad-

pascowych,

nowic jedynie
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podstawy rdc nrzestrzennej analizy ustrojéw dwupowierzchniowych,
Pozoste's one takZzs wazne w ukladach radialnych kolowo-symetry-
cziyeh, v ktérych analize catego przekrycia mozna sprowadzic

do &nalizy oddzielnych ustrojéw dwupasowych,

Przykiad 2,2, Przedmiotem ksztaltowania jest hals o roz-

pigtocdci 1 = 40 m przekryta poprzecznie dwupasowymi ustrojami
rozmiaeszczonymi réwnolegls w odstepach co 6 m, Na ustréj nosny
o wysoko$ci h = 4 m, dzialajg obcigzenia:

- cigzar wlasny /pokrycie z plyt PzZW 3/A/52/ = 80 kG/mz,

- obcigzenie éniegiem 50 x 1,4 = 70 kG/m>,

- obcigzenie wiatrem: parcie 0,40 x 50 = 20 kG/m2
ssanie 1,60 x 50 = 80 KkG/m°,
Maksymalne obciazenie 9 = 6,0 /80 + 70 + 20/ = 1020 kG/m,

#Mininalne obciazenie 4, = 6,0 /70~80/ = -60 kG/m,

Zgodnie ze wzorem /2.3/, w tym przypadku zagadnienie ksztai-
towania mozna sformutowac rozpatrujec tylko dwie konfiguracje:
Plerwszs wywolana dzialaniem stanu wstgpnego naprezenia i dru-
go wywokanz maksymalnym obciazeniem a,- Ciegna przyjeto ze
#vali St 150, o wytrzymaiodci R = 15000 kG/cm2 i naprezeniach
dopuszczalnych gd = 7400 kG/cmz; E = 2.106kG/cm2, Z uwagi na
Fozpatrywanie tylko dwéch konfiguracji, obniZono naprezenia
dopuszezalne w ciegnach naprezajacych wediug zaleznosci:

3/ e
’ 2 3/
G's . (1 895 ) ) r‘;d - (1 - go ) 2 2400 = 6057
?‘ kG/cm2

Tnhe wielkodci pomocnicze wystepujace w rozwiagzaniu:

I R L
2100000

L
1 2
A e Q%dx = o et
01 M., _[ 2.4 12 & S
¢ . 3

< w1 3 w12 3.0,003524° 40°
T S e z
: 16h 16-4

= D,0661,

-
o)
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- q112 1,02+ 40°
Ho - e m 51 T.
8h 8-4

# zale*nodci od wislkoéci dozwolonego przemieszczenia
wybrano jedno z dwéch rozwigzaf:

L <1-=- v 1-2K0 = 0,0684

0.0684<my < 2Ky = 0,1322

Powyzszym bezwymiarowym wielkoéciom L) odpowiadaje naste-

pujace wielkoéci przemieszczeh

W= noh = 0,0684+-400 = 27,36 ca = 0,00684 1,

L loh = 0,1322°400 = 52,88 ca = 0,01322 1,

Przyjmujac jako dopuszczalnb przalinszczonie'u = 00,0051 =
=20 cm, mamy wy = w/h = 0,05 1 jak latmo zauwazyé z powyzszych
obliczer, wybrano rozwigzanie pierwsze, w ktérym obowigzujg wzo-
ry /2.43/.

HO = 2 = 20/400 = 0,05,
/ 1 ( 2 i
. 1 - 2w, =w 2 1 o —
fi 2K, 0 0) 2.0,0661
. 2
(z 0,05-0,05 ) = 0,2625,

2
= - — - - 9 052 = 0,9811,
l_f? 1 _.E_ 1 __.LU___.I
2 2 0 2 Y5066

Hyg = [1”1“0 = 0,2625°51 = 13,39 T,

Hy, = 1=Wg 1-0,05

20 H 0" —t=, 13,29 = 254,41 T,

Yo 1 0,05

Ny = Hy=51T,

Hpy = PoHpg = 0,9811.+254,41 = 249,61 T,

Hiq H20 51000 @ 254410
AIA1+A28—rd+ —ﬂ-b——m+ —W-6'89+42'00‘

2
= 48,89 cm
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Inne przykiady ilustrujace poszczegélne rozwiazania
mozna znalezé w pracach [2,221] , [2,227).

9, Podstawy ksztaltowanie siatek ciegnowych wstepnie
naprezonych

9.1, Charakterystyka siatek ciegnowych

Siatki eigegnowe sg stosowane jako przekrycis obiektéw
o ziozonych i réZznorodnych ksztattach oraz o réznorakim prze-
znaczeniu funkcyjnym, Swiadcze o tym nie tylko przekrycia
sportowych obiektéw olimpijskich ale réwniez obiektéw uzytecz-
noéci publicznej teatréw, kin, lodowisk, basendéw itp., Siatki
clegnowe sa stosowane takze w budownictwie przemysiowym i spe-
cjelnym jako przekrycia hal przemyslowych, dworcéw kolejowychy,
lotniczych, hangaréw itd, Tak szeroki zakres zastosowan stawia
przed konstruktorami szereg istotnych probleméw do rozwiazania,
Racjonalne rozwigzania konstrukcyjne sa mozliws tylko przy
dokladnyw poznaniu szczegdlnych wiasciwod$ci siatek ciegnowych
i ich optymalnych ksztaitéw., W tym celu konieczny jest mozli-
wie dokladny opis siatek cieggnowych, tym bardziej, Zze warunki
okredlajace dopuszczalnoéé teorii technicznej nie zawsze moga
by¢é zachowane z uwagi na skomplikowane ksztalty architektoni-
czne, Werunki te w przypadku siatek ciegnowych sg bardziej
skomplikowane niz przy ptaskich dzwigarach ciegnowych, Osie
ciegien sa tu na ogbé: krzywymi przestrzennymi, zas same warun-
ki ograniczajgce dotyczyc moge zardwno geometrii zewnetrznej
jak 1 wewnetrznej, powierzchni na ktérej rozpieta jest siatks
ciegnowa, Dlatego tez celowe jest wprowadzenie jak najbardziej
ogdlnego opisu przestrzennych siatek ciegnowych przydatnego
szczegblnie przy ksztaltowaniu i projektowaniu s takze w obli-
czeniach statycznych przy wielu stanach obciazenia.

Ogbélng teorig siatek pretowych piaskich i przestrzennych
zawieraja prece [2.122] , [2.156] , [2.263] . Ustroje pretowo-
cigegnowe sg przedmiotem rozwazal W pracy [2.408]. Zagadnienie
analizy stanu naprezenia i odksztaicenia sistek ciggnowych
rozwazanych w zalozenisch teorii kontynualnej jest przedmioten
wielu opracowan, miedzy innymi f2.92l, [2.162], [2.2211,[2.30ﬂ
[2.308], [2.372], [2.396], [2.397], [2.457], [2.475].
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[2,491] « W pracach [2.221] [5.307] wyprowadzono réwnania
opisujace siatke ciegnowa o Hutych zwisach, W pracy [2.221]
analogicznie jak w nieliniowej teorii powlok pokazano przejé-
cie do teorii przybliZonych, przyjmujac ocoraz to mecniejsze
zatozenia odnodnie konfiguracji i odksztalcalnodci siatek.

W dalszych pracach wyzej cytowanych rozpatrywano siatki o
matych zwisach w ramach teorii technicznej.

Inny sposéb rozpatrywania siatek ciegnowych pclega na
zatozeniu dyskretnego modelu siatek ciggnowych, ktéry nawet
Jest bardziej naturalny z uwagi na dyskretng strukture rozpa-
trywanych ustrojéw, jednekze uzyskanie efektywnych rozwigzan
bardziej zloZzonych ukladdéw jest tu o wiele trudniejsze niz
przy modelu ciegiym, Z uwagi jednak na szybki rozwéj metod nu-
merycznych moZna spodziewac sie zmian jakodciowych w metodach
analizy siatek ciegnowych w oparciu o model dyskretny,

Analiza siatek ciegnowych w oparciu o model dyskretny
jest takze przedmiotem rozwazan wielu prac, migdzy innymi
[2.10] [2.20], {2.33]}[2.41;[)[2.92])[2_245]’?.520] . W pracach
[2.20])@.4;]varowedzono réwnania opisujece siastke w ujeciu
dyskretnym i sprowadzono zagadnienie analizy siatek do roz-
wiazania ukladu réwnan algebraicznych, W pracach [2.20],
[2.92]}?.245]J?.520] przedstawiono metody rozwigzywania ukila=
du réwnan opisujgcych dyskretne siatki ciegnowe, Prace [2.33L
[é.:sslié.szo] dotyczg siatek dyskretnych rozpietych na pro-
stokatnym rzucie konturu podporowego,

W dalszych rozwazaniach rozpatrzono geste, regularnie

obcigzone siatki ciggnowe, traktowane jako dwuwymiarowe odk-
sztalcalne kontinuum materialne. Dopuszczalnoéé modelu ciaglte-
go przy opisie ustrojéw ciegnowych zostala potwierdzona bada-
niami doswiadczalnymi w wielu pracach [2‘781) @.310},[2.427L
[2,541]}[2.542] . Zaletg tego opisu jest mozliwos¢ szosowania
rozwinigetych juz metod matematycznych,

Przyjecie modelu ciaglego jest szczegdlnie dogodne do wyproe
wadzenia warunkdéw statycznej dopuszczalnosci konfiguracji sia-
tek ciegnowych oraz wyznaczenis optymalnych ksztaltéw powierz-
chni i optymalnych kiarunkéw ciggien na powiaerzchni /patrz
rozdzialy 9.3 i 2,4/,
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9.2, Podstawowe zaleznos$ci analizy stanu naprezenia

i cdisztatcenia

Ponize ] zestawiono podstawowe zaleznosci analizy stanu
naprezenia i odksztalcenia siatek ciegnowych wyprowadzone w
pracy [2,221] na podstawie nieliniowej teorii powlok (2.562]
i stanowigce punkt wyjécia do sformulowania warunkéw statycz-
nej dopuszczelnoséci konfiguracji poczatkowej i aktualnej sia-
tek ciegnowych wstgpnie naprezonych,

Siatka ciegnowa przyjeto nazywac¢ dwuwymiarowe kontinuum
materialne P okredlone w przestrzeni V2 charakteryzujgce sie
strukturg wewnetrzng determinowang ukladem ciggien przenosze-
cych tylko sity rozciggajace, oraz naprezeniami poczatkowymi
zapewniajecymi zachowanie kinematycznej niezmiennosdci ukiaedu,

'Ponizaj przedstawione podstawows zaleznodéci analizy sta=-
nu naprezenia i odksztaicenia uwzgledniajg zardéwno duze prze=-
mieszczenia jak i duze odksztalcenia oraz nieliniowe zwigzki
fizyczne, Jednakze analogia z nieliniowa teorig powlok jest
mozliwa tylko przy speinieniu okreslonych warunkéw wynikaeja-
cych z przedstawionej powyzej definicji siatek cigegnowych,

72 uwagi na szczegélne wladciwoéci siatek ciegnowych, analogia

z nieliniowa teoria powlok nie obejmuje réwnan konstytutywnych,
Wlasnoséci fizyczne siatek ciegnowych soge zmieniaé sie w zalez-
noséci od punktu i kierunku, zatem réwnania konstytutywne musze
mie¢ nastepujgca postac

ol .
/2.65/ 7w (x| e")
z tym, e przy ey = O zachodzié musi

.

/2.66/ T« YP(x, 6, .0, 0) =t 4 O

Poniewaz siatki ciegnowe moge przanos&é tylko sily roz=
ciggajece zatem w ukiadzie wspdirzednych {X‘f pokrywajacym
gie z ukladem ciggien musei zachodzié /patrz Zalacznik 2.1,
rys. 2.21 b/

/2.67/ T .

TrLd.
& Gm > Y
r:*

&
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oraz przy wszystkich dopuszczalnych obcigzeniach sztywnos$c siatki
ciggnowej musi by¢é rézna od zera zgodnie z zaleznoécia /2.1/

/2.68/ Je ] ]'( (Z") t(‘)} D i

Ponizej zestawiono ukiad 18 réwnan z 18 niewiadomymi
opisujecy siatke cigegnowa w konfiguracji aktualnej P, f2.221],

- réwnania réwnowagi:

/2.69a/ T“g;r P+ EA 5’-'4’ ;
| (p:»t,z)‘
TMF.BQ:;? i Pj* V‘_j;fﬂ Fd: Vj:f'd:’

- zwigzki geometryczne:
(f"'ﬂ:gdp 1“26‘#}' \B"‘F:/édﬁ*ztdﬁ’

d »* ol
Bruin=0 ; Rin=46B,8"-3,

- réwnania kinematyczne:

/2.69b/

0 xp _ Zi(V'dtI‘;+ﬁ;¢L+lf(1f,}‘v',U‘),

P—,,.P = 5

/2,69¢c/

= réwnania konstytutywne:

A o a
/2.69d/ o r &“GH (f“«)—&“") VE?
*
Przedstawiony powyzej ukzXad réwnatt zostat wyprowadzony
przy nastepujacych zatozeniach:

1. dopuszczalno$¢ modelu ciaglego;

2, prawa zachowania pedu, momentu pedu, energii okreslone
8 przez rownania klasycznej dynamiki ciala stalego:

5, masg¢, energi¢ i sily masowe dowolnej czeéci Oérodka P ,
w dowolnej chwili t mozna wyrazié zs pomoce calek:
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(S04 D)4

LECP 7 x)d=

J;g?’(Xf r)de,

Dopuszczalnodéc tego opisu jest uwarunkowana spelnieniem zalez-
nosci Je #0, na podstawie ktérej w rozdziale 9.3 wyprowadzono
warunki konieczne dopuszczalnodéci ukladu réwnanh /2,69/, Bowiem
przy wyprowadzaniu réwnan /2,69/ uwzgledniono jedynie by nie
byly one sprzeczne z warunkiem 3' #0,

[}

] M
/2.70/ £
T

L}

Warunki graniczne

Zakiadajac chwilowo, 2e opis siatek ciggnowych za pomoca
réwnan /2,69/ jest dopuszczalny, to w celu jednoznacznoéci mu-
8i by¢ uzupeiniony warunkami granicznymi.

1/ Warunki poczatkowe: Z uwagi na zmienna czasowg, réwnanis
/2,69/ sa rzedu co najwyzej drugiego., Poniewaz ruch jest roz-
patrywany w odniesieniu do konfiguracji poczatkowej 71 to na
podstawie definicji tej konfiguracji mozne przyja¢ nastepujace
warunki poczagtkowe

/2.718/ . —‘;7'?7*:0=0 ; /fk/é:oc"’

Przy rozpatrywaniu ruchu w odniesieniu do konfiguracji Pn-l
zajmowanej przez ciako'? w chwili toog > to, warunki poczat-
kowe beda ogdlniejszego typu:

Fa \
i "!

(% = (UK /K = T&
T g T ( )i.gén_l e )_,:,H

2/ Warunki brzegowe, Rz@d ukladu réwnan /2,69/ ze wzgledu na
zmienne przestrzenne wynosi 6, Wykazac¢ to mozna przez sprowa-
dzenie ukltadu réwnan /2,69/ do ukiadu trzech réwnahh przemiesz-
EzeniOWych rzedu drugiego, Réwnaht tych nie wypisamo tutaj gdyz

sa zbyt rozbudowene i nie beds przydatne w dalszych roéwazanlach,
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a/ Warunki przemieszczeniowe. Warunki te naleze do naj-
czegéciej stosowanych i najbardziej naturalnych przy rozpatry-
waniu siatek ciegnowych i maje nastepujacd postac

/2.71¢/ ' -(RK))(EF‘ - r" :

b/ Warunki napreZeniéwe i mieszane, Warunki napreZzeniowe
nie wynikaja w sposéb natdbalny z analizy siatek ciggnowych.
W pewnych jednak przypadkach mogg wynikaé z ksztaitowania kon-
strukcji podporowych i1 wtedy maja nastepujaca postad’

T g

/g?71d/ ( n‘)XE!"” B%(x) dana funkcja
3éanakze dwa warunki naprezeniawe dane na brzegu nie wystar-
czajs do jednoznacznego rozwigzania ukiadu réwnet 72,69/ 1
dlatego nalezy dodac jeszcze warunek przemieszczeniowy, otrzy-
mujac-w rezultacie warunki mieszene w nastepujgcej postaci

parwt (P - 50,

OV{LXGF =0.

Uklad réwnan /2,68/ wraz z warunkan; granicznymi /2,71/
opisuje jednoznacznie zaréwno zagadnienia statyczne jak i
' dynamiczne siatek ciegnowych z dowolnego materiaiu,.

9,3, Konfiguracje statycznie dopuszczalne

Zsgadnienie dopuszczalnych konfiguracji siatek ciegnowych
wstepnie naprezonych bylo przedmiotem rozwazah w nastgpuje-
cych pracech [2.23] ,[2.40] , [2.200] , [2.214] , [2.221] ,
f2.224], [2.226] , [2.306] . [2.509] , zagadnienis to obej~
muje nie tylkp analize dopuszczalnych ksztaltéw powierzchni
utworzonych przez siatki ciggnowe ale réwniez analize dopusz=
czalnych uktadéw ciegisen na powierzchni,

Wyznaczenie konfigurecji statycznie dopuszczalnych jest
szczegblnie wazne nie tylkeo z uwagi na mozliwo$¢ wyznsczenia
sil wewnegtrznych w siatkach ciggnowych ale takZe z uwagi na
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technoloiie wykonywania przekryc wiszgcych, Poszukiwanie kon-
figuracji dopuszczalnych jest niezbedne zardwno przy projekto-
waniu przekry¢ wiszacych o skomplikowanych ksztaltach powierz-
chni i linii brzegowej ale takie przy projektowaniu stosunko-
wo prostych ukladéw konstrukcyjnych, W pierwszyam przypadku
jest to oczywiste gdyz wynika w sposéb naturalny przy ustala-
niu geometrii sietki i wyznaczaniu eil -eunetfznych. Natomiast
przy projektowaniu stosunkowo prostych przekry¢ wiszgcych za-
gadnienie wyznaczania dopuszczalnych konfiguracji bywa czesto
pomijane, Prowadzi to jednak do przewymiarowania konstrukcii
lub zanizenia bezpieczeristwa, a takze moze powodowac znaczne
trudnosci wykonawczae,

Konfiguracja pbczgtkona. Przedstawione powyzej réwnania
siatek ciegnowych /2,.69/ 1 /2,71/ sa waine tylko wéwczas gdy
sztywnoséé Je ¥ 0, czyli w przypadku spelnienia nastgpujacych
warunkéw

W Ty 2 gt
/2.72/ t= >0 BT > 0
"dd
Warunek E >0 ogranicza klase dopuszczalnych konfiguracji
poczatkowych, natomiast spelnienie warunku T*“>'0 jest pod-
stawowym celem ksztaitowania siatek ciggnowych,

Przedstawia jac réwnania réwnowagi /2,69a/ w ukladzie
wspéirzednych X i w konfiguracji poczatkowej P, otrzy-

mano
11 {1 1 11 1 22
iy & (2 (11! 5 {12%)‘ ‘{22{ L =0
; / 2 + 2 22 2 11
rR,73/ 22, + (2 {2 2} 52 1}) 122 fl 1} 11 L0

a
tii 22

il t22b AT

b +

Konfiguracja PD moze byc¢ dowolnz gdyz trzy rdéwnania
/2.73/ zswierajs dwie niewiadome t=% | a rczwiezanie musi

gspeiniac warunek (2 02 e W dalscych rozwazaniach przyjeto,
: . 4 s

z8 konfiguracie poczatkows statycrnie dopuszczalns Po Jest
to taka konfigurssja poczatkowa Po ckreédlona co do ksztaltu

i struktury wewn@trzns; cdwzorowanism
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z% = Z° ( xi, sz to) ’

przy ktérej ukiad réwnah réwnowagi /2,73/ nie jest sprzeczny
2 jego rozwiezanie spetnia warunek t “%> 0,

Zekladajgc t““> 0 z réwnenia /2.73/, otrzymano warunki koniecz-
ne statycznej dopuszczalnodci konfiguracji poczatkowej

r2.74/ P =P% & (/X\ : {1552 = b, =4, =0 V£y4=<0}),

uwzglednisjac warunek b11b22 < 0 we wzorze na krzywizne Gaussa

byybyy = (b5)°

9 )
oraz fakt, ze zawsze g S 0, otrzymano K < O, Sted wniosek, Ze
statycznie dopuszczalna konfiguracja poczatkowa moze byc¢ okred-
lona tylko na powierzchniach o ujemnej krzywiznie Gaussa lub
na ptaszczyznie., Natomiast przedstawiajac warunki /2.74/ w

K=

nastgpujgcej postaci
= 0,

6y
6.

2

by4%841

b22%925 *

zauwazono, ze poniewaz g_. F O)wiec krzywizny normelne

musza speiniac¢ warunki

/ =
/2.75a/ By G, = o,

Powyzsze warunki spelnione sg na piaszczyznie lub na sieci
asymptotycznej istniejascej tylko na powierzchniach o ujemnej
krzywiznie Gaussa. Eliminujac z rozwazal plaszczyzne mozna
nepisad¢ Pierwszy warunek statycznej dopuszczalnoéci konfigu-
racji poczetkowej

/2.75/ 2:@‘@—; (;(\:{Xéfﬁ?:}/((/\’)\’pj),

W wielu publikacjach warunek /2,75/ jest okreélany jako
warunek dostateczny wstepnego naprezenia siatek ciegnowych,
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Jednek jest to prawda tylke w remech teorii technicznej i w
dodatku tylko przy speinieniu warunkéw wyprowadzonych ponizsj,

Zgodnie z twierdzeniem Eulera krzywizny normalne 6‘&
mozng wyrazil przez krzywizny gléwne - k, w nastepujacej poste-
ci

2
5’1 = klcoaa( + k251n2¢: ‘
Gz = klcoez(ad ) k281n2(d+k))

Przez ol oznaczono tu kat miedzy kierunkiem gléwnym 1 & kie-
runkien X" natomiast # oznacza kat migdzy kierunkami ciggien

na powierzchni, Rozpatrzono dwa przypadki polozenia ciegien
wzgledem ukladu wspélrzednych X¥ : om0 oraz & # O,
- w przypadku &= 0 otrzymano
©, = ky >0,
gz = kicoszw + kzsinzl.d '

£y - tgzw > -ki/kz.

[k2| ;1n2u>k1cos
- w przypadku &g 0, z warunku:
61 > 0 wynika tgza; < =kyg/ky o
G, <0 wynika tg?(« +w) > —ky /%o
Sted wniosek, ze konfiguracja poczatkowa statycznie dopusz-

czalna (1): musi speiniaé nastepujace warunki
/2.76/ (Pezr%f'@(/)}\ ’{X 652 —= 4.1720-1>~/‘,//<z 7&/:1-0
Vv fffl[aww) > 4.k, 7@?7‘9«#0})

Tak wigc dopiero ograniczenia /2.75/ 1 /2.76/ stanowig wa-

. runki konieczne i dostatecme statycznej dopuszczalnosci kon-
figuracji poczatkowej siatki ciegnowe] rozwazanej w ramach
teorii technicznej.
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W ramach teorii ogélnej sg to bowiem tylko warunki konie~
czne, za wyjatkiem siatek asymptotycznych, przy ktérych konfigu
racja poczatkowa jest statycznie dopuszczalna na dowolnej po-
wierzchni o ujemnej krzywiZnie Gaussa, Jednskze, przyjmowanie
uktadu ciggien pokrywajgcych sig¢ z siecig asymptotyczns nie
jest wskazane, gdyz wobec zerowych krzywizn normalnych, ciegne
siatki pracujq@ jak struny przy obcigzeniach normalnych, Prowa-
dzi to oczywisécie do duzych wielkosci sil wewnetrznych i prze-
mieszczen, Ciegna pokrywajgce sig¢ z siecig asymptotyczng moga
by¢ stosowane tylko w celu wyréwnania oddziaslywan na konstruk-
cje podporowa,

Warunki dostateczne statycznej dopuszczalnodéci konfigura-
cji poczatkowej mozna wyprowadzi¢ calkujac uktad réwnanh /2,.73/,
Réwnanie /2.73§ speinione jest tozsamosciowo z uwagi na warun-
ki /2,75a/. Natomiast réwnania /2.73/1.2 tworzg nastepujacy
uktad réwnan

‘uf1 e [2 {1111 * izziu T 5212} #2 .o,

22 2 1 22 2 11
@2, o[a) - i) = fE) @teo

ktéry ma rozwigzanie przy dowolnych wartosciach ?‘* danych
wzdiuz charakterystyk pokrywajacych sie liniami wspdéirzednych,

Lad

Lol

W ogélnym przypadku w celu wyznaczenia warunku dostatecz-
nego statycznej dopuszczalnosci konfiguracji poczgtkowej z
réwnania /2, 73/3 obliczono t“z = -b /b22 i podstawiono do
réwnan /2, 73;/1'2 otrzymujac

e 2ttt +[?11n9 - {122} - i.g_‘_ {212] -0,
.77a
1 +[’321ng - {211} » 922 g: {12& +251n 1] &
; = 0,

Warunkiem koniecznym i dostatecznym aby uklad réwnan
/2.77a/ byl zupelnie catkowalnym jest tozsamoéciowe spelnienie
nastepujacego réwnania
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2 [{212§ ;-221— + {12 }}'?1[{121} :f_:?; 4 {211}] =9, 1in ?rn_ :

ktére mozna przedstawic takze w skréconej postaci
.70/ O, f, -0 P, = f5, gdzie P e B, /XY

Moina zatem napisac trzeci warunek statycznej dopuszczalnosci
konfiguracji poczatkowej

rTY PP > (/)} :{)(652::' %Ff@#z’*’s"ﬂ}) :

¥ rezultacie powyZ2szych rozwazath udowodniono, 2e konfi~
guracje poczgtkowa Po jest konfiguracje statycznie dopuszczal-
ng wtedy i tylko wtedy gdy spelimione sa réwnoczesnie warunki
/275/, /2.76/ 1 [2.77/.

Warunek /2_77/ spelniony jest takze w przypadku gdy spel-
nione sa nastgpujace rdéwnania

2 1
12.77¢/ b {1 2i il {2 2} =0
22
b
2 - 1 11
b2 |1 1} By {2 1} bl
Przy sprawdzaniu warunkéw statycznej dopuszczalnogci konfigu-
racji poczatkowej nierasz moze byC¢ dogodniej skorzystac¢ z ukla-
du warunkdéw /2.75/, /2.76/ 1 /2.7 "c/, lecz wéwczas zbiér roz-
wiazsld dopuszczalnych zewarty jest w zbiorze rozwigzan okres-
lonych przez warunkd /2.75/, /2.76/ 1 /2,77/.

Konfiguracja aktualna, Siatka ciegnowa o konfiguracji poczat-
kowaj statycznie dopuszczalnej poddana dzislaniu obc%qzeh
zewnetrznych przechodzi w konfiguracje aktualna, ktéra jest
statycznie dopuszczalng gdy spelniony jest warunek f“;»o:
moina zatem sforaulowa¢ nastepujecy warunek statycznej dopu-
szczalnodéci konfiguracji aktuslnej \

I

2 L

72.78/ o (/:(\:{XESE_ = ’4”“‘ o)




- 108 .

Warunki statycznej dopuszczalnos$ci konfiguracji aktual-
nej mozns wyznaczy¢ na podstawie rozwigzania ukiadu rdéwnan
réwnowagi wypisanych w konfiguracji aktualnej /2,6%9a/. Ograni=-
czajgc rozwazania do zagadnied atatycznych. réwnania réwnowa-
gi w konfiguracji sktualnej w ukiadzie ‘j mozna przedstawic
nastepujaco

+

2,1nG = 2235] T {12_,5 122 5 p* <o,
B,1nG - { H 142 +i212j el O

11 2
T 811 + T 2822 - P3 = 0,

]

5 79/3 122 ,

i1
il

Wprowadzajac funkcje pomocniczg T okreélons nastepuje-
cymi zwigzksmi:

11 22
/2.808/ T = /P+T/B,,, T%= /P-T/B,,, P=-P /2311 o0

sozna réwnanie /2, 79/3 spetnié tozsamoéciowo, natomiast réw-
nanis /2, 79/ ,2 przybierajq postac

a7 ({4 +{,z ~G,lné -5y fn B )T
/2.80/ - (] 3414 +91”5+'9,ln3,)?+—-—*’9ﬂ’1

fa,'r-({u}bﬁ{“; o, du 6=, luBu) T+
+({ }% {5 }ﬂ,tn@#@ln ’)'P —9?

Napisac¢ je mozna w nastgpujecej postaci

’B;T“=,4,u'r'- 3304<P'42L(p *'qungzg
fB,,T= A'ozT- Bo.? _?z‘P - :Pz/gﬂ

Warunkiem koniecznym i dostatecznym aby uklad réwnan /2,680/
byl zupeinie calkowalny jest tozsamoéciowe speilnienie naste~
pujgacego réwnania:

'T'(?zAM -”DJA,,,_) s (Auﬁn."Aa:. B,,)P—
/2.81/ - Aos (3, T+ PL/R.) +A,,_(’B,?4 PY3,) -
- (%8, =0y Boy) P ~ 9 Pt+e, Pt =1
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Wepéiczynrnik T nie zalezy od obéiqzania, zatem warunek /2_,81/
rozdzielic mozna na dwa warunki:
BP0y = 01702 = ©
s2.82/  (RosBoz = Ao2®01)P - (3,804~ ?1802) P *
+ Aoz('aqu-Pz/Gll) ~ 01(’31P+P1/622)- ?2P1+?1P2 =0

Wa runek /2.82/1 jest analogiczny do warunku statycznej do-
puszczalno$éci konfiguracji poczatkowej /2.77/ zatem réwnanie
/2.82/, ograniczs klase dopuszczalnych obciazen w konfigura=-
cji poczatkowej.

Jezeli réwnanie /2.81/ jest speinione tozsamosciowo,
to rozwipzanie ukiadu /2,80/ przedstawic mozna w nastepujacej
postaci: -
1
T=(t exrAf{ f(?f Boz—Aoa Boz)? exp (-A) X ]JX 4
/2.83/

gdzie A = [Ap dX*

Na podstawie powyZzszego rozwigzania mozna stwierdzic, Ze wa-
runek T**» 0 moze byc zawsze spelniony poniewaz rozwigzanie
nalezy od statej C, , ktéra mozna dobrac w zaleznosci od wiel-
kodeci T danxgh na charakterystykach,
Mozna réwniez zauwazyc, 2e poszukiwanie rozwigzarh optymalnych
sprowadzi¢ mozna do minimalizacji funkcjonalu /funkcji/ zalez-
nego od wielkosci B11' B22 przy ustalonych wartosciach pare-
metréow T i P, Funkcjonal ten nie bedzie zalezal jawnie od X‘
. de.

Jezeli réwnanie /2.8l/ nie jest speinione tozsamosciowo,
to mozna wyznaczy¢ T jako funkcje obciazenia i parametréw
geometrycznych konfiguracji aktualnej

T= (Aos Boz — A,y B,y 0. By +70: BM) P+

Bohor — Dy Aer
/2.84a/ e (a,rfg_:.:)i Ax (&h Tg)-’az PHIP*

s Poy ~ 01 A0z

Warunek statycznej dopuszczalnos$ci konfiguracji aktualnej
okreslony jest wéwczas nastgpujacymi zaleznosciami
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™ o (P+T)8B,, >0

.84b
i ™2 .(p-T)B, PO

Przyjmujec 811 > 0, a wiec azz<:o otrzyasano

&

- P +2Bu822T>O

3
- P2 - 2By, By, TPO

w przypadkuT22 = 0 otrzymario warunek greniczny:

o3

28 B

/2.84) T3
11 "22

MoZzna wiec napisac warunek statycznej dopuszczalnodci konfi-
guracji aktualnej P, = Pp = nastepujece] postaci

/2.85/ (f).‘=rf>: _— (fY\ i /P\ : { ii% é('?-"?)- VQ.HOD

Przyktady konfiguracji statycznie dopuszczalnych

a/ Konfiguracje P: wyznaczone na ustalonej powisrzchni.
W oparciu o wyniki otrzymane w pracach [2,221] 1 [2.308]
przedstawiono ponizej bez dowodéw wnioski umozliwiajece okres-
lenie konfiguracji poczatkowych statycznie dopuszczalnych na
powierzchniach o ujemnej krzywiZnie Gaussa.

1/ Dle dowolnej jednoparametrowej rodziny krzywych mozna
zawsze wyznaczyC druga rodzine krzywych tak aby P, = P: 5

2/ Istnieje zewsze co najmniej jedns sied ortogomalna
dle ktérej konfiguracja poczatkowa jest konfiguracja statycz-

nie dopuszczalna,

3/ Warunkiem koniecznyr i dostatecznym statyczne] dopusz-
czalnoéci konfiguracji utworzonej przez sie¢ linii krzywizn
giéwnych powierzchni jest aby przy odwzorowsniu sfarycznym
sie¢ ta byle izotermiczns /siec Bonneta/.
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4/ W przypadku siseci utworzonej z ptask{ch krzywych wa--
runkiegs koniecznym i dostatecznym aby konfiguracja poczatkowa
byta konfiguracja statycznie dopuszczalng jest spelnienie zalez-
nosci /2,76/.

5/ Na powierzchni minimalnej konfiguracja poczatkowa ut-
worzona przez linie krzywizn giéwnych jest zawsze statycznie
dopuszczalna,

b/ Konfiguracje P: wyznaczone przy ustalonym typie sieci,

Na podstawie powyzszych wnioskéw mozna wykazaé nastepne ,do-
tyczgce konfiguracji statycznie dopuszczalnych przy ustalo-
nym typie sieci, mianowicie:

6/ Sie¢ ortogonalna na ktérej konfiguracja poczatkowa je-
st statycznie dopuszczalna moze byc¢ wyznaczona /co najmniej
jedna/ na kazdej powierzchni o ujemnej krzywiznie Gaussa,

8/ Siec z ptaskich krzywych speiniajgca warunki /2,76/
jest konfiguracja statycznie dopuszczalng na kazdej powierz-
chni o ujemnej krzywiZnie Gaussa,

8/ Kazda sie¢ péigeodezyjna jest statycznie dopuszczalna
na powierzchniach stopnia drugiego o ujemnej krzywiZnie Gaussa,

9/ Siec¢ linii krzywizn gléwnych, siec pélgeodezyjna i siec
z ptaskich krzywych, okreslone na powierzchniach stopnia dru-
giego o ujemnej krzywiznie Gaussa i spelniajace warunki /2.76/
sg statycznie dopuszczalne,

Pomijajgc dalsza szczegdlowa analize wnioskéw wynikajacy-
ch z warunkéw statycznej dopuszczalnoéci konfiguracji poczat=
kowej i aktualnej nalezy jednak zwrécic uwage, Ze nie speinie-
nie ich uniemozliwia traktowanie siatki ciegnowej jako ciala
odksztatcalnego, Pojgcie konfiguracji statycznie dopuszczalnych
jest zwigzane z wlasnos$ciami mechanicznymi rzeczywistego osrod=-
ka i pozostaje wazne zaréwno w modelu ciggiym jak i dyskretnym.

‘9.4, Konfiguracje o najwigkszej sztywnosci i najmniejszyn cig-
Zzarze



- 112 -

Konfiguracja poczatkowa, Zekladejac Po = P:. rozwigzanie
ukladu réwnahh /2,73/ mozna przedstawic nassepujeco:
b “ b

41 ot 22 S A L Oty e

9 22
m Ly ) e
22

Wobec powyzszego zalocZenia, wyznaczenie konfiguracjawpoczatko—
wej sprowadza si¢ do rozwiszanis uktadu réwnar zupeinie cal-
kowalnego /2,.77a/.

Oznaczajac t=Ce® otrzymano t * =t/g, t22_ 'blit/bZZQ
przy czym t okreslone jest przez warunki graniczne dla
t11 lub t22'

Celem wstepnego maprezenia siatek ciegnowych jest uzyska-
nie odpowiedniej sztywnodéci konstrukcji, Maksymalng efektyw=
no$¢ wstepnego naprezenia jest réwnozneaczna z maksymalng szty-
wnoscig i zalezy od ukladu ciggien na powierzchni, Optymelny
uktad ciegien przy ustalonej wielkoéci t mozna wyznaczyc¢ z

11 22 )
max (¢} o ¢22). (1-b11/b22) -

Oznacza to, 2e tll + t22 osigga maksimum gdy bil/bZZ osiaga

ainimum, Przedstawiiajgc te wielko$ci zgodnie z wzoremi Eulera

1

warunku

g ~ 2 2
bu‘gu 0 1%944 (klcoa ol + keain d,)

0,595, Y 2950 [kicoa2 (e ‘,w) + kzsinz(d. + w)]

sformulowac moZna nastepujecy problem ekstremalny

Nalezy wyznaczy¢ o, [ «), tekie aby F/ o, 4}/ =min Ff ot @f,
911< klcoa%¢ + kzaingi)

[kicoszfd+w) + kzsin2(¢+w,)]

F/o , @/ =
322

Warunki ekstremum funkcji prowadzg do nast-nujescego rozwigze-

0 b] a +w= ﬂ?&

nia

"

2F
2w _ 7z
/2.87/ 4ol gl
D

I

0 o« =0
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Podstawiajac optymalne parametry /2.87/ do zaleznosci /2,86/
otrzymans
k
1 22 1
/2.88/ 5’_§?§§E' 3.9 (1- ‘E’“) dx,

11 2
T w it 22 . -k t/k, (922) L b Ce,

natomiast w przypadku powierzchni stopnia drugiego

1 (kz'ki)l

t=C BXP[T
2
Przedstawiajec minimalizowany funkcjonal w postaci

s2.89/ F (z°) -i(tli + t22) g ax! ax?,

widaé od razu, ze problem wariacyjny prowadzi do klasycznego
zagadnienia Plateau, ktérego rozwiazaniem jest powierzchnis
minimalna,

Na podstawie rozwiazania /2.87/ oraz /2.89/ sformuiowac
mozna nastepujace wnioski:

1/ maksymalna efektywnoéé wstepnego naprezenia przy da-

nyeh warunkach granicznych otrzymuje sie przyjmujac kierunki
tiegien identyczne z kierunkami linii krzywizn giéwnych,

2/ przyjmujec uklad ciegien pokrywajecy sie z liniami
krzywizn giéwnych oraz przy danych geometrycznych warunkach
brzegowych, minimalny ciezar siatki ciggnowej otrzymuje sieg
okreslajac konfiguracje poczatkowg na powierzchni minimalnej,

Wyznaczona w ten sposéb konfiguracja poczatkowa zgodnie
2 wnioskiem 5 w rozdziale 9.3 jest statycznie dopuszczalna,
8 wiec zalozenie wyjéciowe Poan zostato speinione.

Konfiguracja aktualna, Pozostajec w dalszym ciagu przy
2agadnieniach statycznych, analogicznie jak w przypadku kon-

‘f4guracji poczatkowej mozna na danej powierzchni wyznaczyc
optymalns konfiguracje aktualng oraz wykazac nastepujacy wnio-
sek,
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3/ konfiguracja aktualna utworzona przez linis krzywizn
gléwnych jest optymalna przy obcigZeniu normalnym oraz przy
dowolnym obcigzeniu ciaglym spelniajpcym tozsamos$ciowo réwna-
nie /2,81/,

Ponizej przedstawiono warunki dostateczne optymalnego
rozwigzania z uwagi na minimum cigzaru ciegien no$nych i na_
prezajacych, Zgodnie z zaleznos$ciami /2.802/ mozna napisaé

T o (PaT)B,, 75 L ilr=z) B
Poniewaz 81‘1> 0, 322 < o, P3< o,
wigc podstawiejgc
P3
P = = zrr—l
11722
otrzymano ' 3| |
3
11 P T22 P
T - |B T = - "LB_ - BT
L PP [B22| 2] 11
Wobec tego, Ze Tzzz-o. to
[p3I
ITb/zlgzzf
i wéwczes | I [
% 3 3'
11 P 2 P
™. +[322l e R BTl - it
== el
/2.90a/ T = +
By © B[

Na podstawie zaleznoéci /2,90a/ przy danej powierzchni mozna
sformulowac nestepujacy wniosek

4/ warunek dostateczny optymalnego rozwiazania z uwagi
na minimua cigzaru siatki ciegnowej ma nastepujaca postac

2
/2.90/ T2 = 0 przy P-Pnax‘
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Rozwigzanie speiniajgce warunek /2.90/ istnieje gdy speinione
Jjest nastgpujecs rdéwnanie
k
" 3 32 i 1
/2.,90b/ 2.P° + P in + P* a0,
' 1 o5
Netomiast przy obcigzeniu normalnym, rozwigzanie spelniajace
warunek /2,90/ istnieje tylko wdéwczas gdy 1£*}jest ukladen

pétgeodezyjnym,

Na podstawie zalsznosci
11 g 22 3
T = vy (lazz(T + [P |)
mozna sformulowad nastepujacy wniosek

5/ warunkiem dostatecznym speilnienia zaleznoéci T11 2

min T11 jest
ZK

/2,91/ B = 0 A B

22 11 = 611k
Przy danym keztaicie konturu jest bowiem

Bj1 * "R Big® By = 0 A Byy = Gyqk,

i wobec tego stuszne sg warunki /2,91/,

Zestawienie wnioskéw z analizy wiasciwoséci siatek ciegnowych

Przedstawione powyzej rozwazania dotyczyiy analizy wias-
ciwoédci siatek ciegnowych zbudowanych z dowolnego materialu,

o dowolnej geometrii przekrycia oraz bez ograniczania wielkos-
" ci odksztalcefi, przemieszczef i rodzaju obcigZed. Na podstawie
powyZzszych rozwaza’d mozna sformulowacd nastqpujace'wsﬂazéwki.
ktére moga byé przydatne przy ksztaltowaniu i projektowaniu
siatek ciegnowych,
1Rz uwagi na zapewnienie odpowiedniej sztywnosci Doﬂo. konfi-

guracje siatek ciggnowych nie moga by¢ dowolne,

Zbidr dopuszczalnych konfiguracji siatek ciggnowych ograni-
czony jest do zbioru konfiguracji statycznie dopuszczal=-
nych,
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Zbiér konfigurazcji poczatkowych statycznie dopuszczalnych
P: okreslony jest warunkami /2,75, 2,76, 2,77/ . Pierwszy

z nich dotyczy tylko geometrii zewnetrznej, a trzeci tylko
geometrii wewngtrznej V,. Natomiast warunek /2.,76/ ograni=-
cza wzajemne zaleznosSci pomiedzy geometrig zewnetrzng i

newngtrzna,

Zbiér konfiguracji aktualnych statycznie dopuszczalnyéh
Pz okreslony jest warunkami /2,8l1/ lub /2,85/ . Zbiory
definiowsne przez te warunki sa rozdzielne,

Statyczne dopuszczalnosc wszystkich rozwazanych konfi-
guracji jest warunkiem koniecznym aby siatka ciggnowa
nogla byc traktowana jako cialo odksztaicalne,

Analiza statycznej dopuszczalnoéci konfiguracji siatek
ciggnowych powinna stanowic¢ nieodzowny element w projekto-

waniu tych konstrukcji.

W zbiorze konfiguracji dopuszczalnych istnieje konfigura-
cje, ktérych przyjecie pozwals na racjonalne zaprojekto-
wanie przekrycia, Przykiady tskich konfiguracji okresélic
mozna na podstawie wnioskéw 1 - 5 podanych w rozdziale

e B

9.5, Teoria techniczna siatek ciegnowych

W pracy [2,221] pokazano przejécie od teorii ogélnej

siatek ciegnowych do teorii przybliZonych przez wprowadzenie
coraz to silniejszych zeslozernn odnosnie geometrii, deformacjii
obciazen siatek ciegnowych, W oparciu o prace [2.221] ponizej
przedstawiono przejscie do teorii technicznej w ramach ktérej
nastepnie w rozdziale 9.6 1 9.7 sformulowano zagadnienie ksz-
talitowania i uptymalizacji siatek ciegnewych,

Podstawowym zaloZeniem przyjmowanym w teorii technicznej

jest traktowanie powierzchni na ktérej rozpiets jest siatka
ciggnowa jako powierzchni malowynioslej, Pozwala to utozsamié
geometrie sieci na powierzchni z geometrig jej rzutu ns plasz-

czyzng¢, obciazenie pionowe z normalnym, sily w ciegnach z ich

skiadowymi poziomymi,
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Dalsze rozwazania ograniczono do zakresu sprezystegc
gdyz siacki ciegnowe najczgéciej wykonywane sg z cig¢gien sta-
lowych o wysokiej wytrzymalodéci, W ramach teorii technicznej
przy uwzglednieniu

of
Gy0 ® G20 % &y {#d}'o)

ukad réwnah 2,69/ mozna przedstawil w nastgpujacej postaci

61711+P1-0

32T22+P2-0

Til(G; +311W3) + T2 (G' +? W ) + P3 = C)

22es

Tl1 = t11 + E [?1W1 + %(91W3‘) - 1w3}
'I'22 = t22 + E [?2\#2 + %(32\7 - G’ l

/2.92/

Poniewaz wiekszo$c¢ obliczern dotyczacych siatek ciegno-
wych wykonywana jest z koniecznosci w ramach teorii technicz-
nej, warto oceni¢ blad wynikajgcy z przyjmowanych tu zalo-
zefi, Biad ten zalezy oczywiscie zaréwno od powierzchni jak
i typu siatki, Biorac przyktadowo siec¢ utworzona z ptaskich
krzywych okreélong na powierzchni: Z = ﬁé“ ( xz-yz), co
pozwala traktowac poszczegdlne cigegna jakc ciegna o malych
zwisach, otrzymano

2 =
944 © i +(3xz)2 = 140,25 (%) ) Syon s axz ayz = -0,25 'x—'%

9,2 = ! +(3yz)2 = 1+0,25(—%) y g = 911922—(912)2= L+O,;5-
JE 2

cosW= = Orzj :);(x +y2)/L21 ) lx: ]

{114 = 0,5 x /2gL {222} = 0,5y/2qL

1o » e it , {14 - o,izzfxzzv-xvz)

g
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Z analizy powyzezych wzordw wynika, ze zalozenia teorii
techniczne; speinione sg tylko przy x=y=0, natomiast maksymale
ny blad wystepuje przy x=y= 10,5L i wynosi

911795,°1.0625 (1) , g,,=-0,0625 (0) ,
g = 1,125 (1), cos w ==0, 06 (0)' we 86° (QOD},
{111} = 0,111 (O)' {212} = 0,052 (0)‘

Pordwnujac wyniki obliczen otrzymane nes podstawie nisliniowej
teorii siatek ciegnowych z wynikami otrzymanysi na podetawie
zatpzen teorii technicznej /wielkoéci w nawiasach/ moZna stwie-
rdzid, ze dokladnosc teorii technicznej jest wystarczajaca

co najwyzej do obliczeh atatycznych gdyz przy caikowaniu réw-
nan réwnowagi w calym obszarze eistki ciggnowej biedy podle=-
gaja usrednienmiu, Nalezy réwniez brac pod uwage fakt, Ze réw-
nania /2,92/ sg popravine tylko przy obciazeniach “prawis réw-
nomiernych", przy ktérych przemieszczenia u,vew,

Nalezy rdéwniez pamigtac, Za jakkolwiek w ramach teorii
technicznej mala wyniosloéc powisrzchni i proets ukady cige-
gien umozliwizja uproszczenia w analizie statyocznej oraz wam=
runki statycznej dopuszczalnoéci speinione sg tozsamdsciowo
na powierzchniach o ujemnej krzywiZnie Gaussa, to jednak przy-
bliZone ustalanie parametréw konfiguracji poczatkowej nie jest
wskazane gdyz nawet niewielkie rozbisZnosci, nieistotne przy
wyznaczaniu sil, powoduja znaczne trudnoéci przy montazu gia-
tek ciggnowych poniewaz tutaj bledy sumuja sie.

Przyblizone speinienie warunkéw statycznej dopuszczalnos-
ci konfiguracji poczgtkowej spowoduje, ze sistka ciggnowa pod-
czas Wstepnego naprezania zajmie jakaé konfiguracje poczatkows
rézna od projektowanej. W rezultacie nastgpi zmiana rozkladu
sit wewnetrznych i zdeformowanie regularnego ukladu ciggien
oraz zaburzenia w regularnoéci powierzchni przekrycia,

Speznienie warunkéw statycznej dopuszczalnodci nawet w
sposdéb $cisly ale tylko w konfiguracji poczgtkowej réwniez
nie jest wystarczajace gdyz przy pewnych ukiadach obcigzeh
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moZze wystgpic utrata kinematycznej niezmiennosci ustroju /naj-
czescle: lokalna/ prowadzaca do falowania lub Iopotania powie-
rzchni przekrycia.

A zatem, tylko dokladne spesinienie warunkéw statycznej
dopus=zczalnosci w konfiguracji poczatkowej i aktualnej za-
pobiega utracie kinematycznej niezmiennosci i pozwala trekto-
waé siatke ciegnowg jako ustréj odksztalcalny,

Przyjmujac tredycyjne oznaczenia stosowane w teorii tech_
nicznej siatek ciggnowych [2.927 , mianowicie

L A G zl"- ZZ = VY3 z% =Z
st razzo
oraz podstawisjgc T =T, 1 q;- i;;;r a takze

- w konfiguracji poczgtkowej
$37Hige . RpfHons
- w konfiguracji aktualnej

2
T1’H11) T2-H21' Piﬂq‘- = -qya Ps’qz" z“zo*'.l

réwnania réwnowagi w konfiguracji aktualnej /2.92/1 2.3
L4 ’
moZne napisa¢ w nastepujescej postaci

“OH
11
e = 0,
B x * 9%
“0H,y
/2.,93/ —’W +4q, =0,
3 Dz 2 )
S (Hil ax-—) 4-’_0—;—-(}121 ;'—y) + qz = 0,

Pod dzialaniem tvlko obciszenia picnowego powyzsze row-
nania mozna jeszcze bardziej uprcscic gdyiHiinconst, Hzlsconm,
,stad

/2,94/ Hii —a-x—z-— + H21 Wj— + qZ = O
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Réwnania réwnowagi /2,93/ mozne wyprowadzic réwnie:z rozpatru-
jac bezpoérednio stan réwnowagi elementarnego elementu powierz
chni niewyniostej [2,92L[2.152])&.439]J2.475]

Natomiast réwnania odksztaXcalnoéci aiggien obu kierunkdéw
mozna wyprowadzi¢ analogicznie jak w przypadku ciegien poje-

dyficzych
2
EAi E' 'd-o dw dw
Hy1=Hyo = 7 ROk i dx + dx |,
2 s i
7295/ T i 'E_Ag !AV +Sdzo dw dw
21720 = g L i 5 dy} »

ty

Uktad réwnan /2.94/ i /2,95/ opisujacy stan naprezenia
i odksztalcenia siatki ciegnowej mimo znacznych uproszczen
teorii technicznej nie ma rozwigzania analitycznego w formie
zamknietej, Istnieje jednak szereg metod przybliZzonych, umoz-
liwiajecych numeryczne rozwigzanie tych réwnan, przy czym
doktadnosc rozwiazar mieséci sig w wymaganiach stawianych obli-
czeniom inzynierskim, Dwie z nich przedstawiono w pracy
[2.227]

Koncepcja pierwszej metody przyblizonej [2,308] polega
ne zakladaniu posteci funkcji aproksymujacej funkcje przemie-
szczenia pionowegec W = w ( x,y),.

Zadowalajgce dokladnos¢ wynikéw uzyskuje sig tu jednak
na 0gé% tylko w przypadku obcigzen jekodciowo réwnowaznych
tzn, o identycznym rozkladzie, Przy tych obciazeniach mozna
tatwo dobrac odpowiedniz funkcje eproksymujece przemieszczenia
Na ogéi mozne jJa nawet okres$lic¢ z dokiadnoécie do stalego pa-
rametru, W przypadku innych obcigzer konieczng moze sig¢ oka-
za¢ metoda kolejnych préb, Nie musi si¢ ona jednak okazaé
zbiezng, Dlatego wéwczas wynik pierwszego przyblizenia nalezy
raczej traktowac jeko rozwigzanie wstgpne do metody malego
parametru podanej w pracy [ 2.92} , ktéra charakteryzuje sie
szybke zbieznoécia procesu obliczeniowego.



- 121 .

Z innych metod na szczegdlne podkredlenie zastuguje meto-
da zaprooonowana przez L.G, Dmitriewa i A,V, Kasilowa [2,92].
Metoda ts, nazywana metoda sprowadzanie obcigzenia do obciaze-
nia réwnowaznego, pozwala stosunkowo szybko i doktadnie
okresli¢ przemieszczenia i sily wewnetrzne ustroju, Oparta
ona jest na zaloZzeniu, Ze w przypadku obciazenia rdéwnowaznego
mozna pomingc¢ wyrazy nieliniowe, przy czym doktadnos¢ rozwia-
zania bedzie taka jak w przypadku zwyklych konstrukcji budowla-
nych, Przez obcigzeni~ réwnowazne rozumiasne jest tu takie
obcigzenie, ktére nie powoduje zmian kinematycznych siatki
ciegnowej, & przemieszczenia ustroju sg wywolywane jedynie
odksztaiceniemi sprezystymi,

Jezeli obcigzenie nie jest rodzajem obcigzenia réwnowaz-
nego, to rozwigzanie siatki cieggnowej mozna sprowadzié do
rozwigzania innej siatki ciggnowej, przy ktérej powyzsze obcie-
2enie bedzie réwnowazne, dokonujac przy tym stosunkowo proste-
go formalnego przeksztalcenia, Metoda ta jest dokladnie oméwio-
na 1 ziluetrowana przyktadami liczbowymi w pracy [2.92]. w
pracach [2.48]’[_2. 49],[2.374])[2.409] przyjeto energetyczny spo-
eb6b rozwiazywania ustrojéw ciegnowych, ktérego podstawa jest
ainimalizacja energii potencjalnej ukladu, natomiast niewia-
domymi sg przemieszczenia weziéw siatki ciggnowej.

Podstawowe zsleznosci analizy stenu naprezenia i odksztal-
cenia siatek ciggnowych przedetawione powyiej sg Podstawg do
sformulowania zagadnienia ksztaltnwania siatek ciegnowych wste~-
pnie napreZonych,

9,6, Sformutowania zagadnienia ksztaltowania

Zagadnienie ksztaltowania odgrywa w projektowsniu sia-
tek ciegnowych wazng role, Siatka ciggnowa jako ustréj musi
byé kinematycznie niezmienna, a wiec naleZzy jg tak uksztailto-
waé by spetniony byi warunek /2.1/. Zagadnienie ksztaltowanis

" sietek ciegnowych bylo rozwazane wczeéniej w pracach [2.40]
[2.200] [2.214] [2.219] [2.221] [2.224] [2,226] [2.509]. Zagednie-
nie ksztaltowania wobec wystepowania naprezen poczgtkowych
formulowane by¢ musi tu w odniesieniu do co najmniej dwéch
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konfiguracji, Liczba uwzglednianych konfiguracji zalezy od
ekstremalnych stanéw obcigzenia /patrz rozdz, 6.3/,

Ogreniczejec sie do dwéch konfigurac$i oraz pozostajec
w ramach teorii technicznej siatka ciggnows moze by¢ opisand
nastgpujacys ukitadem réwnat:

W powyzszych réwnaniach pominieto przemisszczenia poziome
podpér, Réwnania /2,96/ mogy byé traktowane jako statyczne
warunki optymalizacji. Oprécz nich muszg byé mglqdniom
Jeszcze warunki wytrzymaloéciows:

2,57/ ALz M/ Gy Ay Hpo/ By

warunki zwigzane ze sztywnoscig chwilowg ustroju

/2,98/ Hy 20,

oraz warunki okresélsjace statyczng dopuszczalnoéé jednej z
rozwazanych konfiguracji, ktére ogélnie napisano w postaci

72,99/ Py (20: % #)=
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Zaleznoéci /2,96-2,99/ stanowia zbidér koniecznych wa-
runkéw ksztaltowania siatek ciegnowych, opisywanych réwnania-
mi, teorii technicznej., Ostatni warunek /2.,99/ w ramach teorii
technicznej moZze byé zawsze spelniony, Warunek wyréwnania na=
prezoﬂ’?ﬁnﬁi‘- 0 jest tu réwnie spelniony na mocy zalozen
teorii techniczmej.

Oprécz powyzszych koniecznych warunkéw ksztaitowania, w
praktyce projektowej czpsto nalezy uwzglednié szereg dodatko~
wych warunkéw determinowanych wzgledeai:

- konstrukcyjnymi np, warunek okreélajacy typ siatki,

- oksploatacyjnymi, np, warunek ograniczajgcy wielkoséc
przemieszczed, -

- architektonicznyai, np, warunki okreélajace ksztatt
powierzchni i konturu lub ich parametry geometryczne,

- wynikajacymi z optymalizacji konstrukcji podporowe]j,
np, warunki ograniczajgce rozktad lub wielkod¢ zmian oddzialy=-
wafi konstrukcji przekrycia na podpory,

Zadanie ksztaltowania siatek ciegnowych moZna wiec sfor-
mulowad nastepujaco: nalezy wyznaczyé taka konfiguracje poczate-
kows siatki, tj. ksztalt powierzchni i typ siatki, e takze
takie sily wstepnego naprezenia i przekroje ciegien, by speil-
nione byly konieczne i ewentualnie dodatkowe warunki ksztalto-
wania,

Jezeli dodatkowo okreslimy kryterium optymalizacji, to
zadanie optymalnego ksztaitowanis siatek bedzie polegaio na
tym, by wyznaczone powyzej wielkodci réwnoczeénie minimalizo-
waty funkcjonal lub funkcje celu - okredélone na podstawie kry-
terium optymalizacji,

Zagadnienie optymalnego kszteltouenis siatek ciegnowych
W powyzszym sformulowaniu, nawet rozwazane w ramach teorii
technicznej, prowadzi do zloZonych zagadniert ekstremalnych,
Decyduje o tya charakter operatoréw wystepujacych zardéwno w
funkcji celu, jek i w ogreniczeniach, zwykle sg to nieliniowe
operatory rézniczkowe i rézniczkowo-calkowe o pochodnych czgs-
tkowych,
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Rozwigzywanie takich zaden, przy aktualnym stanie teorit
zadan ekstremalnych, nastrecza znaczne trudnogci, Dlatego tez
przy rozwiqzywaﬁiu zagadnieri projektowych czeseto rzeczas konie-
czng staje si¢ ograniczenie rozwazar do ksztaitowania siatek
rozumianego jak wyzej, lecz bez optymalizacji. Uzyskanie
rozwiazania racjonalnego moze w tym przypadku ulatwié wykorzy-
stanie wynikdw czesciowych analiz optymalizacyjnych przedsta-
wionych w rozdziale 9.4,

Przedstawiony ponizej tok postepowania przy ksztaltowaniu
siatek ciegnowych wstepnie naprezonych pozwala na uzyskanie
rozwigzania speinisjacego konieczne warunki ksztaitowania.
Rozwiazanie nazwano "czgéciowo optymalnya”, jesli do warunkéw
ksztaltowania dolaczyc warunki czesciowej optymalizacji wy=-
mienione wyzej.

Tok postepowania przy ksztaltowaniu siatek ciegnowych,
ilustronany‘dalej na przykladzie, moZna uje¢ w nastepujacy
schemat:

1/ okredlenie obcigzer i konfiguracji B wtaéciwych przy
,rozpatrywanya zadaniu projektowym /rozdzial 6.3/;

2/ okreélanie postulatéw: konstrukcyjnych, technologicz-
nych, eksploatacyjnych, architektonicznych 1 optymalizacy]j-
nych, determinujacych warunki ksztaltowania;

3/ wyprowadzenie warunkéw okredlajacych statyczng do-
puszczalno$c konfiguracji poczatkowsj przy uwzglednieniu
warunkéw ksztaltowania;

4/ sformuiowanie zagadnienia ksztaitowania siatki cieg-
nowej z ewentualnym uwzglednieniem warunkdéw “czeéciowej apty-
malizacji"™ przedstawionych w rozdziale 9.4,

5/ ewentuslne przyjecie kryterium ksztaltowania, sformu~-
towanie zadanis ekstremalnego i wyprowadzenie warunkéw okresé-
lajacych rozwigzanie optymalne;

6/ rozwigzanie, na ogét przy pomocy metod numerycznych,
uktadu réwnan wyprowadzonego w punkcie 5;

7/ wyznaczenie konfiguracji wstepnej i dokiadnej geome~
trii konfiguracji poczatkowej.
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Przyklad 2.3, Przedmiotes ksztaltowania jest aiatka ciegnowa
stanowiacs konstrukcje nosng przekrycia obiektu przedstawionego

na rys) 2,17, Przyjeto: E = 2-106kG/cn2, G; - 1O4kG/cn2 oraz
odlegloéé pomiedzy ciegnami l1.,=3m, a=30mn,
1/ Okredlanie obcigzen i konfiguracji P

2/

3/

ObcigZenie stale q = 200 kG/l
Obcigzenia zmienne:

- obciszenie éniegiem Py = 80 kG/u2

- obcigzenie wiatrem:

parcie wiatru Py = 60 kG/-z,
ssanie wiatru Py ==180 kG/-2
oketremalne stany obcigzenia:

- przy Pl : q1 =q+p+py= 340 kG/- y

- przy Pz P Gy = Q¢+ p,= 200 - 180 = 20 kG/l
Poniewaz o, > 0, wigc ksztaltowanie nalezy przeprowadzic w
odniesieniu do dwéch konfiguracji,
Sformulowanie warunkéw ksztaltowania

Jako dodatkowe warunki ksztaltowania przyjeto warunki wy-
nikajgce z postulatéw technologicznych, mianowicie przyjeto
siatke z plaskich krzywych

z* - zl(x). 2% = 2%(y)

Rozpatrzono dwa warianty ksztaltowenia. W wariancie 1 jako
konfiguracje poczatkowa przyjeto powierzchnie minimalng
okreélona przez forme obiektu, a liec’35,/?x‘=-92%/gfﬁ
W wariancie 2 natomiest przyjeto warunek ograniczenies maksy-
malnego przemieszczenis Woax $ 100 cm, wynikajecy z postulatéw
eksploatacyjnych,
Statyczna dopuszczalnodé Pa

Poniewaz w konfigurecji poczatkowe] B uktad ciegien defi-
niowany jest przez siatke krzywych ptaskich, ktdrej rzut na
piaszczyzne jest siatka prostokatng, wiec otrzymana w ten spo-
s6b konfiguracja poczatkows bedzie dopuszczalna, gdyz na kaz.
dej pcuierzchni'o ujemnej krzywiZnie Gaussa, spelnia warunki
/2.75/ i [/2,76/. ‘

4/ Sformulowani. zagadnienis ksztsitowsnia
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Wariant 1, Poniewaz nie ma ogrenicze’ na wielkosé prze-
mieszczenia, optymalne rozwigzanie wyznaczono z warunku
H21 = 0, Przyjmujgec warunki wytrzymalodciowe /2,97/ w foraie
réwnoéci /w ramach teorii technicznej jest to zawsze dopusz-
czalne/, zagadnienie kszteltowania sprowadzono do wyznaczenias
zil uma "‘203'"11. z ukiadu réwnan:

e ]

1
Nin =itagr - Mgy ool ¥ g, =0 :

1
1
€ (1 = "m/"n.)ﬁf2 - [(’a :1 '(%l:—)z:[ dx,

-t [ (3a) .,

4

Rozwigzanie tego ukladu llll;. opolniaé'larumk H:l. >0, Powy2-
szy uklad ma jednoznaczne rozwigzanie, Calkujgc dwukrotnie dru-
gie réwnanie, o:rzymasno

% 5
s () e o).
Funkcja tas po owzglednieniu warunkéw brzegowych
:"IX.yc—r‘ z°‘x.ver

ma postaé 3q 5 5 . 2o
11- ;ﬁl(x -y + 28y = 8 )0 .——(.Y)

22

Podstawiajec j§ do réwnar geometrycznych otrzymano
é‘) wohys = 3 4 -0

2a
uuz(ﬂ._e_. 4 -n

2af
"192('—5_‘—.' 3 3;:)' Mpta * -?-i- (-"’-zf,) -0
Rozwigzujac powyzsze réwnania z uwzglednieniem warunku Hi >0
otrzymano H,, = 13,61 T, Hyq = 56,00 T. Mozna wie¢ obliczyé
i pozostals wielkodci bedgce niewiadomymi ksztaltowania, mia-
nowicie powierzchnie konfiguracji aktualnej okreélonej jak
wyzej érgz sily w cieynach i przokrojoi ciegien:



H20 - H10 = 13,61 T, H21 = 0,

Ay Hu/c-;’d-s.so:-

I 6 4 =1,% cn,

Rozwiazanie to daje jednak duZze przemieszczenie

Yoax (zl = ZD) . 1,32 m
| x=y=0

_Wariant 2. W tym przypadku ograniczono maksymalne przey
mieszczenia do wielkosci dozwolonych, Przyjetie warunku H21-0
jJest tu niemozliwe, poniewaz jest to sprzeczne z -arunkian

'dotyczecym ograniczenia wielkoéci przemieszczern, Przyjmujsc
jak poprzednio warunki wytrzymalodciowe w formie réwnoéci i
eliminujac z, przez podstawienie z, =z, +W, zegadnienis
ksztaXtowania sprowadzono do wyznaczenis HiO‘ HZO' H11 3

H21, Zgom 2 uktadu réwnah:
2%z, 2% '322. 2w .
Tz- ——z) H20 i ’
11— Hy g azi =, = 0
v
5321’5" 1--2 2ab, aLEl
B ) Rk
=ry
2
Pz @ 17D -
B (B (r-meng ] e
-

aby spelnione byly warunki:
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Hig 2 0 4 Mo %

Cztery powyZsze réwnania zawierajg pieé niewiadoamych,
Jedna z nich mozna wiec zaloZyé wykorzystujec przy tya warunki
okreslajgce czedciowa optymalnos¢ rozwigzania, przyjmujac na
przyklad 2y jako powierzchnig¢ minimalna lub moZna jg wyznaczyc
na podstamie przyjetego kryterium optymalizacji.

5/ Przyjecie kryterium ksitaltowania /punkt ten dotyczy
juz tylko wariantu 2/, sformulowanie zadania ekstremalnego i
wyprowadzenie warunkéw okreslajgcych rozwigzanie optymalne,

Jako kryterium ksztaltowania przyjeto minimalizacje cie-
2aru siatki Kryterium optymalizacji okredla funkcjonatl

" ﬂ_éi_ 1+os—)‘)+os(’,?)x 'a: %}4
: w ?5]
#-52:—[1+O,5@:) + 0,5 (’3;) +:§-—y—?:i}d.917

Poniewaz warunki nieréwnosciowe dotyczg perametréw, a
nie funkcji, mozna potraktowaé je jako niezalezne ogranicze-
nia zbioru rozwiezah dopuszczalnych, Przyjmujec réwnania geo-
metryczne jako warunki izoperymetryczne zagadnienia wariacyj-
nego, mozna wyprowadzi¢ warunki konieczne istnienia ekstre-
aus funkcjonatu F (zl,u) . Réwnania Eulera-lLagrange’a promadzs
do nastepujacych zaleznoéci:

z, ”82-]* >3z P ,az“
JEr SRR = R A S = Y P Rl

Ara, ’a-) z ?2\
+< . * 1 - = 0
(1 fa’ 22 (0 Lyt 5
.przy warunkach brzsgowych:

T = Z
x,yer ol x,yer ’ ',x.y‘_p. 0.
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9,7. Optymalne ksztaitowanie siatki ciegnowej przy ograni-
czeniu klasy dopuszczalnych konfiguracji

Rozpatrzono dwie konfiguracje siatki ciggnowej opisane
ukladem réwnan /2,96/, Przyjmujec wsrunki wytrzymatoéciowe
/2.97/ w postaci réwnodci nalezy wyznaczy¢ 6 niewiadomych:
H10' Hzo' H11' H21, Zos 24 Przedstawiajgc z, i z, w postaci
wislomianéw o L i L waspdiczynnikach oraz wykorzystujgc warun-
ki geometryczne mozna wyznaczy¢ n wspéiczynnikéw, Winna ze-
chodzic nieréwnoéé n, + ®y2n, Jezeli m,+m =0 to wszyst=
kie wspdiczynniki majg interpretacje geometryczng. Powierzch-
nie w obu konfiguracjach se okreslone przez znane funkcje o

nieznanych parametrach .1, bis

z, = f, ( 8. X, y)

1= fg (bge % v)

Podstawiajec te funkcje do réwnan /2,96/ wmozna otrzymac ukiad
czterech réwnan algebraicznych lub funkcyjnych oraz ewentual-
ne dodetkowe ograniczenia na wspéiczynniki, wynikajgce z wa=

runi:éw

z

k k

10 %20 < 0 11 k21<o, Hu;,o.

Rozwigzujgc otrzymany uklad réwnah mo2ns wyznaczyé Hij w po=
staci

Hyo = Hyo [ 840 by. ag (v)]
Hao = Moo [ o3+ Bys 9 (%)]
Hyg = Hyy [ 840 Bye 93 (V)]
Hag = Moy [840 Bye 9, (=]

oraz ewentualne dodatkowe ograniczenis wynikajgce z warunkéw
wyréwnania naprezen

_L:?il- = 0
0 x Dy

Przyjmujec na kryterium ksztaitowania minimslizacje ciezaru
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siatki opia‘anogz funkcjonalen ’
(s - ({ [ 61, 4 b0, g, ] 123+ 451404
.
mozna przez a:atko-an:.e sprowadzié ciezar siatki do funkcji

, FeF (Bl‘ b.‘]) =
Wyznaczajec minimum tej funkcji ze wzgledu na a,, b, /w og6lnym
przypedku minimum warunkowe/ otrzymuje sie wartosci wspéiczynni-
kéw spetniajacych warunki zadenia i minimalizujace ciezar siate-
ki,

Uzyskane rozwigzanie jest optymalne w klasie funkcji
okreslonych przyjetymi wielomianami, Posta¢ tych funkcji nie
moze by¢ dowolne, Musza one epelniac warunki zgodnosci okreslo-
ne przez geometri¢ rzutu przekrywanego obiektu i statyczna do-
puszczalnoéé konfiguracji aktualnej,

Ponizej na prostym przykladzie zilustrowano optymalne
ksztaltowanie siatek ciegnowych przy ogreniczeniu klasy konfi-
guracji dopuszczalnych, Wprowadzono dodatkowe ograniczenie
zbioru rozwiezah dopuszczalnych, zakladajec, 2e rozwiazanie ze
wzgledu na z, poszukiwane jest tylko w klasie okreslonych wielo-
miandéw: F, = Fi( 8y, X, ¥ ). W kazdym z tych wielomianéw wyste-
puje L wepd tezynnikéw

o '01‘2 & 'oZyz & "3

Fy = mgyx® - mov® v mdy® 4m g
Wykorzystujac warunki geometryczne zadania wyznaczono ng wapdt-
czynnikéw, Wielomiany winny byé tak dobrane, by LR PR Jezeli
m, =, to wezystkie wspdlczynniki majg interpretacje geometry-
czng i dalsze rozwazania dotyczg wylacznie optymalizecji para-
metréw geometrycznych a nie ksztaltu powierzchni,

Przyjmujac warunki geometryczne ciegien giéwnych jak
na rys, 2,18 otrzysano

zonh(—lﬁz-xz--—bz-—yztg).
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5 h[ﬁ- (el s S R '01'

+cx"y
3 a b

Warunkli zgodnoéci na brzegu

w
'0- R

w w
"%, - h['Eg_ x2 -—%— y2 + cxzy2 - "p] = 0
lx.ver 8 b
spetnione sg w przypadku:
rzutu eliptycznego
2

2
X
— _lz- -1 =0przy c=20
a“ b )

rzutu prostokatnego
w
x= 2 a, y=b oprzycs= - —222 "
. a b

rzutu okreslonego réwnaniem

2 2 2 c, W

b -CyY ab

W pierwszych dwéch przypadkach otrzymano m, = n;, natomiast
w trzecim: R, = N, i R, > n,. Nastepnie rozpatrzono siatke
o rzucie eliptycznym, Obliczajac odpowiednie pochodne z_ i z

oraz podstawiajec je do zwigzkéw geometrycznych /2.96/3 4
’
otrzymano:

: 2
"10'"11{1' 3(

2
"21""20[1' !(

gdzie & = E/' Ed-

1

2

oz Genyme + =6 - 22}
)zwxz[z?"o-":]ﬁ 3 ':;)}

Ik,

ol

Z réwnania réwnowagi /2.964 otrzymano

/2.101/ H

10" T Hoo.

‘i wobec tego z réwnania /2.100/L wynika,

1=
Heg =
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Podstawiajac H11 i "21 do réjnoniu réwnowagi /2.96/2 i cail-
kujac otrzymano

/2.102/ Hag = "%;E' °‘1('l' wo b 2, n) ?

gdzie
2o (0 ) (e D e
L= gultfn, 2o

oy = Wyt 2(1-p) + 25K (20-4)

= K[(1-9) (h7-390) £ 06 (7-)]

Podstawiajac /2,102/ do /2 100/ 1 /2 101/ otrzymano

/2.103/ Wy 95}‘— ai[x-zx o, 27-!!)(1-—2—)]
Mg —q-z—h- M/{l--é-dz[Z(i-y)q»uo](l-%!-)S.

Tak wigc wielkoéci sil H1J przedstawiono jeko funkcje parame=~
tréw: a, M, h, o W, Jezeli w zedaniu projektowyam pareme-
try te sa narzucone, to w wyniku powyZszego postgpowania wy-
znaczono wielkosci sil i przekroje ciegien, W przeciwnym razie
niektére z tych parametréw mozna wyznaczy¢ na podstawie cigzaru
siatki ciegnowej

b
H H H H
F-J_Eg:_z_odR.Jij g1 20 14. z(i.?.. +
d d
K4 ey,

. z(%’) ] d“}

Podstawiajeac H11 i H20 zgodnie ze wzoremi /2_.103/ otrzyamano



" Tone, 2{ i[“ a- .[)[,?,,5(1_5_)}][‘ ~2 ()7 (3)6-0

g (_:_)2 X2 92 ({)zl dx} dy,

Y Ys= 3, [2 (1-7) "'o]'

Po zcalkowaniu funkcje celu me nastepujecg postac

rot0a) § o B2 (e 2y 2B {BO-DRYOD] T 2
h @, q,{2(1-?+w‘)-(4-[)(7—u.)x‘[4‘.1‘(dri.larxx‘)”

w ogélnym przypadku zaleiy od zmiennych decyzyjnych: h, 9. W,
iX.

Ograniczenia zbioru rozwigzanh dopuszczelnych wynikaja
z warunkéw Hij > 0; ne podstawie réwnan 2,100/, /2,102/,

/2.104/ przybieraje nastepujace postac
2
2(h 2
1 - !(;) “’[2 (1 -n) woew ])_0

/23 105/ : §(%)2¢J12(2'2'° N -62) >0,

(47 4) = (g L4, (4 o014,)] 7 0

Ponadto wszystkie zmienne decyzyjne moge przyjmowac jedynie
wartoéci dodatnie,

Tak wi@c zadanie zostalo sprowadzone do wyznaczenia
sinimus funkcji /2.104/ przy ograniczeniach /2,105/, Z uwagi
na nieliniowy charakter funkcji celu i nieliniowe ogranicze-
nia, rozwigzanie mo2na otrzymac stosujac metody programowania

"nieliniowego.

Numeryczne rozwigzanie przy ustalonych wartoéciach LS
i q mozna uzyskaé stosunkowo tatwo wobec niewielkiej liczby
zajennych decyzyjnych,
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10. Zagadnienis ksztaltowania konstrukcji podporowych

. W poprzednich rozdzialach przedetawiono zagadnienia anali-
zy i optymalizacji ustrojdéw ciegnowych jednopasowych, dwupaso-
wych i siatek ciegnowych. Ponizej rozpatrzono zagadnienie racjo-
nalnego wyboru ksztaltu elementéw brzegowych, ktérymi zwykle

sg konstrukcje podporowe plaskie lub przestrzenne, Przez kon-
strukcje podporowe rozumie si¢ tu wylacznie te elementy brze-
qowe, ktére sluze do kotwienia ciggien przekrycia i przskazy=-
wgnia pbcigzen z przekrycie na stupy i fundamenty, Z uwagi

na rodzaj i sposdéb przylozenia obcigzenia,konstrukcje podporo-
we podlegaja zginaniu i éciskaniu,

Celem ksztaitowania konstrukcji podporowych jest elimina-
cja momentéw zginajucych i wyznaczenie takiego ksztaltu podiuz-
nej osi konstrukcji podporowej, zwanej dalej konturem, przy
ktérym wystepowalyby tylko sity é$ciskajece. Z analizy statycz-
nej pretéw zakrzywionych wiadomo, 2e ksztaltem, ktéry speinia
powyzszy warunek, jest linia cidnieA od obciszer zewnetrznych,
A wiec celem ksztaltowania jest wyznaczenie ksztaltu konturu
konstrukcji podporowej w postaci linii ciéniert od obcigzen
zewrgtrznych, Wyznaczony w ten sposéb ksztait jest optymalnym
tylko przy jednym stanie obciazenia, Dlatego tez przy ksztai-
towaniu nale2y wybierac stan obcigzenia, ktéry w sposéb decy-
dujgcy wpiywa na wielkosci przekrojdw poprzecznych konstrukcji
podporowej, W wyznaczonya w ten sposéb bezmomentowym konturze
przy maksymalnya stanie obcig2enia, inne stany obc;qzenia wy=-
wotaje tylko niewielkie momenty zginajgce, ktére mozna pomi-
na¢ przy wymiarowaniu konstrukcji podporowej,

W sformulowaniu zagadnienia ksztaitowania przekryc wiszg-
cych mozna odréznié¢ dwa przypadki., Pierwszy, w ktérym ksztalt
konturu jeet okreslony na podstawie zalozed architektonicznych
lub innych, natomiasst wyznaczy¢ nale2y rozklad oddzislywah
siatki nie wywolujecy zginania w konstrukc;i podporowej. Nea-
stepnie znajac bezmomentowy rozklad oddziatywah sietki ne kon=-
strukcje¢ podporowg nalezy wyznaczy¢ ksztalt siatki odpowiadaje-
cy okreslonemu wyzej rozkiadowi wzajemnych oddziatywern siatki
i konstrukcji podporowej,
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Drugi przypadek dotyczy zagadnienia, w ktérym dany jest
ksztalt ciatki ciggnowej a zatem i rozklad oddzialywar siatki
na konstrukcj@ podporowa., Tutaj celem jest wyznaczenie ksztaltu
bezmomentowego konturu tzn., linii cidnien od oddziatywan siat-
ki na konstrukcje podporowg, W tym przypadku zagadnienie nieco
8i@ komplikuje, gdyz z kolei rozkiad oddzialywan zalezy od
nieznanego ksztaltu konstrukcji podporowej.

W dalszych rozwezasniach zaklsda sie, 28 oddzialywania siate-
ki sa przyloZzone od osi konstrukcji podporowej zwanej konturem
ktéry traktuje sie jako niescidliwy, Konstrukcje podporowe se
czesto przestrzenne a nie piaskie. Jednakze niekiedy z uwagi
na male odstepy miedzy situpemi podporowymi oraz mala deplanacje
konturu mo2na przyjaé, 2e wyniki otrzymane z rozwazan konturu
plaskiego pozostajg réwniez wazne przy konturach z deplanacje.

W pracy [ 2,227] przedstawiono warunki konieczne i dosta-
teczne znikania momentdéw zginajacych w pierécieniu podporowym,
w oparciu o wyniki otrzymane w pracy [2_308]. Na podstawie roz-
wazah tam przeprowadzonych mozna stwierdzié, 2e oddzialywania
siatki na kontur przy radialnym ukladzie ciegien sg o 41/3 mniej-
8ze niZ przy siatce ortogonalnej zbudowanej z ptaskich krzywych,
a zatem ustroje ciggnowe o radialnym ukiadzie ciggien sg bar=-
dziej ekonomiczne niz ortogonalne siatki ci¢gnowe, Powyzsze
stwierdzenie odnosi sie nie tylko do samej siatki, ale takze i
do sily w pierscieniu podporowym, ktéra przy radialnym rozmie-
szczeniu ciegien jest pditora raza mniejsza niz przy siatce
ortogonalnej. Nalezy jednak pamietaé, 2e powy2sze wnioski zo-
staly sformulowane w odniesieniu do konstrukcji ciegnowych bez
wstepnego naprezenia,

W przypadku radialnego rozmieszczenia ciggien o statym
kgcie érodkowym, sily w ciegnach, a zatem i przekroje poprze-
czne ciegiegp, bgda rézne w réznych ciggnach, Mozna jednek
znale:C takie polozenie édrodkowego wezla ciegien, przy ktérynm
sity w ciegnach bylyby jednakowe przy stalym skoku kata $rod-
kowego, 3

Mozna pokazacé, ze tylko elipsa, ktérej jedno z ognisk
pokrywa sie z rzutem érodkowego wezla ukladu ciegien na pila-
szczyzng, stanowi bezmomentowy kontur umozliwiajacy realizacje
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przekrycia o réwnych przekrojach ciegien przy stalym skoku
kata sSrodkowego.

11. Przewidywany rozwéj optymalizacji konstrukcji ciegnowych

Rozwdj optymalizacji konstrukcji ciegnowych jest w znacz-
nym stopniu uzalezniony od rozwoju metod analizy statycznej i
dynamicznej, Zaleznoéci i werunki wyprowadzone podczas analizy
stanu naprezenia i odksztaicenis stanowig podstawe optymaliza-
cji ustrojéw ciegnowych, Dokladnoséé rozwigzen optymalnych zaleiy
w duzym stopniu od przyjetego modelu opisujacego zachowanie
sig¢ konstrukcji pod obciazeniem,

Tak wiec dalszy rozwéj optymalizacji konstrukcji ciegno-
wych bedzie uzalezniony od rozwoju analizy tych konstrukcji i
powinien obejmowac:

1/ doskonalenie metod analizy statycznej zaréwno w ujeciu
ciagiym jak i dyskretnym, w szczegélnosci przy zastosowaniu

techniki elementéw skoriczonych oraz metod rachunku réZnicowego,

2/ transformacje warunkéw statycznej dopuszczalnodéci kon-
figuracji konstrukcji ciegnowych z modelu cisgtego na dyekret-

ny.
3/ rozwéj metod snalizy dynamicznej ustrojéw ciegnowych

dwupasowych 1 siatek ciegnowych wstepnie naprezonych,

4/ wyprowadzenie warunkéw dynamicznej dopuszczalnosci
konfiguracji konstrukcji ciggnowych wstepnie naprezonych,

5/ uwzglednienie w optymalizacji konstrukcji ciegnowych
ograniczen dynamicznych np, czestodci drgan wiasnych itp.,

6/ rozwéj analizy stochsstycznej ustrojéw ciegnowych przy
uwzglednieniu obciaszen losowych /wiatr, émieg, wpiywy sejemi-
czne/, wad materialowych, niedoktadnoéci w wykonawstwie itp,

7/ uwzglednienie w optymalizacji ustrojéw ciegnowych ogra=-
niczen wynikajacych z analizy stochestycznej,

8/ uwzglednienie nieliniowych zwiazkéw fizycznych w szcze-
gélnosci w konstrukcjach wykonywanych z materialéw plastycznych,
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9/ wprzejscie od optymalizac]i poszczegdlnych elementow
konstrukcili ciegnowych do optymalizacji catej konstrukcji tj.
igcznie z podporami i fundamentami,

10/ sadanie warunkdw statecznosci konstrukcji ciegnowych
oraz ich uwzglednisnie przy optymelizacji tych konstrukcji

11/ dalszy rozwéj kryteridw optymalizacji konstrukc]
ciegnowych oraz rozpatrzenis mozliwosci optymalizacji wielo-
kryteriowej,

12/ dalszy rozwéj metod optymalizacji konstrukcji ciegno-
wych w szczegdlnoscl zastosowanis programowanis matematycznego
oraz metod teorii sterowania.
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ZALACZNIK 2.1,

Podstawowe zaleznos$ci z geometrii rézniczkowej oraz
objasnienie oznaczen i pojec stosowanych w czeéci 2 pracy

Uktady wspélrzednych

Geometria siatek ciegnowych opisywana jest w okreslonej
konfiguracji Pn zajmujacej obszar & w dwuwymiarows] przes-
trzeni V, w pewnej chwili the AZG:VZ/. Przestrzen Voo, W kté=
rej okreslona jest konfiguracja Pn' parametryzowana jest
uktadem wspéirzednych materialnych {X‘i, w ogélnym przypadku
krzywoliniowych i nieortogonalnych, Pomigdzy punktami materie
nymi siatki X i parami liczb rzeczywistych Xi, x2 zachodzi

zwigzek
/2.106/ x e (xt, x2).

h . ‘l
O0d ukiadu ix‘fmozna przejéc do innego ukiadu !X }za po-
mocg przeksztatcenia

) I i} ’
/21077 X = x¥md, 27 X% xRy
Przeksztaicenie /2.106/ jest dopuszczalne gdy det{X‘q ot >0,
)
Zbidér wszystkich ukladéw {X‘J . ktére moznes otrzymac z uktadi

{X*} w wyniku przeksztalcenia /2.106/ nazwano zbiorem dopusz
czalnych uktaddéw wspbéirzednych przestrzeni V,. W zbiorze
dopuszczalnych uktadéw wspéirzednych wyrézniono uktad fﬁ‘},
ktérego linie wspéirzednych X* = const i X“=const pokrywaja
sig z osiami cigegien, W dalszych rozwazaniach ukad ten jest
podstawowym ukladem wspéirzednych.

Punkt X mozna odwzorowaé réwniez w obszarze A € E4, Para-
metryzujac przestrzen E3 prostokatnym kartezjarnskim ukladem
wspéirzednych [ZAS, kazdemu punktowi materialnemu X odpowiac
tréjka liczb rzeczywistych Zl, Zz, 23 nazywanych wepéirzed-
nymi przestrzennymi, a wiec zachodzi nastgpujacs zaleZznosc:

/2.108/ x < zt, 22, 23) ,
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Przy ustulonaj parametryzacji przestrzeni V, ukladem wspéi-
rzednych {X*!mozna nepisaé zaleznosd

/2.109/ 2 it 1B,

Baza lokalna i tensory metryczne powierzchni

Zaczepiajec w punkcis o wspéirzednych Z1 -7z’ a z7 =0

waktor wodzacy pubktéw przestrzeni V2 /rys. 2.19/ mozna
napisac:

/2.110/ Re=R(X)nR(Z) ar (6 .

zaktada sig¢, 2a funkcja wektorowa /2,100/ jest ciagla i rézni=-
czkowalna a zatem w kazdym punkcis mozna wyznaczyc wektory
styczne do linii parametrycznych

/2.111/ 6y = Ry

ktére tworzg w tym punkcie baze¢ lokalna /styczna/.
Pierwszy tensor metryczny V, okreslony jest nastgpujaco:
/2.212/ Gup =6y« G

Definiujec w kazdym punkcie X pole jednostkowych wektoréw
normalnych
G1 X G2
/2.213/ G, =
3 Ve
otrzymano w kazdym punkcie kowariantng baze lokalna /przes-
trzenng/

/2.214/ {65485, Gyl
a tensor
/2.215/ G = Gy » 6,

nazwano pierwszyu‘kowariantnyn tensoram metrycznym.

Drugi kowariantny tensor metryczny

/2.,116/ Bd¥ = - Gs.d e G3 = GS « Guyp



- 186 -

Obok bazy kowariantnej /2.114/ wprowadza si¢ baz¢ lokal-
ng kontrawariantne /rys. 2.20/.

/2.417/ {61, &2, 63}

Pomigdzy wektorami obu baz zachodzg zwigzki:

/2.118/ 6" G = Sf :
Tensor

/2.119/ gihoa gt gt

nazwano kontrawariantnyl tensores metrycznym

Wyznaczniki tensoréw metrycznych kowariantnych oznaczono

przez

G = det G“P = dat GKL

/2.120/
B = dat Bay

Zaleznodci z gdhetrii rézniczkowsj

- dtugos$c luku krzywej na powierzchni:
(de)2 = (d2) ® = Gup ax"dX?

3
2,121 - —
/ / s ;{ VG.L, d Ay
~ kat pomiedzy liniemi wspéirzednych ukiedu {x‘}
: G ]
/2.122/ (88 = 12 )y sinw .V...—__G_:ﬂ
: VG162 €11%22

- powierzchnia:

2
/2.123/ g’[.de"tt 3 L= X X
T
- symbole Christoffela drugiego rodzaju:

rzaze {4 ) = 4 6( G0 tup - Gp019)
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= krzywizna normalnas linii parametrycznyct
/2..125/ 6 = Gue B

= krzywizny gtéwne powierzchni L'L sg plerwiastkami réwnania:

By1 = ¥C44» Bi2 = k64
72.126/ ; Gy
812 - kGlz, 822 - szz
~ twierdzenie Eulera:
v 2
/2.1277 By =k ov'n vk and

gaizie d ket pomiedzy x! s pierwszynm kierunkiem giéwnym
= krzywizna Geauesa /powierzchni/

B,,.B - (B

11%22 ~ (P12)
/2.1287 K= kk, = =
= krzywizna érednia ’

1 ¢ -

/2.29/ He 3 (kg v k) =3 (':‘11311 2‘512512*‘322522)
- krzywizna geodezyjna linii paraletrycznyc

fax axé  raxt ’ax ik U 9)("}
/2.130/ xfyz;*[{n axXe axe = {H’i 2x? X" X

(ct,p=42, o#p)

- réwnani® Gausse 1 Codaziego: Skladows tensoréw metrycznyc'
speiniac muezg nastepujgce réwnania nierozdzielnosci

e L VA R Buyp — Bpta =0
R:tlt = % E‘B“F 34:3

- pochodne pél wektorowych i tensorowych okreslonych w V,

T"Hr ='3"T“ i ["F}T)
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/2.132/
Tallp = 9T~ [ 2T

Tt =0T+ {i“r}'r‘“ {a"r}'rd:
T&pllx = ?aTq = {f.r} TSP 5 {rsi} Tus

3 ol 5 = [ o
poy: = (atTDlP"’{HST s {F*}T ‘;

Geometria konfiguracji odniesienisa

Gaometrie konfiguracji odniesienia moZe by opisana
analogicznie do geometrii konfiguracji ektualnej P, /rys.2.2la/

Dlatego tez nie pisanc tu powtérnie analogicznych zwigzkéw
w konfiguracji odniesienia, Nalezy zaznaczyc, Ze zgodnie z
przyjetym schemetem oznaczen, wielkoéci dotyczsce konfigura=-
cji odniesisenia oznaczanoc dalej matymi literami.

Konfiguracjg odniesienia moze by¢ zaréwno konfiguracje
poczgtkowa P, jaka siatka cilegnows zajmuje w chwili t = T,
i tek naogéit dalej przyjmowano jak 1 dowolne konfiguracja P
zsjmowana przez sistke. w jakiejé ustalonej chwili t > t

2godnie z przyjeta paranetryzacjava, przy przejéciu od
jednej do drugiej konfigurecji zmieniajas sie jedynis wepdirzed-
ne przestrzenne punktéw X. Wspélrzedne materialne nie ulegaje
zmianie. Zmienia si¢ natomiast sama przestrzef V2 a wiec jej
metryka jak i krzywizna. Zpieniajg sig obydwa tensory metrycz-

ne,
Oprécz konfiguracji poczetkows] Po i aktualnej P nalezy

wyréznic¢ jeszcze konfiguracje wstepng P w chwili t < t
odpowiadajgce razpoczeciu wstepnego naprezenis. W ocdniesieniu
do tej konfiguracji oblicza sie wstepne dlugoéci ciegien i
usytuowanie wezldw siatki. Konfiguracje wstepne nie musi byc
konfiguracja rzeczywista w przeciwienstwie do poczstkowsj.



Rys,2,19, Baza lpkalna Rys.2,20, Baza lokalns
kowarientna kontrawariantna

Rys, 2,21, Opis stanu &/ przemisszczenia, b/ naprezeniea
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Oznaczenia:

1.

Oznaczenia literowe:

L]
b

Qo -~ o

N < %X 0 § £ C » ® %" 0 3 = X I

X2 XX UuxO®mmo >

stata, przyspieszenie

stata, drugi tensor metryczny w konfiguracji poczet-
kowse J

stala, tensory deformacji i ich skiadows
tensory deformacji 1 ich skiadowe

strzalka zwisu, funkcja

obciszenie, wektor ograniczefi zachowewczych,tensory
metryczne i ich skiadowe

wysokosé diwigara

krzymizna giléwna powierzchni

rozpietosc diwigara

wektor norsalny i jego skiadowe

obcigzenie

wektor wodzgcy

parametr, diugosc tuku

tensor naprezenia, wspélrzqedna czasowa, czas
przemieszczenis

przemieszczenie

przemieszczenie

obcigzenie

wepéirzedna przestrzenns, slement zbioru
wspéirzedna przestrzenna, funkcja
wspdirzedna przestrzenna, funkcje

stata, pole przekroju oleioutu

etala, drugi tensor metryczny w konfiguracji asktualnej
przestrzefi, ,modul sprgzystoéci Youngs

operator, wektor sit objetoéciowych

wektor, tensor metryczny w konfiguracji aktualnej
skladowa pozioma sily, krzywizna édrednia

sztywnodé, niezmiennik tensora deformacji

paresmetr, krzywizna Gaussa

moment

sila w ciggnie
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- zbidr obcigzed, funkcja obcigzenis

- zbiér, sila poprzeczna

reakcja, wektor wodzgcy

- dilugodé krzywej

- sila w ciegnie, wektor lub tensor naprezsnia, funkcja
rozwigzujgca

- przemieszczenie

- przemieszczenie, objetodé przestrzen

przemjeszczenis, funkcja

- wspéirzedne przestrzenne, funkcja

- wepélrzedne materialne, punkt przestrzeni Vz' punkt

saterialny, wektor zmiennych decyzyjnych

- 0 xR0 v
]

x N & < C
1

d = parsaetr, kgt
} = zmienna pomocnicza
¥ = paremetr, zmienna pomocnicza
§ - parametr
f = odksztatcenis jednostkowe
¥ = parametr, wsp6éirzedna bezwymisrowa
Y = parametr, wspbirzedna bezwymiarowa
X - parametr, krzywizna geodezyjna
4 = parsmetr, stalas
M= parsmetr, wspdiczynnik obcigzenia
P = parametr
A - powierzchnia 1liczbe 3,14
8~ funkcja, gestoéé masy
6 - naprezenie, krzywizns normalns linii
W~ fumkcja, parametr
Y= funkcja
& - parametr, kgt
- zbiory, odwzorowania, dzislania:
F : X?R = odwzorowanie zbioru X w zbiér R
{x : P/x/} - zbiér tych liczb, ktére meje wiasnosé P
x € Q ~ alement x nalezy do zbicru Q 4
P CQ - zbiér P jest podzbiore=z Q
<> - homeomorfiza
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8 x b = iloczyn wektorowy
a ., b - iloczyn skalarny

uklady wspéirzednych:

{ZB} - uklad wspéirzednych przestrzennych /ortokartezjarfiski,
{x*} - ukled wspdirzednych materialnych /krzywoliniowy/
{64+ Gps G3} - baze lokalna kowariantna

{Gl, GZ, GS} - baza lokalna kontrawariantna

K

G-, G‘. G cXe sktadowe kontrawariantne

Grs Gy Guk G‘,- skladowe kowarientne
L

K L]
Rézniczkowanie:
ds - rézniczka

%% = pochodna zwyczajna

G G% - skladowe mieszane

s
%&i} GL‘ ) Krat ( Zi- pochodna czastkowa /po X% /

skréty:
max - maksimum , ch, sh - cosinus i sinus hiperboliczne
nin - minimua, exp - funkcja wykladnicza

inf - kres d01ny) 1n = logaryta naturalny
det - determinant,

wyréznik réwnania, przyrost wielkoéci, obszar
funkcja odksztalcen

suma
obszar przestrzeni

brzeg obszaru
konfiguracja

masa

energie

sity objetoéciowe
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2., Waskazniki:
- greckie: o ile nies zaznaczonc inaczej, przebisegajs oiag
wartoséci 1,2;
tacinskie: przebilegeja cigg wartosci 1,2,3 fo ile nie zaz-
naczono inaczej/

]

- czeéqi drugie] wekazniki: 1, uzywane sg nastgpuje-
co: i = 1,2, oznaczajes rodzaj ciegna /l-noéne,
2=naprezajace/

j = 0,1,2, oznaczaja konfiguracje poczat~
kowa, aktualng - pierwsze i drugs

konwencjs sumacyjne: o ile nie zaznaczono inaczej, w
odniesieniu do wskaZnikdéw znajdujacych sie nsa
réznych poziomasch obowigzuje konwencja suma-~
cyjna,

3. Inne ozneczenia:
-~ gymbole logiczne:
A =- czyta sie: i
vV - czyts eie: lub
Q!» czyte sig: dla wszystkich x zachodzi
== czytas sig: jezeli, tc
> -~ czyta sig: wtedy i tvlko wtedy

http://rcin.org.pl
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