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Kazimierz Piechór 

Zak ład Mechaniki Ci eczy i Gazów 

Instytut Podstawowych Problemów Techniki PAN 

DYSKRETNE MODELE RÓWNANIA BOL'l'ZMANNA: 

STRUKTURA OPERATORA ZDERZENIOWEGO . PROPAGA CJA DŹWIĘKU . 

Rozdzia ł 1 

Wstęp 

Ni niej sze opracowanie j est s t res zcze nie m i podsumowaniem prac 

1-5, stanowiących rozprawę habilitacyjną autora . Oprac owani e 

składa si ę ze w stępu i dwóch częś ci me ry t oryczny ch . 

Z powodu i stnie ni a szerokiej literatury dotyc zącej dyskret

ne j t e orii k i ne tycznej ([9], [1 4], [15] , [16] , a takze s prawozdani e 

z sympozj um cytowane w [6} , [10] i inny ch miej s cach spisu lite ra

tury ) , ograni cząmy przegląd wyników uzyskanych prze z innych a ut o-

ró w do mi nimum , zwracając 1• nim szczególną uwagę na relacje mię-

dzy wynikami uzyskanymi w dyskretnej teori i ki netycznej a od po-

wiedni roi wynikami uzyskanymi w r amach tzw. prawdziwej teo r i i ki-

netycznej , tzn . opartej na pełnym r ównan i u Soltzmanna . 

fi pi e rwsze j części zaj muj e my się dy skretnym operato r e m zde 

rzeni owym. Głównym wynikiem jes t twierdzenie , mówiące że w klasie 

dwuliniowych operatorów odwzorowujących IRn.)(IRP w \Rp jedynie 

operatory postaci (1.6) , tzn. klasyc zne dyskretne operatory zde-

rzeniowe , charakteryzują si ę posiadaniem nie z~ienników zderzeń , 

zn ikają tylko dla maxwel lianu i rozwi ązania układu postac i (1 . 5) 

speł niają t wi e rdzeni e H. Podejście j es t a ksjoma tyczne a dowód 

kons t rukcy jny. Poda na kons trukcja jest następnie użyta do zbudo-
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wania dyskre tn,ych modeli dl a mi eszanin gazów szlachetn,ych i gazóv. 

z binarn,yni r eakcjami chemicznymi. Jako szczegó lne przypadki 

uzyskuj emy modele istniejące wcześniej. W przypadku gazów z reak

cjami chemicznymi nie jest w zasadzie spełniona zasada bi lansu 

s zczegółowego, tzn . prawdopodobieństwa reakcji pr ostej i odwrot

nej nie są na ogół jednakowe. Tylko w przypadku t zw. ró wnowagi 

chemiczne j można uważać , że ta zasada j est sgełniona . Nasze modele 

wymagają spełnienia tej zasady, a to dlatego , że zakładamy kla

syczną dla teorii dyskret nej postać maxwellianu. Zdaniem autora , 

dyskretne modele kinetyczne można rozszerzyć tak , by dopuścić 

wiel ocząstkowo reakcję z ilością cząstek po r eakc j i i nną niż 

przed , ale usunięcie czy też nawet pewne osłabienie zasady bi lan

su s zc zegółowego wymaga innej niż klasyczna postać maxwelli anu , 

a więc tym samym innej, nowej postaci operatorów zderzeniowych. 

Prace nad nieklasycznymi operatorami zderzeń trwają , a 

pierws zym, niedoskonałym modelem jest prosty model zaproponowany 

przez autora w pracy [37] . 
Vi t e j częś ci niniejszego opracowania podajemy te ż wyniki 

koni eczne i dostateczne na to, by da ny model dyskretny był ni e 

t rywial ny , tzn . by układ (1. 5), (1. 6) nie rozpadał się na kilka 

niezależny ch pod układów. 

Część druga dotyczy zagad nienia pr opagac ji dżwięku . 

f' r oble:n ten rozważamy na przykładzie tzw . płaskich regularn,ych 

modeli o parzys t ej l i c zbie prędkości. Zwracamy s zcz ególną uwagę 

na przejście graniczne z liczbą równań dążących do nieskończonoś

ci . Formal nie rzecz biorąc ciąg takich modeli jest z bieżny do t zw . 

mode l u pó łdyskre tnego. Okazu j e się jednak , że w ogólności tak 

być ni e musi , a odpowiedź zależy od postawione go zagadnienia . 

Dla fal swobod nych dowodzi my , że zbi eż ność ta ma mi ejsce a nawet 
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podajemy , jaka liczba równań dyskre t nych gwarantuje to , że błąd 

między rozwiązanie~ z dyskret nym rozkładem prędkości a odpowied

ni m rozwiązaniem z ciągłym rozkładem prędkoś ci ni e prze kroc zy 

z góry zadanej liczby . W pr zypadku f a l swobodnych t a kie j zbież

ności nie ma. Ponadto dyskutujemy zasadnic zy proble m dl a relacj i 

mi ęd zy rozwiązaniami z dyskretny~i prędkościami a odpowie dnimi 

zagadnieniami z ciągłym rozkładem prędkości. Chodzi mi anowicie 

o t o, w jakim sensi e ciąg ro związań zagad nień dysk r etnych będą cy 

ciągiem wextor ów, których wymiar dąży do nie skończoności , ma 

przybliżać funkcję od c iągłego argumentu. 

Zajmujemy si ę też prędkością dźwięku i jego tłumieniem dla 

zagadnieni a propagacj i wy mus zony ch fal dzwi ękowych. Okazuje się , 

że dla r al o dużej częstości wyniki są nawet jakościowo niezgodne 

z wy nikami e ksperymentalny mi. Zdaniem aut ora jest tak dl atego , 

że modele o ty~ samym modul e prędkości nie dopuszc zają duży ch 

prędkości molekular nych , k t óre powodują tłumienie f al dżwięko-

wy ch o dużej częst oś ci. 

\\' klasyczne j t eor ii kinetycznej l71, [8} ga z jest r epr e zent o

wany przez zbi ór punktów materi alnych zawartych w pe wnym , ograni 

czonym l ub nie , obszarze S2 C IR3 , poruszających się z losowymi 

prędkoś ciami ; Effi3 . Pods t a wowym pojęcie m te j te or ii jest funk

cja rozkładu f (t , i, V) , będą ca gęstością prawdopodobieńs twa zna-

l ezienia cząstki w elemencie przestrzeni fazowej di d~ wokół 

punktu (x ,v ) w chwili c zasu t . 

Funkcja f jest rozwiązaniem do~rze znanego równania 

Bol t zrnanna (przy zaniedbaniu sil ze wnętrznych) 

c1 . 1 ) :i{ +;; 'df = J u: f ; - f f 11 ) lv- ~t~ bctb dt-ctv .. 
':lx 
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gdzie są pręctkoście~ i cząst ek p rzed zderzeniem , -> ' v , v_,. 

są prędkościami t ych cząstek po zde r zeniu , f~= f( v~ ) , 

f : = f(v: ) , f ' = f ( v' ) ( położenie i czas są we ws zystkich wyraże

niach występu j ą cych w równani u Boltzmanna takie same , wi ęc dla 

uproszczeni a zapisu nie podajemy i ch jawnie) . \\'resz cie be <o . ~ ) 

jes t t ak zwa nym parametrem zder zeó , a O E ~ E 2T j e s t kąt em 

między płaszczy zną zder zenia a wybraną płaszczyzną od ni es i eni a . 

Ró wnanie Bol t zmanna jest bard zo zł o żonym rownani e m ró żni c z-

kawo-ca łkowym d l a jednej f unkc j i, zale żne j od s i edniu zmiennych. 

W związku z t ym pojawiły si ę l i czne pomysły za s t ąpienia r ównani a 

Bol tzmanna prze z jakieś p r os tsze r ównania , t zw . r ównania ~od e lowe . 

J ednym z t akich pomysłów są tzw . modele z dyskretnymi prędkościa-

mi. Pods t a wowym zało żeniem j est to , że każda cząstka gazu mo że 

poruszać się tyl ko z pewną prędkością v i nale żącą do zbi or u V 

składającego się z p us t alonych wektor ów z ffi3 ( lub ogó l ni ej 

z !Rd) 

( 1 . 2 ) i 1 , 2 , . •• , p ) 

Zakłada się , że prędkości spełniają zwi ą zki 

( 1 . 3) ( za chowanie pędu) 

( 1 . 4 ) ( zachowanie ener gi i) 

d la pewnej , nietrywia lnej czwórki indeksów 1 ~ i , j , k , l ~ p. 

Zastę pując całkę po prawej str oni e r ównania Boltz~anna ( 1 . 1) 

pr zez skończoną sumę i oznaczając 

i: 1, 2 , • .. , p 

ot rzy~uje się następuj ący układ ró wnaó: 
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( 1 . 5) i 1 l 2 l ••• l p 

gd zie ':J . jest i-tą wspó łrzędną wektora <J' odwzorowującego 
l. 

IRP >< IRP VI IRP da nego przez 

( 1 . 6) g:-i (U , V) ~~~ kl 
- ujvi) = Ai/ukvl + ulvk - uiv j 

gdzi e Ui ' Vi (i= 1 , 2 , • •• , p) są współrzędnymi wektorów U,VE IRP. 

W (1 . 6) A~~ nie uj emnymi w spó łczynnikami charakteryzuj ącymi zde-

rzeni e opisane -+ ... -+ ~ 

Zwykle zakłada się , że przez ui,uj ~ uk,ul. 

A~~ 
lJ 

A~~ 
l. J 

Ak~ 
Jl 

A~n 
1m o, jeżeli n i m 

( 1. 7) 
Aii Ak~ = o, jeżeli k i i lub l i i kl l. l 

A~l 
l.J 

= o dla każdej czwórki indeksów, dla której nie 

zachod zą równośc i ( 1 . 3) ' ( 1 . 4) . 

Ana l ogi cznie do teo r ii r ównania Bo l t z manna można teraz 

wprowadzić pojęcie t zw . momentów hydrodynamicznych , zwa ny ch te ż 

wielkośc iami makr os kopowymi . I tak definiujemy : 

gę stość liczbową n 

( 1 . 8) n = ~ N. , f;-;r l. 

prędkość śred ni ą 

(1 . 9) 

tensor c iśnień P 

.... 
u 
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(1 . 10) 

ciśnienie hydrodynamiczne p 

(1 .11 ) 1 ~(.... - ... u)2N . p = ~ L__ v. l 
;; i=1 l 

temperaturę T 

gdzie k jest stałą Boltzmanna , 

strumień ciepła q 

(1 . 13) 

Jak widać z powyższego , definicje wielkości hydrodynamicznych są 

w pełni analogiczne do definicji odpowiednich pojęć występujących 

w teorii pełnego równani a Bol tzmanna . Jedyną z~ianą jest zastą-

pienie całek z teorii o ciągłym rozkładzie prędkości przez su~y 

skończone. 

Z ( 1 . 11 ) i ( 1. 12) wynika ró wnanie gaz u idealneg o 

(1 . 14) p = knT 

zupełnie tak sano jak w teorii Boltz~anna. 

Analogicznie do zwykł e j teorii kinetycznej wprowadza się 

pojęcie niez~ienników zderzeniowych. Są to takie wektory IRP, 

których współrzęd ne C'f1 ,1f2 , • •. •'f p) spełniają 

(1 . 15 ) 
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dla każdej c~worki indeksów i , j,k , l , d l a kt ór ej za chodzą ( 1 . 3), 

( 1 . 4) . 

Zbiór niezmienników zderzeń t worzy przestrzeń liniową IFC IR . 

Jednak że tu pojawia si ę istotna ró żnica między dyskretną a c iągłą 

teorią kinetyczną . Mi anowicie nie ch q = di~ !F. W ciąg ł ej teorii 

ki :J.e tycznej mamy pięć l i niowo niezależny ch niezmienników zderze-

ni ow ych , w teorii dyskretnej ilość liniowo ni ezależnych niezmien-

ni ków zderzeniowych , czyli q , może być różna od pięciu. 

Typowymi niez~iennikami zderzeniowymi s ą 

- masa 

lfo (1 ,1, ... ,1 )G IRP, 

- pęd 

- a t akże energia 

' ... , 

Ponieważ, w ogólności q l 5, oznacza to , że mogą być niezmienni-

karni zderzeniowymi , w niektórych modelach , takie wektory , któ re 

ni e maj ą bezpośredniego sensu fizyczneg o . I przeciwnie wektory , 

któr e maj ą sens f izyczny , mogą nie być niezmiennika~i zderzeń . 

Dzieje się t a k dla szczególnie pros tych modeli o dwóch prędkoś-

c iach , g~ zie we ktor pędu nie j es t niezmi ennikiem zderzeniowym . 

Jednak że zaws ze niezmiennikiem zderzeniowym j es t 111ektor ma sy . 

Innym poj ę ciem z c iągłej teorii kinetycznej , które można 

przenieś~ na przypadek dy s kretny , j est pojęcie funkcji E. 

J est ona zdefiniowa na nas tępuj ąco 
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Można też udowaćnić dyskret ny analog t wi erdzenia H 3oltzmanna , 

a przez to ~ożna zdefiniować pojęcie maxwell i anu. Jest t o taki 

wektor N= (U1 , N2 , •.. , Np) ' że (loe;N1 ,logN2 , •• • , logNP) jest 

niezmienniki em zderzeń. ~ożna ud owodnić , że tak okreś lony 

maxwellian ma wszystkie własności , które pos i ada maxwellian 

w t eorii Boltz~anna . 

Dla dowolnych wek torów U = (U1 , u2 , ••• , Up) E. lRP i 

V= (V1 ,v2 , ••• , Vp) EO IRP oznacza!lly symbole m (U ,V ) ich iloczyn 

skalarny 

Niech 1 2 q 

lf · lf · · ··· ~ będą liniowo niezale żnymi niezmienni a:ni 

zderzeń. Określamy 

q> i = ( \fi ,N) , i=1 , 2 , ••. , q . 

Z równań (1 . 5) wynikają ró wnan i a transportu 

o .. . 
() V.N . \.0 : ) =O, 

J;1 JJ IJ 
i 1 ' ... , q . 

Układ ten nie jest zamknięty , podobnie jak w peł ne j teQrii kine

tycznej . W te j teorii układ róv nań transportu za myka się stosując 

np . metodę Chapr.1a na- Ens koga . 'Syma15ć!ne są dwie r zec zy : wp!'owadzeni e 

liczby Knudsena i wyrażenie maxwellianu przez wie l koś ci hydro

dynamiczne . Te dwa warunki można spe~ni ć również w teorii kine-

tycznej , a w ięc u.ożna prz eni eść procedurę Chapmana- Ensko6a na 

przypadek dyskretny . ·i/ wyniku uzyskuje się, podobni e jak w praw-
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dz iwej t eorii kinetycznej , zamknięty układ r ównaó Eulera , Naviera-

Stokesa, itd . ?odobieństwo te jest tak głębokie, że w dyskretnej 

teorii kinetycznej współczynniki transportu w modelowych równaniach 

Naviera- Stokesa nie za leżą od gęstości , j ak to ma miej sce w 

prawdziwej teorii kinetycznej, a ró~nanie zachowania ma sy jest 

w obu teori ach dokłaJnie takie samo. Tym razem jednak układ 

ró wnań "hydrodynamiki" składa się z q równań , zami ast pięciu . 

Szczegó ly tej procedury , jak i dowody faktów tu wspomni anych 

można znaleźć w ksi ążce R. Gat i gnol [9]. W pracy [1ol procedura 

Cha.o!uana-Enskoga została rozszerzona na dyskre tne modele z wiele-

~ząstkowymi zde r zeniami. 

Historycznie jako pierwszy uyskr etny model równania Boltz

manna nale ży uznać model zaproponowany prz.ez Car l emana [11], [12] 

0 N1 ClN1 N2 N2 
~+ V .-ax- 2 1 

( 1.16 ) 
'd N2 f() N2 

N2 2 
rOt - V 0"--X 1 - N2 

Model ten jest zwykle interpretowany jako opisujący gaz , ktorego 

cząstki poruszają się po prostej z dwoma różnymi prędkościami , 

którymi wymieniają się podczas zderzenia . 

Bardzo szybki rozwój teorii modeli dyskre tnych nastąpił 

jednak w związku z p racą J .E. Broadwella , [1 3], który zaproponował 

i użył d ~ wyznaczenia struktury fal i uderzeniowej następujący 

mode l : cząstki gazu poruszają się wzdłuż trzech prostopadłych 

pros tych stanowiących osie układu współrzędnych z tą samą szyb-

kością v, a wyniki każdego nietrywialnego zder zenia mają to s a rno 

prawdopodobieństwo . Taki "gaz " jest opisany p rzez następujący 

układ równań 
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0 
""""'StN1 

'C) N1 
+ vrrx ()(N

3
N4+N

5
N6 - 2N1N2 ) 

() 
7'()tN2 

() N2 
-v~ E>(N

3
N4+N

5
N6 - 2N1N2 ) 

(1 . 17) 
ro '() N3 

= E:(N1N2+N
5

N6- 2N
3

N4 ) 7JtN3 + V roy- , 

~ 
'O tN4 

i() N4 
- V 'OY = G'(N1N2+N5N6- 2N3N4) 

'O 
70tN5 

~ + v roz El(N1N2+N
3

N4-2N
5

N6 ) 

'd 
7'0tN6 

'ON6 
- vrOZ C>(N1N2+N

3
N4- 2N

5
N6 ) 

Od tego czasu opublikowano mnóstwo prac na temat modeli dyskret

nych, poj awiły się też książki i prace przegolądowe (pozycje [10), 

(14] , [15] , [16] - to tylko niektó re z nich), w szczególności 

opracowano wie l e nowych bardzie j złożonych modeli niż cytowane 

tu modele Carlemana i Broadwella. Wobec tej ilości prac do konamy 

poniżej jedynie przeglądu najważniej szych kierunków badaó . 

Istnienie i jednoznaczność rozwiązaó zagadnienia 

Cauchy 'ego 

Przez dość d ługi okr es sąd zono, że udowodnienie twierdze nia 

o globalnym istnieniu i jednoznac zności rozwi ązah zagadnieni a 

Cauchy ego 

(1.18) n ?;:.. 1 

dla układu (1 . 5) jest prostsze ni ż udo wod nienie i stnienia i jed-

noznacznos ci rozwi ązań odpowiedniego za5ad nienia dla pełne5 o 
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ró wnania Eo l t zma nna . J ed nakże prawda okazała się inna , a mianowi

c i e di Perna i Lions 8 7] udowodni li istnienie (ale nie jedno

z naczność ) rozwi ąza ;1 Z il-śad ::.i c nia Cauchy'eg o d l a pełnego równania 

3o l t zmanna . Jednakże ~etoda , jaką zastosowali , nie da się prze 

nieść na przy padek dys kre tny . '/iobec te5 o modele dyskretne nie 

speł niły pokł adany ch ~ nich nadziei . Jednakże nie należy sądzić , 

że praca włożona przez wie lu auto r ów (por . [14] , [1 8] ) była bez

uży tec zna . Po p i er~s ze , wyniki uzyskane dla model i dyskretnych 

zawie rają twierdze ni e o j ednoznaczności , po drugie , uzyskuje się 

wie le wy ników doty c zących asymptotyczne~o zachowani a się rozwi ą

zań zagadnienia początkower;o dla ró wnań dyskr etnych przy czasi e 

d ąż ącym do nieskończonos ci , po t rzeci e wreszcie, znaczenie niekt ó

rych metod zastosowanych w teorii dyskretne j wykracza poza ni ą 

i są one ciekawe z punktu widz.enia ogó lnej te uri i równań różnicz-

kowych. 

Wreszcie dl a modeli dyskret nych uzy skano wiele c i ekawych 

wyników [18], [19] , [ 32] w ;;rzypadku zagadnień brzegowych. 

Rozwi ązania dok} ad ne 

Dla najpro s tszy ch model i dys kretnych takich jak modele dwu-

prędkości owe czy t e± d l a :nodelu 3roadwella zna lezio no wiele nie 

t r ywialnych rozwi ąza:i dok! ~dnych (por. np . [ 20], [21] ) . 

Co rn ille znalazł też rozwi ązania dokładne d la modelu ze zderze

niami t r0j -cząs tko~yo i [ 22] . I ntere suj ące jest , że dla modelu 

1 4-pręd koś c i owe1o zna l eziono os t a tnio dok ł ad ne ro związania pr zez 

zas t os o;;;an i e t zw. pror~raou 'l·:AC3YMA i używaj ąc kompute r a [23] . 

Z p owyż s zego ~yni kJ , że pod tym w z~lęd em upros zczenie ró ~ na-

nia 3oltzmanna wyn ika j ące z dys kre ty zac j i zbi oru prędkości mole -
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kul arny ch okazał o s i ę oardzo owocne . 

Granica hydrodynamiczna 

Jed ny m z głó·.;ny ch zadań teorii kinetyczne j jest uzy skani e 

makr oskopowego opi s u gazu, Gatignol [10] pokazała , jak formalnie 

stosować procedury Bi l berta i Chaprna na - Enskoga znane z prawdzi·11e j 

teori i ki netycznej . Podjęto intensywne wysiłki w ce lu udowodni eni a 

ma tematycznej poprawności tych procedur. Dla najprostszych model i 

skończyło się t o powodzeniem, a przegląd metod i wyników dany jest 

w [14] . Tutaj zwrócimy uwagę na te prace , których autorz;y doświad

czenie zdobyte przy analizi e modeli dyskretnych wykorzystali do 

anali zy przypadku ciągłego. Ellis i Pinsky [ 24] badali asymptoty

kę przy liczbie Knudsena dążącej do zera dl a ogó lnych zlineary zo

wanych modeli dyskretnych a następnie' rozwijając metody wyznaczy

l i odpowiednią asymptotykę dla zlinearyzowanego równania 

Boltzrnanna [ 25] , [26]. 

Również Caflish , który wr a z z Papanicolaou [ 27] uzyskał 

ś c isłe wy niki dotyczące granicy hydrodynami cznej dla mod elu 

Br oadwella , wykorzystał zdobyte doświadczenie i wiedzę do poka za

nia poprawności pr ocedury Bilberta d l a peł nego równania Boltz

manna [ 28]. 

Struktura fa l i uderzeniowe j i inne zastosowania 

Dys kretne modele równania Boltzmanna były wykorzy s tywa ne do 

bada nia konkre t nych przepływów . Szczególnie intensywnie by ł bada

ny p roblem fali uderzeniowej rozpoczęty j e szcze prze z Br oadwella 

[1 3] . Probl emowi temu p oświę cona jest znaczna część ksiąik i 
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G'.ti:nol [9] . Uzyskała ona szertB wyników d8tyczących fal uderze

nio~ych w modelowych ró wnaniach Eulera . Badała tet przypadki 

szcze,;ól ne zaró wno teoretycznie jak i nu;nerycznie . I nteresującym 

.ie.:;t wynik numeryczny pokazujący , że Grubość st ruktury fal i ude

r:kniowej w przybliteniu t:av iera-Stokesa dla :nodeli dyskr etnych 

jest ~niejsza nit w opis ie kinetyczny~ . Tę sa~ą własność motna 

zsuwatyć porównując s truktury fal uderzeniowych uzyskanych z 

pra1.~dziwycb równań hydrodynamiki i ró wnania 3oltzmanna [29] . 

Caflish [3~ badał związek m i ędzy strukturą fal i uderzenio

"JJej " wodelu Broadwella i odpowiadających mu przybliteniach ty pu 

Eu~era i Nav i e r a-Stokesa . Kawa s hima i Matsurnura [ 31] , badali 

stabilność strukt ury fali uderzeniowe j w model u Broadwella . 

St ruktura f a l i uderzeni owej w mieszanini e gazów Broadwella 

badana była w pracach [33] , [34] , [35], [36] , Os t atnio a ut or niniej

szego opracowania [37] pokazał, że można stosować modele typu 

dyskretnych model i r ównania Bol t zmanna do proble:nu struktury f ali 

uderzeni owej w t zw. gazach ws t ec znych . 

Z i nnych przepływó w badane były przepływy t ypu Couette'a 

i Rayleigha (por . [ 9], [14] ,[38] ) . 

Dys kretne mod e l e r ównania Boltzma nna da ły też początek t zw. 

gazom s i eciowym [ 39]. Obecnie ta t eor ia sta nowi samodzielną i 

bardzo obsze rną dziedzinę badań , uprawianą głównie w USA i 

Francj i. ( Wiele prac na ten t emat można znależć w cy t owanych 

sprawozdaniach przy pozycjach [6] , [10] , [18], [36] ) . 
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Część I 

Rozdział 2 

KONS'rRUKCJ A DYSKRETNYCH MODELI RÓWNANI A BOLTZMANNA 

Motywacja . Klasyczna konstrukcja dy skretnych modeli r ównania 

pol ega na tym , że ustalamy na jpierw lic zbę prędkości p , a pot em 

s taramy się dobrać te prędkości tak, by dla jakichś nietrywi al

nych czwórek indeksów spełnione były równości (1 . 3) i (1 . 4) . To 

zadanie jest jednak po pierwsze bar dzo trudne , a po drugie, nawet 

po jego rozwiązaniu nie możemy być w pełni zadowoleni , gdyż liczba 

niezależnych niezmienników zderzeń tak uzyskanego modelu nie musi 

być taka , jaką chcielibyśmy mieć . Dalej w przypadku , gdy l vil = v 

(i= 1, • • • , p ) , to równość (1 ,4 ) jest konsekwencją zasady zachowa

nia masy (lub odwrot nie) . Zatem do skonstru owania , a tym samym i 

do zdefiniowania mod elu używa się równości , które nie muszą być 

niezależne . 

Stwi erd zenie tego jest punktem wyjścia konstrukcj i opi sanej 

w pracy [ 1]. Mianowi cie , pr oponuje się rozpocząć konstrukcję 

model u dyskr etnego od kons·trukc j i jeg o przestrzeni nie zmienników 

zderzeń . Jest to więc idea odwro tna do tej , k t ór a była dot yc hczas 

stos owana . Wymaga to pr zede wszystkim udowod nienia , że przestrzeń 

ni e zmi enników zderzeń całkowicie i jednoznacznie określa model 

dyskr e tny . Jest rze czą istotną zauważyć , że żadne z ró wnań kine

tyczny ch o ciągłym rozkładzie prędkości nie posi ada te j ce chy. 

:\iet ody zastos owa ne w omawianej pracy pozwalają na opi s nie
jedno znac zno ści , jaka wys t ępuj e przy kons truowan iu dy s kre tnych 
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ande).i równa r.ia Bol tzmann a . Pckazuje się też , że w zakresie d wu-

liniowych operatorów w przesL~zen iach eukl i desowych operator 

zderze n i owy dany przez prawą stronę r :)'l;nan (1 . 5) j est jedyny m, 

który posi ada t e wł asnoś ci , których zwykle wymaga się od opera-

torów zderzeniowych . 

V.: częs ci t rzeci ej n i niejszego przeglądu t:JOdaj e my zastosowa 

nia zarówno poj ęć , j ak i e wp r o•adzamy jak i poda jemy kons t r uk c je 

konkret nych modeli . 

Podntawowe poję cia 

Niech p;?: 2 będzie dowolną , ale ustaloną liczbą naturalną . 

Zbiór wszy s t kich par nieupor ze,dkowany ch (i , j) , t a kich ż e 

1 ~ i ,j ~ p ozna c zamy p rze z 

Wp r owadzamy następującą defini cję 

Def inicja 2 . 1 . Każdy ele~ent z i l oczynu kartezjańskiegoSJx SJ 
nazywamy zd e rzeni e m i oznac zamy ( i ,j ; k , l ) . 

De f i n i cja 2 . 2 . Niech (j , k ; l , rn k9 • We k t o r () E. IRP , 

k t ó r ego i - ta składowa '( 1 dana j est wzorem 

( 2 . 1) 

gdzie cf ij jest de l t ą Kr oncekera , nazywamy s y :nbolem zderzeni a 

i oznac za my przez t( j , k ; l , m). 

Zd erzeni e nazywamy trywialnym , jeżeli jeg o symbol jest zero

wym wektorem z IRP . 

Definicja 2 . 3 . Mó wimy , że d wa (lub więcej) zderzeni a są ni e 

zależne , jeżeli ich sy mbol e są liniowo niezależnymi wektorami z ~P. 

?ods tawowy m pojęciem , jakie wpr owadzamy , jest tak z·.·.any 



http://rcin.org.pl

18 

zbi ór zderzeń podstawowych , zdefi ni owa ny jak następuje : zbiór 

zderzeń pods t aw owych Q składa się z dowolni e wybranych r " ;J-q 

(1 ~p-q< p) zderzeń niezale żnych . 

Zbi ór ten nie j est , nawet dla danych p i q , wyznaczony jedno

znac zni e . W pracy [ 1] nie zajmujemy się jego konstrukcją , ale 

wprowadzamy 

Zało żenie 2 . 1 . Zbió r zderzeń podstal'iOwych j es t da ny ; je:; G on 

dowolny , a l e ustalony . 

Defi nic ja 2 . 4 . Zbiore m zderzeń dopuszczalnych nazywa:ny z oiór 

takich nietrywi alnych zderzeń , który ch symbol można pr zedstawi 6 

jako kombinacj ę liniową symbol i zderzeń z Q. Zbi ór zde rzeń 

dopuszczalnych oznacza my prze z Q. 

Ponieważ symbole zderzeń tworzących Q są l i n i owo niezależne , 

t o rozpinaj ą one (p-q )-wymiarową podprzestrzeń liniową IF+ c IRP . 

Przyjmuj e my kolejną definicj ę 

Def i ni cja 2. 5. Ortogonalne ( w sensie s t andardowego iloczynu 

s kalarnego w ~P) dopełnienie IF podprzestrzeni ~+ do ~ p 

nazywamy przestrzenią niezmienników zderzeń , a każdy wektor ~ 

z IF nazywamy ni e zmi ennikiem zderzeń . Oc zywi śc ie ma~ 

Dowodzi s i ę , że obowiązuj e 

Le,na t 2 . 1 . Ni ech l{ = Clf1 , lf2 , • .. , \.f p ) b ędzie wektorem z iRP. 

Nast ępujące własnoś ci są równoważne 

a) 

b ) 

Lf t lF' 

IP . + \.f . = ID . +IP l , ( ot:= 1 , 2 , • •• , p-q) 
, ~ .,c J..: '1 "-+ .., ..c. 

dla każdego zd e r zenia (i.., , j~ ; k..:, L.c: ) E Q 
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dla każdego zde -·:óenia ( i , j ; k , l)~Q. 

·,'1 ten sposób mając dany zbiór zderzeń podstawowych Q maż ·· ,y 

wyznaczyć zbiór wszystki.ch zderzeń ni etrywialnych , a takż e 

skons truować przestrzeń niezmi enników zderze~ . Możliwe jest podejś 

c i e odwrotne , o czym mówi 

Lemat 2 . 2 . Nie ch i , j ; k , l (1 ~ i,j,k, l ~ p) będą takimi 

l i czbami naturalnymi , że dla każdego wektora 

lVi + '\' j = Lf k + 'h 

wtedy a lbo (i,j;k,l) j es t zderzeniem t rywialnym, a lbo 

(i , j;k,l ) e Q. 

Tę możliwość konstrukc j i dyskretnego modelu równania Boltzmanna 

poprzez uprzednie zadanie jego przestrzeni niezmienników zderzeń 

wykorzystamy w następnym rozdziale do konstrukc j i dyskretnych 

model i dla mieszanin . 

Mając skonstruowaną przestrzeń nie zmienników zderzeń możemy 

skonstruować maxwellian . Czyni~ t o w sposób następujący . 

Niech IRP 
+ 

będzie podzbiorem tych wektorów z RP , których wszyst-

kie składowe są dodatnie . 

Dla wygody wprowadzamy oznaczenie następuj ące: niech 

N = (N1 , N2 , ••• , NP) e IRP . Symbolem l n.N oznaczamy wektor dany 

przez 

Teraz wprowadzamy definicj ę 

Definic ja 2 . 6 . Każdy wektor NE: 'R~ , taki że l n N ~ F 
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nazywamy maxwellianem. 

W ten sposób skonstruowaliśmy zderzenia , niezmienniki zderzeń 

i przestrzeń niezmienników zderzeń a także maxwallian be z zna j o

moś ci operatora zderzeń. Teraz przystępujemy do jego konstruk c j i. 

Operator zderzeniowy 

Niech ~ będzie symetrycznym dwuliniowym operator em 

Jego i-ta składowa s:-. 
~ 

dana jest przez 

~i(U ,V) =i~~ Dijk(Uj Vk + UkVj) , 

gdzie Ui, Vj są składowymi wektor ów U,V eiRP a Dijk są współczyn

nikami takimi, że 

(i ,j ,k 1,2, • • • ,p). 

Przyjmujemy 

Założenie 2 . 2. Zbiór wartości g:- jest zawarty w IF'" , tzn. 

gdzie ~~ jest podprzestrzenią IRP rozpiętę na symbol a ch zderzeń 

z Q. 

Wtedy obowiązuj e 

Lemat 2 . 3 . Operator ~ spełnia założenie 2 . 2 wtedy i ty l ko 

wtedy, gdy ma postać 

(2.2 ) 

a współ czynniki C~jk spełniają warunki 
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0C = 1, 2 , •.. , p- q 

j , k 1 , 2 , • .. , p ' 

zaś ;J""- = 0 Ci." , j "' ; k~ , ~ > (oi: = 1, 2 , . .. , p-ą) są symbolami zderzeń 

tworzących zbiór zderzeń podstawo·.vych. 

Teraz przyjmujemy następujące 

Założenie 2 . 3 . Dla dowolnego o peratora~ IRPxiRP --->;> IRP 

maxwelli an jest rozwiązaniem równania 

(2 . 3) 'J- (N,N) = O, 

gdzie maxwellian j e st określony w definicji 2 . 6 . 

Z definicji maxwellianu, z (2 . 2) i (2.3) wynika 

Le mat 2 . 4 . Operator T spełnia założenia 2 . 2 i 2 .3 wtedy 

i tylko wtedy, gdy można przedstawić go w postaci 

(2 .4 ) S}(u , V) =i ~t"'_'> , - B..,:( i, j ; k, l )· cf?r c~ ."JTK,l)~Q 

• cui vj + ujvi - ukv1 - u1vk )' 

..;1 2 p-q gdzi e o . ~ , • . . ,6 są symbolami zderzeń tworzących zbi ór Q 

zderzeń podstawowych, a B..:( i, j ; k , l) są pewnymi współczynnikami 

liczbowymi . 

Przedstawienie operatora g:- w postaci (2 . 4) ni e jest jedyne, 

można znależć inne jego repr ezentacj e . Na jogólniejsza repre zenta 

c ja <::V jest otrzymana w dowodzie i-eJJatu 2 . 4 . Wybraliśmy tę r epre-

zentację , 5dyż ona najbardziej przypomina prawdziwe równanie 

l3 oltzmanna . 

Nieodwracalność 

W t eorii pełhego równa ni a Boltzmanna pokazuje s i ę [7], [8] , 

że 
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(2 . 5 ) j' J(f , f ) l n f d~ ~ O 

gdzie J(f , f) jest operatorem sto jącym po prawe j stroni e równa-

nia noltzmanna (1 . 1) . 

Konsekwencją tej nierówności jest znane twierdzeni e H 

nol tzma nna o nie odwracalności. 

Ażeby pogłębić podobieństwo między prawdziwym r ównaniem 

3oltzmanna i j ego dyskretnym analogonem potrzebujemy następującej 

nierówności 

(2 . 6 ) 

d l a każdego N E !Rp 
+ 

(ln N, g:(N ,N) ) ~ O 

Niestety , używając tylko (2 . 6 ) nie potraf imy uzyskać żadnych 

dalszych ograniczeń na wspó łczynniki w przedstawieniu (2 .4 ) ope

ratora ~ (wyj ątek stanowi szczególni e pr osty pr zypadek p = 2 , 

q = 1, por. [30l ). Dlateg o musimy przyj ąć bardzie j ograniczające 

założenie . V/stawiając ( 2 .4) do lewej strony (2 . 6 ) otrzymuj emy 

(2 . 7) ( l n N, ~(N , N )) = 

Ni erówność (2 . 6) będzie spełniona, gdy 

(2 . 8 ) o 

-
d l a każdego zderzenia (i , j ; k , l) ć Q. 

Przy j mujemy więc 

. c;-
Założenie 2 .4 . Operator ~ da ny pr zez (2 . 6 ) jest t aki , że 

dla każdego zderzenia (i , j ; k , l) ~ Q i dla każdego wektora 

Nf. IRP jest spełni ona nieró wność (2 . 8) . 
+ 

Założenie t o różni si ę od poprzednich tym , że ma wyraźny 
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aens ~ikroskopowy (nierówność (?.S) zachodzi dla ka2dego zderze

nia) . ?od tym względem przypo'!l ina ono sytuac j ę, która :!!B :niejsce 

w prawdziwej teori i kinetycznej , 6d zie nierówność (2 . 5) zachodzi 

dlatego , ie fu nkcja podcałkowa jest nieujemna . To z kole i wynika 

z '':pro·liadzonej w teorii kinetycznej "strzałki czasu": od nie zale ż-

ności cząstek przed zderzeniem do ich sta tys tyczne j zaleiności 2Q 

zderzeniu . 

Przez analogię moina więc inter?retować założeni e 2 . 4 jako wpr owa-

dzenie " strzałki czasu " '.'1 teorii dyskretnych :nodeli r ó·,•, nan i a 

Boltzmanna . 

Z założenia 2 , 4 a także z leMa tów 2 . 3 i 2 ,4 wynika 

Twierdzeni e 2 . 1 . Opera tor dwuliniowy g_- : IRP x IRP ----7> (Rp 

s~ełnia zał oienia 2 . 2 , 2 . 3 i 2 . 4 wtedy i tylko wtedy , gdy jest on 

postaci 

( 2 . 9 ) 'J""(U, V) = 

gdzie współczynniki liczbowe A( i , j ; k , l) są takie , ie dla 

kaid e 50 (i , j ; k , l ) E Q 

A( i , j ; k , l) ~ O. 

Korzystając z definicj i ( 2 . 2) symbolu zderzenia 'J (i,j ; k , l ) 

ł atwo przekonujemy się , że ( 2 . 9) może być zapi sany równi e ż w 

klasyczn~j postaci da ne j pr zez prawą st ronę r ówna6 (1 . 5 ) . 

Poprawność konst rukcji 

~aleiy j eszcze zbadać , c zy przeprowadzona konstrukcja daje 

i s totnie operator o poszukiwanych w ł asnoś ciach . Poniewa± ws pół -

czynn i ki A w ( 2 . 9) spe~niają sła::>e ni e równośc i , 
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to w szczególności wszystkie one mogą być równe zero . Wtedy 

jednak dla takieg o , skrajnie zdegenerowanego przypadku , przestrze

nią niezmi enni ków zderzeń jest cała przestrzeń ~p zami ast żąda-

nej jej podprze strzeni !F. Innym pro blemem jest wyznaczen i e wszyst 

kich rozwiązań r ównania 

( 2 . 10) 'Sf(N , N) = O, N -ó. !Rp 
+ 

Oczywiście każdy cnaxwellian spełnia równanie ( 2 .10) , ale odwrotne 

twierdzenie nie jest w ogólności prawdziwe . Jest tak w przypadku, 

gdy np. ws zystkie współczynniki A w (2 . 9) są r ówne zero. Wtedy 

oczywiście, dowolny wektor N z !Rp spełnia równanie (2 .10) . 
+ 

Te dwa przykłady wskazuj ą , że potrzebne są pewne dodatkowe 

założenia , które nie wynikaj ą z założeń j uż przyjętych . Wygodnie 

jest wprowadzić zbiór Q C Q zderzeń odpowiadaj ących dodatnim 

współczynnikom A; definiujecny 

Q = {(i,j;k,l)E Q: A(i,j;k,l) > o} . 

Przy jmujecny następuj ącą definicję : 

Mówi my , że operator 'j- dany przez (2 . 9) cna własność zupeł

ności, jeżeli zbiór zderzeń Q zawiera p- q zderzeń niezależ

ny ch . 

Łatwo jest ustalić, czy operator 'j- ma czy też nie własność 

zupełności. w tym celu tworzycny macierz r , której wiersze (lub 

kolumny) są utworzone z symboli zderzeń z Q. Operator ~ ·ma włas

ność zupełności wtedy i tylko wtedy , gdy rząd macierzy r jest 

równy p-q . 

Używając pojęcia zupełności ope r atora ~ może~y udowodnić 

Twie r dzenie 2 .2. Każde rozwiązanie N C::IR~ równania (2 . 9) 
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ma tę własność, że 

ln N ~ IF 

tzn . jest maxwellianem wtedy i ty lko wtedy , gdy operator ma 

własność zupelności. 

Twi erdzenie 2 . 3. Operator':!- dany przez (2 . 9) ma własność 

zupełności wt edy i tylko wtedy , gdy '3- odwzorowuje (Rp x (Rp na 

F~ 

Z tych dwu twierdzeń wynika 

Twierdzeni e 2.4. Każde rozwiązanie N E R~ ró wnania (2 . 9) 

jest typu maxwell~owskiego wtedy i tylko wtedy, gdy operator ~ 

dany przez ( 2 . 9) odwzorowuje IRP X IRP na FJ. • 

Zauważmy jednak, że własność zupełności operatora zderzeniowego 

nie jest kons ekwencją przyjętych wcześniej założeń. Muszą więc 

one być wzmocnione tak , by uniknąć niepożądanych czy wręcz try-

wialnych sytuacji . 

Twierdzenie 2.4 sugeruj e wyraźnie jak to uczynić . Można 

zrobić na dwa równoważne sposoby. 

I) Zami ast założenia 2.a przyjmujemy 

Założenie 2 . 2 '. Niech zbiór Q zderzeń podstawowych będzie 

dany. Zbiorem wartoś ci operatora dwulinioweg o S" okreś lonego na 

IRP x:iRP jest !Fl. Mamy : 

Twierdzeni e 2 . 5. Dwuliniowy symetryczny opera tor ':::1- okreś

lony na IRP x IRP speł nia założenia 2. 2 ' , 2 . 3 i 2.4 wtedy i tylko 

wtedy , gdy ma postać (2 . 9) z nieujemnymi wspó ł czynnika:ni A oraz 

gdy ma własność zupełności. 

Dodatkowo : każde rozwiązanie ró wnania (2 . 9) N t akie , że 
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N E iRP jest ty pu maxwellowskiego. 
+ 

I I ) Zamiast założenia 2 . 3 przyjmuj emy 

Założenie 2 . 3 Każdy wektor 

rnaxwe l l ianem . 

W t ym przypadku mamy 

speł niający ( 2 . 9) jest 

Twierdzenie 2 . 6 . Symetryc zny dwul iniowy operator 'd- okreslo

ny na IRPX IRP speł nia zało żenia 2 . 2 , 2 . 3 i 2 . 4 wtedy i tyl ko 

wtedy, gdy jest postaci (2.9) z nieujemnymi współczynnikami A 

oraz posi ada własność zupełności. 

Zbiorem wartości S: jest IF'· . 

Fizyczne zasady zachowania 

Chcemy podkreślić , że definiuj ąc zde rzenia i odpowiadającą 

im przestrzeń nie zmienników zderzeń nie używaliśmy w ogóle pręd

kości molekularnych. Jednak w wielu przypadkach może by ć rze czą 

wa żną, aby pęd i energia były zachowane . l'i tym cel u muszą być 

spełnione (1 . 3 ), (1.4 ) dla każde j czwórki indeksów i , j ,k,l 

t akiej, że zd erzenie (i,j ; k , l) ~ Q. Z lematu 2 . 1 wynika, że 

wys t a rcza , by związki (1 . 3) , ( 1 . 4) były spełnione dla każdych 

i, j , k , l takich) że (i , j ; k , l) : Q. 

Związek (1 . 3) oznacza , że wekt ory 

( 2 . 11) i 1 ,2 , ••. , d . 

bazowy.mi w fii' . Relacja (2.11) zachodzą wtedy i t ylko wt edy , gdy 

(2 . 12 ) r- ~ <P·>< i 1,2 , •.•• p v1 = --c~ i = 
::>( =1 

/ 
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gdzie 
... 
c _...., ':. są dowolnymi wektorami . 

',',stawiaj ąc (2 . 12) do (1 .4 ) otrzymamy p- q kwadr a t o""y ch 

r ówna n a l .s ebrai cznych dla qd niewiadomych wspó łrzędnych 

wekt orów c1 , ... , cq , Zatem na ogół liczba równań będ zie więks za 

niż l icz oa ni ewiadomy ch, a więc otrzymany układ będzie miał , i 

t o n ie j ednoznac zne , rozwiązania . Jeżeli jednak zdarzy się , że 

t en układ równań nie będzie miał rozwiązań , to będzie to oznacza-

lo, że w danyl!l :nodelu zasady zachowania pędu i energii nie mogą 

być jedno c ześnie spełnione . Jest tak np . gdy p = 2 i q = 1 . 
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Ro zdział 3 

ZASTOSO\"iANIA T:iOORII 

Przykłady 

Vi pra cy [ 2] zaj mujeoy się konstrukcj ą współczynników 

A( i, j ; k ,l ) występujących w oper atorze zder zeniowym. Poniewa* 

j es t t o adaptacja i dei wprowadzonych przez Gat i gnol \9l , to parni -

ni emy tutaj t ę konstrukcję . Dokładniej nieco omówi my pewien 

przykład [2]. 

Bi e r zemy p = 2r , gdzi e r jest pewną liczbą naturalną , 

taką że r ~ 2 . Jako zbiór zderzeń podstawowych bi erzemy 

r - 1 

~ lJ { ( i, i +r ; i+1, i +r +1)} • 
i =1 

Zbiór Q zderzeń dopuszczalnych ma postać 

Q U { (i ,i+r ; j , j +r)} 
1 "i<j~r 

Po stępując według schemat u opi sanego w poprzedniej częś ci i zakła

dając , ż e każde ze zderzeń z Q jest j ednakowo pra wd opodobne 

uzysku jemy 

gd zie c jest wi elkości ą o wymi arze prędkości , a S można 

uto żsamiać z przekr oje m zderzeniowym , a w ( 3 .1 ) przyjęli śmy umowę: 

jeżeli i/ 2r , t o i = j(rnod 2 r) , ( 1 f j ,;:;; 2r ) . 
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Zatem mode l Jest nas tępujący 

(3 . 2) 
3> N. 

~ 
-')t" + 

'JN. ~ 
c.-~ ='j- . ( N, N) , 
~ -::!:X ~ 

i= 1 , 2 , •. . , 2r 

:o.;ci zie ci-=. IRd (i 

(.5 . 1 ) . 

1 , 2 , ... , 2r ) , x c oRd , a J- i dane są przez 

Je że li zażąda. my , by s pe łni one były zasady zachowania pędu i ener 

e; ii , t o uzys ka:ny 

i 1 , 2 , •. • ,r 

gd zi e "'"*' - ~ d v
0

,v,
1

, . .. , vr są dowolnymi wektorami z !R. , t ak i mi że 

(3 . 4 ) 

Interesuj ące są przy padki szc zególne . 

a ) Kładąc d = 2 , v
0 

= O oraz 

v (cos (i- 1 )1T 
r 

uzys ka;ny tzw. mod e l r egularny 

przez Gat i gnol [ 9]. 

b) Je ±eli przyj mi emy d 3, 

..... 1 
(3 . 6) v1 v( o ) ' ;;2 v( 

o 

s i n 

o 

r 

o 
1 
o 

( i - 1 )'11) 
r , i = 1 , 2 , •• • , r 

2 r prędkościach wprowadzony 

3 oraz V o O, 

.... o 
) , v3 = ( o 

1 

to uzyska:ny znany mode l Broadwella [ 13] , (a także ( 1.17 ) ) . 

c ) Przyjmuj ąc d = 3 , r = 6 , v
0 

= O oraz 
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v( cos~, sin~cos ~, sin~sin ~) , i=1 , 2 , 3 

v(cos~ , sin~cos ( 2i+1 ),1 ,sin\)s in ( 2i+ 1 )~ i=4, 5 , 6 

gd zie 

t g"""' = 3 - V5 t g (.3 = 3 + V6' 

otrzymamy tzw . model 1 2- prędkościowy wprowad zony przez 

Cabanne sa [40]. 

Stosując proponowaną procedurę pokazaliśmy , że te trzy modele 

są pe~·nymi szczególnymi przypadkami ogó lniejszej klasy model i. 

Uzyskaliśmy też pewne uogólnienie każdego z nich , jednakże t o 

uogó lnienie można uzyskać be z stosowania teorii naszkicowanej w 

części II . Istotne jest to , że zastosowani e tej teorii pozwala 

stwierdzić , że otrzymane uogólnienia są maksymalne w tym sensie, 

że ni e zmieniają zbioru zderzeń charakteryzującego dany model . 

Modele dyskretne mieszanin gazów szlachetnych 

Zaló żmy , że mamy danych ~ dyskretnych modeli równania 

Bol tzmanna , z których każdy składa się z p1 ,p2 , •• • , pv ró wnań 

i ma Q1 , Q2 , ••• ,Q .;~ jako zbiory zderzeń podstawowych. Zadanie 

polega na napisaniu takiego modelu o p1+p2+ ••• +p równaniach, 

w kt órym uwzględnione zostałyby nie tylko zderzenia między cząst-

karni typu (tzw . zderzenia własne) , ale też między cząstkami 

różnych typów (tzw . zderzenia krzyżowe ) . 

Jako pierwszy zadani e to w szczególnym przypadku rozwiązał 

Cabannes [41] . Zbudował on model o 14 prędkościach używając dwóch 

modeli Broadwella , a mianowicie wspominanego już ~odelu o 6 pręd-



http://rcin.org.pl

31 

koś ej a ch i modelu o 8 prędkościa..:h . Model u Cabaunesa •; i e można 

uznać jako modelu mieszaniny dwóch gazów, gdyż zakładał on , że 

masy obu gazów są jednakowe. 

Pierwszy model mieszaniny gazów dopuszczający różne masy 

został napisany przez Bellorno i de Socio [42J . Swój model zbudo

wali oni dla mieszaniny dwóch 6- cio prędkościowych model i Broad

wella. Ten model został użyty do badania struktury fali uderzenio

we j w binarnej :nieszaninie gazów szlachetnych przez Monaco ~33J , 

1~34] i Płatkow3kiego 35 • Przegląd dals zych konstrukc j i modeli 

dyskretnych dla mi eszanin oraz próbę uj ednolicenia ich i podanie 

ogólnego s chematu podjęli Monaco i Płatkowski [38] . Jednakże po-

dali oni tylko opis idei i pewne nowe modele , natomiast nie byli 

w stanie ująć tych i dei w s posób ilościowy. Jest to związane z 

g eometrycznym pode jściem do tego zadania . 

Konstrukcj a , którą zastosowaliśmy w pracy [2] jest oparta na 

ideach pracy [1) przedstawionych w części II niniejszego opraco-

wania . 

Zakładamy , że każdy z modeli , którego używamy do utworzenia 

mie szaniny ma ten sam zbiór zderzeń podstawowych . Dokładniej , 

zakładamy, że 

Pv = P 

i 

Q v = Q • 

Fizycz nie to zał ożenie można interpret ować t ak , że każdy gaz , 

traktowany z osobna, podlega dokładnie tym sa~m pr zemianom z tym, 

że potencjał oddziaływań (u nas współczynniki A(i , j ; k , l)) jest 

na ogó ł różny . 

Niech ~ będzie wspólną dla każdego modelu przestrzenią 
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n i ezmienr,ików zderzeń i nie ch Lfo• y1 , •• • , lfq- '1 będzie j~j 

bazą . Przyjmujemy , że lfo = (1,1, •. . , 1) . Jako przestrzeń nie

zmiennikóvJ zd erzeń dla mieszaniny pr zyjmu jemy liniową ( q+v- 1 )

wymiarową podprze strzeń (Flvl przestr zeni JRp \) ro zpiętą przez 

p\l-wymiarowe wektory 

4·1 Cf o•o, ... ,o) 

1'2 (O , ~ o, ... , O) 

(3 . 8) P-v 
p v +1 

(o ,o, •.. , lfo ) 

( '-? 1 1 lf1'"''lf1 ) 

p q +'V-1 = ('f q- 1 ' lf q-1' • • • l lf q-1) 

gdzie O oznac za p-wymiarowy wektor zerowy. 

Pierwsze ~ wek torów w (3.8) wyraża za chowanie masy ka żdego 

składnika pod cza s zderzenia . 

Używając (3 . 8) j ak o bazy w (FM możemy odtworzyć wszy s tkie t ypy 

zderzeń i wobec tego opera tor zderzeniowy d l a mie s z a niny . Model 

ma następującą postać 

(I _g, + JLo.: • _2_)N<L =(lo<. 
ot 'C) X ~ ' ~= 1 , 2 , ••• ,-0 

gd zie I jest p x p macierzą jednostkową , Not = (N~, ••• , ~) , 

()\,"" jest macierzą postaci 

( 
~<{ o 

) (3 . 10) Ol"'= 
c1 

~"' o c p 

-"" c"' E. IRd (~ = 1, .... ~) . -+ !Rd a <j:"_x ma postać c 1 , . .. ' p ' 
xc l 
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~ [ "'-l• ( ) v ( ) ( "' 11 "'- ·') + L- _ . A , r> i , j ; k , l o i, k NiNj - NkNl + 
p =1 ( ~ ' J ; k ' l ).:.Q 
f?. # 

_"_ ~ ( • • ) -/'( • ) ( o<. lO "'- {l) + '\.:.< ~, J ; k,l 0 ~, l Ni Nj - NlNk + 

\>"'- ' • .~> r + A".!} (i , j ; k , l)"((j , k)(Nj ~i_-N~N{) + 

+A~: ( i , j ; k ,l )i(j , l)(NjN~-NiNi) + 

gdzie Ó (i , j; k , l) E IRP jest s y mbolem zder zeni a ( i , j ; k , l) ~ Q 
a )' (i , j) !jes t p- wymiarowym wektorem, któr-ego m-ta składowa 

jest dana wzorem 

m = 1 , 2 , • • • , p 

W (3 .11) pierws zy składnik r eprezentuj e zd erzenia między cząstkami 

tego samego t ypu , 1 wobe c t ego współ czynniki ~~(i,j ; k , l) są 

takie same j ak odpowiedni e (t zn . odpowiadające zde r zeniu 

(i , j ; k , l )) współczynniki w modelu t y pu d:. • Pozostał e wyra zy 

reprezentują zderzenia cząstek typu oC z cząstkami typu (3 

(~ f. od , a zat e m wspó ł czynniki A występujące w tej sumi e cha-

rakteryzują zd er zenia krzyżowe . 

Omów i my t e r az f i zyczne zasady zachowania . 

Niech 

i= 1,2 , .. . , q - 1 

oraz Ljl
0 

= ( 1, ... , 1) będzie bazą w !F. Wektor pędu mieszaniny 



http://rcin.org.pl

(3 . 12) 

gd zie m"" > O (o<= 1 , • • • ,v) można interpretować j ako masę 

molekuł typu d , jest elementem IFM wtedy i t y lko wtedy , gdy 

(3 . 1 3) 1 , • . . ,v 

gd zie v;;- i są do wolnymi wektor ami z ~d , a 

O( = 1 , 2 , • • • , -0 . 

Wektor energii mies zaniny 

j est ni ezmi ennikiem zderzeni owym wtedy i ty l ko wtedy , gdy jest on 

or t ogona l ny do symbolu każdego zderze nia w mieszaninie . Pr owadzi 
< 

to do dość s komplikowanych równań algebra i c znych , któ r e wobe c 

t ego pomini emy . Bardziej szc zegó łowo omówimy t zw. mod e l e regular ne , 

w kt ó rych 

(3 . 15) i 1 , 2 , • •. , p 

Energi a mies zaniny jest niezmi enniki e m wt edy i tyl ko wtedy , gdy 

(3 . 16) Cv"" - ;;o{+1 ) f=1 -v c'-" . - l p ) o o m;1 m -, m1 l m, i+1 o 

Zakładając , że q.> d i że wektory 

są l iniowo niezależne , otrzymujemy z (3 . 16) 
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( <X = 1 , 2 , • • • , ,)) . 

Ze względu na transfo rmację Galileusza możemy przyj ąć bez straty 

ogć.lności , że v 
0 

= O. \'/tedy wzory (3. 13) dają 

(3 . 17) 
o-1 

7ol:. > -+ 
ci = Jl-a~.. 'iii?r v m t.f mi i 1, 2 , ... , p ; o( 1 , ... , \) 

W szczególnym przypadku (3 . 15) , (3 . 16) zasady za chowania pędu i 

ene r gii mieszaniny są spełnione . 

Rozważania tego punktu kończymy konstrukcją mi eszani ny gazów, 

z których każdy jest mode l em omówionym w punkcie poprzednim tej 

częś ci. W tym modelu regularnym 

i 1, 2 , ... ,r 

gdzie i mają ten sam moduł. 

Model jest następujący 

( d 4 'd)ot 
rs-r +IL u - N = 
O C {"'- m ra X m 

m= 1 , 2 , .. . ,r 

gdzi e 

- v m 
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zaś l_łli j jes t kątem między v i i vj. 

Szczególny m przypadkie m dl a -J = 2 , r = 3 i v i da ny m przez 

( 3 . 6) jes t ~odel Be l lomo-d e Socio , a także , oczywi ś cie przy innych 

v i r, mode l mieszani ny s konstruowany v1 [ 38] prze z Mona co i 

Płatkowskiego . 

Konstrukcja modeli dyskr e t nych dla mi es zani n gazów 

chemicznie czynnych 

Poda my te r az konstrukcj ę takich modeli dy skre tnych, któ re 

mogą być interpre t owane jako modele dla mies zanin gazów z reak

c j ami chemicznymi. Mode lowanie opiera my na teorii gazów rzeczywi s

tych, podanej w pracach [ 43], [441 . 

Przyjmujemy dwa podstawowe założenia , które z punktu wid ze

nia chemii są bardzo ograniczające. Są t o: 

a) uwzględniamy tylko bina r ne zderzenia , tzn. w wyni ku 

zderzenia się (reakc j i) dwóch cząstek pozostają za ws ze tylko dwie 

cząstki , chociaż być moż e innego rodza ju , 

b ) zakładamy , że obowiązuje tzw. za sada bi lan su szczegóło

wego. Mówiąc z grubs za , po l ega ona na t ym , że reakc j a prosta i 

odwrotna są symetryczne . Ta za sada jest w p rzybli żeniu spełniona 

t y lko wtedj , gdy mieszanina zna j du j e się w pobliżu stanu r ówno

wagi chemicznej [ 43]. 

Mi mo tego ot rzyma ne r ównania są bar dzo złożone. Należy też zazna-

czyć , że zdaniem autora możliwe jest taki e rozszerzeni e kons t ruk-

cj i podanej w rozdzi a l e 2 , by uwzględnić zderze nia wieloc ząstkowe . 

Pr owadz i to j ednak do olbrzymie j komplika c j i i za c i e r a przej rzys

t o ść i czytelność modelu. I nny mi słowy założenie a) ma techni czny 

chara kter upr os zcze nia. Założenie b ) jest o wi ele bardzie j i s t ot -
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ne , i ni e jes t jasne j ak go osłabi ć . Jest ono powszechnie przyj-

mowa ne , w różnych formach , w teoriach kinetycznych opartych na 

ciągłym rozkładzie prędkości molekularnych, gdyż bez jakiejś f ormy 

zało ż enia bi l ansu szczegółowego nie można osiągnąć praktycznie 

żadny ch wyni ków. 

Dalsze załozenia, jakie przyjmujemy , dotyczą składu i struk-

tury rozważanej mieszani ny. 

Zakładamy , że znamy wszystki e rodzaje molekuł B~ 

(~ = 1 , 2 , •• • , ~ ), które mogą wystąpić w mieszaninie . Dalej , niech 

molekuła Bo<: składa się z atomów A (?l) ("A = 1 , 2 , ••• , .n, ) • 

Skład atomowy molekuły zapi sujemy w pos t aci wzoru chemicznego 

( 1) ( 2) (:W) 
Bo(, = AK AK • • • A 

"\»C 2c<. K :~-t« 

gdzie KI>"'- ( (3 = 1, 2 , ••• ,Jt, oz..= 1, 2 , ••• ,...J) jest liczbą atomów 

typu (3 w molekule. typu o( • Zakładamy , że znamy z chemii t e 

li czby . 

Zakładamy też, że znamy, na podstawie rozważań chemicznych, 

w~zystkie typy reakcji, jakie mogą wystąpić w rozważanej mi esza-

ni nie. 

W tym punkcie postępujemy podobnie jak w punkcie poprzednim , tzn. 

rozważamy \) mode l i , z których każdy ma tę samą i lość prędkoś ci 

p i ten sam zbiór zderzeń podstawowych Q. 

Ro zpoczynamy od skonstruowania prze s trzeni niezmi enników zderzeń 

IFM C IRpv dla mieszaniny . Po pierwsze , zachowu j e się całkowi t a 

i lość c zą stek , gdyż wynikiem zderzenia się dwóch cząstek są znowu 

dwi e cząs tki. Zatem wektor 

(3 . 18 ) 
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0 

ki e m zderzeniowym. 

38 

('1,1 , ... , 1) E. iRP , jest ni ezmi e nni-

Następne prawo zachowania wyraża za chowa nie liczby atomów 

w molekułach przed i po zde rzeniu, czyli 

K;>.o<.+ Kil~ = K:;~ i + K';l 0-

(7\ = 1, 2 , .. . , Jt ) 

dla każd e j reakc j i typu 

Za t e m p1)- wymiarowe wektory 

(3. 19 ) 

(K11lf o , K1 2 lf o ' • '' ,K1V lf o) 

(K21 \f o•~2lf o'··' ·~Y \fo ) 

powinny być zaliczone w skład niezmienników zderze niowy ch . 

Pr zy dodatkowym założeniu , wynikaj ącym z rozważań f i zyko- chemicz

ny ch, że składowe atomy A(1 ) , A( 2 ) , • •• , AC~) są zawa r te w zes t a -

wi e mol ekuł Boe 1 tzn. że is t ni e j e chociaż j edna 

), t aka że 

(3 . 20) 

można dowieść , podobni e j a k w [4:;] , [44] , że we kt ory ~0 , ~1 , ••. , p~ 
są liniowo niezale żne w iRp0 : 

W końcu zakładamy , że i nne wie lkości re p r e zen towane przez 

\f 1 • lf 2 , ... , ~q-1 są zachowywane w cza s ie zderzeni a . 
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Za t ern wek t orJ 

-- iRp J 

( 3. 21) 

są elementami WM. 

Pr zy założeniu (3 . 20) wektory (3 .18) , (3 . 19 ) , (3 . 21) s ą 

l i niowo niezale żne i bi erzemy j e j ako bazę w FM. 

Oczywiście 

dim iFM = q + dt- • 

Znajomość bazy , a przez to i całej przestrzeni WM pozwala na 

wyzna czenie zbioru wszystkich reakc j i w rozważanej mi eszaninie. 

W wyniku zastosowania rozważań rozdziału 2 możemy skonstruować 

operator zderzeniowy. 

Wy godni e j jes t podzie lić zderzeni a na dwa t ypy: zderzenia 

sprężyste i zder zenia niesprężyste . Zderzeniami sprężystymi nazy

wa s ię zderze nia , w wyniku któ rych molekuły zachowują swo j ą t oż

samość , a zderzeniaQi niesprężystymi nazywa s i ę t e , w wyniku któ

rych powstają dwie , zupe łnie różne , a l e będące w zes t a wie dopus z

czalnych typów moleku ł . 

Zg odni e z tym , opera tor zderzeniowy dzi eli s i ę na dwie 

c zęści : część odpowiadającą za zderzenia sprę żyste , ~ e ~ 
- ' 

i część od powiadaj ącą za zderzeni a niesprę żys t e , '--} i n o( • 
t 

Pisze my wi ęc 

g- '-1 
-:.~.· =:re •"' +er. o(. J. n , :::X = 1 , 2 , •... , 0 . 
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Część sprę żysta 
•]: 

e , uo:.. j est t aka sama jak w punkc i e popr zedni m 

i dana jest wzorem (3. 11) . Część niesprę żysta S}: . l. n , --x.. 
jest o 

wiel e bardziej skompl i kowana ze względu na ró żnorod noś ć zderzeó 

nie sprężystych i dl atego omi ni emy j ą ( j est ona da na wzor e m (4 . 10 ) 

pr a cy [2.] ) . Omów i my za to ba r d zi ej szc zec:;ó ł owo f izyczne zasady 

za chowania . 

Po pi erws ze , ponieważ p ęd zachowuje s i ę w każdy :n typi e 

zderzenia , sprężystym i ni esprężystym , to pV- wy:niarowe wekt ory 

pędu mi eszani ny (3 . 12) muszą być ele:nentami iFw Da je to 

(3 . 22 ) 

gd zi e 

A.«-
)'(, 

=~ K . ..,. 
J."_ a j of_ 1 , 2 , • • . ,-J 

B i =~ \..f j i 
... 
bj i 1 , 2 , ... , p . 

J= 

• ' ~ ~b IRd Tuta j a1 , ••• , a w , o1 , • •• , q- 1 są dowolnymi wek t or a:ni z , 

j-V..(. = m1/ m-x , a ~j i ' ( i = 1 , ... , p) są składowymi lfj c IRP 

( j = 1 , 2 , •• • , q- 1 ) . 

Zderzenia niesprężyste nie zachowuj ą energi i translacy j ne j , 

al e zachowuj ą sumę ene r gii t r ans l a cy jnej i wewnę trznej . Dla t eGO 

nie z:niennikie :n zderzeń powinie n być we kt or 

gdzie Eo<: j est energią wewnę trzną molekuły B.,._ • 

Pr owadzi to do j eszcze ba r d zi ej s komplikowa ny ch równań na skła

dowe wektorów a1 , .. . ,a ,, ' b1' ... ,bq-1 niż w pr zy padku :ni es za ni n 

ga zów s zlachetny ch . 
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'Nieloatoaow e molekuły nie ~o;;ą by6 traktowane j ako sferyc z

nie symetry czne i dlat ego <!la!lly dodatkowy niezmiennik zderzeń , 

któ rym jest w i s t ocie średni moment pędu Iuc ( teraz zakładamy , 

że d = 3) . Jest to spełnione , gdy 

I.,._= <?L K \A JI-> ><- = 1 , 2 , ••. ,-v 
\~ 

gd zie Jj) _ !R.? są dowolnymi we kto r a mi. 

\'/ pracy [2] pokazuj emy ponad t o , że maxwelli an w ro zważanym 

przypadku dyskretnym przypomina bardzo maxwellian uzyskany w 

przypadku ciągłego rozkładu prędkości przy założeniu zasady bi

lansu szczegółowego (p . [431 , [44] ) . '.'i szczególności obie t eorie 

dają tę samą postać potencj ału chemicznego . 

Modele nietrywialne [ 3] 

Pojęcie wprowadzone w rozdziale 1 znajduje zastosowanie nie 

tylko do konstrukc j i model i o pewnych własnościach , ale też do 

rozważań teoretycznych. Niektóre z nich zostały podane już w 

rozdziale 1, teraz podamy dalsze . Chodzi tu o tzw. modele nie

trywialne . Ot:;ó lna teoria rozdziału 1· nie wyklucza takich modeli , 

które rozpadają s ię na dwa l ub więcej modeli niezależnych, ani 

też o t akie !I!Odel e , w któ rych jakaś ze składowych wektora opera-

tora zd erzenioweg o jest równa tożsamościowo zeru , bez względu na 

to , j akie jes t N. 

Problem ten został już podjęty przez Gat i gnol C[9] , str. 21 

i 22 ) . Teraz , używając pojęcia zbioru zderzeń podstawowych udało 

się otrzymać dodatkowe zależności mi ędzy li czbą równań p , wymia-

rem pr zestrzeni nie zmienników zderzeń q i wymi arem r jej do

pe łnienia do ~P . Chod zi oc zywiś cie o dodatkowe zależności opr óc z 
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ty ch oczywistych , że 1 ~ p< q i q+r = p . 

Najpierw j ednak zdef iniujemy pre cy zy j ni e poj ęcie mode lu nie

t rywial nego . 

Na zbi orze indeksów {1, 2 , ••• , p ~ wprowadzamy nast ępującą 

relacj ę ( por. [ g] , s tr . 16) . 

~~ó w i my , że 

i "' j j e że li 1 ) lub 2 ) 

1 ) i ndeksy i oraz j są ró wne 

2) indeksy i or a z j są różne, a l e istnie j e skończony 

indeksów k1 , k2 ' •. • ' ki ' 
t a ki że następujące zderzeni a 

(i ,k1 ; k2 , k3) , (k3 , k~ ; k5 ,k6) , ••• , ( ki-5 ' ki - 4 ; ki-3 ' ki - 2) , 

(ki- 2 ' ki- 1 ; ki , j) 

są nie t rywi alne i należą do Q. 

ci ąg 

Powyższa r elacja jest relacj ą równoważnoś ci [g] . Klas ę abst r akc j i , 

d o któ r ej należy i , ozna cza my przez i. 

D;yskr e t n;y model r ównania Bol tzma nna na zywamy nietrywi a l nym , 

je żeli jego zb i ór zderzeń podst awowych j e s t t a ki , że 

1 = { 1 , 2 , • • • , p) ; 

w pr zeci wnym pr zy padku model na~wamy t rywi alnym. 

Zachodzą następuj ące twi e rd zenia [ 3] 

Twierdzenie 2 . 7 . Niech ró żnica p-q = r będzi e zada na . 

Dyskretny model może być nietr y wial ny wtedy , gdy lic zba j ego 

równań p pr zy jmuje j edną z wartości 

p r +1 , r +2 , ••. , 3r +1 . 

Dl a innych wartości p mode l j est za ws ze trywial ny . 
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Twierdzenie 2 . 8. Najmniejszy , tzn. składający się z najmniej 

s zej liczoy równań dysk r etny ~ocel r ównania Bol tz~anna , ~ający 

z góry zadany wy-niar q swoje j przestrzeni niezmienników zderzeń, 

s~łada się z 

Pmin = ą + [~] ' q 2 , 3 , •.. 

i Pmin = 2 , gdy q = 1 , równan. 

Tutaj , [x] oznacza część całkowitą l i czby rzeczywiste j x • 

Twierdzeni e 2 . 9 . Niech p~ 2 będzie ustaloną z góry liczbą 

równań modelu dyskretnego . Dla każdego q naturalnego , t akieg o 

ż e 

1 ~q~ p - [ ~] 

można zbudować model nietrywialny taki , że q jes t wymiare m jeg o 

przestr ze ni niezmi e nników zderzeń . Jeżeli zaś 

p - [~]< q< p 

to model j est trywi alny . 

IV szczególności z twierdzenia 2 . 7 wyni ka , że jedynie dla 

p = 2 , 3 , 4 mogą istnieć modele nietrywialne maj ące p- 1 nie

zależnych niezmienni kó w zderzeń. 
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Część II 

Ro zd ział 4 

PROPAGACJA FAL DŹWIĘKOWYCH 

Jedną z przyczyn , dla któ rych zajęto si ę tak intensywni e 

mode l ami r ównani a· Bo l t zmanna była nadzie j a , że przy dos tatecznie 

dużej ilości prędkości uwzględnionych w modelu można będ zie 

uzyskać dost a t e czni e dokładne przybli żenie do rozwi ązania odpo

wi edni ego zagadni en i a na gruncie pełnego r ównania Bolt zmanna . 

Problem ten nie został.. należycie wyjaśniony , chocia żby z 

t ej pr zyczyny , że nie jest wytypowany taki ci ąg modeli dyskretnyc~ 

który możnaby traktować jako " zbieżny" do pełnego równania 

Boltzmanna. Słowo "zbie żny" uj ęliśmy w cudzysłów, gdyż ni e jest 

te ż jasne , w jakim sensie tę zbieżność rozumi eć . W pracach [ 4] i 

[5] ro zważaliśmy znaczni e prostsze zagadni eni e z uwzględnieniem 

przejś cia gr a ni c znego z liczbą prędkości dążącą do nieskończo

ności . 9adaliś my propagację fal dźwiękowych w półdy skretnym mode 

lu zaproponowanym przez Cabannesa [45] i w re gularnym dyskretnym 

modelu o 2r prędkościach [9] interesując się zwłas zc za przejś

ciem graniczny m przy r ~<X> . Okazuje się , że dla zagadnienia 

propagacji fal swobodnych modele dyskretne przybliżają rozwiąza

nie uzyskane w g ranicznym modelu pó łdyskretnym , zaś dla zagadni e -

nia fa l wymuszony ch tak w ogólności nie jest . 



http://rcin.org.pl

45 

Zwią zane jes t t o z charakterem wid:na oper at ora opisującego odpo

wiednie zagadnienie . li' pierwszyr.J pr obl emie (fale swobodne) widmo 

t o jest ograniczone i uzyskuje się zbieżność modelu dyskretnego 

do półdyskretnego ; w drugim proble:nie (fale wymuszone) widmo jest 

nieograniczone i takiej zbieżności brak . 

Poni eważ zagadnienie propaga cj i diwięku na grunc i e pełnego 

zl i neary zowa nego opera tor a r ównania Bo l t z manna zawsze prm~adzi do 

operatorów z nieograniczonym widme:n , a modele dyskretne ze wzglę-

du na skonczoną i lość prędkości prowadzą do operatorów o ograni 

czonym widmie , to wynika stąd wni osek , że w ogólności nie należy 

spodziewać s ię tego , że rozwiązanie każdego zagadnienia uzyskane-

g o w ramach pełnej teori i kinetycznej da się przybliżyć przez 

jakiś uniwersalny ciąg modeli dyskretnych. Pr zeciwnie , należy się 

spodziewać tego , że dla każdego danego zagadnienia trzeba będzie 

d obierać odpowi edni model dyskretny, 

Ni e należy jednak sądzić , że mode l e dyskretne są zupełnie 

n ieprzydatne do uzyskiwania poprawnych wyników numerycznych . 

Przeczą takiemu stanowisku wyniki , które już uzyskano . 

Z powyższych spost rzeżeń wynika tylko tyle , że nie należy poszu-

kiwać uniwersalneg o schematu, 

Model Cabannesa ,iako granica model i regularnych 

Półdyskretny mode l Cabannesa jest następuj ącym r ównaniem 

różniczkowo-całkowym [45] 

( ) a c - ) - ~ c -- ) 4 . 1 l(if N t , x , g + c
0

x N t ,x , g 

21\ 

~ 5 N(t , x , ~)N(t , )t ,~+'lf)d~ - 2cSN(t ,x,g )N(t , x , 9+'IT) 

o 
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gdzie ... 2 
t ~o , x = (x , y) ~ 1R , G e:: (0 , 2 ii) , N(t , x , G) jest ni e-

znaną funkcją rozkładu , okresową wz~lędem g o okresie 211 

(4 . 2) . N (t , x, G+2Ji) = l~ (t , x, g ) , 

zaś prędkoś ci molekularne c są następujące 

(4 . 3) 
.. 
c c(cosG , si nG ) 

gdzie c> O; w (4 . 1) S jest dodatnią ~tałą . 

W pracy [45] H. Cabannes zaproponował swó j 'l!Odel jako przypadek 

gr aniczny tzw. płaskich modeli r egularnych 

(4 . 4) 2 cS = r 

") ... 
~N (t , x) oX m 

przy r --+ oo • Tutaj N m (t , x ) , (m 

funkcjami , zaś 

1 , 2 , • . . , 2r) są niewiadomymi 

.-. ( ( m-1 )51 . ( m- 1 )~) 
cm = c cos---r---,s1n---r--- , m 1 , 2 , •. • , 2 r . 

Pisząc r ównanie (4.4) użyliśmy umowy 

(4.6) 

będącej odpowiedni ki em (4 . 2). 

I stni ejące wyniki dotyczące modelu Cabannes a nie są zbyt 

liczne . Bel lomo, Illner i Tos cani [46] udowodnili g lobalne ist

nienie i jednozna czność rozwiązań zaoadnieni a Cauchy' ego dla tego 

model u przy założeniu , że dane początkowe są dos tatecznie małe i 

dostatecznie szybko znikają , gdy 1 XI -----;. """" 

Niedawno Longo , Monaco i Płatkowski [47] badali wła sności termo
dynamiczne t ego model u i pewne jego zastosowania do klasycznych 



http://rcin.org.pl

47 

zagadnień hydr odynami cznych. 

Li nearyzuj emy formal nie równanie (4 .1 ) wokół jednorodnego s tanu 

r ównowagi N
0 

kładąc 

( 4 . 7) N(t , x ,g ) 

gdzi e P j es t małym zabur zeniem, Z powyższego i z (4 , 2) wynika 

okresowość funkcj i P(t ,x , g) względem g z tym samym okresem 2rr. 

Wygodni e 3est wprowadzić 

A(t , x , g) 
1-
2 LPCt , x,g) + PCt,x,s+:Jr) 

(4 . 8 ) 

B(t ,:X,g) J[PCt ,x,g) - P(t,x,9+Ji) 

Z tych definic j i wynika , że 

A(t , x ,g+'ll) A(t,x,g) 

(4 . 9 ) 
B(t ,x,g+'Ji) - B(t ,x , g) 

Teraz pr ocedura j est s tandardowa . Wstawi amy (4 . 7) do r ównania 

( 4.1 ) i zachowując t ylko wyra zy zawierające 9 w pier"ńszej 

potęd z e otrzymujemy zl inearyzowane r ównanie Cabannesa. Z tego 

r ównania i z okresowości P(9) można uzyskać równanie t y lko na 

A(t ,x, 9) . J est ono następuj ące 

(4 . 10 ) -o 2 c-- 'd )2 'a 'WA - c·'()X A + 4cSN0 "ótA 0 
7(\fA d lf . 

Ze w zględu na (4 . 9) mo żna ograniczyć g do przedziału <o ;Jf) . 

Znając A(G) możemy znależć B(9) , a zatem w myśl (4 . 8 ) możemy 

znaleźć P(G) ( p . [4] ) . 
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Odpowiednią procedurę powtarza~y dla modelu dy s kretnego 

(4.4) kłai:iąc 

i jako dyskretny odpowi ednik równania (4 . 1C) znajdujemy 

m 1 , 2 , ••• , r . 

IV dalszej części tego rozdziału będzie:ny interesowal i się związ-

karni między modelami (4.10) i (4 .11) . 

Fale s wobodne 

Rozważamy jednowymiarowy przepływ w kierunku osi x-ów 

okresowy względem x. Przyjmuj emy więc 

(4 . 12) A(t ,x,9 ) = a(9)exp(ikx - c.J't) 

w przypadku ci ągłym oraz 

(4.13) Am(t ,x) = amexp(ikx- W t) , m= 1, 2 , • .• , r 

w przypadku dyskretnym . Tutaj liczba falowa k jest traktowana 

jako wielkość dana i doda tnia a częstość W' jest ni eznaną funkcją 

zespoloną od k . Podstawiając (4 .12) , (4 .1 3) odpowiednio do (4.1 0 ) 

i (4 . 11) otrzymuje:ny 

(4 . 14) 

5l 

(?.
2 

- 2R 11 + cos
2

G)a + 
2
: " ~ a d 'f 

o 

w przypadku ciągły~ ora ~ 

o 
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(4 . 15) o 

m= 1 , 2 , .•. , r 

w przypadku dyskretny~. 

Vi ( 4 . 14) , (4 . '15) użyliśmy następuj ących oznaczeń 

oraz 

R 

Parametr R można interpret ować jako odwrotność liczby Knudsena 

i oczywiście będzie on odgrywał zasadniczą rolę . 

Syi!lbolem T( !\ ) oznaczamy operator liniowy generowany pr zez 

lewą stronę r ó·nnani a ( 4 .14). Jako jego dziedzinę bierzemy zbiór 

wszystkich funkcj i ciągłych określonych na przedziale <O , ST>. 
Ponieważ jest to zbiór gęsty ( w odpowiedniej t opologii ) w wielu 

' prze strzeniach f unkcyjnych , to nasze wyniki można odpowiednio 

uogólni:: . Nie przeprowadza~ tego, by zbytnio nie komplikować 

rozważań . 

i\" i dmo operatora T( 1\) nazywamy "uo t!;ólnionym", aby pod-

kreślić t o , że nie bada~y osobliwości klasycznego operatora 

rezo l wenty postaci 

gdzie A jest ;>ewnym oper atorem, a I jes t tożsamością . 

Analiza u ogó l nionee~; o widma operatora T( 1\ ) jest dość 

pro s ta i szcze gc l y podane są w pra cy [ 4] . 

J ego wid:no skład'> si ę z części i s totnej Qe ' gdzie 
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gd zi e C jest płaszczyzną zespoloną , zaś Re oraz Im oznacza-

ją odpowiednio część rzeczy"istą i urojoną liczby zespolonej. 

Uogólnione widmo dyskret ne składa s i ę z dwó ch wartości 

własnych !). + i A , które są sprzężone w sens i e liczb zespolo

ny ch, i k t órych część rzeczywista jest dodatnia dla R > O. 

Można znaleźć na nie · jawne wzory [ 4] . 

Uogólnione wi dmo operator a T( 1\) i jego zależ ność od R 

pokaza ne są na rys . 1 . 

Rozważymy t e r az przypadek dys k r etny (4 . 15) . Symbolem Tr ( ';\ ) 

oznacza my operat or generowany prze z lewą stronę (4.1 5 ) . Odwzor o

wu j e on r-wymiarową przestrzeń zespoloną Cr w s ie bie. Jego 

wid mo nazywamy uogólni onym , aby zaznaczyć , że (4 . 15 ) n i e j est 

klas y cznym zagad nieniem własnym typu 

det( 'A I - A) = O, 

gd zie I j e s t macierzą j ednostkową , a A jest j akąś daną 

macierzą kwadratową . 

Wyznaczeni e wid:na uogól ni onego operatora Tr( i\ ) jest 

bard zie j złożone niż jego ciągłego odpowiednika T( /1) i dlaóego 

pominie my tutaj ten pr oble m i ogr ani czymy się do podania wyników 

istotnych dla wyjaśnienia przejścia grani cz nego z r ~oQ 

Mamy 

Lemat 4 . 1 . Je że li ił .> O, to d la każde t:; o rzeczy'.vistego u , 

takiego że O< G< dis t C\ , ·S e) , gdzi e )l+ są uogólnionymi 

wartościami własny :ni T('Ą) , a dist(z , A) oznacza odległość 

punktu zespoloneg o z od zbioru A C C, istnieje liczba natura l 

na rtl , taka że dla każde e;o r ~ r ::,. , operator 'l.'r( ?l ) ma 
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~--------~----T-----~~~ 

-l -1 . 

aj f = o ("} o~ f <: { 

17'",} 7m).. 

'1 
2 

1 
1 l· 

l 
12d Rd 'J-' o .--- - --- , ~-- ~ 

l· 
., 2.. Ą :l. 3 

-f- - 1 
l c.) r =1 d) 5'/l. 

-,_ - -z.-

Rys . 1. Uogolnione widmo operatora '1' O) danego prze z (4 . 14) • 
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dokładnie jedną wartośc wl asną i '' + i jedną wartość własną 

A ( r ) należące do S - wego otoczenia odpowiednio ). + lub .A _. 

Wpr owad zamy oznaczenia : jest zbi orem uogó l nionyc h 

wartości wł:asnych ope r ato r a ·Tr( ~) , b ""' defi n iujemy wzorem 

':) 
r 

5'~ jest pochodną z bioru 6"' = , tzn . zbiorem jego punktów sku

pieni a , wreszcie ·o T jest całkowitym uogó l niony!ll widmem opera

to r a T ( 1\) , tzn. 

Mamy 

Twierdz enie 4 . 1 . Dla każdego R ~ O , 

Innymi słowy każdy ciąg różnych elementów, z których ka żdy jest 

uogólnioną wartoś cią własną jakiegoś o peratora dyskretneg o Tr( A ) 

może być zbieżny tylko do punk tu uogólnioneg o wi dma operatora 

T( 'A) . 

Zachodz i też odwrotne 

Twierd zenie 4. 2 . Każdy punkt A uogólnionego widma o T może 

być przy b li żony prze z ciąg 1 ~n J C O oa • 

\'l szczególnośc i z t eg o t wierdzenia wynika , że 

'.'/ praktyce chcielibyśmy wy znaczyć uogólnione wi d 11o dla 

jakiegoś jedneg o o perato ra Tr( 11 ) z ustalonym , być ;n oże na we t 
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d u ~y~ wskai nik i em r , i wied zieć , *e UDEólnione ~ a rtości ~ła sne 

te:~o operatora przybli~aj ą, ze z góry zadaną dokładnością ; ka ~dy 

pu~kt uo6ó lnionego widma operatora T( l\) . Był oby te ~ rzeczą 

uardzo po ~ądaną , gdyby ten wskaźnik r mo~na było dobrać nie-

zależnie od R. 

Jest GO mo~ l iwe , j e~eli R ~ 1, Dokładniej ma my 

Twierazeni e 4 . 3 . Niech R ~ 1 . Wtedy w ka~dym c -wym 

ot oc ze niu punk t u ;.>. "- o e , is t nieje co najmnie j jeden element 

z 0 r 1 ()e o ile 

2 
r.>. 5I (~) /" t-

To oszacowanie nie zależy od R. 

Ostatnim zagadnieniem , jakie tu poruszamy jest problem 

przybliżania funkcji własnych operator a T( /1) mając do dyspo

zy c j i wektory własne operatorów Tr( '/.). To zagadnienie może mieć 

wiele różnych rozwiązań.: Rozwiązanie , które wy oraliśmy, jest 

następujące. 

'prowadzamy funkcję 

a( /1 , g) = 2 1 2 
A - 2R/\ +COS g 

gdz i e O-:;: g < :li 'lle:q; - 6' . e 

Je ~eli 'i\ =A+ l ub ·~ = A _, to a (f.+ , g) są funkcjami własnymi 

oper a tora T( ',\ ) . Jeże li zaś ·t, ~r) są tymi uogólnionymi war

toś ciami wła snymi operatora Tr( /1 ) , o któ rych mó wi się w lemacie 
+ + 

4 , 1 , to wektor ca:; , ... ,a~ ) . którego m- t a składowa dana jest 

wzore m 
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( m- 1).i\) 
' r 

jest wektor em własnym odpowiadającym ::\ ( r ) . (Wektory własne 
+ 

odpow iadające pozostałym wartości om własnym operatora Tr( i\) S·1 

podane w L-4~) . 

Niech X m(g) będzie funkcją charaktery styczną przedziału 

<(m- ; ) , m;r ) c~ = 1 , 2 , • • • ,r). 

U żywając składowych wektora własnego t worzymy funkcj ę 

schodkową 

+ 
a~ ( g) Sr a( !l ( r ) ( m-1 )Ji) 'Y (g) 

+_ ' r Ąm m= 

Mamy nast ępujące 

Twi erdzeni e 4 . 4 . Je że li R ) O, t o jednostajnie wzgl ędem 

9 E. <O , JT) zachodzi równość 

Z t ego twie r dzenia i z ograniczonos c~ prze działu <o , JI) wy nika 

zbieżność ciągu funkcy j nego {a! (e ) } do a +(Q) .w przestrze

nia ch LP (( O, JT)) (p . [4l) . 

'.'lymuszone fale dźwiękowe 

Popr zednio badaliś~ zależność częstości od długości fali . 

Jest to t ypowe podejście do zagadnienia tłumienia pewneg o zabu-

rzenia początkowego . Eksperymentalnie jednak częściej badane są 

fale wymuszone . W tym podejściu i nteresujemy się zależności ą 

liczby falowej od częstości . 
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Te raz rozwi ązań r ównania ( 4 . 10) poszukuj e:ny w gostaci 

(4 . 16) A(t , x , G) = a(G)exp[i(kx - :Jt)] 

gdzie zesgolona li czba fa l owa jest traktowa na jako niewiadoma 

runkeJa od dodatniej częstości w . 

Z (4 , 10) i (4 .16 ) otrzymuje my następujące równanie dla 

amplitudy a(G) 

(4.17) 

'!r 

( 1+iR-2 /. 2cos
2

G)a(G ) - ~ ) a( lf )d 'i 
o 

gdzi e te raz 

~ 
kc 

t/Żv::f 
( 4. 18) 

(4.19) R = 
4cSN

0 
c:;r-

Yi przypadku dyskretnym podstawiamy 

o 

m= 1 , 2 , ... , r 

do ró·,.,nań (4 .11 ) i d l a współczynników am otrzymujemy następu

jące równanie algebraiczne 

(4. 20 ) (1+iR-2/\ 2 co s 2 (m- 1 ):!1) a - iR ~ak = O, m=1, 2 , . .. ,r 
r m r1(;1 

g d zie ~ i R są dane odpowiednio przez (4 .18) i (4 . 19) . 

Używamy terminolog ii i oznaczeń podobnych jak w poprzednim 

punkcie . Operator generowany przez lewą stronę r ównania (4.17 ) 

oznaczamy T( A) , zaś operator generowany przez lewą stronę 

o znaczamy przez Tr ( 'A.) . Wyrażenie " wid:no uogólnione" jest uży-
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wa ne w sensie wyj aśnionym równiei w poprzedni~ paragrafi e . 

Uogólnione wid~o ciągłe 

postać 

0 ~ Re 2( 1+i R) 
i\ 2 

e operatora T( i\ ) ma teraz 

2(1+iR) 
~1 , I:n 2 /\ 

) 

Oj 

Uogólnione wid~o dyskretne składa się z dwóch wartości własny ch , 

któ re są dane przez r ównanie 

(4 . 21) > 2 1+2i R 
/l = 2(1+iR) 

Pełne wid:!!O -s-T O;Jeratora T( i\) pr zedstawione jest na rys . 2 

dla ki lku wartośc i R, dokładniej dla R = O do 3 ze skokiem 0 . 5. 

Dla ka idej ustalonej wartoś ci R, uogó l nione i stotne widmo opera

to r a T( 'A) składa się z dwóch pr omieni leiących na tej same j 

pr ostej . Linią przery,•;aną oznaczyliśmy brzeg obszar u 

U o (R ) 
R ~O e 

Jest on hi perbolą o równaniu 

2( x 2 - i) = 1. 

Punkty na rys . 2 re~rezentują widmo dyskretne dla R O do 3 

z krokiem C. 5 . 

'.l'artoś ci własne o;:>era tora T( 71 ) :na ją bezpośredni sens fi zyczny . 

Mianowici e , c zęść rzeczywista A jest dyspersją d źwięku , tzn . 

odwrotnoś ci~ be zwy:niarowe j prędkoś ci dźwięku , a część ze spoJ ona 

~ j est wsyó !czynnikiem po chł aniania d~ wi ęku . Są one ~odanc 

na rysunka ch 5 i 4 w funkcji odwrotności parametru rozrzedzenia 

(liczby ~nudsena ) ~ . 

Obecne wyniki ~ykazuj ą 9e wne j akościowe podobieństw o do wyni kó w 
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l l "'' A 

"'l 
o o. 

· 1 0 · V, :i 

u' 

·O 'i 

- 1 o 

Rys . 2 . Uogólnione t·lidmo op e ra tor a l ( .::\ ) tJaneuu przez (4 . 17) . 

n .-

O} . 

t?Z. . 

' l 

( 
........ 

Qf ' 

,-. 

Hys . J. Dy s pers Ja tJźt<iqku . Rys . 4 . \!sp(l! c ; y n n tl< p•n:""'"'"'" "' · 

Ha ry:; unkach 3 i 4 lin ia--- -- - -- oznacza ,.,y ntki l'ek c risa e t a l. 

f1, u] , l i n i a . . . . . . . . . . o z n a c z a '" y n i k i S i r u v i c t 1 a 1 l h u r lJ e r a [5 tiJ, 
a l in ta Cl<HJła utnacza ,.,yniki olJecnej tcor1 i . 
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uzyskanych yrzez j:Oekeri 3a , Alterma na , ~ilkensteina i Franko·i;s kie

go [48] dla pełnego linearyzowaneg o równania Boltz:nanna . ','/ sz cze-

f5Ólności widzimy z r ysunku 4 , że współczynnik pochłaniania znika , 

gdy częstość v.:r rośnie do nieskończoności. Jest to jednak wynik 

niereal i styczny, gdyż zarówno eksperymenty [49] , jak i teoria 

Si rovicha i Thurbera [ 5~ przewidują skończone dodatnie pochla

niania przy dużych wartościach ~Y • Aby wyjaśnić zbodność między 

obecnymi wynikami a wynikami pracy (48] musi:ny przypomnieć po-

krótce metodę zastosov;aną w [48] . 

Pekeris , Al terma n , Finkelstein i Fr ankowski poszukiwali rozwiązań 

linearyzowanego równania Bol tzmanna w postaci szeregu wielomianów 

Sonina , a.następnie obci nal i ten szereg na pewnej (dużej, oo 

wynoszącej prawie 500) liczbie wyrazów. Ponieważ takie obcięcie 

daje rozwinięcie asymptotyczne, które nie jest jednostajne, gdy 

prędkość molekularna dąży do nieskończoności , to oni w istocie 

zaniedbali duże prędkości. Podobni e w modelu Cabannesa duże pręd

koś ci molekularne są zani edbywane , bo one wszystkie mają ten sam 

moduł. Zatem w obu podejściach ni e uwzględnia się dużych pręd

kości molekularnych i to ~aszym zdaniem czyni te wyniki podobnymi 

i jednocześnie nierealistycznymi w zakresie dużych częstości. 

Przechodzimy obecnie do omówi enia dyskretnego operatora 

Tr( 1\) danego przez lew~ st ronę równania (4 . 20) . Analiza tego 

zagadnienia jest dość podobna do ana~izy problemu dyskretnego 

dy sku towanego w poprzednim paragrafie, jest te ż równie żmudna . 

Można dowieść (p . [5]), że obec nie zachodzą l emat 4 . 1 oraz 

twi erdzenia 4 .1 , 4 . 2 , ale nie zachodzi twierdzeni e 4. 3. Oznacza 

to niemożność przybli żania uogó lnionego widma istotneg o opera t ora 

T( A) przez uogólnione "Yridmo operatora Tr(?. ) dla jakiegoś 

ustalonego , ~hociażby i dużego r . Jest tak dlatego, że dla 
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ka~dego ust alonego r (oraz R) widmo operatora Tr( ~)zawiera 

się w jakimś ograniczonym podzbi orze płaszc zyzny zespol onej C, 

zaś uogólnione i stotne widmo operatora T(~) jest ni eogra ni czo

ne. Wobec tego , pod t ym względem półdyskretny model Cabannesa .nie 

może być trakt owany jako gr a ni ca regular nego modelu o 2r pręd

kościach. 

Podobni e jak pop r zed ni o mo~na przybli ~ać funkc j e własne 

oper a t ora T(:;>. ) przez f u nkcj e s chodkowe zbudowa ne z wektorów 

włas nych odpowiadających tym uogólnionym wartości om własnym 

operatorów T r( ?l ) , o których mowa w l emacie 4 . 1 . 
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