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1. Pierre Luis Moreaude Maupertuis, 15.1X.1698 - 27.VII.1759



WPROWADZENIE'

0.1. Cel referatu. Ten referat ma - miedzy innymi - pewien konkretny
cel: chciatbym rozpropagowac teze, ze z wyktadéw mechaniki teoretyczne) (o ile
takie jeszcze na wyzszych uczelniach bywajg !) nalezy opusci¢ omawianie tak
zwanej Zasady Maupertuis. Bowiem nalezy ona obecnie juz tylko do historii
nauki.

| wiasnie z tego powodu, tutaj o historii Zasady Maupertuis (a raczej o
historii kilku Zasad Maupertuis blisko z sobg zwigzanych) chce méwié.
Szczegdlnie, ze w prawie wszystkich dostepnych na rynku (bgdz juz tylko w
bibliotekach) drukowanych ZzZrédtach, jej przedstawienie zawiera liczne “btedy Iub
przynajmniej luki. Istnieje pare wyjgtkébw, ale nawet w tych wyjgtkowych
wypadkach, wystepujace sformutowania tez nie sa - z roznych powodéw -
absolutnie poprawne i co gorzej teksty te ograniczajg sie do omdwienia Zasady
Maupertuis bez cho¢by wspomnienia jej dos¢ zawitej historii.

By osiggng¢ ten cel, oméwie dokfadniej okolicznodci powstania - koto
potowy XVIII wieku - tej Zasady. Ale wiasciwie, poczatkowo byt to tylko catkiem
niejasny projekt na takg - jak jg dziS rozumiemy - zasade. Okres ten méwie go
nieco doktadniej, gdyz przeciez Xlll Ogélnopolska Szkota Historii Matematyki
odbyta w KOrOBRZEGU W dniach 17 -21 maja 1999 roku poswiecona byta
wiasnie ,Historii matematyki wXVIIl wieku” - a niniejszy tekst jest czesciowo
zbiorem materialdbw do referatu o Zasadzie Maupertuis, ktéry na nig
przygotowatem (referat ten miat tytut ,Od fafszywego do nieciekawego
twierdzenia - czyli 230 lat historii tak zwanej <<Zasady Maupertuis »” - patrz [85]
oraz [86]). Przeslizgnetem sie w tym referacie niemal catkowicie nad nastepnymi
140 latami 1756 - 1896, by omoéwi¢ doktadniej jej historie od 1896 do 1970 roku
- czyli historie tej Zasady w okresie jej ostatecznego doprecyzowania i

podawania jej poprawnych dowodow.
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Te Iluke w referacie z 1999 czesciowo zapetnitem referatem ,Zasada
Maupertuis wczoraj (od S.J. Koéniga i J.L. LagraNge'a do H. Hertza i E.T.
Whittakera)” wygloszonym na XIV Ogolnopolskiej Szkote Historii Matematyki
(poswieconej ,Matematyce czaséw Gaussa ”), a odbytej w ZIELONEJ GORZE W
dniach 8-14 maja 2000 roku - patrz [87] oraz [88]. Doktadniejsze omodwienie
140 lat okresu 1756 - 1896 wymagatoby nie kilkunastu czy nawet kilkudziesieciu,
lecz kilkuset stron. | to nudnych stron - referowatyby one btedy, czesto trudne do
uchwycenia. Dlatego tez obecnie dodane (nizej) materiaty powinny catkowicie
wystarczy¢, by jako tako przygotowany czytelnik mogt sie zorientowaé w historii
Zasady Maupertuis w tej jej «epoce btedow i wypaczer ».

M¢j referat koncze (tak jak byt skonczony referat o rok wczesniejszy) na
omawianiu stanu rzeczy w roku 1970 roku, gdyz - o ile dobrze wiem - w
péziejszym okresie czasu nie zanotowano juz Zzadnych wazniejszych wynikéw,
ktéore mogtyby nas tutaj zainteresowaé). Tez catkowite i poprawne umieszczenie
tej zasady na terenie dzisiejszej mechaniki teoretycznej wymagatoby 2
godzinnego, semestralnego - Ilub nawet rocznego - wyktadu (i odpowiedniej
dlugosci tekstu drukowanego). Dlatego zajme sie tylko jednym, acz najbardziej
charakterystycznym  przypadkiem (przy  najmocniejszych  zatozeniach) jej

mozliwych sformutowan.

Nieniejszy referat jest - wlasciwie - zbiorem materialdbw do tych wyzej
wspomnianych referatéow. Dlatego tez nie moze byé uwazany za starannie
wykonczony tekst. Liczne jego usterki (redakcyjne) moga byé, choé nieco,
usprawiedliwione tym, Zze nie jest on drukiem, a tylko wydrukiem, ktéry ma by¢

powielony tylko w niewielkiej liczbie egzemplarzy.

0.2. Zrédta. Jesli chodzi o Zdta, to nie ma problemu ze Zdtami
pochodzacymi z ostatniego wieku - bede je cytowaé w odpowiednich miejscach.
Natomiast, bardzo jest # z Zdtami z okresu powstawania Zasady Maupertuis.
Oryginalne wydawnictwa sg niedostepne w POLSCE (miedzy innymi brak dziet
zbiorowych P.L. de Maupertuis [59]). A chyba nie dokonywano ich
przedrukéw pozej niz w XVIII wieku. A jesli nawet one istniejg, to tez sg trudno
dostepne (a raczej chyba catkiem niedostepne) w WARSzZAWIE. O ile dobrze
wiem, to istnieje tylko tomik przedrukéw artykutdéw opublikowanych koto 1800
roku w serii Ostwald's Klassiker der exacten Wissenschaften (patrz [31] - brak go
zresztg w zasobach Biblioteki Gtownej Uniwersytetu Warszawskiego). By¢é moze
fakt istnienia tylko jednego tomikowi w tej serii poswigconemu zasadom
wariacyjnym mechaniki spowodowany jest pewnymi ciggotami metafizycznymi

samego P.L. de Maupertuis (nie tfubianymi przez wydawcéw tej serii).
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Jedynym dostepnym - jesli chodzi o zrédta przynajmniej wzglednie z
pierwszej reki ("wzglednie", bo tlumaczone) - jest prawie 1000 stronnicowe
wydawnictwo L.S. Polaka [67]. Ale zawiera ono dos¢ specyficzny wybér
tekstow, a przy tym tekstébw wydrukowanych wylgcznie w tlumaczeniach. A
wiadomo jak tlumaczenia (szczegolnie starych) tekstow potrafia je zafatszowac.
Ponadto zatgczony komentarz L.S. Polaka dzi§ juz tylko $mieszy swoimi
marksistowskiemi sloganami (na szczescie niezbyt - jak na epoke druku ksigzki
- licznymi). Zresztg tg problematykg zajmowano sie w bylym Zwigzku
Radzieckim duzo. Literatura tematu jest tu spora, ale wszystko sg to publikacje z
3, 4 czy nawet 5 reki. Nie w rosyjskim jezyku wydana jest antologia [20], ale
zawiera ona mato materiatéw, ktére mogtyby nas zainteresowag.

Najnowszg - o ile wiem - ksigzkg poswiecong zyciorysowi P.L. de
Maupertuis jest dostepna w  WARSzAWIEZ pozycja P. Brunet [10],
wydana jednak juz do$¢ dawno temu, bo w 1929 roku. Pisana byta ona jako
praca doktorska na wydziale humanistycznym Uniwersytetu w STRASBURGU
(doctorat es lettres a la Faculfe des Lettres de Strasbourg) z oczywistymi
skutkami tego faktu : mato w niej jest o wynikach naukowych (w szczegdélnosci
matematycznych) P.L. de Maupertuis, ale za to duzo jest (dos¢ doktadnych)
szczegotow biograficznych. Zawiera ona duzg bibliografie przedmiotu (ma ona
88 pozycji drukowanych i rekopismiennych). Z niej i z innych zrédet wynika, ze w
ciagu XIX wieku ukazato sie sporo opracowan (gtdwnie we FRANCJI) zycia i
osiggnie¢ naukowych P.L. de Maupertuis.

Podobno, jedyny petny spis opublikowanych prac P.L. de Maupertuis
jest zatgczony do jego (nieosiggalnej w POLSCE) biografii [1] napisanej przez
Wawrzynca Angliviel de La Beaumelle (1726 - 1773), ale wydanej
dopiero w potowie XIX wieku.

Wielekie encyklopedie francuskie zawierajg diuzsze artykuty [98] oraz [99],
ktéore jednak nie wnoszg wiele nowego do naszej wiedzy o P.L. de

Maupertuis.

Jak sie zdaje, do konca XIX wieku istniato zainteresowanie zaréwno osobg
PL.deMaupertuis jaki jego osignieciami - mozna tu sie powota¢, choéby
na prace [13] znanego fizjologa Emila Du Bois-Reymonda (1818 -
1896) - jest to tekst odczytu wygtoszonego 28 stycznia 1889 na posiedzeniu
Niemieckiej Akademii Nauk w BERLINIE. Poczym - juz w XX wieku - zaintere-
sowanie to niemal =zaniklo. E. Du Bois-Reymonda (tego od ,/lgnoramus.

Ignorabimus I’ z roku 1872) nie nalezy myli¢ z jego bratem - matematykiem
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Pawtem Dawidem Gustawem Du Bois - Reymondem (1831 - 1889) o
ktérym bedzie nizej jeszcze mowa 3.

Przynajmniej do 1929 roku sporo rekopismiennych materiatbw tyczgcych
sie P.L.de M aupertuis nie bylo wydanych drukiem i - jak sie zdaje - po tej
dacie nikt niemi sie specjalnie nie interesowat (trudno jest rzecz sprawdza¢ w
odpowiednich dziatach Mathematical Review czy Zentralblattu... ). Dotyczy to,
miedzy  innymi, innymi  korespondencji miedzy P.L. deMaupertuis a
Wolterem -P. Brunet korzystat z rekopisbw znajdujgcych sie gtownie w
Bibliotheque Nationale w PARYzu. Wolter, w ciggu swego dtugiego zycia
napisat nieprawdopodobng ilos¢ listbw - uwaza sie, ze byto ich okoto 40 000. Z
czego potowa mniej wiecej ocalata do dzis. W poczatku XX wieku zaczeto je
wydawaé, do Il Wojny Swiatowej wydano ich 10 000, a drugie tyle czekato na
wydanie. Od 1945 roku wydano wprawdzie kilka dalszych toméw, ale - znéw o
ile dobrze wiem - nie zawierajg one korespondencjizP.L.deMaupertuis.

Czes¢ listbw (ale nie  wszystkie) Fryderyka Il do P.L de
M a u p e rtui s zawiera pozycja [38], dostepna w WARSZAWIE*. Inne listy -
przynajmniej do niedawna - nie byly wydane drukiem.

Materiaty do - omawianych nizej tylko bardzo skrétowo - dziejow Zasady
Maupertuis w XIX wieku sg w Polsce wzglednie fatwo dostepne. Mozna je
znalez¢ nie tylko w Bibliotece Gtéwnej Uniwersytetu Warszawskiego, ale i w
niektérych innych bibliotekach polskich (biblioteka Instytutu Matematycznego
PAN w Warszawie, Biblioteka Jagiellonska w Krakowie i biblioteka Instytutu
Matematycznego Uniwersytetu Jagiellonskiego). Moze kto§ zechce przedrze¢ sie
doktadniej przez te niezachecajaca literature ? Jest ona niezachecajgca, gdyz (z
naszego punktu widzenia) jest ona niescista i operuje symbolami oraz pojeciami
dzi$ juz nie stosowanymi. Jej spis mozna znalez¢ (przynajmniej w sporym
wyborze) w bibliografii rachunku wariacyjnego Maurycego L e c a t [44], [45],
[46] oraz [47].

Przy okazji cytowania pracy M. L e ¢ a t, mozna zauwazyé, Ze pisanie
historii  rachunku  wariacyjinego w  XIX wieku jest zadaniem bardzo
niewdziecznym. Acz, naogot (ale nie zawsze ), wypowiadane sg w pracach z
tego zakresu wyniki prawdziwe, to jednak w najlepszym wypadku podane
dowody zawierajg luki (a czesto wogdle w pracach tych brak nawet préb
udowodnienia - skadingd prawdziwych - twierdzen). A wszystko to w atmosferze
mglistych poje¢ i niezrozumialych dla nas (a moze one byly juz wtedy

niezrozumiate ?) rozwazan i przeksztatcen...
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0.3. Ograniczenia referatu. Historia Zasady Maupertuis, o ktérej mam
mowic¢, jest skomplikowana i nie we wszystkich szczegdtach jasna - specjalnie
jesli chodzi o sam jej okres powstawania w potowie XVIII wieku. Chociazby ze
wzgledu na te jej komplikacje, a ponadto na owe - wspomniane wyzej - braki
literaturowe, trudno jest przedstawi¢ klarownie poczatkowy proces jej powsta-
wania. Natomiast jej historia przez nastepne 140 lat, to jest jej historia w okresie
mniej wiecej od 1755 do 1896 roku, jest tez bardzo zawiktana i chyba - (jak juz
wspomnieliSmy wyzej) z dzisiejszego punktu widzenia - nie przedstawia
specjalnego interesu dla matematyka (najwyzej moze zainteresowaé wyspecjali-
zowanego historyka nauki).

Okres 1896 - 1970 jest bardzo wazny, ale jego zrozumiate omoéwienie
wymaga daleko idgcych wyjadnien z zakresu mechaniki teoretycznej. Stad tez
Scislej nalezatoby powiedzie¢, Ze nie bede tu referowa¢ catej historii Zasady
Maupertuis, lecz bede referowa¢ gtédwnie historie jej tworzenia oraz jej istote.
Dlatego tez - niestety - duzo czasu zajmie mi precyzyjne sformutowanie
niektérych poje¢. Bez takiego wstepu absolutnie nie bytby zrozumiaty zasadniczy
cigg rozwazan tego referatu. Ten cigg bedzie przedstawiony w sposéb skrétowy
- peiny tekst mogtby zaja¢ catkiem spory tomik. A jesliby miat uwzglednic¢
rébwniez - chocby najkrotsze - odwolywania sie do podstaw mechaniki
teoretycznej i rachunku wariacyjnego, na pograniczu ktérych lezy ta tematyka, to
taki tekst mogtby nawet urosng¢ do sporego tomu (nie moéwigc juz nic o
omawianiu uogolnien wykraczajgcych po za najprostsze przypadki).

Na to by nie komplikowa¢é mych wypowiedzi, ogranicze sie do (bardzo
kulawych) zasad nieparametrycznych - takiemi s bowiem, przynajmniej
niektére, zagadnienia mechaniczne, w ktérych wystepuje czas w sposéb
wyrazny. Oméwienia zasad parametrycznych (tez waznych z punktu widzenia
mechaniki) zainteresowani mogg znalezé w moim Rachunku Wariacyjnym, tom I,
[83], gdzie rzecz jest (tez w sposob nie catkiem petny) przedstawiona w rozdziale
10 (a w szczegolnosci na stronach 200 - 212) oraz na stronach 223 - 224,
Niestety, przerobiona wersja tego rozdzialu, zawierajgca wiele oryginalnych
wynikéw (a ktéra miata byé opublikowana w jezyku francuskim) nigdy nie

ukazata sie w druku.

0.4. Roznice w stosunku do poprzedniego wydania. Poprzednie
wydanie tej pracy tez bylo zaopatrzone w relatywnie dtugi rozdziat tworzgcy
wprowadzenie do terminologii i wynikow rachunku wariacyjnego oraz mechaniki
- bez takiego wstepu nie byto (i nie jest) mozliwe poprawne i powszechnie

zrozumiate (jak juz wyzej wspomniatem) dzisiejsze sformutowanie Zasady



K. Tatarkiewicz

Maupertuis. Popetnitem jednak btgd : chcgc by¢é bardziej zrozumiaty dla nie
przygotowanych stuchaczy staratem sie byé cho¢ troche blizszym oznaczen
spotykanych w wiekszosci dotychczas wydanych podrecznikéw oraz wykiadow i
nieco uproscitem (patrz [81], [85] lub [86]) symbolike pracy [82] i [83], zamiast
stosowa¢ jg nieuproszczong. Poniewaz mato kto zaglagdat do tego ostatniego
podrecznika, wiec wywotalo to jednak kilka nieporozumien. Dlatego ponizej
rezygnuje tu z tych uproszczen, kosztem dalszego przediuzenia rozwazan

wstepnych. Zmienitem tez pare, powszechnie nie przyjetych, terminéw na inne.

Rozdziat | - P.L. DE MAUPERTUIS

Fecit quod potuit, faciant meliora potentes.
Napis na nagrobku w kosciele w Janowcu.

11. P.L. de Maupertuis - miodosé. Piotr Ludwik Moreau de
Maupertuis® byt urodzony w SAINT-MALO 15.1X.1698 roku. Byt cale swe
zycie - przynajmniej formalnie - katolikien. Jego ojciec Rene Maureau
seigneur de Maupertuis (? - 1746; pisat sie on "M a u r e a u" przez "au" -
w przeciwienstwie do swego syna, ktéry sie pisat przez "o") byt, w zasadzie,
oficerem marynarki, pracowat tez jako urzednik w ,Conseil de Commerce”. Byt
tez, przez pewien czas, delegatem do zgromadzenia prowincji NORMANDII. Matkg
byta Jeanne-Eugene z domu Ba u dran. Podobno bardzo rozpuszczata
mtodego syna. W SAINT-MALO rodzina mieszkata przy dzisiejszej ulicy DE LA
HARPE (patrz [100]).

Rodzina P.L. de M aupertuis nie byla liczna - o ile dobrze wiem - to
nie miat on rodzenstwa. Byt to rodzina szlachecka, ale nie arystokratyczna (nie
utytutowana). Nalezata ona do tak zwanej ,noblesse depee” (,szlachta szpady”
- to jest szlachtg =ziemiansko-wojskowg), a nie do (nieco przez nig
dyskryminowanej) ,noblesse de robe” (,szlachty togi” - to jest szlachty
urzedniczo-sgdowe;j) 6.

PL.deMaupertuisod 1714 roku uczyt sie w PARYzU w College de la
Marche, poczym prywatnie studiowat w PARYZU pod kierownictwem niejakiego
Bernier. ‘'Powrdcit do domu w 1716. Chciat - po ojcu - robié kariere w
marynarce, ale (rozpuszczajgca go - podobno - ciggle jeszcze) matka wymogta
na nim, ze zrezygnowat z tych planéw. Podr6z do HOLANDII 1717. Po powrocie
zajmuje sie muzykg i budowg instrumentéw muzycznych. W 1718 roku, w

dalszym ciggu wbrew opinii swej matki, wstgpit do wojska - tyle, Zze nie do
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marynarki, lecz do armii lgdowej. Stuzyt przez 2 lata w oddziale ,szarych”
muszkieterow. Nie bylo wtedy zadnej wojny. Miat on wiec wiele czasu do
dyspozycji - wykorzystywat go, miedzy inymi, na przesiadywanie w PARYZU W
stawnym Cafe’ Procope z literatami (naogdt do$¢ znanymi - miedzy innymi byt
wsrod nich i Pierre de M ari v au x; 1688 - 1763). Poczym byt - dos¢ krétko -
dowddcag kompanii kawalerii putku de la Rocheguyon w LILLE (byt to - chyba -
putk dragondéw) w stopniu ‘lieutenant" (= "porucznika") lub kapitana (byty to
wtedy wyzsze stopnie oficerskie). 1722 odchodzi z wojska i wraca do PARYZA.
Zostaje w 1723 roku czionkiem Akademii Paryskiej (doktadniej : Academie des
Sciences). Zostat nim jako ceniony specjalista od ksztattu instrumentow
muzycznych (! poréwnaj jego publikacje [51]). Ale publikuje tez prace
matematyczne, jak, na przykiad, prace [52] i fizyczne, jak, na przyktad (w 1733
roku), prace o ruchu banki powietrznej, ktéra podnosi sie w piynie. Byt chyba
doceniany i awansowany. W roku 1742 (w ktorym wiasnie zaczely sie rozluzniac
jego zwiazki z PARYZEM) zostat nawet dyrektorem paryskiej Academie des
Sciences.

Zauwazmy, przy okazji, ze P.L. de Maupertuis publikowat - w
zasadzie - wylgcznie po francusku. Byt to zwyczaj nie tylko réznych Akademii
Paryskich (czy innych francuskich), ale w XVIII wieku zaczeta - na przyktad -
dotgcza¢ do niego (rezygnujgc z taciny) tez i Akademia Berlinska (moze wiasnie
pod wplywem swego oOwczesnego prezesa, czyli witasnie P.L. de
Maupertuis). Ale jednak w XVIII matematycy (jak na przyktad Leonhard
Euler; 1707 - 1783), czy nawet jeszcze w | potowie XIX wieku (jak Carl
Fryderyk Gauss; 1777 - 1855) najczesciej drukowali swoje prace po tacinie.
Odgrywato tu pewnie role francuskie pochodzenie P.L. de Maupertuisiijego
zwigzki z nauka francuskg, ktéra wtedy juz od dawna postugiwata sie jezykiem
francuskim, zamiast powszechnie, gdzie indziej, uzywanej taciny. O poczatek tej
akcji, przechodzenia z taciny na wspotczesne jezyki narodowe, ktéra tak fatalnie
wplyneta na  uniwersalno$é nauki  europejskiej, oskarza sie  zwykle
Kartezjusza (Rene Des Cartes; 1596 - 1650). Jest to oskarzenie
niestuszne, gdyz - chyba - pierwszym, ktory przechodzit z taciny w pracach
naukowych na jezyk francuski byt wczesdniejszy od Kartezjusza o przeszio
200 lat Mikotaj Oresme (okoto 1315 - 1382), zmarly jako biskup L | S | EUX. W
dalszym rozwoju, w | potowie XX wieku prace naukowe publikowano nie tylko w
5 ,jezykach kongresowych”, ale i w wielu innych. Dopiero dzis, po 400 latach,
zaczynamy mie¢ znowu uniwersalny jezyk nauki - zaczyna nim sie stawaé
powoli jezyk angielski, ale przy wielkich (przynajmniej do roku 1989) oporach

Rosjan i przy wielu - ciggle jeszcze - publikacjach w innych jezykach.
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P.L. de Maupertuis zajmowat w swej Akademii rézne stanowiska.
Poczatkowo od 11.XI1.1723 jest ,adjoint mecaNique" (jako nastepca Aleksego
Klaudiusza C | ai rau lta ; 1713- 1765);0d 1.VIIl.1725jest ,associe geometre”,
od 24.VII.1731 jest ,pensionnaire geometre”, a od 1742 - jak juz wspomnieliSmy
- nawet "dyrektorem" tej Akademii. Dopiero w 1743 zostaje cztonkiem Academie
Franeaise (czyli "nie$miertelnym”). Moze warto przypomnie¢, ze dzi$ niektore
akademie (na przyktad PAN = Polska Akademia Nauk czy tez Akademia Nauk
bytego ZSRR - nie wiem jak sie ona teraz nazywa), sktadajg sie organizacyjnie z
dwoch czesci. Jedng stanowi grono wysoko ocenianych specjalistow (ktorzy
czesto sami swg obecnoscig przynoszg zaszczyt danej akademii), nie majgcych
z tytutlu nalezenia do niej zadnych obowigzkéw (a czesto i zadne Ilub tylko
wzglednie niewielkie korzysci materialne), druga zas tworzag instytuty badawcze,
w ktorych zatrudnieni sg (na podstawie umowy o prace, lub mianowani)
pracownicy, na podobnych zasadach jak w wyzszych uczelniach (na przyktad,
na uniwersytetach), tyle, Zze na ogét nie majg zadnych obcigzen dydaktycznych
(a tylko obowigzek pracy naukowej - za ktérg otrzymujg odpowiednie do swych
kwalifikacji pensje). Ot6z w XVIII wieku obie te kategorie oséb zwigzanych z
akademiami byly tgczone w jedng - bylo sie "akademikiem", ale to
zobowigzywato do zgtaszania swojej akademii (i ogtaszania) prac naukowych i
w zamian otrzymywato sie, mniejsze Iub wieksze, czesto nawet spore
uposazenie.

Dtuzsza podréz (szesciomiesieczna) P.L. de Maupertuis do
LONDYNU odbyla sie w 1728 roku. Tez dtugi pobyt w BAzYLElI w domu
Bernouillich  u Jana | Bernouiliego (starszego; 1667 - 1748) w
roku 1729/30 oraz w CIREY u pani Du "Chatelet (Gabriela Emila Le
Tonnelier de Breteuil, markiza Du Chatelet; 1706 - 1749) i u
(przebywajgcego tam wtedy wiasnie u niej) Voltaire'a (Franeois Marie
Ar o u et; 1694 - 1778) czyli po polsku Woltera.

1.2. Pomiar dlugosci stopnia potudnika. W zwigzku z dyskusjami (a
raczej - postawmy kropke nad "i" - kidtniami) pomiedzy kartezjanistami (do
ktérych, miedzy  innymi nalezeli czionkowie rodziny  Cassinich), a
newtonistami  zorganizowano, firmowane przez Akademie Paryskg, zas
kierowane przez P.L. de M a up ertuis pomiary w LAPONII diugosci jednego
stopnia potudnika. Przeprowadzono je w latach 1736 - 1737 w pétnocnej
SzwECJl, na poinoc od TORNEA. Wymagaty one przezwyciezania wielu trudnosci,

nie tylko klimatycznych.
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2. Karta tytutowa ksigzki [9] publikujgcej wyniki pomiarow dtugosci tuku

jednego stopnia w Peru.
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W ekspedycji, poza jej kierownikiem P.L. deMaupertuis i poézniej
uznanym za wybitnego matematyka Aleksym Klaudiuszem Clairaut (1713 -
1765) wzigt udziat Anders Celsius (1701 - 1744; ten od skali
termomentrycznej - patrz [32]). Ponadto wzietu udziat kilku uczonych i
kilkunastu pomocnikéw (dzis powiedzielibySmy ,pracownikéw technicznych”).

Ekspedycja na
statku "Prudent" wyruszyta 3.V.1736

poktadzie

z DUNKIERKI do SZTOKHOLMU i :EF;&(“ t Y . &
TORNEA, gdzie (dzieki pomocy - : .
miedzy innymi - kréla szwedzkiego ‘Fm
Fryderyka 1) byla juz 19.VI, a :L{i
wrécita do SZTOKHOLMU mniej i
p
| noshgwiko

wiecej po roku dopiero 11.VI.1737.

J

7

T e ey
; " ¥
s Wi )4 ;
Z =
=l
7
.
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Dokononano w czasie niej nie tylko

a5

pomiary geodezyjne, ale tez
prowadzono badania grawimetry-

czne (przy pomocy wachadta).

o M e s O e ) MGEORIE ) B

Dzieki tym pracom

,
2 , :
<
£

stwierdzono, ze Ziemia nie ma

ksztattu wrzeciona lecz dysku.

Dlatego tez Zzartobliwie nazwano
P.L. de Mau pertuis

, 1'aplatiseur de la Terre"

i ‘ A ¥e
) e b S

(,sptaszczacz Ziemi”). Wedle

6wczesnych pogladow,
rozstrzygneto to spér miedzy
kartezjanistami a newtonistami na
korzy$c¢ tych ostatnich i dlatego
Maupertuis wlozyt tyle wysitku i
pracy w swe pomiary w LAPONII.

W tych pomiarach chodzito o poréwnanie ich z wynikami podobnych
pomiaréw, jakie dla terenu FRANCJI przeprowadzit juz wcze$niej Jan Dominik
Cassini (1625 - 1712) oraz jego syn Jakub (1677 - 1756). Wedle
ostatecznych wynikéw tych pomiaréw diugo$é jednego stopnia (w rzeczywistosci
zmierzono tylko 57' 28,5”, ktére przeliczono na wyniki jakie by uzyskano dla
pomiaréw 1 stopnia). Te poréwnania daly pozytywny, ale niezbyt pewny
wynik. Bowiem réznica w dlugosci 1 stopnia potudnika we FRANCJI i w LAPONII

jest mata - wedle wynikéw ekspedycji P.L. Maupertuis wynosiona tylko
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340 toises (co czyni koto 663 metrow). Wyniki te byly przez zacietrzewionych
kartezjanistow podawane w watpliwos¢. | to stusznie, gdyz, wedle naszych
dzisiejszych pomiaréw réznica ta jest naprawde prawie dwa razy mniejsza.
Dopiero ich poréwnanie z wynikami pomiarow dtugosci 1 stopnia potudnika w
PERU (uzyskana w ten sposob réznica, jest znacznie wieksza), dokonanymi przez
ekspedycje, tez Akademii Paryskiej, pod kierownictwem Karola Marii de La
Condamine (1701 - 1774), a przeprowadzonymi mniej wiecej réwnoczesnie
(wyprawa wrdcita do Europy dopiero w 1744 roku), rozstrzygneto sprawe
ostatecznie. Publikacja jej wynikdw [9] ukazata sie z 10-cio letnim opdznieniem,
acz one same byly publicznie znane znacznie wczesniej (poréwnaj reprodukcje
jej karty tytutowej na ilustracji 2). Zauwazmy, ze wszystkie te pomiary byty - ze
wzgledu na wymagang doktadnosé¢ - bardzo trudne do wykonania i relatywnie
mato precyzyjne. O skali trudnosci moze Swiadczyé to, ze wymagajgce jeszcze
tylko nieco wiekszej doktadnosci pomiaréw, wyznaczenie  wspotczynnika
sptaszczenia Ziemi Kk = (r - b): r (gdzie r to promien réownikowy, za$ b to promien
biegunowy Ziemi) na zasadzie tych pomiaréw dato wielko§¢ mniej wiecej réwng
1 :178. Tymczasem wspotczynnik ten jest tylko nieco wiekszy niz 1 : 300 - przez
wiele lat przyjmowano jego warto$¢ jako rowng 1 : 298,3 (byla ona obliczona na
zasadzie pomiarébw geodezyjnych). Dopiero  wzglednie niedawno temu,
obliczono go dokfadniej (na zasadzie pomiaréw innego typu niz typu klasycznej
geodezji) : jest on nieco wiekszy niz dlugo przyjmowana jego wartos¢. Zreszta,
najdoktadniejsze dane z tych pomiaréw nie byty od razu publikowane jako
tajemnica wojskowa (i chyba sg nig do dnia dzisiejszego).

Jest rzeczg ciekawg, ze kartezjanisci nie wyprowadzali wrzecionowatego
ksztattu Ziemi z zasady  wiréw Kartezjusza porzadnie, to jest
matematycznie, lecz tylko opierali sie na intuicjach. Stawiali oni opér teorii
(ogtoszonej o  poét  wieku pozniej niz  teoria Kartezjusza) Izaaka
Newtona (1643 - 1727) z dwoch powoddw : raz z czystego szowinizmu (byli
oni - giéwnie. - Francuzami, a Newton byt Anglikiem), dwa, Zze teoria
grawitacji Newtona wymagata przyjecia actio in distans. Nawet sam
Newton nie wypowiadat sie na temat pochodzenia grawitacji (to wiasnie na
temat braku jego wyjasnienia w swych dzietach wypowiedziat czesto
cytowane stowa ,hipotheses non fingo” - sg one bardzo trudne do
przettumaczenia na wspotczesny polski jezyk naukowy bez zmiany, chocby

czesciowej, ich sensu).

Zresztg, poprawne (z zasad teorii Newtona) wywiedzenie teoretyczne,

ze wirujgca ciezka bryta jednorodna (ptynna) powinna by¢ sptaszczong
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4 Portret P.L. de
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6. Karykatura przedstawiajgca P.L. de Maupertuis
jako  Don Quichota. Winieta z tomu Maupertuisiana
[57], wydanego w HAMBURGU w 1753 roku. Z ust P.L. de
Maupertuis wychodzi okrzyk ,Trembles [,Drzyjcie 7],
zas satyr z prawego dolnego rogu gtosi ,Sic itur ad astra ”
[,tak wstepuje sie do gwiazd .

elipsoidg tez nie dokonano w XVII czy XVIII wieku. Dokonano tego dopiero w XIX
wieku (Carl Gustaw Jacob J a ¢ o b i; 1804 - 1851). A wykazanie tego dla bryi,
ktérych gestos¢ jest jednakowa na wspétogniskowych elipsoidach obrotowych
(co dopiero odpowiada, mniej wiecej, realnej sytuacji jaka panuje na Ziemi - a
raczejwewnatrz ~ Ziemi) jest dopiero dzietem | polowy XX wieku -
najwazniejszymi (jak dotychczas) sg tu wyniki Leona Lichtensteina (1878
- 1933).

Zresztg, poprawne (z zasad teorii Newtona) wywiedzenie teoretyczne,
ze wirujgca ciezka bryta jednorodna (ptynna) powinna by¢ sptaszczong
elipsoidg tez nie dokonano w XVII czy XVIII wieku. Dokonano tego dopiero w XIX
wieku (Carl Gustaw Jacob J a ¢ o b i; 1804 - 1851). A wykazanie tego dla bryt,
ktorych gestos¢ jest jednakowa na wspdtogniskowych elipsoidach obrotowych
(co dopiero odpowiada, mniej wiecej, realnej sytuacji jaka panuje na Ziemi - a

raczej wewnatrz Ziemi) jest dopiero dzietem | polowy XX wieku -
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najwazniejszymi (jak dotychczas) sg tu wyniki Leona Lichtensteina (1878
- 1933).

Warto pamieta¢, ze W o 11 e r w pewnym momencie napisat dwie ksigzki
zwigzane z fizykg : jest ona tylko wspomniana w jego Listach o Anglikach,
(polskie tumaczenie patrz [93] ) natomiast w calosci poswiecit jej ksigzke
Elementy filozofii Newtona (druk 1738, poczym praca miata zmieniany tytut i byla
uzupetniania; polskie ttumaczenie patrz [94]). Otéz rekopis pierwszej z tych
dwoéch ksigzek czytat (w 1732 roku) w charakterze - jak bysmy dzi$s powiedzieli -

konsultanta wiasnie P.L.deMaupertuis.

1.3. P.L de Maupertuis - dalszy ciag zycia. PL. de Maupertuis byt
barwng postacia. Moze nieco mniej barwng niz starszy od niego o pokolenie
Klaudiusz hrabia de B o n n e v a | 7, nie interesujgcy sie kobietami basza turecki,
czy tez mtodszy od niego o pokolenie, kochanek wielu kobiet, nawet i zakonnic
Jan Jakub Casanova (1725 - 1798), ale jednak - nawet jak na wiek XVIII -
jest on postacig nietuzinkowg. Na przyktad z podrézy do LAPONI przywiézt do
PARYZA nie tylko odmrozonne nogi, lecz tez i... dwie Laponki (podobno byly one
obie bardzo fadne (?)), kiore byly dos¢ ditugo jego kochankami. Jedng z nich, po
paru latach wydat za maz (za jakiego$s prowincjusza z NORMANDII), a drugg
(ochrzciwszy) oddat do klasztoru. Nieco pdzniej zaagazowat murzyna o imieniu
Orion (chyba nie do celéw erotycznych), z ktérym bardzo dlugo sie nie
rozstawat (pojechat z nim tez miedzy innymi i do BERLINA).

P.L. de Maupertuis przez cate zycie podrézowat opetanie duzo.
Mniej wiecej tylez, co teraz papiez Wojtyta (czyli Jan P a w e t Il). Tyle tylko,
ze wtedy nie bylo samolotéw, a tylko dylizanse, bryczki, karety czy powozy
(ewentualnie mogta wchodzi¢ w gre jeszcze konna jazda), dlatego tez jego
podréoze (poza wyprawg do LAPONII) ograniczaty sie do $rodkowej Europy.
Prawie co roku gdzies jezdzit: to do ANGLI, to HOLANDI, czy SzZWAJCARI. Gdy
mieszkat w PARYZU, to jezdzit do BERLINA. Gdy zamieszkat na state w BERLINIE to
prawie co roku zaglgdat do PARYZA i do swego rodzinnego SAINT-MALO.

W czasie pierwszej (czy tez moze raczej, jednej z pierwszych) podrézy do
PRUS podazyt za Fryde rykie m 11(1712 - 1786, krol od 1740) na SLASK,
gdzie wiasnie toczyta sie wojna {,Pierwsza Wojna Slgska ”) z AUSTRIA (ponoé
ztosliwi jego wrogowie mieli méwi¢é, ze pojechat tam na grzbiecie osta, gdyz na
te podroz skapy Fryderyk II miat mu da¢ za mato pieniedzy by moégt sobie
kupi¢ konia). W czasie bitwy (ostatecznie zwycieskiej dla Prusakéw) pod
MoLLwITz (obecnie MALUJOWICE koto WROCLAWIA) W dniu 14 kwietnig 1741 w

czasie pierwszej fazy dziatah  bitewnych, zwycieskiej dla  Austriakow
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(Fryderyk II uciekt wtedy z pola bitwy, patrz [64], ale druga faza - i cala bitwa
- byla jednak zwycieska dla Prusakéw), zostat przez nich zagarniety. Puscili go
oni jednak wolno. Pojechat wtedy do Wiednia, skad dopiero udat sie z powrotem

do BERLINA.

PL.de Maupertuis wyglosit w 1744 roku, a opublikowat w druku
nieco poézniej swojg "Zasade", tg ktérej poswiecony jest wiasnie ten referat -
bedzie ona omodwiona doktadnie nieco nizej. W paru nastgpnych latach
poswiecit jej jeszcze dalsze dodatkowe prace. Mniej wiecej wtedy przeniost sie
na state do BERLINA, gdzie w 1741 roku zostat cztonkiem Akademii Berlifiskiej. A
w 1745 roku Fryderyk Il mianowat go nawet jej prezesem, obdarzyt duzg
pensjg i postawit przed nim zadanie zreformowania tejze Akademii. Akademia ta
byta zalozona jeszcze przez elektora Fryderyka 1l (1657 1713, elektor
Brandenburski od 1688, znany jako Fryderyk Ill, krol w Prusach od 1713,
znany jako Fr y d e r y k 1), ale jego nastepca, krél Fryderyk-Wilhelm |
("krol-sierzant") dopuscit do jej upadku (jej fundusze zabrat na potrzeby wojska).
Fryderyk Il chciat doprowadzi¢ do jej rozkwitu. Miedzy innemi przez
sprowadzanie z zagranicy wybitnych uczonych na jej cztonkow.

W tymze 1745 roku - rozstawszy sie wczesniej ze swymi dwoma
Laponkami (chciat sie ich pozby¢ juz koto 1739 roku) - ozenit sie (byé moze
nieco pézno...) z niezbyt juz wtedy mitodg Eleonorg von B o r ¢ k e (nie znam dat
jej zycia - w kazdym razie przezyla swego meza). Jak sie zdaje, ten jego
romans parysko - berlinski trwat juz pare lat przed Slubem. Jej ojciec byt pruskim
generatem-majorem, za$ matka byta z domu barondéwng (Freiin®) von
Mardenfeld Sama rodzina jego tescidw nie byta utytutowana, lecz kuzyn
jego tescia, pare lat tylko od niego starszy, pruski marszatek polny Fryderyk-

Wilhelm von B o r ¢ k e otrzymat w 1740 roku pruski tytut hrabiowski.

1.4. Spoér o Zasade. Ale akademicka idylla P.L. de Maupertuisw
BERLINIE nie trwata dtugo. W pewnym momencie - nie wiadomo doktadnie
dlaczego - P.L.. de Maupertuis zostat gwaltownie =zatakowany przez
samego Fryderyka Il i wtérujgcemu mu Szwajcara Samuela J. Ké n ig a
(1712 - 1757). A mianowicie ogtosili oni, ze owag "Zasade" znat juz Godfryd
Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) i miat sie o niej wypowiedzie¢ w liscie do -
Szwajcara, niejakiego Jakuba Hermanna (1678 - 1733) w roku 1707. Byt on
w BAzYLEI uczniem Jakuba Bernouilliego (1654 - 1705), a podzniej lata
1725 do 1731 spedzit w PETERSBURGU, ale w okresie w ktorym list ten miat byc
pisany, przebywat w SzWAJCARI. Wprawdzie - mimo nalegan - nie mogt

przedstawi¢ owego rzekomego listu, w 2zwigzku z czym Akademia Berlinska
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(specjalnie nie pod przewodnictwem swego prezesa, lecz L. Eulera) uwolnita
go z zarzutu plagiatu i przyznata mu priorytet (patrz - na przyktad - Jean
Orieux [66]). Pozostaty jednak pewne formalne watpliwosci : na te
posiedzenie Akademii nie przybyta - Swiadomie - jedna trzecia jej czionkéw
(rzeczywistych). Zreszta sam L. Euler brat zywy udziat w owych sporach,
publikujgc kilka artykutéw, na przyktad [19] oraz [17].

Listu szukano - bez powodzenia - na polecenia réznych oso6b, miedzy
innymi, w spusciznie $cietego dwa lata wczesniej w BERNIE konspiratora,
niejakiego kapitana Samuela Henzi (1701 - 1749)°. Istnieje hipoteza, ze list
Leibniza nie znaleziono dlatego tylko, Zze byt on skierowany nie do J.
Hermanna, lecz do Piotra Varignona (1654 - 1722), ale nie wydaje sie,
zeby to byla hipoteza stuszna. Sprawa ta narobita wtedy duzo hatasu - ilustracjg
tego mogg by¢ publikacje [57] (i jej tumaczenie [58] ) oraz [63]. Dzis, po
znalezieniu drugiego (?) odpisu (w 1911 roku) owego listu Leibniza, nie
mozna wykluczyé, ze taki list Leibniza rzeczywiscie istniat. Ale, jednak jak
dotychczas, nie znaleziono autografu Leibniza iw dalszym ciggu sg
uzasadnione watpliwosci czy on kiedykolwiek istniat. Nie mozna bowiem tez
wykluczyé, Zze ten "odpis" jest nie odpisem, lecz falsyfikatem, napisanym po 1750
roku. W wyniku catej tej afery S.J. Kobnig zrezygnowat z cztonkowstwa
Akademii Berlinskiej, ale cate odium z jej powodu spadio jednak na jej ofiare,
czyli na P.L. deMaupertuis.

Sprawa priorytetu P.L. deMaupertuis w dalszym ciggu nie jest
catkiem jasna. Rzeczywiscie opublikowat on jako pierwszy swg zasade, ale
opublikowat ja w zupetnie nonsensownej postaci. Natomiast - na przyktad - L.
Euler wprawdzie zanotowatl jg pare lat wczesniej w swych (nie od razu witedy
opublikowanych) prywatnych notatkach, i to we wzglednie poprawnej postaci,
ale ograniczong do bardzo szczegotowego przypadku, natomiast publikowaé
swe prace na ten temat, zaczagt pare miesiecy pdzniej niz P.L. de
Maupertuis. Zresztag, w ciggu nie catych 10 lat opublikowat ich az koto 10
(patrz tez nizej na dalsze uwagi na ten temat).

Na dodatek wtedy, po roku 1750, w BERLINIE przebywat L. Euler (1707
- 1783) oraz Wolter - obaj oni z kolei zatakowali M a u p e r t u i s. Wogdle
wytworzyta sie wtedy sytuacja, ze wszystkie 4 osoby :Fryderyk Il, L. Euler,
Wolter oraz P.L. de Maupertuis ktocity sie 2z sobg. Cata szostka
stosunkéw miedzy nimi byta napieta - jedne mniej, drugie wiecej, ale nikt sie z
nikim nie sprzymierzat przeciw pozostalym. COstatecznie - oczywiscie -
Fryderyk 1l zostat sie w BERLNIE (i to sam). Wolter (po réznych

perypetiach) szybko wrécit do FRANCJI, Maupertuis wyjechat z BERLINA W
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lecie 1756 roku, tylko Euler wytrzymat w BERLINIE jeszcze dos¢ diugo (do
1766 roku), aby i tak w kohcu wyjecha¢ powtérnie do PETERSBURGA (gdzie -
catkowicie oslepty - zmart).

Ataki na P.L. de Maupertuis wywotane byly czesSciowo wzgledami
religinym - wprawdzie nie byt on ortodoksyjnym katolikiem (ani nawet
ortodoksyjnym chrzescijaninem) - ale byt nastawiony bardziej pro-religijnie niz
Fryderyk Il oraz tym bardziej pro-Koscielnie niz Wolter (dlatego na
poczagtku podkreslatem jego katolicyzm - szczegdlnie, Ze niektorzy posadzajg
go, bezpodstawnie, o hugenotyzm). Ponadto L. Euler uwazat go za stabego
matematyka.

Do tego mogta dochodzi¢ zazdro$¢ finansowa : obaj ci panowie -
Euler i Wolter - dostawali od kréla PRUS F ryd e ry ka Il wprawdzie
duze pensje, ale nie jest jasne jakie byty stosunki ich wielkosci do dochodow
PL. deMaupertuis. Wréznych zrodltach sg one réznie przedstawiane. Byé
moze chodzi o to, ze publikowane dane nie odnoszg sie do jednego roku, a tylko
do lat rozrzuconych w ciggu c¢wier¢wiecza. | tak - wedle [10] - Euler
otrzymywat od Akademii tylko 1900 talaréw rocznie (ale miat sporo innych
dochoddéw, miedzy innymi z majatku ziemskiego lezgcego pod BERLINEM, Z
nagrod, z dochodoéw z kalendarzy na ktére miat monopol i - ktérego$ roku - z ...
duzej wygranej na loterii!), P.L. de M a u p e r tu i s - jako prezes Akademii
pobierat 3000 talarow, a Jan d'Alembert (1717 - 1783) 12 000 i Wolter
az 20 000 talaréw (dla poréwnania : krowa kosztowata koto 100 talarow! ©).
Wedle innych Zzrédet, dochody Woltera byly - przynajmniej przez pewien
czas - wyraznie mniejsze niz pensja jaka otrzymywat Maupertuis. Wedle
tych samych 2zrédet, nieco pozniej Wolter miat dostawaé o 2 000 talarow
wiecej niz Maupertuis. Trzeba wszakze pamieta¢, Ced'Alembert i
Wolter (w czasie gdy ten ostatni nie mieszkat w NIEMCZECH) otrzymywali
pienigdze "dla pieknych oczu” - po prostu byty to tapowki dla ludzi majacych
wplyw na $wiatowg opinie publiczng . P.L. Maupertuis otrzymywat ponad
to pensje 1200 liwréw francuskich rocznie (nie wiem jakiej ilosci talaréw pruskich
to sie réwnato) wyznaczong mu przez kréla francuskiego (Ludwika XV) jako
nagroda za zastugi w czasie ekspedycji laponskiej. Zresztg w potowie XVIII
wieku panoszyta sie nie tylko inflacja (a raczej dewaluacje pieniedzy), ale tez -
w zwigzku z powtarzajgcymi sie nieurodzajami i wojnami - wahania cen (nie
tylko zywnosci), z roku na rok, byty bardzo duze. Tak, iz poréwnanie dochodow
réznych osdéb w réznych latach, a wyrazonych w talarach jest zupetnie nie miaro-

dajne co do ich realnych dochodéw.
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W 2 i 3 c¢wierci w Berlinie przebywato sporo dobrych matematykow.
Byloby ciekawe stwwierdzi¢ ile oni zarabiali liczagc w talarach, ile zarabiali w
przeliczeniu na kilogramy chleba czy migsa i wreszcie jaki byt stosunek ich
zarobkéw do zarobkéw innych ludzi. Wymagatoby to na pewno nie tylko dotarcia
do licznych drukéw nie niedostepnych w Polsce, ale tez i korzystania z Zrédet
rekopismiennych. Mégtby w ten sposéb powstac¢ spory (i ciekawy) tom 12

Wolter i Euler 2zgodnie obaj twierdzil, Zze Maupertuis jest
leniuchem nic nie robigcym. Na przyktad, Mikotaj Sebastian Roch C h a m fo rt
(ub de Chamfort; 1741 - 1794) powtarza za nimi anegdotke, ze
Maupertuis rozciggniety w fotelu (i ziewajagc) miat powiedzie¢ : ,Chetnie
bym w tej chwili rozwigzat jaki$S interesujgcy problem, byleby nie byto to zbyt
trudne” (patrz [12], str. 311 '3). Najbardziej jednak "obsmarowat" go Wo | te r w
stynnym paszkwilu pod tytutem ,Diatribe du docteur Akakia, Medecin du pape”
(,Diatryba doktora Akakii, papieskiego lekarza”) z mniej wiecej 1752 roku.
Doktadna chronologia tego pisma, rozpowszechnianego poczatkowo
rekopismiennie, a w konhcu (z licznymi uzupetnieniami i pod réznymi tytutami)
parokrotnie drukowanego, nie jest dobrze znana (patrz [95]). Niektére wydania
tego paszkwilu dodawaly, zresztg, na koncu tytutu .. natif de Saint-Malo ”
(,... urodzonego w Saint-Malo”), a wiec stawiaty ,kropke nad i’ identifikujgc kim
naprawde jest 6w doktor Akakia. Zresztg wiele osob wiedziato, iz przyjaciele
zartobliwie nazywali P.L. de Maupertuis ,Doktorem Akaki g” (patrz [89],
str. 83) - nie wiem skad sie te przezwisko wzieto. Rosyjskie ttumaczenie tego
dzietka Woltera znalez¢ mozna w [67], na str. 723 - 741.

Sadzac po liczbie publikacji M a u p e rt ui s, nie mogt byé on leniuchem.
Ale chyba bylo co$ w oskarzaniu go o lenistwo, gdyz swojg Zasade (patrz nizej)
uzasadniat teologicznie w ten sposéb, ze Bég tak stworzyt Swiat, by rzeczywiste
ruchy byty "jak najoszczedniejsze", to jest by zuzywaly jak najmniej "akcji" (tak
jak te pojecie rozumiano wtedy; by¢ moze, ze ta jego "akcja", w gruncie rzeczy,
miata by¢é naszg dzisiejszg "energig" czyli czym$ réwnowaznym ‘"pracy"). Ale
interesowat sie nie tylko "oszczedzajgcg" strong Stwoércy - interesowat sie tez i
innymi dziatami wiedzy. Na przykiad, badat biate dziecko, ktérego rzekomym
ojcem byt murzyn, starat sie wyznaczy¢ z wiekszg doktadnoscig, niz 6wczesnie
byta znana, paralakse ksiezyca, opublikowat tez prace o ksztalcie jaki winny
mie¢ kota zebate, prace o salamandrach, pare prac filologicznych, etc. Na pewno
nie byly to dziatania leniwego cztowieka. Natomiast rzeczywiscie wiekszos¢
oséb, ktére go znaly oskarzaly go (chyba nie bezpodstawnie) o zty charakter, o

arogancje i inne tym podobne grzechy... Ponadto, podobno gdzies od 1745 roku,
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pod pretekstem leczenia sie, naduzywat (trudno wiedzie¢ w jakim stopniu)
alkoholu.

Ale P.L. de Maupertuis miat nie tylko wrogéw. Na przykitad jego
diugoletnim  przyjacielem byt  Wawrzyniec  (Laurent) Angliviel de La
Beaume 11 e (1726 - 1773). Byt on protestantem i na prawde nazywat sie
Angliviel ale jest wspominany lub cytowany jest (patrz, na przyktad, [97] lub
[98]) niemal wytacznie jako de La Beaumelle (lub skrétowo nawet jako
La Beaumelle). Byt bardzo dziwng postacia, wrogiem Woltera
(wrogowie naszych wrogéw sg naszymi przyjaciétmi - moze dlatego przyjaznit
siezPL deMaupertuis) Ta- juz wyzej cytowana - jego ksigzka [1] o P.L.
de Maupertuis (z ktérym utrzymywat kontakty przez dluzszy czas) byla
napisana jeszcze w trzeciej ¢wierci XVIII wieku, ale zostala wydana (jak juz
wspomnieliSmy w n° 0.2) dopiero po potowie XIX wieku przez Maurycego
Angliviel (potomka jej autora) - wydawca uzupetit rekopis przodka dtugim
aneksem. N.b. jest ciekawostkg, ze na wiosne 1753 roku P.L. de
Maupertuis swoj paszkwil na W o 11 e r a wydat wtasnie pod nazwiskiem
de La B e aume 11 e'a (ktéry zresztg w owym momencie wiasnie byt uwieziony
w PARYZU W Bastylii...).

1.5. Koniec zycia P.L. de Maupertuis. Dalsze dzieje P.L. de
Maupertuis nie sg zbyt wesote. Cate zycie byt on mocno chorowity. Ale juz
dos¢ wczesnie zaczat byé nie tylko czlowiekiem chorowitym, schorowanym. Na
przyktad, od 1745 (ewentualnie dopiero od 1747) roku, plut krwig. Cyniczny (i
chciwy na pienigdze) Wolter bardzo zmartwit sie, ze M a up ertuis z te
choroby nie umart - miatby bowiem wtedy nadzieje na objecie po nim
stanowiska prezesa Akademii Berlinskiej. Nie bardzo wiadomo na co chorowat -
moze poczatkowo byla to gruzlica. Ale wydaje sie (po jej objawach), ze -
przynajmniej w dalszej fazie tej choroby - byt to rak jakichs wewnetrznych
organéw. A

Ostatecznie, P.L. de Maupertuis (jak juz wspomnielismy) w
czerwcu 1756 roku - zgnebiony sporami w BERLINIE oraz juz bardzo Zle sie
czujgcy fizycznie z powodu swej choroby (swych choréb ?), wyjechat na - jak
bySmy dzi§ powiedzieli - na ,urlop zdrowotny” (zachowujgc swoje stanowisko
w Akademi Berlinskiej). W zasadzie planowat swoj powrdt do BERLINA -
choéby ze wzgledu na swg zone, ktéra byta damg dworu ksiezniczki Amalii
(siostry kréla Fryderyka 1l - nie myli€¢ z niedoszlg jego zong Amalig

Hanowerska). Chyba z tego powodu nie wziat jej z sobg w podréz. Po
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miesigcu byt w PARYZU, poczym pojechat do swojego miejsca urodzenia, to jest
do SAINT MAto. Ale tamtejszy klimat - jak mu sie wydawato - mu nie stuzyt i caly
prawie1757 rok spedzit w BORDEAUX. W poczatku 1758 roku pojechat przez
NARBONNE i NtMES do LyoNu. W kazdej z tych miejscowosci spedzit dtuzszy
okres czasu, gdyz po dojazdach do nich bywat tak zmeczony, ze nie nadawat sie
do dalszej podrézy. Ostatecznie w pazdzierniku 1758 dotart do BAzyLEI do domu
Jana Il B ernoui 1 e g o (modszego; 1710 - 1790), syna Jana |
Bernouillego (starszego). Czut sie coraz gorzej, ale nie pozwalat wzywac
zony, ktérg listownie pocieszal, ze niedlugo wyzdrowieje. Ostatecznie, przed jej
przyjazdem, umiera 27 lipca 1759.

Chciat byé pochowany na katolickim cmentarzu, a takiego nie bylo w
protestanckiej, nie tolerancyjnej BAzYLEI, trumne wiec zaczeto z BAzYLEI wiezé
do odlegtego o 130 km STRASBURGA. Ale ostatecznie nie nie dowieziono jej tam,

tylko (z nieznanych mi powoddéw) po przebyciu w linii powietrzej niecatych 30
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km, urzgdzono mu pogrzeb w miasteczku DORNACH. DORNACH stanowi obecnie
potudniowe przedmiescie MiLuzy (MULHOUSE), lezacej obecnie we FRANCJI 4.
W PARYZU, W kosciele Saint-Roch (286 rue Saint—Honoré) w 1766 roku
postawiono mu nagrobek 2z pieniedzy zgromadzonych przez subskrypcie, z
dtugim facinskim napisem utozonym przez K.M. de La Condamine'®.

Kosciot sw. Rocha wybrano - prawdopodobnie - dlatego, iz w nim
pochowano w roku 1746 jego ojca, R.Maureau de Maupertuis.

Nagrobek zostat zniszczony w czasie Rewolucji (podobnie jak wiekszos¢
nagrobkéw znajdujgcych sie w paryskich kosciotach), ale jego gtéwng czesc
udato sie po niej zrekonstruowac (patrz [5]). Obecnie znajduje sie on w drugiej
(a pierwszej, jesli nie liczy¢ matej poétokragtej kapliczki - liczac od gtéwnego
wejscia do kosciota) prawej kaplicy bocznej. W dzisiejszej swej postaci skilada
sie on z prostopadtosciennej kolorowej podstawy (raczej zrobionej ze stiuku niz
z kamienia - chyba nowszej, XIX wiecznej) na ktérej stoi wysoka na okoto 1,5 m

rzezba z biatego marmuru. Sama rzezba sktada sie z utamanej kolumny z
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dtugim napisem (utozonym przez K. de Condamine). O kolumne
opierajg sie placzacy aniot oraz maly amorek, stojgcy wsréd symboli
osiggnie¢ naukowych P.L. de M a u p e r tu i s. Nad kolumng umieszczony jest
medalion (wyrzezbiony w tym samym bialym marmurze co gtéwna figura) z
biustem P.L. deM a u p e rtu i s. Zaréwno figura, jak i medalion zostaty
wykonane przez znanedgo rzezbiarza Jana-Chrzciciela d'Huez (1728 - 1793).
Niewatpliwie, zgodnie z Owczesng moda na nagrobki, pierwotnie medalion ten
byt otoczony jakiemi§ elementami architektonicznymi - na przyktad -
umieszczony byt wysoko na tle sptaszczonej piramidy (czy tez sptaszczonego
obelisku). O ile wiem, to nie istnieje dokumentacja stanu pierwotnego tego
nagrobka. Natomiast istnieje dokumentacja, prawdopodobnie do$¢ do niego
podobnego nagrobka kardynata W. Dubois (1665 - 1723) - figura (diuta
Wilhelma | Coustou; 1677 - 1746), pochodzgca z niego, znajduje sie
obecnie w tej samej kaplicy co nagrobek P.L.deMaupertuis.

Znacznie po6zniej - prawdopodobnie w 1826 roku - ekshumowano
szczatki P.L. de Maupertuis w DORNACH i powtdrnie pochowano w PARYZU
w tym samym koéciele Swietego Rocha, w ktérym byt ustawiony jego nagrobek i
w ktéorym byt pochowany jego ojciec (nie wiem, kto o to zadbat - przeciez
zadnego potomstwa, przynajmniej legalnego - o ile sie nie myle - nie zostawit
po sobie).

P.L. de Maupertuis faktycznie nie spetniat obowigzkéw prezesa
Akademii Berlinskiej od wyjazdu z BERLINA w lecie 1756 roku. W tym czasie
zastepowat go, petnigcym obowigzki prezesa, L. Euler. Po Smierci
Maupertuis liczyt na to, ze wiasnie to on zostanie petnoprawnym prezesem
(zarabiatby wtedy dwa razy wiecej), ale Fryderyk Il nieobsadzit tego
stanowiska ani wtedy, ani nawet po jego wyjezdzie z BERLINA, gdy sprowadzit
rzekomo na to stanowisko Jbézefa Ludwika Lagrange:a (zostat on tylko
dyrektorem klasy matematycznej).

Dos¢ zabawna, ale zrozumialg jest rzeczg, ze zrodta niemieckie (jak - na
przyktad -  ksigzka autorstwa |.  Mittenzwei [64] lub  artykut H.
Reichenberga [72]) w  Zyciorysach AR de  Maupertuis  eksponujg
zupetnie inne elementy jego zycia, niz zrédta francuskie (jak - na przyktad -
ksigzka  autorstwa =) Brunefa [10], lub  XIX-wieczna  encyklopedia

Larousseal[99]).

1.6. Powstawanie Zasady Maupertuis. To co bede dalej referowa¢ o
poczgtkach Zasady Maupertuis, nie bedzie klarownie jasne. Po prostu musze sie

oprzeé na zrédtach jakiemi dysponuje. Otéz zawarte w nich informacje nie sg
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jednoznaczne - brak mi najwazniejszych prac oryginalnych (dysponuje tylko
kilkoma - zlymi - ttumaczeniami, gtéwnie rosyjskiemi), a w kazdym z opracowan
napisane jest co innego. Stan ten wynika - chyba - stad, ze od 200 lat jedni
przepisujg od drugich, przy okazji, za kazdym razem, deformujgc informacje.
Mysle, ze autorzy (ktérzy mogliby mie¢ wzglednie tatwy dostep do Zrddet)
niechetnie odwotuja sie do nich, bowiem prace samego Maupertuis s3g
bardzo ogdlne, ale mato majg wspdlnego z poprawnoscig logiczng (i
merytoryczng), natomiast prace innych (przez ktére nalezaloby sie jednak
przedrze¢) sg bardzo liczne i, przynajmniej te, ktére powstaty koto 1750 roku,
odnoszg sie do bardzo szczegdtowych przypadkéw. Ponadto, sprawg poczatkéw
Zasady Maupertuis, najwiecej zajmowali sie humanisci (ze wzgledu na
wmieszanie sie do catej tej sprawy Woltera), ktérych, oczywiscie, XVIII
wieczne teksty matematyczne (ani tymbardziej ich subtelnosci) zupetnie nie
interesowaty ani, ktére nawet nie mogty by¢ dla nich zrozumiate.

Poniewaz Zasada Maupertuis odgrata jednak dos¢ duzg role w historii
nauki (zarbwno w historii mechaniki teoretycznej, jak i historii rachunku
wariacyjnego) warto by moze, by jaki§ nie-humanista zrédtowo opracowat jej
poczatkowe dzieje, to jest dzieje dwudziestolecia 1740 - 1760. Nie jest to jednak
mozliwe w POLSCE : prawdopodobnie bytoby to wykonania w PARYZU (potrzebne
drukowane materialy powinne by sie znajdowa¢ w Bibliotheque Nationale oraz
w Bibliotheque Mazzarine), ale nie wykluczatbym koniecznosci dodatkowego
skorzystania z jakich$ bibliotek w NIEMCZECH. Natomiast, wydaje mi sie, ze dla
badania powstania Zasady Maupertuis sg - prawdopodobnie - mniej wazne nie
wydane dotychczas rekopisy (mogg one mie¢ raczej znaczenie dla ustalenia
pewnych faktéw z zycia P.L. de Mau p ertuis) niz Zrodta drukowane.

Jak zobaczymy raczej mozna moéwi¢ o powstawaniu Zasady Maupertuis

niz o jej powstaniu.

1.7. Prehistoria Zasady Maupertuis. Niektoérzy uwazajg, ze juz - byé
moze - Arystoteles zajmowat sie pewnymi zasadami ekstremalnymi. Ale -
na pewno - w pierwszej potowie XVII wieku zajmowat sie niemi Piotr de
Fermat (1601 - 1665). Udowodnit on (w sposéb dtugi i nie catkiem nas
przekonywujgcy) w roku 1662 roku pewne dwa twierdzenia, zwane pozniej
Zasadami Optycznymi Fermata. Zasady te moéwig, ze czas przebiegu promienia
Swietinego (przy zatozeniu, ze predkos$¢ Swiatta jest skonczona, zatozeniu wtedy,
za zycia P. Fermata, raczej rzadko przyjmowanego) po drodze rzeczywistej
jest mozliwie najkrotszy - zaréwno wtedy gdy promien w jednorodnym

srodowisku ulega odbiciu, jak tez w przypadku gdy przebiega przez dwa rézne,
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ale optycznie jednorodne osrodki. Sytuacja tych Zasad radykalnie sie jednak
zmienita gdy w 1673 roku, dunczyk Olaf R oe me r (1644 - 1710) wykazat, ze
Swiatto ma duzg, ale skonczong predko$¢ (ze wzgledu na oOwczesng zig
znajomos¢ rozmiaréw orbity Ziemi, wyznaczyt on predkosé Swiatta za matg o
okoto 25 %). O podobnych zasadach pisali tez, jeszcze w samym koncu XVII
wieku, Chrystian Huyghens (1629 - 1695) oraz Jan IBernou 11i.

Te wyniki Fermata oraz jego nastepcow bardzo sie - ludziom o
umystach filozoficznych (czy teologicznych) podobaty. Byta pokusa, zeby dzieki
jakimé podobnym uogodlnieniom wyprowadzi¢ catg fizyke z teologii. Ale nie
wszyscy (przynajmniej od czasow Galileusza; Galileo Galilei 1564 -
1642) uwazali takie postepowanie za sensowne. Ot, chocby Izaak Newton
(1643 - 1727), ktéry byt bardzo religijnym cztowiekiem (miedzy innemi, zajmowat
sie teologig i pisat traktaty teologiczne), uwazat, Zze teologii nie nalezy miesza¢ z
naukami przyrodniczymi. Niemniej jednak w pewnych kregach che¢ mieszania
teologi i fizyki brata goére - do kregéw tych nalezattezi P.L.de Maupertuis.

Maupertuis szukat ogélnej zasady catej (?) fizyki. Takg zasade
nazwat Zasadg Najmniejszej Akcji (niektérzy mowig ,najmniejszego dziatania”,
ale - by unikngé pomieszania z Zasadg Hamiltona, moze lepiej stosowacd
oryginalny termin "akcja"). Wychodzac juz w 1740 roku (patrz [53]) od -
wspomnianej wyzej - zasady minimum Fermata dla odbicia i zatamania sie
Swiatta, sformutowat swojg zasade ,minimum akcji” w 1744 roku (wygtosit jg w

kwietniu tego roku, nieco pézniej ukazata sie ona w druku jako praca [54]).

Koncepcje ogdlne tych prac nie bardzo sg dla nas zrozumiate. Chociazby
dlatego, ze nie bardzo wiadomo co jest wiasciwie tg "akcjg" (a jest to przeciez
gtébwne i charakterystyczne pojecie tych prac). Sam Maupertuis swojg
"akcje" okreslat jako
1.7.1) . mvs,

gdzie m- masa, v- predkosé, s - droga. Dobrze, ale w jakim czasie przebyta
droga ? Jak na to zwrdcit uwage, miedzy innemi (a chyba nie byt on tu
pierwszym) Ernest Mach (1838 - 1916) w ksigzce [49], jeSli s jest droga w
czasie catego przebiegu zdarzenia i nie jest to ruch jednostajny, to w jakim
momencie ma by¢ brana ta predkos¢ ? A jesli s jest drogg przebytg w ("matej")
jednostce czasu, to bedzie ono réwne (lub - dla ruchu niejednostajnego - mniej
wiecej réwne) w owej jednostce czasu predkosci v |

Dalsza praca [55], ogolniejsza, poswiecona temu tematowi ukazata sie
cztery lata pdzniej, w roczniku Akademii Berlinskiej za rok 1746. Jest rzeczg

ciekawa, ze ukazata sie ona nie w dziale matematvcznvm teao rocznika, lecz w
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dziale publikacji Classe de Philosophie Speculative - zresztg wzory
matematyczne (bardzo elementarne) sg w niej tylko na ostatnich dwdch
stronach. Te ogdlniejsze sformutowanie brzmi : wszystkie zdarzenia w Swiecie
przebiegajg w taki sposob, ze w czasie ich przebiegu co$ nazwanego "akcjg" jest
mozliwie najmniejsze. Podobnie jak w poprzednich pracach M a u p e rtu i s
dowodzi tej Zasady opierajac sie na fakcie istnienia Boga uwazajgc, ze jest ona
dowodem Jego oszczednosci w koniecznych Jego dziataniach. Zresztg nie
zaktada on istnienia Boga, lecz nawet je dowodzi (a raczej pseudo-dowodzi)
przy pomocy tak zwanego dowodu ontologiczNego 6.

Nota bene, wyciggat on i odwrotny wniosek (w nieco pdzniejszej pracy
[56]) : skoro zachodzi taka Zasada, to musi istnie¢ jakas jakas Wyzsza Istota
(dzieki ktérej panujg takie zasady na Swiecie) i to Ona dziata w naszym Swiecie.

"Najogdlniejsze" twierdzenie, moéwigce, ze wszedzie i zawsze "akcja" jest
mozliwie najmniejsza, jest - oczywistg - bzdurg, natomiast szczegdlne
sformutowanie (1.7.1) - po prostu, o ile sie je jako$ sensownie wyinterpretuje -
jest twierdzeniem fatszywym. Od niego, zresztg, pochodzi tytut mego referatu
(patrz [86]) wygtoszonego przeze mnie na sesji Xlll Ogdlnopolskiej Szkole
Historii Matematyki w  KOLOBRZEGU. Maupertuis chciat stosowaé swg
zasade do catej przyrody, tez i do ozywionej. Ale przeciez, jak stusznie
zauwazono, chociazby - na przyktad - ogon pawia, jest uderzajgcym
kontrprzykladem na teze, ze Przyroda zawsze postepuje w sposéb mozliwie
najoszczedniejszy...

Ciekawg jest rzecza, ze L. E u | e r, ktéry wprawdzie byt bardzo
religiinym cziowiekiem, ale w zasadzie nie mieszat teologii do nauki, jednak
ulegt w pewnym momencie ,metafizycznej atmosferze”, ktérg niektérzy usitowali
rozsiewa¢ w BERLINIE i opublikowat prace [18]. W pracy tej usitowat wygtosié
jakas sensowng Zasade Najmniejszej Akcji oraz podac¢ jej - teologiczny, ale
mogacy by¢ przyjety przez szerokg grupe ludzi - dowdéd. L. E u | e r - mimo
swej trzezwosci - jednak uwazat, ze wszystkie prawa fizyczne, ktére nie dajg sie
rozumowo uzasadni¢ dajg sie wyprowadzi¢ z atrybutéw Boga. Widzimy wiec, ze
wtedy nie tylko P.L. de Maupertuis, aleiinni (nawet znacznie wybitniejsi od
niego) uczeni chcieli miesza¢ teologie (jak bysmy obecnie ten zakres ludzkiej
mysli nazwali) oraz fizyke (przyrodoznawstwo). Dzi§ nam moze sie wydawac
dziwne, ze XVIII wieczni deiSci (i panteiSci), az tak chcieli taczy¢é Boga i nauki
przyrodnicze. Roézne koscioty (protestanckie, ale tez i - niestety - Katolicki),
postepowaty podobnie i, czesto, postepujg tak i dotychczas (poréwnaj niektére
ustepy ostatniej encykliki papieza Jana Pawla Il Fides et ratio [30],

szczegolnie przypis na str. 66 oraz jego przeméwienie na Uniwersytecie
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Mikotaja Kopernika w TORUNIU, wygtoszone w czasie jego pielgrzymki w czerwcu
1999).

W roku 1751 szwajcarski matematyk (wspomniany juz wyzej) S. J.
Ké n i g sformutowat wzglednie poprawnie takg Zasade, ale tylko dla bardzo
specjalnych ruchéw swobodnych jednego punktu (i tylko w wspoirzednych
kartezjanskich), przy okazji piszgc, ze w gre wchodzi¢ nie musi minimum pewne;j
wielkosci, lecz tez czasami i jej maksimum. Nie zdotatem dotrze¢ do oryginatu tej
pracy, ale przy dzisiejszym, poprawnym sformutowania Zasady Najmniejszej
Akcji istnienie takiego przypadku nie jest mozliwe - najwyzej ruch rzeczywisty
jest tylko krzywg stacjonarng odpowiedniej catki, krzywg nie bedacag
argumentem zadnego ekstremum, patrz nizej n° 4.2. L. E u | e r tez co$ takiego
dowodzit (dla ruchéw centralnych jednego punktu i to nawet wczesniej niz to
zrobit ~ Maupertuis). Z niejasnych  dla mnie  powodow, Maupertuis
uwazat te (wzglenie jednak jakos poprawne, nawet w jego wtasnym mniemaniu)
sformutowania za skandaliczne. Moze chodzito o to, ze nie byly one
wypowiedziane tak ogélnie jak on by tego pragnat i, ze nie byty zwigzane z
teologia ? A moze poprostu chodzito o to, Zze byly publikowane przez jego
wrogéw, bedgcych jego konkurencja w tym zakresie ? Wywotywaly one dalsze

kiétnie i dyskusije.

1.8. Inni autorzy. Nieomal réwnoczesnie (w ciggu paru lat) z P.L.
Maupertuis jego Zasade wypowiedziato i "udowodnito" kilku uczonych,
miedzy innym kilkunastu (!) innych autoréw podejmowato podobne tematy. Warto
tu moze tu wymieni¢c - na przyktad - nazwiska Jana Le Rond
d'Alemberta(1717 - 1783), Patryka kawalera d'A rcy (1725 - 1779; autora
pierwszego matematycznego sformutowania prawa pol) patrz [3] i [4], Samuela
J. Koniga (1712 - 1757) oraz Kacpra de Courtivion (1715 - 1785).
Moznaby tu dotagczy¢ i L. Eulera. Wszyscy oni formutowali Zasade Naj-
mniejszej Akcji tylko w bardzo specjalnych przypadkach (ruch centrany jednego
punktu it.p.). Warto moze - jeszcze raz - zwréci¢ uwage na publikacje listéow P.L.
de Maupertuis i krola Fryderyka Il [67] oraz [58] - sa to nieomal
rownoczesne wydania zaréwno oryginatéw francuskich 7> jak i ich tlumaczen
niemieckich ! (Swiadczace o szerokim zainteresowaniu sporem o owg Zasade).

Jak juz zauwazyliSmy wyzej, Maupertuis swojg "akcje" okreslat jako
mvs (gdzie m - masa, v - predkos¢, s - droga). L. E u | e r - juz bardziej
nowoczesnie (i bardziej sensownie) - proponowat te zasade sformutowac (w

oéwczesnej symbolice) jako

&

27



28

K. Tatarkiewicz

(1.8.1) fmvds = minimum

(opublikowat to pare miesiecy po P.L. de Maupertuis), gdzie ds ma byc¢
"elementem tuku" (warto zauwazyé, ze tu m jest stalg). L. Euler zresztg

poswiecit wtedy - jak juz zauwazyliSmy wyzej - temu tematowi okoto 10 prac.

Sam Maupertuis swg Zasade stosowat chetnie tez i do innych
Zjawisk niz czysto mechaniczne. | tak w pracy z 1746 =zastosowat jg do
wyprowadzenia wzoréw na zderzenia sprezyste, gdzie indziej zastosowat jg tez
do Zasady Fermata (dla zatamania sie promienia $wiatta) a takze do podania

ksztatu zwisajgcej nici wiotkie;.

1.9. Owczesne uogdlnienia. Wzglednie ogdinie Zasade Maupertuis, ale
tylko dla zagadnienien  mechanicznych  sformutowat dopiero J.L. de
Lagrange w 1760 roku (patrz, na przyklad WW. R o u s e Bali [74], str.
408) wypowiadajgc twierdzenie, ze ruch rzeczywisty uktadu n punktéw jest
krzywg stacjonarng catki (tu stosuje tylko nieco zmodyfikowang déwczesnie

stosowang symbolike
n
Y, mif vidsi,
i=1

gdzie ds | jest "elementem tuku" krzywej po ktorej porusza sie punkt Pj. Niestety
ta jego wypowiedz jest trudno zrozumiata - my jej raczej nie rozumiemy, a tylko
ja (w sposob korzystny dla niej) prébujemy interpretowaé. Zauwazmy, ze w pracy
tej jest wyraznie powiedziane, ze wynik ten stosuje sie wylgcznie do zjawisk w
ktérych zachodzi Zasada Zachowania Energii - o ile tylko nasza interpretacja
tego wyniku jest poprawna - to ten sposéb J.L. de Lagrange zaczagt sie

zblizaé, by¢ moze, do wzglednie poprawnej wypowiedzi Zasady Maupertuis.

Zauwazmy, ze dzis formutuje sie roézne zasady wariacyjne nie tylko dla
mechaniki punktow czy ciat sztywnych. W réznych dziatach fizyki (nawet w teorii
kwantéw) wystepujg takie zasady (ale naogdt nie sg one uogdlnieniami czy
analogonami Zasady Maupertuis tylko najczesciej Zasady Hamiltona). Naogdt,
jest to tylko inny sposéb zapisania wzoréw, ktére majg spetniaé funkcje, o
ktorych sie wie, ze sg funkcjami stacjonarnymi pewnych zagadnien

ekstremalnych (pewnych "catek").
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Rozdziatll-RACHUNEK WARIACYJNY

2.1. Ekstrema (abstrakcyjne). Wezmy pod rozwage pewien zbior A

oraz funkcje rzeczywistg (funkcjonat rzeczywisty) | : A —» R.

DEFINICJA 2.1.1. Méwimy, ze % € A jest argumentem minimum

absolutneao funkcii | w zbiorze A. iesli mamv
(2.1.1) I[°x] < 1[x]

dla kazdego x e A, za$ liczbe I[°] nazywamy minimum funkcji 1. Jesli w
tym ostatnim wzorze (2.1.1), dla wszystkich x # °x, mamy znak mocnej
nieréwnosci" <", to moéwimy o argumencie wfaSciwego minimum absolutnego
funkcji | w zbiorze A (w wypadku, gdy minimum nie jest wtasciwe, méwimy o

argumencie niewta$ciwego minimum).

Podobnie definiujemy argument maksimum i argument ekstremum

absolutnego (oraz maximum i ekstremum funkcji 1).

UwAGA 2.1.1. Niektorzy argument minimum nazywajg po prostu
minimum, ale wtedy liczbe I[°x] nazywaé trzeba wartoscig minimum funkcji |
(tak, ze obie, konkurujgce z sobg, terminologie sg réwnie skomplikowane, lub

jesli kto woli - réwnie proste).

2.2. Pewne konkretne zbiory. Przez Ck oznaczaé¢ bedziemy (jak to sie
zazwyczaj robi) zbiér funkcji jednej zmiennej, k krotnie rézniczkowalnych
(k = 0,1,2, ... , gdzie przez C® oznaczymy zbior funkcji ciggtych), zas przez
CX(a,b) jego podzbidr funkcji zdefiniowanych w przedziale domknietym (a,b).

DEFINICJA 2.2.1. Rozpatrzym zbiér uktadow n funkcji Ck e x%: (a,b) —

— R, i = 1,n,.to takich funkgcji, ze jest x j € CK(a,b). Potozmy

nCK@a,b) = Ck(a,b)x... xCK(a,b).

n

Tu i w dalszym ciggu bedziemy - oczywiscie - zamiast 1CX(a,b) pisaé
czesto po prostu Cka,b). Podobnie bedzimy postepowaé przy wszystkich
innych typach zbioréw (przestrzeni).
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A wigc CKa,b) jest zbiorem n-ek funkcji (x1, ..., x,), k krotnie
rézniczkowalnych. Bedziemy tez pisa¢ x(t) = (x- | (t), .., x[](t)) oraz
konsekwentnie x = (x,...x[]) oraz x e _CKa,b). Skrétowo (acz niechlujnie)

zamiast ,C(a,b) mozna nawet pisa¢ ,C*. Ponadto potézmy ¢ := (ci,..., C,,)

UwAGA 2.2.1. W dalszym ciggu pracy bedziemy zawsze zaktadaé, ze
jesli jakas$ funkcja nalezy do jakiegos podzbioru (przestrzeni) C(a,b) funkcji
zdefiniowanych w przedziale (a,b) (na przyktad nalezy do zbioru Ck(a,b)), to
wolno nam operowac¢ tez wszystkiemi jej ucieciami do dowolnego przedziatu
domknietego (u,v) Cc (a,b). Na dobrg sprawe, gdyby byé na prawde
pedantycznym, to nalezaloby w dalszym ciggu, do kazdego zbioru C(a,b),

wpDrowadzi¢ odopwiadaiacy mu jednoznacznie zbior

Clab) = U  Cuy
asu<v<b
Bedziemy zawsze zaktadali, Ze w miejscach w ktérych tego kontekst wymaga,
zamiast zbioru C(a,b), wystepuje - bedgcy sumg pewnych jego podzbioréw -
zbior C(a,b).

Stosuje tu (podobnie jak w moim podreczniku [82] i [83]) nastepujaca
konwencje (jest to wuproszczona symbolika Karla Mengera - patrz
podrecznik [62] oraz mojg polska prace [79]) : liczby - mate litery, antykwa;
funkcje - mate litery, kursywa; uktady liczb - tluste mate litery, antykwa, ukfady
funkcji - ttluste mate litery, kursywa; zbiory - duze litery; funkcjonaty - tluste
duze litery, antykwa, operatory - tluste duze litery, kursywa; j - funkcja

tozsamosciowa.

DEFINICJA 2.2.2. Dla s 2 0 przez ,C%(a,bj ¢,d) oznaczac bede podzbior

zbioru Cs(a,b) takich uktadow funkgiji, ze

xi(u) =a, x(v) =b;, % FReRY 3
czyli

DEFINICJA 2.23. Dla s 2 0 przez Cs (a; c,d) oznacza¢ bedziemy
podbiér zbioru Cs wszystkich uktadéw n funkcji x = x(t) takich, ze istnieje dla
kazdego z nich przedziat (a, t,) (gdzie t, >0 zalezy¢ moze od x) w ktorym jest
on zdefiniowany i taki, ze

Xi(@) =ci,  xfto) =di i=1,..,n,
czyli
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xia)=c,v Xfls) =d

Poniewaz w dalszym ciggu rozpatrywa¢ bedziemy czesto funkcje wielu
zmiennych nie zalezne w sposob wyrazny od czasu t, wiec jako jego poczatek
liczenia moznaby wtedy przyjmowac¢ 0, za$ ukiad odniesienia moznaby obiera¢
czasem tak, ze by jego poczatek 0 := (0,0) pokrywat sie z jednym z
rozpatrywanych punktéow. Oczywiscie, w pewnych zastosowaniach oraz w
pewnych uogodlnieniach nalezy te wielkosci obiera¢ jako dowolne, ale w takim

razie konieczna symbolika staje sie jeszcze bardzie ciezka i skomplikowana.

DEFINICJA 2.2.4. Dla pewnej funkcji g: H — R idlas 2 0 (gdzie H C R))
podzbioér zbioru  Cs(a,b), utworzony przez elementy x = (x- i X,) spetniajgce
warunek

gxX1(®), -, Xn(t) =0
czyli

g (x(t) =0,

oznaczymy przez CKa,b;g). Ogdlniej, elementy zbioru  Cs(a,b) uktadéw

funkgciji xi,..., X, spetniajgce warunki uboczne

gi(x1(t), ..., xn(t)) = 0, L il
dla wszystkich t e (a;b), czyli takie, ze
(2.2.1) gio(x1,...X%) = 0, =1, k
oznaczymy przez nCK(a,b; 91, ..., gk)

Pisze g o (x) lub g o(x a5l X,) ha to, by moéc rozrézni¢ funkcje ztozong
zdefiniowanej wzorem g o(X;,..., X () = g (X,(),...., x,(t)) od wartos$¢ funkgiji
g dla argumentow liczbowych xi(t), ...x.(t), to jest od liczby gy, ..., X, (1))
Przez 0 oznaczam funkcje tozsamosciowo znikajgcg : 0 (t) = 0 - ewentualnie jej

odpowiednie uciecie. Oznaczac¢ bedziemy tez 0 := (0,..., 0).

DEFINICJA 2.2.5. Przez C® (a,b; c,d;g) oznacza¢ bede podzbioér zbioru
.C* (a; c¢,d) uktadéw spetniajgcych warunek uboczny (2.2.1) dla n = 1.
Jesliby tych warunkéw "ubocznych" byto wiecej, na przyktad gdyby gdyby

funkcje nalezgce do rozwazanego zbioru miaty spetnia¢ p warunkéw ubocznych

gb(j,X,X):O, b=1,...,p
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to taki zbiér oznaczymy nCS(a,b; ¢, d; g1, ..., 9k ).

Wezmy teraz pod rozwage jakies dwa ustalone punkty a = (a,...,a,),
b = (b- | ,...,D,) oraz rozpatrzmy wszystkie mozliwe krzywe ciggle, prostowalne,
dane wzorami parametrycznymi
X = Xi(S), eSS N
taczace punkt a z punktem b.
Istnieje tu pare mozliwosci co do dziedzin tych funkcji. Ze wzgledu na
dalszy cigg przyjmiemy, ze tworzy je jaki§ staly przedzial, powiedzmy
przedziat (u, v) (acz z pewnego, innego, punktu widzenia byloby najkorzystniej

obiera¢ za parametr s wtasnie dtugos¢ tuku tej krzywej). A wiec ma by¢

xi(u) =aj, x(v) =b;, IEUIBW, n,
czyli
(282 x{u)y=8a, "POrED

taka, e istnieje funkcjonat T | (zalezny od funkgji s) taki, ze
(2.2.3) Clss:(u,T1[uy;s]) < (u,v)
(a wiec funkcja s musi by¢ silnie monofoniczna) oraz
X(s(u)) =a, x(s(T1[uyv;s] =b;, 5 e L
Rozpatrzmy teraz zbior uktadow y=(yi,..., y,), n funkgji ztozonych

(2.2.4) vi= W(t) == x(s (1) Fe= .
czyli
y=y@®:=x(s()

- sg one wiec zdefiniowane w przedziatach (u, Ty[u,v; s]) ispetniajg warunki
(2.2.5) y(uy=a, y(Tiuv;s])=b.

W dalszym ciggu bedziemy rozpatrywa¢ wylgcznie takie funkcje ztozone
(2.2.3), ze y e Cs® gdzie s = 0,1,2, ... (to jest funkcje s-krotnie rézniczkowalne -
dla nas najwazniejsze bedg wypadki, gdy s = 1 lub 2). Przypusémy, ze mamy

dang pewng ustalong rézniczkowalng funkcje 2n zmiennych g = g (X, x).
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DEFINICJA 2.2.6. Przez

*Cs(u;ab;g; h)

oznaczaé¢ bedziemy zbiér uktadow y = (y- | ..., y,) n funkcji ztozonych yj =y | (),
i = 1,.., n, zdefiniowanych wyzej, s krotnie rozniczkowalnych i takich, ze mamy
dla nich i dla pewnej z gory ustalonej statej h (przypominam, ze w symbolice K.

M e n g e r a funkcje statg o statej wartosci h oznacza sie literg h kursywa)

zwigzek
gy.y)=h,
to jest zwigzek
(2.2.6) g(y@®.y ®)=h

dla wszystkich t e (0, T-|[u,v; s]). O ile funkcja g = g (x, x) zalezy efektywnie od
zmiennej x, to musi byé s > 1.

Ze wzgledu na to, ze mamy odpowiednios¢ (2.2.3), to zachodzi zwigzek
[x.s] <y,

(do x i h dobieramy s, tak by zwigzek (2.2.6) byt spetniony). A wiec dla

ustalonego x i h mamy ustalone s, a wiec i ustalone y. Mozemy wiec potozyc¢

vy Tlu; y; h] = Tq[u; s],

a wiec z (5) ma by¢
(2.2.8) y(u=a, y(Tuyh])=b.

- operowanie funkcjonatem T[u; y; h] jest naogdt wygodniejsze niz operowanie

funkcjonatem T- | [u,v, s].

UWAGA 2.2.2. Jak sie w dalszym ciggu okaze, zmienna u w symbolu

+Cs (u; a,b ; g*, h) oraz w symbolu T[u; y; h] nie bedzie dla nas istotna.

UWAGA 2.2.3. Przez liczbe u, przez punkty a,b funkcje g oraz statg

(liczbe) h jest zdeterminowana dziedzina kazdej z funkcji y nalezgcej do zbioru
+C* (u; a,b; g; h).
UWAGA 2.2.4. Gdybysmy chcieli rozwaza¢ zagadnienia eksplicite zalezne

od "czasu" t, to nalezatoby tu wpowadzi¢, pewne modyfikacje, gdyz nie bytby

wtedy obojetny poczatek rozpatrywanego "zmodyfikowanego czasu".
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UWAGA 2.2.5. Zauwazmy, ze koniecznosC¢ spetnienia przez elementy
+C® (u; a,b ; g; h) obu warunkow (2.2.6) oraz (2.2.8) powoduje, ze ten zbiér moze
by¢ pusty lub zawieraé tylko jeden element (patrz nizej Przyktady 3.6.1 oraz
3.6.3).

2.3. Pewne przestrzenie. Wprowadzmy teraz w zbiér A jakas metryke p.

Przestrzen utworzong ze zbioru A z metrykg p bedziemy oznaczali Ap.
Dlafunkcji CK 3 x :{(ab) — R idla 0<r<k potozmy

do(x) = d(x) == max [xj(t)],
te{ab)

dr (x) := max[d(x), d(X),...,d(x )], dla r=0,1,...k
oraz dla uktadéw n takich funkcii
ndf(x) = nd" ([x1, ..., Xn] ) := max [d'(xq), d(x2), ..., d"(x )]
Oczywiscie 1d([x]) =d" (x). Przyjmijmy
DEFINICJA2.3.1. Zbidr (C¥(a,b) uktadow funkcji x= (x1,..., ) z metrykg
np" (X, y) = nd"(Xx-y),

gdzie 0 <r < Kk nazwiemy przestrzenia i oznaczymy nér(a,b). Przestrzen

powtatg ze zbioru C przez dotgczenie takiej metryki oznaczymy przez C..

DEFINICJA 2.3.2. Dla s > r > 0 zbior C* (a,b; a,b) z metrykg  p" nazywac
bedziemy przestrzenig Cf (a,b; a,b). Podobnie zbiér Cs (a; a,b;g) z metrykg
typu d° nazwiemy przestrzenig Cf (aja,b;g), zas zbior C° z metrykg  p"

nazwiemy przestrzenig Cr

Zbior  funkcji  *CS(u; ab; g h) mozemy odwzorowaC wzajemnie
jednoznacznie na pewien podzbior zbioru funkcji Cs (0,1; a,b;g;h) - wystarczy
w funkcjach nalezgcych do pierwszego z tych zbioréw podstawi¢ nowg zmienng

t-u
W = fh-esamieiaia
Tlu;x;h]-u
i potozyé
(2.3.1) Z(w) =y (u+w([u;x;h] —u)).
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DEFINICJA 2.3.3. Jesli potozymy "z (w) :=’y (u + w(T [u ; x; h] — u)), i = 1,2,
to za odlegtos¢ ukfadow funkciji s N2 w, *Cs(u; a,b ; g; h) przyjmiemy
odlegto$s¢ odpowiadajgcych im wzorem (2.3.1) ukladow funkc;ji D

przestrzeni ,C? (0,1; a,b).

DEFINICJA 2.3.4. Przestrzen utworzong ze zbioru *Cs (y; a,b ; g; h) z takg

metryka oznaczaé bedziemy
(2.3.2) *CY (u;ab;g;h).

2.4, jeszcze jedna przestrzen. Symbole *CS(u; a,b; g; h) oraz
*0%¢ (u; a,b; g; h) nie sg zbyt dobrze skonstruowane. Zawierajg bowiem zbyt
wiele informaciji, przyczym informacji te nie sg niezalezne. A z drugiej strony nie
podajg innych potrzebnych informacji - na przyktad, iz dziedzing ich elementow
jest (0, T[u; y, h]), w ktérej - z kolei brak zaznaczenie, iz zalezy ona tez i od
obioru funkcji g. Ale o tyle jest to nieistotne, ze w dalszym ciggu bedziemy mieli

do czynienia wytacznie z jedna, ustalong z géry, funkcja g.

Wobec powyzszej uwagi moze by¢ korzystna inna definicja zbioru
+Cs (u; a,b; g; h). Mozna go bowiem zdefiniowa¢ inaczej - w sposéb pozornie
mniej elegancki, ale jak sie pdzniej okaze, w sposoéb najlepiej ttumaczacy sens
pewnego wyniku. W tym celu wezmy pod rozwage uklad funkcji y = yO(t)
zdefinowanych w przedziale t e (u,v) i spetniajgcych dla pewnego ustalonego h

warunek (2.2.6). Ustalmy tez dwa punkty a oraz b. Ma by¢
y’®) =a, y°(Tlu;y°h])=b
DEFINICJA 2.4.1. Oznaczymy przez
(2.4.1) ' **Cs (y°; u;a,b; g; h)

zbiér uktadéw funkcji x = x (t), zdefiniowanych w odpowiednio w przedziatach

(u, T[u; x; h ]), spetniajgcych warunki (2.2.6) oraz takich, ze

x(u=a, x(Tu;x;h])=b.

Odpowiednig przestrzen z metrykg ,p" oznaczymy przez
¢ S Bk s i
**Cy (y°; u;ab; g; h).

Moze by¢ taka sytuacja, ze dla danych u i v nie istnieje, oczywiscie poza

krzywg y°, zadna krzywa y =y (t) spetniajgca rownoczesnie warunki (2.2.2) oraz
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(2.2.6) - patrz przyktady z n° 3.6. Zbiér ;Cs (u; a,b; g, h) moze by¢ pusty (zobacz
nizej Przyktad 3.6.4). Jesli zbiér *Cs, (u; a,b; g; h) nie jest pusty, to mamy

Sy uab;gh) = C (A ah

Definicja zbioru :Cs(u; a,b; g; h) nie wyréznia Zadnego jego elementu,
natomiast w definicji zbioru * *Cs (y °; u,v;a,b;g; h) element y° jest wyrézniony,
i - dlatego - definicja pierwszego z nich wydaje sie by¢ pozornie elegantsza.
Tymczasem w zastososowaniach (a raczej w jedynym zastosowaniu tego

oznaczenia) istotng odgrywa role wtasnie en jego wyrézniony element.

2.5. Ekstrema lokalne. Wezmy pod rozwage pewng przestrzen A, (to
jest zbiodr A z metryka p) oraz funkcje rzeczywistg (funkcjonat rzeczywisty)

I: A — R. Wprowadzmy definicje

DEFINICJA 2.5.1. Mdwimy, ze ®xe A jest argumentem minimum lokalnego

funkcji jesli istnieje takie € > 0, ze dla wszystkich x e A, takich, ze

@25.1) p(OX, X)< ¢
mamy (2.1.1).

Jedli w takim wypadku we wzorze (2.1.1), dla wszystkich x #%, mamy
znak mocnej nieréwnosci" <", to méwimy o argumencie wifasciwego minimum

lokalnego funkcji | w przestrzeni Ap.

Podobnie definiujemy argumenty lokalnych maksiméw i ekstremoéw oraz

lokalne maksima, lokalne ekstrema, etc.

Zamiast wprowadzania metryki wystarczytoby wprowadzi¢ topologie i
zamiast o kulach danych wzorem (2.5.1) mowi¢ o ofoczeniach w sensie tej
topologii.

Oczywiscie, ze argument minimum (maksimum) Ilokalnego jest tez
minimum  (maksimum) absolutnym w podzbiorze zbioru A elementow
spetniajgcych warunek (2.5.1) i, naodwrét, warunek ten moze stuzy¢ tez jako
definicia minimum (maksimum) lokalnego. A mianowicie minimum lokalne (w
danej metryce Ilub topologii) °x jest minimimum absolutnym w pewnym

otoczeniu tego elementu.

2.6. Podstawowe pojecia rachunku wariacyjnego i ekstrema

miejscowe. Zgodnie z zapowiedzig, ze bede omawiac tylko zasady
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nieparametryczne ogranicze sie tylko do, tak zwanych, catek

nieparametrycznych.

DEFINICJA 2.6.1. Wprowadzmy oznaczenie Qn = (a,b) x Ry x *Rp,

gdzie *R[] jest zbiorem wektorow nad przestrzenig R, .

Wezmy pod rozwage funkcje C' 3 £:Q, — R oraz - jak zwykle - potézmy
X :=[Xi, ..x], X := [Xi,.., x]. Stosuje tu nawiasy [.] bowiem X oraz x (a
whasciwie x(t) dla ustalonego t) sg wektorami nalezgcym do przestrzeni

wektoréw *R, nad przestrzenig R >).

Rozpatrzmy funkcjonat If zdefiniowany w przestrzeni C(a,b), dla 1 < k

oraz dla 0 < r < k, to jest rozpatrzmy funkcje rzeczywistg If : Ck (ab) — R,
dang analitycznie wzorem

Irla,b; x]=1If [a,b; x1, ..., xn] =
(2.6.1) :=j;1b I LX) s j: & o Ok sl £ ptind s

= f: F(t, X 1(t), s X (), X1(1), -y Xn(D) dt.

Pisze (tak jak juz zaznaczylismy w n® 2.2) f o (/, x, X), na to, by moéc
rozrézni¢ wartosé¢ funkcji f dla argumentéw liczbowych t, x- | (£),%- |'(t), ... od

funkcji ztozonej f o(/X;,..., X4,-.) zdefiniowanej wzorem

Folf, X1, v X1y oo )U) = F (XA oy X1 (1), 0 ).

Przez j oznaczamy - jak zawsze - funkcje tozsamosciowg, to jest taka,
ze j (t) = t dla wszystkich t (ewentualnie jej uciecie do jakiego$ podzbioru zbioru
R, na przyktad, do przedziatu (a,b)). Dla skrotu, mozna tez zamiast If [ab; X]
pisa¢ tez krocej If [a,b; x] lub If, a nawet - po prostu - I. Zgodnie z tradycjg
(acz niechlujnie) bedziemy nazywali funkcjonat If catkg, zas funkcje f funkcjg
tworzgca catki, ewentualnie funkcjg tworzgcg problemu(ekstremalizacji catki).

Mozemy tu zastosowac Definicie 2.1.1 do funkcjonatu 1/ zdefiniowanego
w zbiorze  CK@ab) otrzymamy wtedy definicie argumentu  minimum
absolutnego (wtasciwego, etc.) cafki If w zbiorze Ck (a,b).

Analogicznie otrzymuje sie definicie argumentéw maksimow, ekstremow,
wtasciwych lub nie, etc. Podobnie z Definicji 2.5.1 otrzymamy definicje
ekstreméw lokalnych dla catek (2.6.1). Jesli zastosowac¢ definicie 2.5.1 do

funkcjonatu If zdefinowanego w przestrzeni ,C (a,b), to o{(rzymamy wtedy
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definicje argumentu minimum lokalnego (wfaSciwego, etc.) catki 1/ w przestrzeni

nCr‘Za,b). Tradycynie stosuje sie nastgpujgcg terminologie :

DEFINICJA 2.6.2. Argument minimum lokalnego catki 1/ w przestrzeni
.cJ(ab) (lub jej podprzestrzeniach) nazywamy argumentem minimum mocnego
tej catki \f, natomiast takiz argument minimum 1/ w przestrzeni ,C”(a,b) (lub jej

podprzestrzeniach) nazywamy argumentem minimum stabego tejze catki 1/.

Dos¢ skomplikowang sprawg jest wyjasnienie, jakie funkcjonaty dajg sie
zapisa¢ jako "cafki". O tyle jest to dla nas mato wazne, jako Zze w mechanice
teoretycznej i tak wszystkie funkcjonaty (a przynajmniej wszystkie klasyczne

funkcjonaty) sg z gory dane jako cafki.

W rachunku wariacyjnym mozna badaé, miedzy innemi, catki w
przestrzeniach r]Cr(‘aft,b), ale ten dziat matematyki staje sie on dopiero wtedy
ciekawy i uzyteczny, gdy catki bada sig¢ w podprzestrzeniach C?(a,b;c,d) lub
.Cf (ab;c,d;g) przestrzeni []CKa,b) (patrz Definicie 2.2.2, 2.2.5 oraz 2.3.2).
Ogdlniejsze przestrzenie CKab; g1,...., gk) oraz  CKab; cd ;gi.. g%)

wprawdzie wystgpig u nas, ale tylko implicite.

Wprowadzmy teraz pewne pojecie, bardzo uzyteczne w mechanice
teoretycznej. Nie daje sie ono zdefinionwa¢ dla dowolnych funkcjonatéw, ale
tylko dla pewnej ich klasy obejmujgcej "catki". Jest ono implicite znane od -
chyba - conajmniej 150 lat, ale w sposdb wyrazny zostato sformutowane dopiero
przeze mnie ¢wier¢ wieku temu (patrz [82], str. 82).

Przyjmijmy definicje

DEFINICJA 2.6.3. Mowimy, ze 9% = (°x- | ,..., Ox.) jBst argumentem minimum
miejscowego sftabego (mocnego, absolutnego, wfasSciwego Ilub nie, etc.) catki
1/[a,b; x] w zbiorze ukfadow funkcji C?(a,b; c,d), jesli dla kazdego a < u < b
istnieje liczba b(u) >0, taka, ze u + b(u) < b oraz ukiad funkcji °x ucietych do
przedziatu (u ; u + b(u)) jest argumentem minimum stabego (mocnego,
absolutnego, wtasciwego lub nie, etc.) catki I/Ju, u +b(u); x] danej wzorem

(2.6.1) w przestrzeni
(2.6.2) nC$ (u, u+b(u); Ox (u), Ox (u+b(u))).

Ponadto - po pierwsze - trzeba tu doda¢ warunek (odgrywajgcy jakas

istotng role tylko w nielicznych wypadkach) istnienia liczby a < v, < b takiej, ze
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°x ucigte do przedziatu (v,, b) jest argumentem minimum (odpowiedniego typu)

catki 1/ [v,,b; x ] w przestrzeni .C ® ¢v,,b; °x (v), °x (b))'8.

Dla ekstremédw  miejscowych absolutnych nalezy operowa¢ nie
przestrzeniami, lecz zbiorami, to jest nalezy opuszcza¢ dolny wskaznik r, za$ dla
ekstreméw innych typéw (na przyktad, w zadaniach zwanych ,zadaniami z
ruchomymi koncami”) nalezy te definicje odpowiednio zmodyfikowac.

Ponadto, pozornie wydaje sie, ze byloby tu eleganciej zatozyé, ze nie
rozpatrujemy tu catego zbioru funkcji (2.6.2), lecz tylko jego podzbidér funkcji x
ucietych do przedziatu (u, u+Z>(u)) i nie tylko takich, ze

x(u) =°x(u), x(u+b(u)) = Ox(u+b(u)),
lecz spetniajgcych tez i warunki

(2.6.3) X(u) =0%(u), X(u+b(u)) = Ox (u+b(u)),

to jest prowadzacych do "gtadko sklejonych" funkcji w catym przedziale (a ,b ).
Jednak dos¢ skomplikowane rozwazania prowadzgce do lematow o
"wygtadzaniu" argumentéw funkcjonatéw dajgcych sie zapisa¢ jako regularne (to
jest spetniajgce warunek Legendre'a) catki pokazujg (patrz [70], str. 29 - 44), Ze

takie "wygtadzanie" nie jest w wielu wypadkach konieczne. Wynika to z - tak
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zwanej - teorii rozwigzah nieciggtych rachunku wariacyjnego, stworzonej,
miedzy innemi, przez Dawida H i | b e r ta (1862 - 1943), ale w oparciu o pewne
wyniki P.D.G. Du Bois - Reymonda (1839 - 1889; patrz [14] oraz [15])
- wspomniemy jeszcze o tym nizej.

Przypomnijmy jeszcze raz, ze dla innych zbioréw niz zbiory funkcji i dla
funkcjonatéw innych niz catki trudno jest mowic¢ o ekstremach miejscowych.

Natomiast dla przestrzeni typu (2.3.2) czy (2.4.1) bedzie dla nas
konieczne  zdefiniowanie = bardziej skomplikowanego funkcjonalu i jego
ekstremow. Przypusémy, ze mamy dang jakgs funkcje tworzacg catki f : *Q, —
— R, gdzie *Q,, jest pewnym obszarem zawierajgcym domknigcie zbioru Q,..

Dlapewnego as<u < bidla x e *C? (u;a,b; g; h)i potozmy

n

T[u; x;h] S
(2.6.4) *hu;a,b;x]="lu;ab;x, ... fu fioibisal, )

gdzie liczba T[u; x; h] jest zdefiowana wzorem (2.2.7).

UWAGA 2.6.1. Gwiazdka przy symbolu *l/[u; a,b; x] wiasciwie nie jest
konieczna, gdyz i tak - o ile podajemy zmienne tego funkcjonatu - to symbol ten
rézni sie od symbolu #u,v;x] . Chodzi nam jednak o mozliwos¢ - bez
wywotywania dwuznacznosci - mowienia i pisania samego (bez wymieniania

jego argumentéw) symbolu *1/.

Przyjmijmy definicje

DEFINICJA2.6.4. Mowimy, ze uktad funkcji = (- | ,..., °x.), zdefiniowany
w pewnym przedziale, na przykiad w przedziale (0, v) jest argumentem minimum
miejscowego stabego {mocnego, absolutnego, wiasciwego lub nie, etc.) catki
*I/lu; a,b; x] w jakim$ zbiorze (w jakiej§ przestrzeni) uktadéw funkcji C, na
przyktad, w przestrzeni

*C} (0;ab;g;h),

jesli dla kazdego 0 < u < b istnieje liczba b (u) > 0, taka, ze u + b(u) < b oraz
uktad funkcji °x ucietych do przedziatu (u ; u+b(u)) jest argumentem minimum
stabego (mocnego, absolutnego, wiasciwego Ilub nie, etc.) catki *Iffu; a,b; x]

danei wzorem (2.6.4) w orzestrzeni
(2:6.5) +C¥ (u; °x (1), OX (u+b(u)); g; h).

Ponadto, po pierwsze trzeba tu jeszcze doda¢ warunek (odgrywajgcy

jakas role tv | kow nielicznych wypadkach) by istniato T?M, takie, ze w przedziale
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(b-T2[y], b) °x bytoby argumentem minimim (ekstremum etc.) odpowiedniej
catki typu *If miala minimum w odpowiednim zbiorze funkcji - czytelnik zechce
sam sformutowa¢ odpowiednie warunki i zapisa¢ odpowiednig catke. A po
drugie bytoby eleganciej zatozy¢, ze nie rozpatrujemy tu catego zbioru funkc;ji

(2.6.5), lecz tylko jego podzbior funkcji x, spetiajacych warunki (2.6.3)

(porownaj tez uwage podang po tym wzorze).

tatwo pokazuje sie, ze jesli °x jest jakim$ argumentem minimum catki I/
(stabego, silnego, absolutnego, wtasciwego lub nie, etc), ewentualnie catki *1/,
w jakim$ zbiorze, ewentualnie w odpowiedniej przestrzeni, to wtedy jest ono tez
argumentem takiegoz mininimum miejscowego catki 1/,. ewentualnie catki *If.
Natomiast na prostych przyktadach pokazuje sie, ze odwrotna relacja nie zawsze

zachodzi.

PRzyktAD 2.6.1. Czes¢ tuku rownika kuli zawierajgca wewnatrz siebie
antypode jednego z koncéw tego tuku, jest argumentem miejscowego (nawet
absolutnego) minimum dtugosci tukéw na kuli (zauwazmy od razu, Zze dtugosé
krzywej wyraza sie jako catka typu (2.6.1)), ale nie jest argumentem minimum
(nawet lokalnego) dtugosci tukéw tgczacych jego kohce. Bowiem w dowolnie
matym otoczeniu (w sensie, na przyktad, metryki Co) w poblizu takiej czesci
rébwnika lezg przechodzace przez jego oba korice kota mate, majgce mniejsza
dlugos¢ od tej czesci rownika i lezg tez odpowiednio "powyginane” krzywe,

diuzsze od rozpatrywanej czesci rownika. o .

UWAGA 2.6.2. Wszystkie tu stosowane symbole nie sg najlepiej
pomyslane. Wiasciwie najlepiej bytoby tu mowié o} zagadnieniu
ekstremalizycyjnym oznaczonym przez {u,v;a,b;°x; f, g-, h; I} - w tym
zawiktanym symbolu.podane sg wszystkie dane wyjsSciowe, przyczym jest ich
zbyt duzo (nie sg one od siebie niezalezne). Zresztg w istotnym dla nas
zastosowaniu bedzie chodzito wytgcznie o tylko o dwie (z gory wyréznione)
funkcje f i g. Mozna by wiec o nich nic (poza wstepem nie moéwi¢). Bedg one w
jednoznaczy sposob wyznaczaé wielko$¢ statej h. A wiec wystarczyloby w tym

symbolu uwzgledniac¢ tylko 5 pierwszych liter.

Moznaby Definicje 2.6.4 sformutowac inaczej (eleganciej), przy pomocy

"dwugwiazdkowego" zbioru. A mianowicie przyjg¢

DEFINICJA 2.6.4a. Mowimy, ze & = (®x- | ., %,) jest argumentem
minimum miejscowego sfabego {mocnego, absolutnego, wiasciwego Ilub nie,

etc.) catki *I/[u,v;x] w przestrzeni (zbiorze) uktadéw funkcji
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**C% (x°; a,b;ab; g; h),

jesli dla kazdego a < u < b istnieje liczba b (u), taka, ze u < b(u) £ b oraz uktad
funkcji °x ucietych do przedziatu {u, b(u)) jest argumentem minimum stabego
(mocnego, absolutnego, wiasciwego Ilub nie, etc.) catki *Iffu;x] danej wzorem

(2.6.4) w przestrzeni
*¥C¥ (x°;u,b(u); Ox (u), °X (b(u)); g; h),

Ponad to, nalezy tu doda¢ oba warunki, ktére wspomnieliSmy wyzej po

sformutowaniu samej Definicji 2.6.4.

2.7. Réwnania Eulera-Lagrangea. Zatézmy do$¢ duzo, na przykiad, ze
f & C3 (mozna zalozy¢ znacznie mniej). Wezmy pod rozwage ukitad dosé
dziwnych réwnan funkcyjnych (acz jesteSmy do nich przyzwyczajeni od tak

dawna, tak, ze ta ich dziwnos¢ uchodzi nam naogoét z pola widzenia)

(2.7.1) Ry iy g 1 3
Ol 7ip
. _df of Piz'gl
(2:7.2)" E{lf:%, .. %] 0= dt | 3%;| xe=xelt) | T 9| xe=xelt)’
Xs=).(s(t) Xs=ks(t)

dia =8 ..lb

Roéwnania (2.7.1) nazywamy réwnaniami Eulera-Lagrafge'a, za$ operator
Ej lagrange'ianem. Wbrew opiniom licznych studentéw (dajgcych sie styszeé
nawet i na egzaminach), a zgodnie z obecnie powszechnie przyjetg definicjg, nie
sg to réwnania (uktady réwnan) rézniczkowych zwyczajnych (ani tym bardziej
czgstkowych). Bowiem na to, by stwierdzi¢, czy jakas funkcja (czy tez uktad
funkcji) jednej zmiennej jest rozwigzaniem uktadu réwnan rézniczkowych, nalezy
ja (je) zrézniczkowaé (odpowiednig ilos¢ razy), poczym jg samg i jej pochodng
(pochodne) wstawi¢ do réwnania. A tu, w celu stwierdzenia czy jakas funkcja
(czy jakis ukfad funkcji) jednej zmiennej jest rozwigzaniem réwnan (2.7.1),
nalezy te funkcje (te funkcje) raz zrézniczkowac, podstawi¢ do réwnania, a potym
jeszcze wykona¢ najbardziej zewnetrzne rézniczkowanie. Inna rzecz, ze gdy
choéby tylko f € C2 to uktad réwnan (2.7.1) mozna banalnie sprowadzi¢ do
uktadu n réwnan rozniczkowych 2 rzedu. Ale nie bedzie to uktad réwnan o
postaci normalnej tylko ukfad réwnan uwiktanych - ktéry, co gorzej, nie zawsze
integralnie (a czasami nawet lokalnie) daje sie rozwikta¢ do postaci normalne;j.

W zwigzku z czvm. nie mozna do uktadu rownan (2.7.1) bezoosrednio stosowac
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twierdzen o istnieniu rozwigzan (ponadto mogg by¢ trudnosci zwigzane z
brakiem dostatecznej regularnosci réwnan, gdy HCS3). Poza wypadkami, gdy
rébwnania te dajg sie przeksztalci¢ (rozwikta¢) do réwnan o postaci normalnej
(daje sie to dokona¢ - na przyktad - przy spetnieniu pewnego dalszego
warunku, a mianowicie nieznikania hesjanu funkcji f - wynikajgcego, na
przyktad, z zatozenia silnego warunku Legendre'a, patrz nizej n° 2.8). N.b. nie
widziatem nigdzie porzadnie i do konca przeprowadzonego rozumowania
prowadzgcego do dowodu istnienia rozwigzah uktadu (2.7.1) - nawet istnienia
lokalnego (szczegdlnie bez zatozenia nie znikania hesjanu funkcji tworzgcej).
Jak zresztg wiadomo, mogg tu tez wystepowacC zaskakujgce podwyzszania klasy
regularnosci rozwigzan tych réwnan (dla catek regularnych - patrz nizej, zas dla
tak zwanych rozwigzan nieciggtych - patrz [70], str. 29 - 51, lub [83], str. 5 - 26).
Najczesciej réwnania te zapisuje sie skrétowo, w zupetnie niepoprawnej

oostaci:

.__—'———.:O, i=1,...,k-

Na to by je =zapisaé krétko i rownoczesnie poprawnie potrzebne- sg
jeszcze pewne symbole, do$¢ niewygodne do wprowadzenia (ale bardzo
uzyteczne do poprawnego formutowania pewnych twierdzeh). Chodzi tu -
miedzy innymi - o operator (operator rézniczkowania zupetnego) pozwalajgcy
na eleganckie, a réwnoczesni krétkie zapisanie pochodnej zupetnej funkcji

ztozonych. W tym celu potézmy

D (°t; 9xq, ..., Oxk; t, X1, ..., Xk, V1, ---» Vk) [9(°L, OX1, ..., OX)] =

(2.7.3) K

ag )
= —=(t,X1,...XK) + _g_(t,x1 s o XK) V-
ot ]E=1 oXj

Ponadto, jesli mamy 2k funkgciji

to - jak zwykle - potozymy
D (91;9x1, ..., OXic; /, X1, -ee Xy VA5 ooy Vi) [G(OL, OX1, ..., OX)] (1) i=

=D (O5X1, ..., OXiG X1, X V1, -1, VIO [9(°, 01, .., OXi] [XimXill).
V=V
W skrdcie (ostatecznie, tak zdefiowane symbole sg bardzo dtugie) mozna

nisa¢ nawet Dt N C7vtelnikNw choaovoh sie 7 hlis7vmi wtasnosciami teNN
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operatora D (i jego uogodlnieniami) zapoznaé, odsytam do mego podrecznika
Rachunku Wariacyjnego [82], str. 32.
Te oznaczenia tu wprowadzone pozwalajg nam w sposoéb elegantszy niz

wzor (2.7.2) zdefinowaé operator Ej, a mianowicie

Eijlf;x1, ... xn] (t) =

= D(t;x1,...,xKx1,...,xk;j,x1,...,)q(,x1,".,xk,x1,..,xk,x1,n,xk)[ 5—;(LX1,---)Q(,X1,---,XK) }+
J

+a—f(jx KX Xy)
aX] » £ ’ ’ 00 k

Uzywajgc skrotowego zapisu mozemy réwnania (2.7.1) zapisa¢é w formie
zarowno poprawnej jak i eleganckiej oraz nawet krotszej niz niezbyt poprawny

klasyczny zapis réwnan Eulera-Lagrange'a, a mianowicie w postaci

(2.7.1a) Dy — - TRIOF 0.

DEFINICJA 2.7.1. Kazde rozwigzanie uktadu réwnan Eulera-Lagrangea
(2.7.1) nazywamy rozwigzaniem stacjonarnym (lub funkcjg, ewentualnie, krzywag

stacjonarng) problemu ekstremalizacyjnego cafki o funkcji tworzacej f.

UWAGA 2.7.1. Czasami (rzadko) moéwi sie o zdefiniowanych tutaj
funkcjach stacjonarnych jako o funkcjach stacjonarnych w sensie LagraNge'a.
Stosujemy te dluzsza nazwe, gdy musimy réwnoczesnie stosowaé nieco inne
(czesto stosowane dawniej), pojecie funkcji stacjonarnej, a mianowicie sfaby i

mocny element stacjonarny (patrz nizej Definicje 3.7.2 oraz 3.7.4).

W sposéb fatwy, ale dos¢ diugi i wymagajgcy sporej ilosci rachunkéw

wykazuje sie nastepujgce twierdzenie

TWIERDZENIE 2.7.1. Kazdy argument ekstremum miejscowego (a wiec
tymbardziej kazdy argument ekstremum nie tylko o charakterze miejscowym)

funkcjonatu (catki) If jest funkcjg stacjonarng problemu o funkcji tworzgcej f.

Mozna tu wprowadzi¢ pojecia wariacji funkcji i wariacji funkcjonatu.
Poniewaz w XVIII i XIX wieku uwielbiano operowac rézniczkami, a te pojecia sg

do nich podobnie (a przynajmniej wydawaty sie, ze sg one do nich podobne),
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wiec tez powyzszg definicie i powyzsze twierdzenie formutowano inaczej, a
mianowicie funkcje x° dla ktérej znikata wariacja funkcjonatu nazywano
ekstremalg. Poczym pokazywano, ze tak zdefiniowana ekstremala spetnia uktad
réwnan Eulera-Lagrange'a (2.7.1) (zauwazmy, ze odwrotny wynik jest tez jest
prawdziwy), a wiec jest krzywg stacjonarng (w naszym sensie). | na odwrét kazda
ekstemala (przy odpowiednich zatozeniach regularnosciowych) jest krzywg
stacjonarng (w naszym sensie). Skoro kazda ekstremala jest krzywa stacjonarng
i naodwrét, ale nie kazda ekstremala jest argumentem ekstremum, wiec nazwa
ta, jako mylgca, powinna by¢ unikana. Historycznie rzecz biorgc nazwa ta
powstata w czasach, kiedy (mylnie) uwazano, ze krzywe stacjonarne
przynajmniej "naogot" sg argumentami ekstreméw.

Poniewaz dzi§ operowanie wariacjami wydaje sie nam kiopotliwe, wiec
obecnie raczej nie stosuje sie (przynajmniej eksplicite) tej drogi. Inna rzecz, ze w
nowoczesnej analizie funkcjonalnej dajg sie zdefiniowa¢ wariacje jako rézniczki
w sensie Frecheta (na przyktad, w przestrzeni .C"@ab) ), lub jako rozniczki w
sensie Stolza, ale nie wptywa to na zwiekszenie ich uzytecznosci. Rézniczka w
sensie Frecheta jest pojeciem nieco mocniejszym niz kontyngens, ale stabszym
niz rézniczka w sensie Gatéaux (patrz nizej n° 3.7).

Wariacja OIffx; &x] funkcjonatu I/[[x] ze wzgledu na wariacie &x funkgji
(raczej ukfadu funkcji) x (argumentu/argumentéw tego funkcjonatu) odpowiada
pochodnej kierunkowej funkcji (wielu zmiennych) w danym kierunku (tutaj w
kierunku 8x). Z tym, ze tak jak kierunek nie jest elementem przestrzeni n-
wymiarowej lecz tylko elementem przestrzeni wektorow nad nig, tak tutaj
wariacja funcji 8x nie nalezy do rozpatrywanej przestrzeni w ktorej zdefiniowany
jest funkcjonat, lecz do nieco innej przestrzeni (na przyktad, gdy funkcjonat If jest
zdefiniowany w  CK(a,bja- & w8y, b%o...b ), to wariacje sg zdefiniowane w
zbiorze .CX(a,b; 0...., 0, 0,..., 0) - patrz nizej tez n°® 3.7).

Zauwazmy, ze réwnania Eulera-Lagrange'a pierwszy wyprowadzit L.
Euler (koto 1740 roku) przy pomocy swojej metody tamanych (o tyle byto to
wyprowadzenie nie poprawne, Zze konieczne przejScia graniczne nie bytly
wystarczajgco - przynajmniej z naszego punktu widzenia - uzasadniane).
Metode wariacji (i wariacje) wprowadzit nieco poézniej J.L. de Lag range.
Metoda tamanych Eulera (w przeciwienstwie do metody wariacji Lagrange'a)
tylko w najprostszych wypadkach prowadzita do znalezienia analitycznych
rozwigzan zagadnien wariacyjnych i dlatego zostata w rachunku wariacyjnym
szybko zarzucona. Niemniej jednak, do niedawna stosowano jg powszechnie do
dowodu twierdzenia Peany o istnieniu rozwigzan réwnahn rézniczkowych o

postaci normalnej. Dzi§ przy stabym zatozeniu (tylko zatozeniu ciggto$ci prawej
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strony takich réwnan), korzysta sie tu raczej z twierdzenia o statym punkcie

Schaudera.

2.8. Warunek Legendrera. Sg rozmaite postacie warunku Legendre'a.
Omoéwimy tylko najprostsze, gdyz juz one bedg nam wystarczaty. Przyjmijmy

dwie definicje

DEFINICJA 2.8.1. Mowimy, ze problem ekstremalizacji catki (2.6.1) o funkgciji

tworzacej f spetnia silniejszy warunek Zermeli, jesli odpowiadajgca funkcji

tworzacej f forma hesjanowa w zmiennych z- | ...,z

n
w(f:z1,....2Zn: L XGINR VY IGNR) e

n azf

%L R L vy 2
&~ axiGXj( < )23

jest okreslona dodatnio dla wszystkich uktadow
(t’ X1 3 meey Xn’ V1 3 vy Vn) £ Qn:

gdzie zbiér Q, zostat zdefiniowany ma poczgtku n° 2.6 (czasami mowi sie tez,
ze problem ekstremalizacji catki (2.6.1) o funkcji tworzacej f spetnia silnigjszy

warunek Legerdre'a).

DEFINICJA2.8.2. Mowimy, ze ukfad funkcji [x- | ,..., x,] spetnia silniejszy

warunek Legendre'a, jesli forma wi zmiennych z- o (odpowiadajgca funkciji

... xh])

n

tworzgcej f oraz uktadowi funkcji [x-

wi(z1, ..., Zn; 1) i= W(f; 21, ..., Zn; t, X1 (1), ..., Xn(t), X1 (1), ..., Xn(t) )
jest okreslona dla wszystkich t e (a,b).

Oczywiscie, jesli jest spetniony silniejszy warunek Zermeli, to kazdy uktad

funkciji (o odpowiedniej dziedzinie) spetnia silniejszy warunek Legendre'a

Ze wzgledu na nasze =zalozenie f e C3, mamy ciaglos¢ formy wi
wzgledem te (a,b) (gdzie (a,b) jest przedziatem domknietym o skonczonej
dlugosci), a wiec gdy forma w1t jest okreslona i, chocby dla jednego t, jest
okreslona dodatnio (ujemnie), to jest okreslona dodatnio (ujemnie) dla
wszystkich t e (a,b).

Przyjmijmy
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DEFINICJA 2.8.3. Mowimy, ze problem ekstremalizacji catki (2.6.1) o
funkcji tworzacej f spetnia silniejszy warunek hesjanowy, jesli hesjan funkciji

tworzgcej f utworzony wzglgdem zmiennych vi,...,v,,

2f
det RO, X, v VL =0
9xidXj ij=1..n
dla wszystkich te(a,b) i dla wszystkicl BN X VY, o Ve
Podobnie przyjmiemy
DEFINICJA 2.8.4. Mowimy, ze ukfad funkcji [x- i x| silniejszy warunek
hesjanowy;, jesli
3%t ; .
det (t, x1 (1), ..., Xp(1), x1(), ..., xn{®) )] » 0
0XidXj ij=1..n

dla wszystkich t & {a,b}.

Warunek hesjanowy dla problemu ekstremalizacji (dla uktadu funkcji) jest
warunkiem nieco stabszym niz silniejszy warunek Zermeli (silniejszy warunek

Legendre'a).

W  rachunku wariacyjnym wprowadza sie tez stabszy warunek
Legendre'a, stabszy warunek hesjanowy, etc. Poniewaz warunki te sg
warunkami koniecznymi istnienia ekstreméw, wiec nie sg one tu dla nas
specjalnie interesujgce.

Natomiast wazng dla nas definicjg bedzie

DEFINICJA  2.8.5. Problem wariacyjny jest regularny, jesli jego funkcja

tworzaca f e C3 oraz spetnia silniejszy warunek Zermeli.

DEFINICJA 2.8.6. Stacjonarny uktad funkcji (x- RERY X,) jest regularny, jesli

sg one klasy C? oraz spetniajg silniejszy warunek Legendre'a.

Wykazuje sie (wspomnieliSmy juz o tym w n® 26), ze jesli krzywa
stacjonarna klasy C' jest regularna, to jest tez klasy O2? (patrz wyzej cytowane
jeszcze XIX wieczne prace P.D.G. Du Bois-Reymonda oraz juz XX
wieczne D. H i | b e r ta). A wiec krzywe stacjonarne regularnego problemu sag

klasy C2, co znaczy, ze sg one uktadem regularnym. Zauwazmy, ze na to by
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uktad [x- iy, i X[1] spetniat uktad réwnan Eulera-Lagrange'a, to sam nie musi by¢
az klasy C2.

Wykazuje sie dwa wazne twierdzenia

TWIERDZENIE 2.8.1. Regularna krzywa  stacjonarna catki If jest
argumentem jej miejscowego stabego ekstremum; jest to minimum (maksimum)

gdy forma wi jest okreslona dodatnio (ujemnie).

TWIERDZENIE 2.8.2. Gdy problem ekstremalizacji catki |l jest regularny,
to wszystkie jego funkcje stacjonarne sg argumentami jego migjscowych silnych

ekstremow.

29. Dalsze uwagi. Ostatnie twierdzenie formutuje sie tradycyjnie w

nastepujgcy sposob :

TWIERDZENIE 2.8.2a. Jesli roznica b - a jest dostatecznie mafta, to krzywa
stacjonarna (tradycyjnie : ekstremala) problemu regularnego jest argumentem

jego silnego ekstremum (a wiec tymbardziej stabego ekstremum).

Niestety, po pierwsze, te tradycyjne sformutowanie nie uzywa
kwatyfikatorow i - dlatego - bez odpowiedniego komentarza jest niezrozumiate
(czy 'istnieje" taka réznica, a jesli tak, to jaka ?). A pod drugie, jesli juz
zrozumiemy poprawnie te tradycyjng wypowiedz, to zbadanie kiedy ta réznica
jest dostatecznie mata (to znaczy jaka ma by¢ - dla konkretnego problemu i
ustalonego a - liczba h, taka Ze jesli jest b - a < h, to mamy juz ekstremum -
zwykte, nie tylko miejscowe) jest - na ogdt - bardzo trudne do efektywnego
wykonania. Regularne krzywe stacjonarne catki If czesto sg nawet argumentami
jej miejscowego silnego minimum (lub maksimum), ale zbadanie warunkéw, przy
spetnieniu  ktérych, stabe ekstremum jest tez silnym ekstremym jest bardzo
ktopotliwe. Natomiast metodami rachunku wariacyjnego nie da sie bezposrednio
dojs¢ do wyznaczania ekstreméw absolutnych (nawet miejscowych), acz nalezy
ich szuka¢ wérdd ekstremow lokalnych.

A dlaczego sprawdzenie kiedy mamy do czynienia z ekstremami nie tylko
miejscowymi jest takie trudne ? Bowiem musi - dla stabego ekstremum - by¢
wtedy jeszcze spetniony- warunek Jacobiego. Dla stwierdzenia tego faktu trzeba
znalez¢é pewne szczegbélne wiasnosci rozwigzan pewnego skomplikowanego
rébwnania rozniczkowego, tak zwanego réwnania Jacobiego. Rownanie to, nie
tylko jest trudne do zbudowania w konkretnych przypadkach, ale nawet jesli uda
sie je zbudowaé, to mimo, iz jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym,

liniowym, drugieao rzedu, to tylko wyjgtkowo daie sie rozwigza¢ efektywnie
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(szczegolnie przy pomocy funkcji elementarnych). Inna rzecz, ze wiasnie fakt, ze
silniejszy warunek Legendre'a wystarcza dla tego by funkcja stacjonarna byta
ekstremum miejscowym opiera sie na wykorzystaniu witasnosdci witadnie tego
rébwnania Jacobiego. A dla silnych ekstreméw musi byé dodatkowo spetniony
jeszcze jeden warunek : warunek Weierstrassa, tez bardzo trudny do
efektywnego sprawdzenia (wymaga on rozwigzywania pewnych rownan
rézniczkowych i to nie wystarcza nam znalezienie jednego ich rozwiazgnia, ale
musimy znalez¢ ich cata, odpowiednig, rodzing), lub tez - znacznie fatwiejszy do
sprawdzenia, ale zato znacznie mocniejszy - wspomniany juz wyzej - warunek

Zermeli.

Przypusémy, ze mamy do czynienia z jakim$ argumentem ekstremum
miejscowego °x - dla ustalenia uwagi, niech bedzie to miejscowe minimum w
przestrzeni C “(a,b; c,d) (a wigc minimum stabe) catki (2.6.1). Wezmy dowolne
a = u < b i rozpatrzmy funkcije b = b(u) wystepujagcg w Definicji 2.6.4. Jak
pokazuje Przyktad 2.6.1 moze sie zdarzyé, ze v(u) := Sup [u + b(u)] < b
(rozpatrujeny tu kres gorny dla wszystkich dopuszczalnych tu, dodatnich funkcji
b). Wtedy liczbe v(u) nazywamy odlegtoscia ogniskowg (ze wzgledu na catke
(2.6.1) ) liczby (punktu) u (natomiast punkt %x (v(u)) nazywamy ogniskiem
sprzezonym z punktem °x (u) krzywej °x). Wtedy tez dla u < v < v(u) w
przestrzeni

nC 2 (u, v; 9x (u), ox (v))

nasza catka bedzie miata minimum (stabe) - zwykte minimum ! nie tylko
minimum miejscowe ! Natomiast gdy v > u + Z7?(u), czyli, gdy goérna granica
catkowania bedzie wieksza od odlegtosci ogniskowej, to nasza catka nie bedzie
miata w °x ekstremum (a wiec nie bedzie to ani minimum, ani maksimum, nawet
lokalne). Przyktadem takiej sytuacji jest juz cytowany Przykiad 2.6.1, gdzie lezacy
na fuku antypoda jego poczatku jest ogniskami sprzezonymi z danym

punktem 19,
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Rozdziat lll- PODSTAWY MECHANIKI

Nieprawda moze sie doskonale zmie$ci¢ w
paru zdaniach, natomiast, by jg sprostowac
nie wystarczy nieraz i paru stron.

Tadeusz Zelenski (Boy)

3.1. Podstawy mechaniki lagrange'owskiej. Przypusémy, ze mamy dany
uktad n punktéw przestrzeni R3 o wspéirzednych (w symbolice Pawita

S ta c k | a) w jakims$ (ustalonym) ortonormalnym uktadzie odniesienia U

Pt'lﬁl!vyﬁ‘syr‘yn\“ Fz:,.‘V'E"{JYJ"‘U/YE Yc\U! sy Ev“ﬂ__l(ﬂry?m‘l?‘;lwod"“vqn\”
Ukfady 3n liczb (x1, ...,x3n)u w naturalny sposob tworzg pewng przestrzen

RQ = R, ..x R; (n krotny iloczyn kartezjanski przestrzeni kartezjanskich R3).
Zauwazmy, za ta przestrzen R§ (przestrzeri Stackla) wprawdzie moze by¢
traktowana jako pewnego typu przestrzen kartezjanska, ale jest rézna od
przestrzeni R3,, (ma bowiem inne - ostrzejsze - reguty transformacyjne), czego
zapis jej wspotrzednych w postaci Stackla (x- | ,.. ,x3,)U nie uwidacznia.
Zaktadamy, ze potozenia tych punktow sg funkcjami pewnego parametru t,
zwanego czasemx Re="0 (t), i =,1,3n; funkcje te majg by¢ conajmniej klasy C2.
lch predkosci [x- | (1), ...x3n(t)lu naleza wtedy do przestrzen wektorow *R® nad
przestrzenia R 3 Oczywiscie wtedy v [ = xe| (t), i = 1,..., 3n jest jednoparametrowym
polem wektorowym.

Zaktadamy, iz kazdy z punktéw Pj moze przyjmowaé dowolne potozenia w

R3 (ukfad swobodny) lub tez, ze uktad punktow (t; x- | ,..., X3,) musi pozostawac
na pewnej rozmaitosci *14/ C (a,b) x R'3 (uktad skrepowany wiezami). Zresztg w
tym ostatnim wypadku, raczej nalezatoby méwié, ze w momencie t ukiad
punktéw (x,,..., x3,) ma pozostawa¢ na odpowiedniej rozmaitosci (4/(t) C RS,
gdzie 14~ (NV(t) tworzg jednoparametrowg rodzine rozmaitosci) danej uwiktanymi

wzorami
(3.1.1) gj(t, X1, .., X3n) =0, i=1,2, ..., 3n-k,

gdzie funkcje g, sg klasy C? (przyczym 0 < k < 3n, dla k = 3n mamy brak
warunkow (3.1.1)) oraz rzad macierzy jakobianowej ma by¢ dla wszystkich

(tixy, -..sX5,) rowny
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(3.1.2) N [ ———‘(t, X1, ---»X3n) .3k = 3n-k

czyli ma by¢ dla wyszystkich (t; x1,..., X3n) maksymalny.
Znaczy to, ze funkcje x | =xj(t), i = 1, 3n podajace potozenia punktow

Pi,..., P, muszg spetnia¢ warunki

{3.1.3) gjo(j; Mgy s Xap) = & j=1,...,3n-k,
to jest ze muszg spetnia¢ warunki

(3.1.3a) g (t, x1 (), ..., x3n(t)) = O, j=1,..,30-K
dla wszystkich t nalezgcych do pewnego przedziatu.

DEFINICJA  3.1.1. Mowimy wtedy o skrepowaniu ukfadu  wiezami
holonomicznymi (uwiktanymi) regularnymi o k stopniach swobody.
Dopuszczamy tu wypadek k = 3n, to jest brak warunkéw (3.1.1) - znaczy to, ze
uktad swobodny jest tez przykladem uktadu holonomicznego regularnego (o 3n

stopniach swobody).

DEFINICJA 3.1.2. Jesli funkcje g% nie zalezg w sposéb wyrazny od t, to jeéli

mamy dane wiezy
(3.1.4) gj (X1, ..., Xan) =0, i=1,2, ..., 3n-k,

to méwimy, Zze wiezy te sg skleronomiczne. Wiezy rownowazne wigezom (3.1.4)
tez nazywamy wiezymi skleromicznymi.

Moéwimy wtedy tez, zer wiezy (3.1.1) sg reonomiczne.

Skoro punkty P; majg pozostawaé na rozmaitosci (3.1.1) to musi by¢
(3.1.3a) dla wszystkich t z jakiego$ przedziatu. O takich ruchach méwimy, iz sg

zgodne z wiezami.

UWAGA 3.1.1. Mamy tu trzy pojecia : 1° uktad funkcji g1,..., 93,-k, 2° ukfad
warunkéw "geometrycznych" (3.1.1) oraz 3° ukfad warunkéw "kinematycznych"
(3.1.3). RoOzni autorzy nazywajg rozne z tych warunkéw wiezami (czesto nawet

zamiennie).

Przypusémy, ze na te punkty dziatajg sity - sg to wektory przestrzeni *R3,

zbudowanej nad przestrzenig R3 (zapisane tez w symbolice P. Stack 'a):
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Fi=[F1,F2,F3lu, F2=[F4,F5F6lu, ..., Fn=[F3n-2,F3n-1,F3nlu,

gdzie wyrazenia Fj, i = 1, ... 3n mogg by¢ funkcjami wszystkiego mozliwego.
Wyrazenie [F- sy F3.,]1U jest wektorem przestrzeni R3. Zaktadamy dodatkowo,
ze sg one tylko funkcjami tego parametru t (czasu), potozeh Xj oraz predkosci v |=,

to znaczy iz zakladamy iz istniejg funkcje fj e C! takie, ze
Fi=fi(t, x4, ..., X3n, V1, ---, V3n), TG, an.

DeriNiCJA 3.1.3. Méwimy, ze sita jest pozycyjna, jeSli zalezy wylgcznie od
od zmiennych "przestrzennych" x- | x3,. Mamy wtedy h = f {x1,..., x3,,), dla
i1, .80,

DerFINICJA  3.1.4. Moéwimy, ze sita pozycyjna Fj (a wiec sita postaci
Fj = A,(x 1,..., X3[])) jest potencjalna, jesli istnieje funkcja C' 3! u : R3 —R taka,
ze

fi(X1,...,X3n) = — (X1, ..., X3n), j=140u3n.

3y
d X
Funkcje °u nazywamy potencjatem uktadu (lub potencjatem sit ukfadu) we
wspotrzednych kartezjanskich (ewentualnie potencjatem kartezjanskim).

Czasem wprowadza sig jeszcze jedng wielkos¢ definicjg

DerFINICJA 3.1.5. Funkcje

u(t):="u(xa(t), ..., xan(®))
nazywamy energig potencjalng ruchu danego uktadu w momencie t.

3.2. Dynamika lagrange'owska. \WWszystkie te pojecia stajg sie
elementami teorii (to jest mechaniki teoretycznej) dopiero po wprowadzeniu

pewnika :

PosTuLAT 3.2.1. (Newtona - Lagrange'a) Istniejg takie (ortonormalne)
ukfady odniesienia U przestrzeni R3 zwane uktadami inercyjnymi, istnieje taka
parametryzacja t zwana czasem inercyjnym, istnieje 3n stafych m%, j = 1,..., 3n,
takich, ze

mgj-2 = M3j-1 = M3;, li=al o

zwanych masami punktow?} oraz istnieje wektor [R- | ..., R3.1U przestrzeni *R3

zwany reakcjg wiezoéw (okreslony dla wszystkich punktéw rozmaitosci W (t)
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danej wzorem (3.1.1)), taki, Zze tor uktadu (to znaczy uktad funkcji x | = x |"(t),
i = 1,.., 3n), zwany ruchem rzeczywistym spetni w kazdym takim ukfadzie

odniesienia U rownania

(3.2.1) meXi=Fi + R, i= 1, 3030
(wskaznik w nawiasie oznacza brak sumowania) oraz zwigzki (3.1.3).

Jesli mamy uktad holonomiczny regularny o k stopniach swobody, o

dziatajgcych sitach pozycyjnych, to uktad (3.2.1) przyjmie postaé

mg Xi = fi(x1,....x3n) + R;, T R’

Nie formutujemy naszego postulatu i wynikajacych zen twierdzen, dla
wiezdw  ogdlniejszych  (na  przykiad, dla anholonomicznych) czy tez
ogolniejszych sit (na przyktad, opisujgcych histereze). Odwrotnie, jeszcze

bardziej, zmniejszymy ogdlnosc¢ tych réwnan. W tym celu przyjmijmy definicje

DEFINICJA 3.2.1. Moéwimy, ze realizacja wiezéow (3.1.1) holonomicznych
regularnych jest gfadka, jesli dla kazdego t e (a,b) wektor [R- Far, R3.Ju jest
prostopadly do rozmaitosci W(t) w kazdym jej punkcie, a ponadto, jesli istniejg

funkcje

BETILXY, .0 X80, 210 s 23RS o i |

zdefinowane i klasy C2 dla wszystkich t z jakiego$ przedziatu, dla wszystkich

punktéw (x-
do IA<t), takie, ze dla kazdego ruchu x |~ = x% (t), i = 1,..., 3n ruchu rzeczywistego
(a wiec zgodnego z wiezami) i dla kazdego t (z odpowiedniego przedziatu)

mamy

Ri=ri(t, x1(t), ..., x3n(t), x1(1), ..., X3n(t), ¢ Al

UwaGAa 3.2.1. A wiec dla uktadéw skleronomicznych jesli realizacja jest

gtadka , to wektor [R- | ,..., R3n]U ma by¢ prostopadty do rozmaitosci W C R
(ktorej ksztatt nie zalezy tu od parametru t) w kazdym jej punkcie. Oczywiscie

wektory [R1,..., R3n]U przestrzeni *R% s3 zdefiniowane tylko na tej rozmaitosci.

UwWAGA 3.2.2. Nazwa "gtadka" nie jest bardzo dobra, ale inne w tym

miejscu stosowane nazwy (n.p. "wiezy idealne" lub "beztarciowe") sg jeszcze
NNrs7fi

., X3)U € W/(t) oraz dla wszystkich wektorow [z- | ..., Z3,]U stycznych
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UwaGA 3.2.3. W mojej pracy [81], w tej definicji (str. 129 - stosuje w niej
zresztg wyzej skrytykowany termin : ,wiezy beztarciowe”) sg btedy korektorskie

(brak wielu kropek nad literami).

UWAGA 3.2.4. Nie omawiamy tutaj (brak miejsca ! patrz [78] i [80])

problemu réwnowazno$ci wiezéw zapisanych réznymi wzorami analitycznymi.

W kazdym ustalonym momencie t e {a,b) w przestrzeni F{b wszystkie
wektory prostopadte do IAZ(w kazdym punkcie tej rozmaitosci) majg wspotrzedne
-k ag

Sj = t t, X1, ...,X3n),
= ,2 Jax!< n)

gdzie f, i = 1., 3n-k sg dowolnymi (dla kazdego ustalonego punktu

rozmaitosci 1A/ i dla kazdego ustalonego momentu t) statymi - mozna je wiec

traktowa¢ jako funkcje zmiennych t, x- | ... ,x3,,, czyli, ze mamy fj =% | (t, xi,..., X3,),
a wiec dla kazdego ruchu x | =x% (t) zgodnego z wiezami skleronomicznymi mamy
E Ki() Lt x11), ... x3n(h), i=1,..,3n,
aX|

j=1

gdzie fi=1(t) =" (t, x1(1), ..., x3n(t)), sa funkcjami zaleznymi od rozpatrywanego
ruchu_.- Xp= (1), =95 2., Otk

Wprowadzmy jeszcze jedng definicje

DeFINICJA 3.2.2. Uktady punktéw skrepowane wiezami holonomicznymi
regularnymi o k stopniach swobody, skleronomicznymi, o realizacji gtadkiej i
poruszajgce sie pod wplywem pozycyjnych sit potencjalnych nazywamy

uktadami orfonomicznymi.
Z powyzszych rozwazan wynika natychmiast

TwWIERDZENIE 3.2.1. Dla kazdegu ruchu x, = x, (), i = 1,.., 3n ukfadu
orfonomicznego skrepowanego wiezami (3.1.4) [' poruszajgcego sie pod
wpfywem sit o potencjale 'u istniejg funkcje t = 4 (t), j = 1,..., 3n-k, takie iz
ukiad 6n-k funkcji x1,...,x3,,11,..., b,-k spetnia ukiad 3n rownan

3n-k

. du 99,
3.2.2 mg Xi = e 1 A X isi1...on
( ) i Xi = 3X|(X1 X3n) + 121 jaxl (X1 X3n) i=1 3n

zwany uktadem réwnan LagraNge'a \-go rodzaju oraz ukfad réwnarn (3.1.4).
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Warunki (3.1.1) przy zatozeniu (3.1.2) dajg sie - przynajmniej lokalnie -
rozwikta¢. To znaczy, ze istnieje uktad funkcji C2 3 h : D — R, i =1,.., 3n (gdzie
obszar D CR x R | <), takich, ze

(3.2.3) Gi(t, P1(t, Q1, -, G, -+, h3nt, 1, -, GK)) = O, j=1, .., 30k

dla wszystkich uktadow (t, g- | , ...,gk) e D. Ograniczymy sie w dalszym ciggu do
wiezéw skleronomicznych (3.1.4), to jest takich, ze funkcje g | nie zalezg od
zmiennej (parametru) t. Wtedy istniejg ukfady funkcji h\ tez niezaleznych od

zmiennej t i spetniajgce warunek (3.2.3), to jest istnie¢ bedg funkcje
(3.2.4) Xi = hi(q1, ..., 0k), 1 =10MLE3N

- w dalszym ciggu bedziemy =zajmowac¢ sie tylko takimi ukfadami (wiezy
parametryczne skleronomiczne). Mozna je tez uwazaé za analitycznie inaczej
zapisane wiezy (tak zwane wiezy parametryczne).

Jesli wiezy sa holonomiczne regularne, to wtedy funkcje /7- | ,--/)3[] moga

by¢ takie, ze

dhi
R =@, .. [i=1..3n =k,
aqj(m Q) B3

to jest, ze ich jakobian ma rzad maksymalny, co w dalszym ciggu bedziemy stale

zaktada¢ (poréwnaj warunek (3.1.2)).

UwWAGA 3.2.5. Oznaczajgc t = q, mozna nawet w wypadkach nie
skleronomicznych  (reonomicznych), uzyska¢é pewne uproszczenia licznych
wzorow, ale asymetrii tej zmiennej q, w stosunku do innych zmiennych q | i tak

nie da sie w sensowny sposob uniknac.

Dla wiezéw parametrycznych (3.2.4) istniejg funkcje C25 gj:{cd) = R,

j=1,..., k, takie, ze

xi(t) = hi(g1(t), ... (), kmih 108D

dla wszystkich t nalezgcych do pewnego przedziatu (by¢é moze zaleznego od
rozpatrywanego ukfadu funkcji q | ).

Ukfad funkcji g = q(t), j = 1, ..., 3n bedziemy nazywali ruchem we

wspotrzednych LagraNge'a, zas zmienne g- 9% ..q s zmiennymi Lagrange'a.

Przestrzen tych funkcji z metrykg typu C, oznaczymy jak zwykle | <C r (c,d). Josli

funkcje q1,..., % majg spetia¢ jakis dodatkowy warunek
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g° (g1, =0,

(gdzie O jest funkcjg statg, tozsamosciowo réwng liczbie 0, to jest takg, ze mamy

0(t) = 0 dla wszystkich t), czyli, ze ma by¢ spetniona tozsamos¢

h(g1(t), .. k() =

w jakim$ przedziale zmiennej t, to ich zbidr, bedgcy podzbiorem przestrzeni
kC rz(g,d), oznaczymy, jak zwykle, przez RC r (c,d; g).

Na to by poprawnie formutowaé¢ nastepujac rozwazania musze
wprowadzi¢ pare dos¢ skomplikowanych oznaczeh (w niezbyt uczciwy sposob

autorzy podrecznikéw starajg sie bez nich obejs¢). Wprowadzmy wiec funkcije

k
dhi .
(3.2.5) TG, -, O, M1, Tk E——— (a1, ..., Qk) Ta, i=1,..,3n
a=19%
oraz
&\ ohi
2hi(Q1,---,QkZ M, . ks $1, .., SK 2— (a1, -.-, k) Sa, +
a=1 %
(3.2.6)
by 1k
2 E (a1, ---,Qk) rafb, £k AR
Pt 8 3%
Funkcje te sg wprowadzone, oczywiscie, na to by mie¢ zwigzki
(3.2.7) xi(t) = Thilg1 (1), ... gk(D); g1(1), -, g(D)), i=1,..,3n,

(3.2.8)  Xi(t)=2hi(q1(t), - ak(®; g1(1), -, qk(®; q1(1), - gk®),  i=1,...3n.

Dla skrotu - jak juz zauwazyliSmy - mozna operator rozniczkowania
zupetnego (wprowadzony wzorem (2.7.3)) zapisywa¢ tez jako Dt . Majgc do
dyspozycji ten operator, mozna wzor (3.2.7) definiujgcy funkcje 'h | zapisa¢ w

sposob bardziej przejrzysty i intuicyjny jako
g1, ... QI 11, s Tk ) =
= Dy (Ot; X1, ..., OXk; t, Q1, .., Ok, M1, ---s T) [Ai(OX1, -, OXK)],

skad wzér (3.2.7) daje sie zapisac krétko jako

(3272)  Xi= Dy(OtOX1, ., OXiGij, G, s Ghs G 11 G [HOX1, e O
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Zauwazmy, iz tutaj funkcje h sg niezalezne od zmiennej t (czasu).

Moznaby podobnie wprowadzi¢ operator drugiego rézniczkowania
zupetnego D[?2 - definiujgc go albo bezposrednio (wzorem analogicznym do
wzoru (2.7.3) ), albo jako iteracje dwoch operatoréw Dt, a mianowicie jako
Dt2 g .= D{ (Dt g )m Mozna wtedy zapisa¢ wzér (3.2.8) na drugg pochodng x| w
postaci podobnej do wzoru (3.2.7a) - szczegdly wykonania tego mozna
pozostawi¢ Czytelnikowi (patrz tez [82], str. 127 - 128).

Potézmy jeszcze

dh, £
2j(Q1, - QK - Ema 201, .. G- 2(Q1, - G, =T,k

_a_.__

oraz

aij(q1, -.-» qk) fi fj

T =

k
HQt s BG  sifio) = 2
i=1

(nie ma obawy o pomylenie funkcji t z oznaczeniem czasu t, gdyz czas nie jest
nigdy zapisywany jako kursywa, zas funkcja t jest zapisywana przy jej pomocy
zawsze - chcielismy tutaj jednak zachowa¢ choéby aluzje do tradycyjnego

oznaczenia T).

UWAGA 3.2.6. Wiezy parametryczne ukladéw mechanicznych nie
prowadzg (bezposrednio) do parametrycznych zagadnien wariacyjnych. A wiec
wariacyjne zagadnienia parametryczne sg czym$ catkiem innym niz mechanika

lagrange'owska dla wiezéw parametrycznych.

UWAGA 3.2.7. Zauwazmy, ze istniejg tez i inne typy wiezéow niz
rozpatrywane tutaj wiezy holonomiczne regularne. Na przyktad, wazng klasg
wiezéw, sa wiezy anholonomiczne, to jest takie, ze poza warunkami (3.2.4)

spetnione sg dodatkowo warunki

(3.2.9) 1gj(q1, vy Gk; M1, - Tk ) =0, j=1..D
(gdzie 0 < p < k), lub reonomiczne warunki ' gj(t, g- | ..., q | 20 pefieye g ligdzie
j = 1,....p, wtedy funkcje qj = qr,(t), i = 1,...k nie sg (wjakims$ sensie) dowolne, lecz,

ze muszg spetnia¢ warunki (skleronomiczne)

(3.2.10) 1GG1, s G G 15 s G1) = 0, =1,k

przyczym warunki (3.2.4) razem z tymi warunkami (3.2.10) nie sg réwnowazne
jakim$ wiezom holonomicznym typu warunkéw (3.2.4), ale o mniejszej ilosci

zmiennych qu Szczegdty (i doprecyzowanie pojecia rownowaznosci wiezow)
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czytelnik moze znalezé w moich pracach [78] i [80] oraz [77]. Teoria ukfadow
anholonomicznych jest wyraznie rézna od teorii uktadéw holomicznych. Sg
jeszcze i inne typy ukfadéow. A ponadto mogg by¢ rozne ich realizacje, nie tylko
gtadkie. Na przyklad mozliwe sg realizacje regulujgce (wystepuja one w
uktadach z serwomechanizmami), z histerezg (prowadzg one do réwnan

rézniczkowych z opéznionym argumentem), z tarciem i jeszcze rézne dalsze ich

typy-

3.3. Energia i kinecjat. Wyrazenie
. 3n
(3.3.1) Te (V1,...V3n) = 3 Y Ma(va)?
a=1

nazywamy kinecjatem uktadu we wspdtrzednych kartezjanskich. Natomiast, po
podstawieniu do kinecjatu predkosci otrzymamy energie kinetyczna uktadu
(nazwa  kinecjat jest wprowadzona ze wzgledu na analogie energia

potencjalna -potecjat versus energia kinetyczna -kinecjat)
e(t) = Te (x1(t), ., x3n(t))

(te oznaczenie e jest oczywista aluzjg do klasycznego symbolu E).

tatwo mozna sprawdzic, ze

le(th1 (g1, ..., GG 11, ooy Ti), oo Th3n(1, ey Qs 11, s Tk )) =

(3.3.2) 214Gy oo Qi 115 +s Tk )

- wynika stad, Zze funkcja t, zwana kinecjatem we wspodtrzednych Lagrange'a,
jest (dla uktadéw skleronomicznych) formg kwadratowg okreslong dodatnio dla
wszystkich wartosci (qi.... ,q | <)eD.

Mamy tez

e(t) =t(ga(t), ..., gk(t); g1(t), ..., gk(t)).

Wprowadzmy jeszcze potencjat (uktadu czyli sit uktadu) we

wspotrzednych LagraNge'a przy pomocy wzoru

u(Q, - ak) := 1u (h1(Q1, -y QK), - P30(A15 o OK) )

- czasem mowimy o potencjale lagrangeéwskim.
Oczywiscie mamy tutaj tez

u(t) = u(q1(t), ... g(t) )
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Funkcjg Lagramge a uktadu nazywamy funkcje

1(Q1, -oes G 15 oo Tk ) = £(Q1, ey ks P15 -oes Tk ) = U(Q1, -, Tk)-

Mamy
Fidl
aridrj

(@1, - O M1, - Tk) = @j(a1,-.0k)  dla  ij,=1,..,k

Wynika stgd natychmiast, ze formy hesjanowe zaréwno kinecjatu f jak i
funkcji Lagrange'a /, majg posta¢
1 k)2 k
W@t QM) = 5 Y Y @A G T
=1 0=

a wiec - jak to wynika ze wzoréw (3.3.1) oraz (3.3.2) - sg one formami
okreslonymi dodatnio.

Przy zatozeniu gtadkosci wiezéw, catkowicie elementarnymi, ale bardzo
diugiemi i zmudnymi rachunkami (na do$¢ szybkim wyktadzie zajmujg one -
naogét - koto dwdch godzin wyktadowych), po podstawieniu do réwnan
Lagrange'a 1-go rodzaju (3.2.2) nowych funkcji g; otrzymujemy rownania (z

ktérych zniknety mnozniki Lagrange'a /j ):
(3.3.3) Eill;q1,....qd = 0, i=1, ..,k
gdzie operatory E j sg zdefiniowane wzorem (2.7.2), czyli, ze mamy

TWIERDZENIE 3.3.1. Dla ukfadéw ortonomicznych ruch uktadu we
wspoétrzednych Lagrange'a (g\t), ..., g | <(t)) spetnia réwnania (3.3.3), zwane

rownaniami Lagrange a W-go rodzaju i drugiej postaci.

UWAGA 3.3.1. Rdéwnaniem Lagrange'a 2-go rodzaju i pierwszej postaci
nazywamy réwnania ruchu uktadéw ogdlniejszych niz uktady ortonomiczne (o
sitach nie koniecznie potencjalnych). W réwnaniach tych po prawej stronie
mamy lagrange'iany o funkcji tworzacej t (a nie nie o funkcji tworzacej /), a po
lewej ich stronie stojg wspétrzedne Lagrange'a sit (sita Lagrange'a) - ich postaé

mozna znalz¢ w kazdym podrecznku mechaniki teoretyczne;.

Dla uktadéw ortonomicznych mamy wazne twierdzenie, ktére mozna

wypowiadac na rézne sposoby :

59



60

K. Tatarkiewicz

TWIERDZENIE 3.3.2a (Mechaniczna zasada zachowania energii we
wspotrzednych  kartezjanskich). Dla kazdego ruchu uktadu ortonomicznego

istnieje stata {zwana stafg energii) e,, taka, ze mamy
(3.3.4) e (X1(t),..., Xan(t)) + 1u(x1(1), ..., Xan(t) = €
dla wszystkich t z dopuszczalnego przedziatu czasu.

Wzor (3.3.4) moze byc¢ tez zapisany w krotszej (ale mniej intuicyjnie

zrozumiatej) postaci

TWIERDZENIE 3.3.2b  (Mechaniczna zasada zachowania energii we
wspotrzednych Lagrange'a). Dla kazdego ruchu ukfadu ortonomicznego istnieje

stafa e, {zwana statq energii), taka, ze mamy

Hga(t), ... gk(t); g1(t), .., gk(D) + u(g1(t), ..., gkl(t)) =eo
dla wszystkich t z dopuszczalnego przedziatu czasu.

TWIERDZENIE  3.3.2C (Jeszcze inna forma mechanicznej zasady
zachowania energii we wspoéirzednych Lagrange'a). Dla kazdego ukfadu

ortonomicznego wyrazenie

(3.3.5) t(q1, - Gk; d1, dk) + U(g1,...9k) = C
jest catkg pierwszg (tak zwang catkg pierwszg energii) uktadu rownan (3.3.3).

Te twierdzenia stanowig szczegdélne przypadki Ogdlnej Zasady

zachowania Energii 2°.

Przypominam, ze zgodnie z naszga uproszczong symbolikg Mengera
symbol ¢ oznacza funkcje statg o wartosciach réwnych liczbie ¢ (to znaczy, ze

jest funkcje taka, ze c (t) = c dla wszystkich c e R).

UwAGA 3.3.2. ROzni autorzy rézne wyrazenia nazywajg catkami
pierwszymi'. 1°funkcje 2k zmiennych (ewentualnie 2k + 1 zmiennych) t + u,
2° te samg funkcje przyrownanag do statej i wreszcie 3° to samo po podstawieniu
g\ zamiast q% oraz podstawieniu 'q\ zamiast r, (te ostatnig definicje

zastosowalismy tutaj, nazywajgc (3.3.5) catkg pierwszg uktadu (3.3.3)).

Czytelnik zechce poréwnac te Uwage 3.3.2 z Uwaga 3.1.1.
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3.4. Zasada Hamiltona. Stad, Zze ruch rzeczywisty we wspotrzednych
Lagrange'a spetnia réwnania (3.3.3). wynika natychmiast, Zze ruch ten jest

krzywag stacjonarng cafki

d
B4.1)  Afcdiql= Alcd:gr..ad = [1o(g1, G g1, - GK)
c
zwanej dziafaniem Hamiltona w przestrzeni C2(c,d). Skoro - jak juz

zauwazylismy - forma hesjanowa jej funkcji tworzgcej / jest formg kwadratowg
okreslong dodatnio (dla wszystkich dopuszczalnych ukladéw zmiennych
(- | ,..,qk) ), wiec spetnia ona silniejszy warunek Zermeli Wynika stad

natychmiast, tak zwana, Zasada Hamiltona :

TWIERDZENIE 3.4.1 (Hamiltona stabe, czyli Zasada Hamiltona staba).

Ruch rzeczywisty uktadu ortonomicznego jest argumentem miejscowego

2
minimum dziatania Hamiltona Al w przestrzeni RC , (c,d; a,b).

Tradycyjnie (bez stosowania pojecia ekstremum miejscowego)

wypowiada sie te twierdzenie w nastepujgcy sposob :

TWIERDZENIE 3.4.1 a (Hamiltona stabe - inne sformutowanie). Ruch
rzeczywisty uktadu ortonomicznego jest argumentem stabego minimum
dziatania (Hamiltona) Al w przestrzeni RC , (c,d; ai,..., aR, b- g bk) (to jest
stabego minimum w zbiorze kC2? (c,d; ab) ), o ile tylko rdéznica d-c jest

dostatecznie mata.

Wynik ten, niemal natychmiastowo, mozna wzmocni¢. Bowiem skoro
problem spetnia silniejszy warunek Zermeli, to uzyskane ekstremum jest nie
tylko stabym, lecz nawet mocnym minimum (patrz [83], str. 125), a ponadto tez
ze spetnienia warunku Zermeli i z odpowiedniego lematu o "o wygtadzaniu"
(patrz tez [83], str. 102) wynika natychmiast, ze te silne ekstremum pozostanie
takim nie tylko dla odpowiedniego zbioru funkcji klasy C2 lecz nawet C!.

Udowodnilinsmy wiec (patrz [83], str. 197, Lemat 10.2).

TWIERDZENIE 3.4.2 (Hamiltona silniejsze, czyli Zasada Hamiltona
Mocniejsza). Ruch rzeczywisty uktadu ortonomicznego jest argumentem
miejscowego minimum dziatania Hamiltona Al w przestrzeni kC€)1(c,dj a,b), to

jest silnym minimum miejscowym w zbiorze RC' (c,d; a,b).
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Mozna pokaza¢ nawet wiecej, ale juz nie metodami rachunku

wariacyjnego, (patrz H.D. Btock [8]):

TWIERDZENIE 3.4.3 (Hamiltona - Btocka czyli Absolutha Zasada
Hamiltona). Ruch rzeczywisty uktadu ortonomicznego jest argumentem
miejscowego  absolutnego minimum  dziatania  Hamiltona Al w zbiorze
kC'(c,%a,b).

Nie bede tu omawiac uogdlnien tej Zasady na uktady nie ortonomiczne.

Zauwazmy, ze mimo, iz w naszych rozumowaniach méwimy o réznych
parametrach, to jednak rozpatrywane funkcjonat nie jest catkg parametryczna.

Ale i takie mozna tu wprowadzi¢ - patrz G. P ra n g e [69], str. 581 i nastepne.

3.5. Dzisiejsze sformutowanie Zasady Maupertuis. Przyjmijmy
definicje

DEeFINICJA 3.5.1. Akcjg Maupertuis nazywamy wyrazenie

Tlu;g;h]
(3.5.1) *Atlu;c,d; g]:=*Atu;c,d; g1, ..., Gn] :=f

9 to(q, q),

zdefiniowane dla @ € :':C? (u;ed; t+ u; h), gdzie g=(q1, .-, qn)-
W skrécie bedziemy tez pisa¢  *A¢[u; g] zamiast *A¢[u; c,d; q]

Uwaca 3.5.1. W symbolu *A | stosujemy gwiazdke, aby zwrdcic¢
uwage na nietypowg dla symbolu typu 1/ gdérng granice catki wystepujacej
po prawej stronie. Gwiazdka ta tez pozwala na tatwiejsze rozroznienie akgcji

Maupertuis *Af od dziatania Hamiltona Al.
Dla nas najciekawsze jest (patrz H.D. Btock [8]):

TWIERDZENIE 3.5.1. (Zasada Bftocka - rzekomo Maupertuis czyli Absolutna
Zasada Maupertuis). Ruch rzeczywisty q = °g(t) uktadu ortonomicznego jest
argumentem miejscowego absolutnego minimum akcji Maupertuis Af w zbiorze
C(u; ecd; t + u; h), gdzie h jest stalg energii rozpatrywanego ruchu
rzeczywistego q = 8q(t) (to znaczy, ze ma by¢ - na przyktad -

h:=t(°q(u), ©q) + u(°q(u))).

Moze bardziej przekonywujgce do matego znaczenia tej zasady bedzie

jej inne, rownowazne, sformutowanie :
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TWIERDZENIE 3.5.1 a. (Btocka - rzekomo Maupertuis - Absolutna Zasada
Maupertuis - inne sformutowanie). Ruch rzeczywisty q = 09q(t) ukfadu orto-
nomicznego jest argumentem wifaSciwego miejscowego absolutnego minimum

akcji Maupertuis m = * Af [a; q] w zbiorze

*rC%(0g;u; e d;t +u;t(0g(u),oq (W) + u (O (u))).

Te sformutowanie (najelegantsze) pokazuje nam po co byt nam potrzeby
zbiér z dwoma gwiazdkami (patrz Definicja 2.4.1) oraz pokazuje banalno$¢ tego
twierdzenia.

Moza pokaza¢, ze i na odwrdt, jesli pewien ruch gq = 0Og(t) jest
argumentem miejscowego minimum (cho¢by stabego) akcji Maupertuis oraz
Oq(t) # 0 dla wszystkich t e (a, b), to ruch ten jest ruchem rzeczywistym. Na
przyktadach (patrz nizej Przyktad 3.6.3) mozna pokazac, ze jesli istniejg punkty w
ktérych wartos¢ bezwzgledna predkosci (lagrange'owskiej) argumentu minimum
miejscowego (nawet absolutnego) akcji Maupertuis znika, to argument ten nie

musi by¢ ruchem rzeczywistym.

Zazwyczaj udowadnia sie (metodami, ktére bywajg metodami zblizonemi
do metod rachunku wariacyjnego) Zasade Maupertuis w znacznie stabszej

postaci, a mianowicie w postaci:

TWIERDZENIE 3.5.2. (Zasada rzekomo Maupertuis). Ruch rzeczywisty
g = O%(t) ukfadu ortonomicznego jest argumentem miejscowego lokalnego
minimum akcji Maupertuis At w przestrzeni *C",(u;nc,d; f + u; h) (to jest
argumentem stabego miejscowego minimum w zbiorze *G2(u; c,d; f + u; h) ),
gdzie h := t(q(a), % (a)) + u(®q(a)) jest statg energii rozpatrywanego ruchu

rzeczywistego q = %q(t)).

Czesto formutuje sie te Zasade jeszcze stabiej, jako zasade stacjonarna.
Ale to ostatnie sfromutowanie jest dos¢ mylgce. Wprawdzie - jak wiemy - ruch
rzeczywisty jest rozwigzaniem pewnych réwnan typu réwnan Eulera-Lagrange'a,
ale nie jest jasne jak sie one majg mie¢ do funkcjonatu (catki) * Af. Przeciez nie
beda to réwnania o funkcji tworzacej t, to jest funkcji tworzacej tej catki. Réwniez
archaiczne sformutowania o znikaniu wariacji nie mogg stosowac sig tutaj, gdyz
- jak zobaczymy - chodzi tutaj o zupelnie specyficzng (nigdzie indziej nie
stosowang) definicje wariaciji.

Twierdzenie Hamiltona odnosi sie do funkcjonatu wyrazonego przez
catke, ktorej funkcjg tworzgcg jest funkcja Lagrange'a, natomiast twierdzenie

Maupertuis odnosi si¢ do funkcjonatu wyrazonego przez catke, ktérej funkcjg

63



64

K. Tatarkiewicz

tworzacg jest kinecjat i ktéry ma minimum w Zznacznie mniejszym zbiorze niz
dziatanie Hamiltona. Inne - tak zwane - zasady wariacyjne, jak naprzyktad
Zasada - a raczej Zasady - Jacobiego (patrz nizej n° 4.5) sg rzadziej
wspominane w wyktadach mechaniki. Zauwazmy, Ze fakt iz mamy do czynienia
wytgcznie z uktadami ortonomicznymi, a wiec z wiezami skleronomicznymi i
sitami pozycyjnymi bardzo upraszcza nasze rozwazania : istotne sg tu dlugosci
przedziatbw czasu, a nie momenty ich poczgtku (i ich konca). Upraszcza to tez

manipulowania zaréwno catkg (3.5.1) (jak zresztg tez i catkg (3.4.1)).

Ze wzgledu na wychodzenie (w dos¢ skomplikowanej definicji) od
krzywych ruchu, a nie od samych ruchéw, mozna intuicyjnie zrozumiec,
dlaczego w wiekszosci (poprawnych Iub niepoprawnych) dowodéw Zasady
Maupertuis wychodzi sie z Zasady Jacobiego, ktéra moéwi wiasnie co$ o
krzywych ruchu.

Nie bede tu omawia¢ uogdlnien obu zasad na uktady inne niz ukitady
ortonomiczne.

Zauwazmy, jeszcze raz, iz mimo, iz w naszych rozumowaniach méwimy o
réznych parametrach, to jednak rozpatrywane funkcjonaly nie sg catkimi
parametrycznymi. Ale mozna i takie tutaj wprowadzi¢ - patrz G. P r a n g e [69],
strona 581 i nastepne. Trzeba wszakze pamieta¢, ze wykresy wszystkich ruchow
rzeczywistych x = x (t) lezg w spos6b normalny w stosunku do osi czasu (czas
bowiem "nie cofa" sie nigdy) i dlatego naturalne sg wszystkie nieparametryczne
catki z catkowaniem w stosunku do czasu. Jedynie naturalne sg parametryczne
catki, gdy zmienng catkowania jest nie czas, lecz inne wielkosci, na przykiad,

dtugos¢ krzywej ruchu.

UWAGA 3.5.2. Tradycynie zapisuje sie prawg strone wzoru (3.5.1) w
postaci
2[E dt

co w naszej (wykazujgcej wiecej precyzji) symbolice, datoby sie - od biedy -

zapisac jako
b

2fe
a

- oczywiscie  tradycyjny  zapis jest nieporozumiem, zwigzanym z

nierozréznianiem przynajmniej trzech réznigcych sie miedzy sobg trzech funkgciji:
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funkciji e (funkcji jednej zmiennej), funkcji 'e (funkcji 3n - ewentualnie 3n + 1 -

zmiennych) oraz funkcji t (funkcji 2k - ewentualnie 2k + 1 - zmiennych).
3.6. Przykiady. Warto dlatego rozpatrzy¢ tutaj pare prostych przyktadow.

PrRzyktAD 3.6.1. Rozpatrzmy punkt o masie 2, poruszajgcy sie po -
mowigc fizycznie - poziomej prostej bez tarcia. Czyli wezmy pod rozwage ruch
punktu o masie 2, skrepowanego wiezami holonomicznymi regularnymi
(zapisanymi w odpowiednim ukfadzie odniesienia) x2 = 0, x3 = 0, gtadkimi, bez

dziatania sit. Takim ruchem rzeczywistym moze byc¢ - na przyktad - ruch

(3.6.1) YHidie W, B=U Yalll=0 dla t €(0, to),
gdzie v jest pewng statg dodatnig (o oczywistej interpretacji). Mamy wiec mie¢

(3.6.2) O0x1(to) = vig =1 d.

W naszym przypadku sity znikajg tozsamosciowo, wiec potencjat jest

staty - mozemy go przyja¢ jako réwny zeru. Wtedy
(3.6.3) t=1

i mamy tu (przyjmujac x = x- | za zmienng Lagrange'a) funkcjonat zdefiniowany w
zbiorze - | C! (0,t,; (0),(d)) dla - na przyktad - s = 1 = r (oznaczam tutaj przez -
na przyktad - (a) punkt o jedynej wspotrzednej a ). Uwzgledniajgc (3.6.2)

otrzymamy tu

b b
(36.4) A/[0,t0;(0),(d);°x = [ To(x°X)= [ [°x2 =v2t=vd.
0 0

Mozna tu, wzglednie elementarnie, pokaza¢ bezposrednio, ze
argumentem minimum absolutngo A/ w zbiorze - | C! (0,t;; (0),(d)) jest wiasnie

funkcja x(t) = vt.

Bedzietudla °x € 1C1(0;(0),(d); t;h) i dla n=1 tez

*A¢ [05(0).(d); °x] = vd.

Ale bedzie to wynik banalny, bowiem w tym przypadku, skoro u = 0, to
ma byé t = h. Wynika stgd po prostu, ze t (x, *) = *2 = h, czyli wynika, ze

X ~-const, a wiec skoro mamy (3.6.1), to zbior
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1C1(0 ,to; (0),(d); t; h)

sktada sie tutaj tylko z jednego ruchu, a mianowicie z ruchu rzeczywistego... o

PRzYktAD 3.6.2. Rozpatrzmy punkt o masie 2, poruszajacy sie po -
mowigc fizycznie - poziomej ptaszczyznie bez tarcia. Czyli wezmy pod rozwage
ruch punktu ruch punktu skrepowanego wiezami holonomicznymi regularnymi
(zapisanymi w odpowiednim ukfadzie odniesienia) x3 = 0, gtadkimi, bez
dziatania sit. Takim ruchem rzeczywistym moze by¢ - na przyktad - znowu ruch
(3.6.1), a wiec

Ox1(to) = Vi =: d.

| w tym przypadku sity znikajg tozsamosciowo, wiec potencjat jest staty -

mozemy go przyja¢ jako réwny zeru. Wtedy zachodzi (3.6.3) i mamy tu

(przyjmujac  x- |, x2, za zmienne Lagrange'a) funkcjonat (dziatanie Hamiltona)
WYynosi
fo to fo
*2 .2
A, [0ty x1,X0] = f [o(Xq, Xp) = f to(Xq, Xp) =f Xpid X,
0 0 0

i jest zdefiniowany w zbiorze 2C'(0,t; (0,0),(d,0)). Jak tatwo mozna obliczy¢ i

tutaj mamy wzor analogiczny do wzoru (3.6.4)
A/[0,to; °X1, °X0] = V21, =vd.

Tu jest nieco trudniej bezposrednio pokazaé¢ stusznos¢ Zasady

Hamiltona, ale i tu mozna to zrobi¢ elementarnie.

Akcja Maupertuis bedzie tu miata te samg funkcje podcatkowg

T[u;xq, x9);vd] ke

*A¢[0; xq, x9] =" At[0;(0,0),(d,0); x4, Xo] := fO
tyle ze bedzie ona zdefiniowana w zbiorze %C' (0; (0,0),(d,0); ¢, h ), a ponadto
catka bedzie miata inng goérng granicg. Tu tez *Af [u; xt, %2] = v2 t, = vd. A jaka
bedzie wartos¢ akcji dla innych ruchéw poréwnawczych ? Poniewaz ich stata
energii ma by¢ taka sama, a energia potencjalna réwna sie zeru, wiec i energie
kinetyczne ruchéw poréwnawczych muszg byé takie same. Skoro mamy do
czynienia z jednym punktem poruszajgcym sie musi on -- w tych warunkach -

miec¢ statg wartos¢ bezwgledng predkosci, tez réowng v.
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Przypu$émy, ze rozpatrujemy ruch poréwnawczy xi = 'xvt), x2 = 1x2(t).
Skoro jest on zdefiniowany w zbiorze %C" (0; (0,0),(d,0); ¢, h ), to musi on spetnia¢

warunki

1x1(0)=0="x1(0), Tx2(0) = 0="x2(0),
(3.6.5) 0
xit1) =d="xi(to), Txat1) = 0="xa(to).

gdzie ti =T [0; (x- | , x2)', h]i T jest funkcjonatem zdefiniowanym wzorem (2.2.7).

Przypusémy, ze dtugosc krzywej danej parametrycznie wzorami
x1 = 1x1(t), x2 = Txa(t) dla t e (0, T[0;(xq,x2); h]).
wynosi di . Oczywiscie, jesl

[°x1,°X2] = ['x1, 1x0]
to mamy
d <dj,
a wiec
*At[0; °x1, °x2] = V2t =vd < vd1 = * A¢[0; Txq, 1]

- (stosujgc skrotowg forme zapisu akcji At) wykazalismy tu bezposrednio
stusznos¢ (w tym przypadku) absolutnej Zasady Maupertuis w zbiorze

2C1(0; (0,0), (d,0) :f: h).

Ale ruch rzeczywisty [9x- [ie 0x2] nie jest argumentem minimum (ani nawet
ekstremum) nawet stabego miejscowego (to jest lokalnego, miejscowego) akcji

Maupertuis w przestrzeni utworzonej w sumie przestrzeni

C = |J 2C}(0.t0;(0,0), (d,0); £; ),

0<h

to jest dla przestrzeni wszystkich ruchéw poréwnawczych spetniajgcych zasade
zachowania energii, czyli dla przestrzeni typu C(a,b; f) jak czesto myslg
czytelnicy bardziej niechlujnych formutowaé Zasady Maupertuis. Istotnie w takim
zbiorze, ruchy w naszym wypadku muszg mie¢ statg wartos¢ bezwzgledng
predkosci oraz spetnia¢ warunki (3.6.5).

Istotnie, przypusémy, ze ruch poréwnawczy odbywa sie po krzywej o
dtugosci d- | . Wartosé bezwzgledna predkos¢ ma by¢ stata, na przyktad, réwna

vi, a wiec ma bvé

h=(vq)2.
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Mamy wtedy
*At[u; 1x9, Txo] = vqdy.

Ale wtedy mozemy obra¢ taki ruch poréwnawczy po krzywej lezacej
dowolnie blisko ruchu rzeczywistego, a wiec di moze by¢ dowolnie bliskie do d.
Natomiast przy obecnych naszych zatozeniach vi jest dowolne. Wystarczy wiec
obraé bliskie mu v, ale takie, ze v- | di jest mniejsze od vd. A wiec istniejg ruchy
porbwnawcze w C, dowolnie bliskie ruchowi rzeczywistemu (w odpowiedniej
metryce, na przyktad w metryce C2? lub nawet C'), takie ze dla nich akcja jest
mniejsza niz dla ruchu rzeczywistego. Wynika stad, ze w przestrzeni ruchéw
spetniajgcych zasade zachowania energii (z dowolng statg tej ostatniej) ruch

rzeczywisty nie jest argumentem minimum akcji Maupertuis. o .

PRzykeAD 3.6.3. Rozpatrzmy punkt o masie 2 i jego ruch bedacy,
mowigc fizycznie, ruchem po ukosnej ptaszczyzZnie. Matematycznie jest to ruch o
dwoch stopniach swobody, skrepowany uwiktanymi wiezami ortonomicznymi (to
jest wiezami holonomicznymi, regularnymi, skleronomicznymi) uwiktanymi - na

przykiad - o postaci
X1 = X3,

o realizacji gtadkiej, poruszajgcego sie pod wpltywem statej sity (sita ciezkosci w

odpowiednio dobranych jednostkach):

Obierzmy jako wspotrzedne Lagrage'a x1 i x2, to jest potézmy xi =qi,

x2 = Q2, x3 = Q1 m Wtedy potecjatem jest funkcja

u(g1,92) = 8ai,

zas kinecjatem
. 2 2
HQ1,02;r1.r2) = 2] + 1,
i mamy

t(q1,02; 11,12) + U(g1,02) = 2r; +1, +8q.

oraz
1(91,92; r1.r2) = 1(Q1,02; 11.r2) — U(d1,02) =217 + 1. — 8q;.

Natomiast zasada zachowania energii przyjmie tu posta¢

2q5+ q.+8g1=h,

(gdzie h jest statg energii), czyli
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2q5(t+ g +8gi(t)=h

w odpowiednim przedziale zmienne;j t.
Poprzez elementarnie dajace sie tutaj rozwigzaé réwnania Lagrange'a Il

rodzaju problemu, to jest poprzez réwnania

tatwo tutaj mozna obliczyé, ze ruchem rzeczywistym spetniajgcym warunki

brzegowe, na przyktad, warunki
q1(0)=0, g2(0)=0, 1(2v)=0, g2(2v)=0
(gdzie v jest pewng stata, o oczywistej interpretacji ¥&1(0) = 2v) bedzie ruch
qity=—t2+2vt, go(t)=0.

Tutaj g- \ (0) = 2v, %62(B) = 0, wiec statg energii ruchu rzeczywistego

bedzie h := 8v2. Zgodnie z Twierdzeniem 3.5.1, ruch rzeczywisty bedzie

argumentem miejscowego absolutnego minimum akcji Maupertuis *Af[0; g1 ,q’%]
w zbiorze ;C1 (0; (0,0),(0,0); t; 8v2).

Wezmy pod rozwage ruch

( — 124 2wt te(0,v)
qi(t) = V2 dla te(v,v+k)

V2 —[t—(v+k)]? te(v+k,2v+k)
got) = 0 dla te(0,2v +k).

Jest to ruch w ktérym rozpatrywany punkt spoczywa w punkcie (v2,0) -
na ukosnej ptaszczyznie, a wiec nie moze to by¢ ruch rzeczywisty (czytelnik
zechce te intuicje sam formalnie udowodni¢). Niemniej jednak jest to argument
miejscowego absolutnego minimum akcji Maupertuis *Af [0; q71,q2] w zbiorze

#C1(0,2v; (0,0),(0,0); f;8v?) - inna rzecz, ze jest to minimum niewtasciwe. o .

PRzyktAD 3.6.4. Rozpatrzmy jeszcze raz ukfad opisany w poprzednim

przyktadzie. Zauwazmy, ze tutaj zbiér

5C1(0;(0,0), (0,0); t + u; h)

bedzie pustydla h < 8v2. (gdzie v>0).[].
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Nie warto rozpatrywac¢ jeszcze prostszego przyktadu ruchu punktu po
prostej ukosnej (to jest ukiadu z naszego Przyktadu 3.6.3 skrepowanego
dodatkowo jeszcze wiezami x2 = 0), gdyz jest to ruch banalny, gdyz w nim ruch

rzeczywisty jest jedynym elementem zbioru ~C" (0; (0),(0); £, 2v2).

3.7. Wariacje i elementy stacjonarne. DziS mozna sie doskonale obejs¢
bez pojecia wariacji. Na przyktad, w monografi Rolfa Kilétzlera [36]
(poswieconej naogolniejszym - dzi§ juz rozwigzanym - zagadnieniom rachunku
wariacyjnego i do dzis dnia najlepszej monografii w swoim zakresie) wogdle brak
pojecia wariacji funkcji, a pojecie wariacji catki (w sensie Lagrange'a) wystepuje
dopiero na str. 68. Niemniej jednak w XVIII wieku (poczgwszy od J.L. de
Lagrange'a)iwXIX (a nawet jeszcze i w XX wieku) stosowano obficie pojecie
wariacji funkcji i wariacji funkcjonatéw (a raczej wariacji tylko pewnego typu
funkcjonatébw, a mianowicie wariacji cafek). Niestety, nieomal kazdy ze
stosujgcych jg przyjmowat inng jej definicie, przyczym te definicie nie byty
rownowazne. Dzi§ pojecie wariacji stosuje sie rzadko. A jak mozna by je dzi$

definiowaé ?

Dla przestrzeni skohczenie wymiarowych C (a wiasciwie wedle
uproszczonego schematu jaki nizej =zastosujemy, to tylko dla przestrzeni
kartezjanskicj lub  podobnych) wprowadza sie pojecie przestrzeni *C
wektorowych nad przestrzenia C. Jest to pojecie dobrze znane i uzyteczne, na
przyktad, przy wprowadzaniu jednego z wielu mozliwych poje¢ rézniczki. | my
tutaj - w ogdlniejszych przestrzeniach - postgpimy podobnie.

Wezmy pod rozwage dwa zbiory C i D. Zaktadamy, ze C jest metryczng
przestrzenig o metryce p (bedziemy ja wiec tez oznacza¢ symbolem C).
Natomiast o D zakiadamy, Ze tworzy ona przestrzen wektorowg rzeczywista.
Wprowadzamy operacje, na parach nalezagcych elementéw nalezacych do C,
ktéra oznaczymy symbolem" -", a ktérej wartosci nalezg do zbioru D. To jest dla
kazdej pary x,y e C ma istnie¢ element x-y = d e D i dla kazdego d € D ma
istnie¢c nieskonczenie par x,y tC takich, ze d :=x-y . Przyjmujemy, ze jesli
tylko d :=x-y, to wtedy wszystkie wartosci p(x, y) sg takie same (ale

niekoniecznie naodwrét). Mozemy wiec potozyé
(3.7.1) ld] = plx y).

Wynika stad, ze |6 | spetnia wszystkie warunki jakie musi spetnia¢ norma
- zakladamy wiec, ze tworzy |. | norme w przestrzeni wektorowej D. W

zastosowaniach przestrzenie D bedg zawsze przestrzeniami zupetnymi, a wiec
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bedg przestrzeniami Banacha, ale dopiero pdzniej bedzie dla nas konieczne

przyjecie tego zatozenia.

W te przestrzenie C i D wprowadzamy dziatanie " +". A mianowicie, jesli
x e C oraz d € D, to element x + d istnieje i nalezy do C. Skoro D jest
przestrzenia wektorowg, to wynika stad, ze dla kazdego x e C, kazdego d e D i
dla kazdej liczby rzeczywistej a jest x + ad e C. A wiec w pewnym sensie " +"
jest dziataniem odwrotnym do dziatania" -". Widzimy, ze w ten sposoéb, struktura
wektorowa przestrzeni D narzuca pewng podobng strukture (ale nie musi to byé
struktura wektorowa). Przy naszych (do$¢ skomplikowanch zatozeniach i
definicjach) mozemy traktowa¢ zbior D jako przestrzen wektorowg nad
przestrzenia C (a wiec i oznacza¢ *C := D). Zauwazmy, ze mozemy tutaj
zdefiniowa¢ prostg przestrzeni C przechodzacg przez dwa rozne punkty x,y e C
jako zbior {z = x + a(ly - x) : a e R }. A takze mozemy zdefiniowaé prostg

przechodzacg przez punkt xe C i majgca kierunek d e C jako zbior
{z=x+ad:aeR}.

PrRzyktAD 3.7.1. Wezmy pod rozwage przestrzenie C = C&(OJ; c,d) oraz
D = C%0,1; 0,0). Sg to przestrzenie funkcji jednej zmiennej x zdefiniowanych w
przedziale (0,1), z drugiemi pochodnymi ciggtymi i takiemi, ze mamy x(0) = c,
X(1) = d lub odpowiednio x(0) = 0, x(1) = 0.

Przestrzen C ma ze swej definicji metryke p(x, y) = max | x(t) - y()l
Natomiast funkcja x + y w D jest taka funkcja, ze (x+y)(t) = x(t) + y(t), oraz dla
a € R funkcja ax jest funkcjg taka, ze (ax)(t) = ax(t) (wszystko oczywiscie dla
te(0,1)) i jest to przestrzen rzeczywista wektorowa. tatwo widaé, ze jesli dla

kazdej pary x,y e C, potozymy (x-y)(t) := x(t)-y(t) dla te (0,1), to wtedy
x-yeD.

tatwo tez widaé, ze funkcja okreslona wzorem (3.7.1) istotnie moze by¢
uwazana za norme w przstrzeni D. Natomiast, jesli tylko c2 + d2 > 0, to przestrzen
C nie jest przestrzenia wektorowg (przynajmniej dla "naturalnych" definicji
dodawania i mnozenia). Mozemy zatem uwazagé, ze przestrzen C2%(0,1; 0,0) jest

przestrzenig wektorowg nad przestrzeni* 3 08(0,1 ;c,d). 0.

Rozpatrzmy funkcjonat I: C — R, gdzie zbiory C i D spefniajg wyzej
wprowadzone zatozenia. Ot6z moze sie zdarzy¢, Ze istnieje funkcjonat °“W: Cx D
— R, to jest funkcjonat od "dwdch" zmiennnych, a wiec jest to funkcjonat

w="W|[xd], liniowyw stosunku do drugiej zmiennej, a oprocz tego taki, ze
mam /
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(3.7.2) | Ix]-1[°x]- "W[°x, x - °x] | < a[p(x°x)]2

- naumyslnie, nie napisalem tu Zzadnego kwatyfikatora : wprawdzie w dalszym
ciaggu bedziemy zaktadaé, iz istnieje takie a > 0, ze dla kazdego x e C z
pewnego otoczenia °x zachodzi relacja (3.7.2). Ale czasem stosuje sie stabsze
zalozenie, ze stala a jest dobierana do elementu x. Ponadto, czasami po prawej
stronie tego wzoru stosuje sie inny wykiadnik niz 2, na przyktad, stosuje sie
wykfadnik 1 + ¢, gdzie € > 0. Jezeli taki dla danego funkcjonatu | istnieje taki

funkcjonat °W , to przyjmujemy nastepujgca definicje :

DEFINICJA 3.7.1. Funkcjonat °W (o ile istnieje) i jest liniowy w stosunku do
drugiej zmiennej, nazywamy mocng wariacjg (lub wariacig w sensie Stolza )

funkcjonatu | w punkcie x przestrzeni Cp.

Zamiast ‘W [x,d] powinni$my raczej pisa¢ bardziej pedantycznie °WII;x,dj.
Tradycyjnie element d zbioru D nazywamy wariacjg elementu (funkcji) i

oznaczamy ©Ox, natomiast wariacje funkcjonatu | oznaczymy symbolem 93l. W
przypadku dowolnych funkcjonatébw | mowi sie czasam o abstrakcyjnej mocnej
wariacji tego funkcjonatu.

Nie rozstrzygamy tu dla jakich funkcjonatow | istnieje mocna wariacja °W.

DEFINICJA 3.7.2. Jezeli dla funkcjonatu I: C — R i dla pewnego elementu

°x e C istnieje mocna wariacja i mamy
W[°x,d] =0

dla wszystkich d e D, to méwimy, ze °x jest mocnym elementem stacjonarnym

(lub elementem stacjonarnym w sensie Stolza) funkcjonatu | w przestrzeni C,,.
Przy przyjetych przez nas definicjach mamy natychmiast:
TWIERDZENIE 3.7.1. Jezeli istniejg liczby a i b, takie ze
| [x]-1[°x] | <a[p(x°x)]2

dla wszystkich — p(x,°x) < b (gdzie x €C), to °x jest mocnym elementem

stacjonarnym (lub elementem stacjonarnym w sensie Stolza) funkcjonatu |.

W konkretnych przypadkach zazwyczaj jest bardzo trudno znalez¢ mocng
wariacje i mocne elementy stacjonarne. tatwiejsze naogét jest wyznaczanie

zblizonych - stabszych - poje¢. W tym celu trzeba startowaé z definicji bedacej
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analogonem jedego =z wariantow pojecia kontyngensu dla funkcji wielu

zmiennych.

Wezmy wiec znowu pod rozwage dwa zbiory C i D spelniajgce te same

co wyzej zatozenia i znowu rozpatrzmy jaki$ funkcjonat I: C — R. Przyjmijmy

DerINICJA 3.7.3. O ile dla pewnego °x e C i dla kazdego d e D istnieje
funkcjonat

d
WPx d] = —I[°X +ad]|,

liniowy w stosunku do drugiej zmiennej, to nazywamy go stabg wariacjg (lub
wariacja w sensie Gateaux, albo tez wariacja w sensie LagraNgea) funkcjonatu

| w punkcie °x przestrzeni C,,.

Jesli wiec chcemy wyznaczy¢ wariacie W dla danego °x e C, (tu ani C ani

D nie musi mie¢ wprowadzonej metryki), to dla kazdego, ale ustalonego elementu

d t D znajdujemy funkcje
(3.7.3) h=hoeyg(a) =1[°x +ad],

poczym obliczamy jej pochodng w punkcie 0. Taka funkcja n°.j istnieje dla
kazdego elementu °x e C oraz kazdego elementu d e D.

| tutaj, zamiast WI[x,d] powinniSmy raczej pisa¢ zdecydowanie bardziej

pedantycznie WI[;x,dj. | tak samo jak dla mocnej wariacji, tutaj tradycyjnie
element d = x - °x nazywamy wariacjg elementu (funkcji) i oznaczamy ©&x,
natomiast wariacje funkcjonatu | oznaczymy symbolem &l. W przypadku

dowolnego funkcjonatu | mowi sie czesto o abstrakcyjnej stabej wariacji tego
funkcjonatu.

Zatozylismy, ze C, jest przestrzenig wektorowg metryczng. Na to by
istniata staba wariacja funkcjonatu I, muszg by¢ spetnione dodatkowe zatozenia

Z gwarantujgce, ze dla pewnego ustalonego x funkcja
h= hyq(a)

jest rézniczkowalna w punkcie 0 dla kazdego d, takiego, Ze d e D. Te ostatnie
zagdanie mozna nieco ostabi¢, jesli zbiér D jest przestrzenig metryczng
wektorowg o metryce p : wystarczy wtedy ograniczy¢ sie do d e D, takich, ze
p(d, 0) = 1. Tez mozna wtedy 2ada¢, ze dla x e C, d e D mamy x+ ad e C tylko

dla "matych" a e R.

Majgc pojecie stabej wariacji funkcjonatu mozemy przyja¢ definicje :
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DEFINICJA 3.7.4. Mowimy, ze element °x nalezacy do dziedziny funkcjonatu
| jest jego sfabym elementem stacjonarnym (lub argumentem stacjonarnym w

sensie Gateaux), jesli dla kazdego d e D mamy
W[°xd] = 0.

UWAGA 3.7.1. Lepiej jest nie méwi¢ o rézniczne w sensie Lagrange'a (a
tylko w sensie Gateaux), gdyz odpowiadajgcy jej element stacjonarny (staby
argument stacjonarny) nie jest funkcjg stacjonarng w sensie Lagrange'a tak jak
zdefiowaliSmy jg wyzej (jako rozwigzanie uktadu réwnan Eulera-Lagrange'a
problemu - patrz Definicja 2.7.1 oraz Uwaga 2.71) i w ten sposéb tatwo moze

dojs¢ do nieporozumienia.

UWAGA 3.7.2. Zauwazmy, ze obie te rozniczki sg zdefiniowane w dwoch
réznych sensach kontyngensu, a nie paratyngensu (ktéry w wogdle w

ogolniejszych przestrzeniach jest trudniejszy do wprowadzenia).

Mozna pokaza¢, ze jes$li istnieje mocna wariacja, to istnieje tez sfaba
wariacje i jest jej rowna. Podobnie, jesli dla pewnego funkcjonatu jakis element
jest jego mocnym elementem stacjonarnym, to jest tez jest jego stabym

elementem stacjonarnym.

A jak wygladajg stabe wariacije i stabe argumenty stacjonarne dla
funkcjonatéw dajacych zapisa¢ sie jako catki ? Okazuje sie, ze ftrudno jest to

zatatwic jednym rozumowaniem.

Na przyktad, wezmy pod rozwage przestrzeh C = kCé(O,1j c,d) oraz zbiér
D = i<C2(a,b; 0,0) z "naturalnymi" dziataniami "+"".1. Rozpatrzymy, juz wyzej

wprowadzong catke

d

(3.4.1) (Gt G = [ 1901, oo G @10 s GK)
C

przedstawiajgcg dziatanie Hamiltona. Wezmy ustalony uktad funkcji g e C =
i | <C%a,bj c,d) oraz ustalony uktad funkcji d e D = kC?%a,b; 0,0). Tutaj dla
kazdego a e R mamy q+ ad e C = kC%a,b; c,d). O ile potencjat u jest funkcjg

conajmniej klasy C2, to wtedy istnieje funkcja

d
hgd(@) = Ajlg+ad] = [/o(q+ad, g+ad)
C
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rézniczkowalna (w stosunku do a). Wynika to z zatozenia qf © C2 oraz z faktu, ze
kinecjat 'e eC?2 ze w zgledu na zmienne "nie kropkowane" i jest funkcjg
analityczng (jako wielomian) ze wzgledu na zmienie "kropkowane".

Przy pomocy dos¢ dtugich, ale banalnych rachunkéw, pokazuje sie, ze tutaj

Eil:g1, -0 9,

d
Wigd] = —A/lg+ ad]|a=0 =
i=1

N Sw— O

a wiec, ze stabe elementy stacjonarne sg tu, po prostu, argumentami
stacjonarnymi dziatania Hamiltona i - jak tatwo mozna pokaza¢ - tez argumenty

stacjonarne sg stabymi elementami stacjonarnymi.

Niestety, okazuje sie, ze wariacje i funkcje stacjonarne akcji Maupertuis
muszg by¢é zdefiniowane wedle nieco innego schematu. Musialyby one raczej
wychodzi¢ od analogonéw  przestrzeni  wektorowych nad  (nieliniowymi)
rozmaitosciami. Ale stworzenie takich analogonow jest tutaj mocno ktopotliwe.

Natomiast, jesli zrezygnujemy z abstrakcyjnej teorii, a ograniczymy sie tylko
do odpowiednio skonstruowanych przestrzeni funkcyjnych, to rzecz zaczyna sie
robic dos¢ prosta, bowiem argumentami akcji Maupertuis nie sg jakies elementy
abstrakcyjnyh zbioréw, lecz wiasnie pewne funkcje. A dla funkcji (rzeczywistych)
mamy "naturalne" dziatania dodawania i mnozenia przez liczbe rzeczywistg - a
mianowicie dla funkcji x i y (na przyktad nalezgcych do przestrzeni Cs)oraz

liczby (rzeczywistej) a, funkcjami x+y oraz ax sg takie funkcje, ze
(x+y)O):=x@®)+yt) oraz (ax)(t):=ax(t)
w czesci wspélnej dziedzin x i y oraz odpowiednio w dziedzinie x.
Wezmy wiec pod rozwage przestrzen U= :CQ(U; cd; t + u; h) oraz
zdefiniowang w niej akcje Maupertuis, to jest funkcjonat
Tlu;g:h] :
(3.7.4) *Atluicd:q] = [ to(g, g ).

Trzeba tu przyja¢ nowg definicje wariacji i argumentu stacjonarnego, ale
tak, by nie zostaly one sprzecznymi dla definicji poje¢ wczesniej juz przyjetych.
Podarujmy sobie tutaj definicje wariacji, ale przyjmijmy oparta o nig definicje

elementu stacjonarnego opartg o analogie do Twierdzenia 3.7.1, a mianowicie :

DEFINICJA 3.7.5. Mowimy, ze ukfad funkcji °q jest silnym argumentem

stacjonarnym akcji Maupertuis danei wzorem (3.7.4) (zas funkcjonat T dany jest
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wzorem (2.2.7yw prgestrzeni ﬁ)fjl\l!\/ rc &k t+ UL hk jesliistnieje k takie, ze dla

kazdego q tej przestrzeni, spetniajgcego warunek p(q.°q) < K mamy
(3.7.5) | *At[u;c.d;q] - *Atu;cd;°q]| < alr(q °q)2

Ale jak juz mowilismy, bardzo trudno jest tu przeprowadza¢ odpowiednie
rachunki do konca, na przyktad, korzystajgc bezposrednio lub tylko posrednio ze

wzoru (3.7.3).

Jesli chodzi o sftabe wariacje, to prawdzie mozna rozpatrywa¢ i tu
przestrzen metryczng C = ﬂCQ%OAJ c,d) i przestrzen wektorow D = C2(0,1; 0,0)
nad nig. Nich x e C oraz niech *d e D. Ale te przestrzenie nie bedg nas
interesowaty tu bezposrednio. Rozpatrzmy elementy (uktady funkcji) z = x + a*d
przestrzeni C - dla pewnych takich uktadéw z bedzie natomiast istnie¢ funkcja

re C2, taka, ze

q:=2Zore *C2(u;cd;t+u;h).

(patrz Definicja 2.2.2 oraz Definicja 2.2.3). Dla ukiadow takich funkcji (jesli one

istniejg) istnieje tez liczba T[u; q, h] taka, ze
rih=u, rREEN =1

i funkcja r jest zdefiniowana w przedziale {u, T[u; q; h]). A wiec i w tym samym
przedziale zdefiowany jest uktad funkcji z o r = (x + a*d) <> r, to jest uktad funkcji

(xior)+a(*djor)dlai=1,..., n. Potézmy q := x o r, d := :=*d o r oraz niech

(3.7.6) *ai(at) ;= qi(t) + aq(t), MR SV

to jest niech

“q(at) =q(t)+ad(t).

Przypusémy ze dla pewnego q = (g- bl g,), oraz dla pewnych d =
= (d-\ , .., d} dana wzorem (3.7.6) funkcja *q jest zdefiniowana jest dla a
nalezacych do pewnego otoczenia 0.

Wezmy pod rozwage (patrz Definicja 2.4.1) przestrzen C=.? ’:C? (q;uyv;
a,b; g-, h) - jest ona tozsama z przestrzenia L ¥*C2(u,v; e d; t + u; h), alejej
zastosowanie (a raczej zastosowanie jej symbolu) bedzie dla nas wygodniejsze
oraz zdefiniowang w niej akcje Maupertuis, to jest funkcjonat (3.5.1).

Ustamy funkcje q i potézmy

wg(a) =T [u; q +ad;h].
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Zgodnie z definicjg przestrzeni :C? (g;u,v;ab;g;h) bedziemy mieli

(3.7.7) wg (0) =v.
Potézmy tez

*hg,d(a) := *At[u;cd; q +ad]

Moze warto wypisac ten ostatni wzér w sposdb wyrazny

w(a) i T
*hq.d(a) = fu to(q +ad, g +ad).

Bedziemy uwazac¢ za funkcje d dopuszczalne, takie, ze dla nich funkcja
be.d istnieje w otoczeniu zera
Ze wzgledu na nieco inny schemat tworzenia tutaj funkcji h niz byto to

podane wzorem (3.7.4) musimy przyjaé nowe definicje

DEFINICJA 3.7.6. Nazywamy sfebg wariacjg catki (3.7.4) funkcjonat

(3.7.8) W(g, d] = — *hqa(a)l, 0,

da
jesli jest on liniowy wzgledem swej drugiej zmiennne;.
DEFINICJA 3.7.7. Stabymi funkcjami stacjonarnymi catki (3.7.4) nazywamy

funkcje nalezace do przestrzeni *C2(u; ¢,d; t + u; h), takie, ze dia kazdego

dopuszczalnego elementu d mamy
WIq,d] = 0.

A wiec by znalez¢ ewentualne stabe funkcje stacjonarne catki (3.7.4)
musimy zaczg¢ od obliczenia pochodnych (3.7.8) funkcji hg d w punkcie zero, to

jest obliczy¢ pochodne (wzgledem parametru) catki

d Wd@) g .
ﬁfu to(q +ad, g +ad)

- otrzymamy w ten sposoéb stabg wariacje akcji Maupertuis.
Powszechnie znany jest wzér (by unikng¢ watpliwosci, zaznaczamy tutaj

wyjgtkowo zmienng catkowania):
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d W@
ol f(a, t)dt =
dav’u
(3.7.9)
B el N TR w(a)) 9 wa)

na rozniczkowanie catki wzgledem parametru wystgpujgcego zaréwno w (gérnej)
granicy catkowania jak i w funkcji podcatkowej (patrz, na przyktad [48], str. 205).

Oznaczmy - dla ustalonego d -przez V{q,d,” a) wielkos¢ (3.7.9) w ktorej

przyjeliSmy

Mamy go zastosowa¢ dla a = 0 - zaktadamy, ze zrobiliSmy wystarczajgco
mocne zatozenia, by nasze pochodne byly ciagte w punkcie 0. Celem obliczenia

wyrazenia (3.7.9) potézmy
Vi(qd) = fu = 1q(t) + ad(®), qt) + ad(t) )|, dt,

Va(g.d) = t(q V), §v)) T2 0)

Z (3.7.7) mamy wA0) = v, wiec oczywiscie

V(g.d;a) = Vi(q.d) + Va(q.d).

Po dos$¢ diugich, ale standardowych rachunkach otrzymamy
v h
(3.7.10) Vitgd) = [~ > Eiltqr,.anldh
i=1

(przy ostrozniejszym przeprowadzaniu przeksztatcen otrzymalibysmy  w
podcatkowej sumie nie lagrange'iany, lecz wyrazenia catkowo-rézniczkowe, ktore
wymagajg stabszych zatozen, ale nie chcemy tu, na takie wzmocnienie wynikéw,
traci¢ czasu).

Gdyby nie bylo wyrazenia V1(q,d), to tez standardowymi rozwazaniami
wyniknetoby stad (z zatozenia, ze rozpatrujemy V1(q,d) zdefiniowanego dla a = 0

i dla wszvstkich d8Duszczalnvch funkcii d). ze mieiscowe minimum akcii
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Maupertuis musi spetnia¢é réwnania Eulera-Lagrange'a (tutaj sg nimi roéwnania
Lagrange'a Il rodzaju) o funkcji tworzgcej f, wobec czego z dodania wyrazenia
V2(q,d) musi wynikaé (wobec zachodzenia tych zwigzkéw dla wszystkich
dopuszczalnych d) spetnienie réwnan Eulera-Lagrange:a o funkcji tworzgcej / =
= f-u. Ale oznacza to, ze dodanie V2(q,d) winno spowodowac odjecie od lewych
stron réwnan Lagrange'a Il rodzaju o funkcji tworzacej f, lagrange'ianow od funkcji
tworzgcej u = u (ai,..., q,). Ale ta funkcja nie zalezy od wielkosci kropkowanych,
wiec powinne dojs¢ tylko wyrazenia
Ju

G (/_ql (Q1v -, 0n )

Z

g\/\

Nie bedziemy przeprowadzali rachunkéw, by udowodni¢ poprawnos¢ tego
intuicyjnego rozumowania. Nie bedziemy ich przeprowadza¢, bowiem tutaj
wyznaczanie argumentéw (czy ewentualnie funkcji stacjonarnych) jest zupetnie
niecickawe, gdyz wiemy, ze interesujgce nas uktady funkcji sg nie tylko niemi, ale
miejscowymi minimami, i to nawet absolutnymi miejscowymi minimami. A przytym
(patrz praca H.D. Btocka [8]) dowdd tego znacznie silniejszego wyniku jest
nieporéwnanie prostszy (pojeciowo) i krétszy rachunkowo niz pokazana w tym
paragrafie droga. Najwyzej nalezatoby jeszcze pokaza¢, Zze owe minima s3

tymbardziej stabymi (i mocnymi) argumentami (funkcjami) stacjonarnymi.
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Dlaczego wiec zatgczytem ten diugi i dos¢ zawiktany (bez do konca
udowodnionych wynikéw) paragraf ? Po prostu dlatego, ze wydaje mi sie, ze
dostarcza on jeszcze jednego argumentu za matlym sensem umieszczania

zasady Maupertuis w wyktadach mechaniki teoretycznej...

3.8. Zasada Maupertuis jest "kulawa". Zauwazmy pewien do$é banalny
fakt (patrz - na przyktad - [86]), ktérego znajomos¢é za chwile sie nam sie
przyda. A mianowicie wezmy pod rozwage jakas funkcje f zdefinowang i
rozniczkowalng w sposoéb ciggly w dowolnym obszarze DC R,. Niech p bedzie
dowolnym punktem obszaru D, w ktérym gradient funkcji f nie znika. Mamy

wtedy:

TWIERDZENIE 3.8.1. Niech D jest obszarem CR,, peD /' niechaj
C' 3 f D — R oraz grad f(p) # 0, to wtedy istnieje zbiéor H := Z(p) C D
(istnieje zbiér Z*(p) CD), taki, ze p e Z ~(p) oraz p jest argumentem maksimum
(minimum) absolutnym funkcji f /H , to jest funkcji f obcietej do zbioru H =
= Z Mp)) (obcietej do zbioru Z*(p)).

W twierdzeniu tym (o banalnym dowodzie) zaktadamy tu, ze gradient f W

Po nie znika, na to by unikng¢ sytuacji w jakiej jest punkt (0,0) dla funkcji klasy C?2

0 x2+y2=0
g dla
0Py Sags ¥

f(x,y) =

s e

Oczywiscie, twierdzenie to bedzie stuszne dla kazdego n > 2. Ale bedzie
tez stuszne i dla funkcjonatdbw rozpatrywanych w obszarach przestrzeni

funkcyjnych. A mianowicie mamy

TWIERDZENIE 3.8.2. Niech D jest obszarem przestrzeni C, p e D / niechaj
II: D - R, o funkcji tworzgcej f e C2, jest catkg typu (3.4.1) spetniajgca silny
warunek Zermeli, to wtedy istnieje zbiorY~(p) C D (istnieje zbiér Y*(p) CD),
taki, ze p e YNp) oraz p jest argumentem maksimum (minimum) absolutnym

funkcjionatu h w zbiorze Y~(p) (w zbiorze Y*~(p)).
DowOD. Potézmy
*Y7(p)=1{q:klq] < klp]}.

W zbiorze Y (p) = *Y (p) + { p} element p bedzie argumentem

minimum (i to absolutnego) catki 1/. c.n.d.
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Wynik ten nie jest ciekawy, bowiem uzyskane zbiory nie muszg by¢ nawet

spojne. Ale mozemy uzyskac¢ nieco mocniejszy (ale niewiele elegantszy) wynik :

TWIERDZENIE 3.8.3. Niech D jest przestrzenig Banacha oraz niech
If : D > R jest catkg typu (3.4.1) o funkcji tworzgcej f € C2, spetniajgcg silny
warunek Zermeli. Jezeli p e D | wariacja catki 1/ nie znika w tym punkcie
tozsamoSciowo, to wtedy istnieje spéjny zbiér Z ~{p) C D ({istnieje spojny zbiér
Z*(p) C D), taki, ze p e Z ~{p), Z ~{p) — {p} jest zbiorem niepustym oraz p
jest argumentem maksimum {minimum) absolutnym funkcjonatu h w zbiorze
ZZ{p) {wzbiorze Z *(p)).

DowobD. Rozpatrzmy tutaj tylko najprostszy przypadek catki
v ; :
(3.8.1) I [uv; x]=k[uv; xq, ..., xp] = f fo(j, x, X)
u

w zbiorze CS(u,vjc,d).

Oznaczmy péttradycyjnie przez & =: W [p, Ox] wariacje tej cal w
ustalonym punkcie p. Przy ustalonej funkcji f staje sie ona funkcjonatem jedne;j
zmiennej dx (niezrecznie, acz tradycyjnie zwanej wariacjg funkcji). Dla
rozpatrywanej przez nas catki If i zbioru  CS(uyvj c¢,d), wariacjami bedg
elementy zbioru CS(uyvj 0,0). Dla innych =zbiorow w ktoérych rozpatrywac
mozemy naszg catke (lub dla bardziej skomplikowanych catek), konstrukcja
zbioru wariacji jest naogdt bardziej skomplikowana, a nawet czasami bardzo
skomplikowana (patrz, na przyktad, ksigzka G.D. Bl i s s a [7]).

Skoro dla naszego ustalonego p wariacja W[p, 0&x] nie znika
tozsamosciowo, to istnieje wariacja oy # 0, taka, ze W[p, oy] # 0, dla ustalenia
uwagi, niech na przyktad, VK[p, dy] < 0. Z wiasnosci wariacji catek (ich
jednorodnos$ci wzgledem drugiej zmiennej) wynika, ze bedzie tez (mamy

przeciez juz ustalone p i y)
wa):= Wip, ady] = a W[p, dyl<0.
dla a > 0. Wynika stad, ze istnieje a >0, takie ze dla 0 < a < a bedziemy mieli

Ir[uv; p+ady] < 0.
Potézmy

L™ ={x:x=p+ady, 0 <a < a},

a wiec dla xeL mamy If[u,v;x] < 0.

Oznaczmy
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“Z7(p)={q:klq] < klp]}.

W zbiorze *Z(p) = *Z(p)+ {p} element p bedzie oczywiscie
argumentem minimum (i to absolutnego) catki 1/. Oznaczmy przez Z(p) te
sktadowag zbioru *Z7(p), ktéra zawiera punkt p - jest ona z definicji zbiorem
spoéjnym (i - oczywiscie - nie pustym). A wobec tego, ze L" C Z "(p), a zbiér L~
zawiera conajmniej dwa rézne punkty (a nawet ich continuum). Skad i spojny
zbiér Z~(p) =zawiera conajmniej dwa rézne punkty, a wiec =zawiera ich
continuum.

Wychodzgc z podobnie zdefiniowanego zbioru **Z*(p) oraz odcinka L*
zdefiniowanego dla a* < a < 0 otrzymamy zbiér w ktdorym pjest maksimym

absolutnym, podobnie bedzie, gdy bedzie W[p, 6y] >0. c.n.d.

W gruncie rzeczy, twierdzenie to jest dos¢ banalne, bowiem zbior Z*(p)
nie musi mie¢ jakiejs "przyzwoitej" struktury (nie jest ono obszarem, ani zbiorem
domknietym - tyle tylko, ze =zawiera w sobie conajmniej odcinek prostej).
Natomiast nie banalne moze byé wyznaczenie jakiego$ elegancko
zdefiniowanego (i o jasnej strukturze) podzbioru Y zbioru Z "(p), takiego ze
p e Y. W kazdym takim zbiorze oczywiscie bedzie p argumentem maksimum
(minimum) absolutnym funkcjionatu If.

Z twierdzernia tego wynika, ze jesli wezmiemy pod rozwage dowolny
ruch y nie bedgcy ruchem rzeczywistym, nalezgcy do zbioru  Cs(u,vj c,d), to
mozna znalez¢é dwa podzbiory tego zbioru, takie, ze w jednym z nich y bedzie
argmentem minimum dziatania Hamiltona, a w drugim argumentem jego
maksimum.

WezZmy pod rozwage catke
v d :
(3.8.2) l[uv; x] =l [uyv; X1, ..., Xp] = fu to (j, X, X)

oraz ruch rzeczywisty y. Jezeli tylko potencjat uktadu u nie jest staty w Zzadnym
podobszarze swej dziedziny, to wariacja tej catki % w zadnym punkcie o
ustalonej pierwszej y zmiennej nie znika tozsamosciowo wzgledem drugiej
zmiennej, bowiem wtedy znika wariacja catki 1/. Zastosujmy teraz twierdzenie
3.8.3 do catki (3.8.2). Otrzymamy zbiér w ktérym dany ruch y jest jej
argumentem minimum. Ale w zadnym razie nie otrzymamy w ten sposob
Zasady Maupertuis - bowiem w Twierdzeniu 3.8.3 (przynajmniej w
udowodnionej przez nas jego wersji) wyszlismy ze zbioru  Cs(u,v; c,d) i

otrzymali$my jakis$ jego podzbiér, natomiast w Zasadzie Maupertuis wychodzimy
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od innego zbioru *Gs (u; a,b; g-, h). W Zasadzie Maupertuis modyfikuje sie tez
granice catkowania : mamy wiec znacznie wiekszg swobode dziatania niz nam
to dopuszcza Twierdzenie 3.8.3 i dlatego intuicyjnie wydaje sie nam oczywiste,
ze tym bardziej startujgc z duzego zbioru C otrzymamy ruchu rzeczywisty bedgcy
argumentem  minimum  (miejscowego) absolutnego akcji  Muapertuis @ w

odpowiednim (wystarczajgco "matym") podzbiorze zbioru C.

Mozna wykazac¢ stusznos$¢ tych intuicji. Bowiem Twierdzenie 3.8.3 moze
byé bardzo wzmocnione : warunek Zermeli moze by¢é zastgpiony stabszym
zatozeniem, a nawet catka h moze by¢ zastgpiona elementem dos¢ szerokiej
klasy funkcjonatéw.

Otéz jak juz dawno temu zauwazono (patrz - choéby - [69]), przyktadem

zastosowania takiego uogolnionego Twierdzenia 3.8.3 jest Zasada Maupertuis.

Funkcjonat * At [u; q] dany wzorem (3.5.1) zdefiniowany jest w ,bardzo
duzym” zbiorze | CsS(ajc,d). Do funkcjonatu *Af tego =zbioru i do ruchu
1)

(ktory, jak wiemy, jest rowny zbiorowi Cs(a,b; c,d; t + u; h)), petnigcy tu funkcje

rzeczywistego x° dobieramy "mniejszy" zbior **Cs(x°; u,v; ab; t + u

zbioru ZA(p). Oczywiscie
¥**C%x°uv;ab;t+u;h) C nCS(ab;ed;t+u;h)

(oraz tym bardziej jest on zawarty w zbiorze C° (a; c,d) ). A wigc Zasada
Maupertuis (nawet w swej absolutnej postaci Blocka-Maupertuis) jest wynikiem
catkiem banalnym.

Moznaby tez i inne podzbiory typu Z*(p) zbioru  Cs(a,b; c,d; f+ u)
dobiera¢ tak by ruch rzeczywisty byt w nich argumentem conajmnigj
miejscowego minimum akcji Maupertuis. Ale - trzeba to podkreslic - ze
otrzymane w ten sposéb twierdzenia nie byltyby juz Zadnymi Zasadami
Maupertuis.

Wido¢ tu wyraznie, iz Zasada Maupertuis (Twierdzenie 3.5.1) jest - w
gruncie rzeczy - wynikiem dos¢ banalnym. Ciekawe jest tu jedynie to, ze skoro
funkcjg tworzacg akcji Maupertuis jest kinecjat t (po podstawieniu czasowym
dajacy energie kinetyczng poruszajgcego sie uktadu punktéw), to zbiér majgcy
wiasnodci wyzej wspomnianego zbioru H := ZA(p) ma dos¢ prostg (i
elementarng) definicje opartg na funkcji t + 'iv (po podstawieniu czasowym
dajgcg catkowitg energie mechaniczng tego uktadu punktéw). Ale jest to tylko

ciekawostka, o korzeniach tkwigcych w historii mechaniki.
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Uwaga G. Prangego (zresztg, to chyba nie on byt jej pierwszym
autorem) ma pozornie inny charakter - méwi ona, ze na to by udowodni¢
wariacyjng Masade Maupertuis dobiera sie (jaka to zrobit - na przyktad - O.L.
H 6 | d e r) specjalny sposéb wariacji (w danym wypadku wariacja z czasem
wiasnie O.L. Hotd era) i ze w ten sposob (oczywiScie wariacjami innych
typdw) mozna udowodni¢ kazdg - w =zasadzie - zasade wariacyjng. Ale te
"wariacyjng" uwage fatwo mozna przettumaczy¢ na nasz jezyk minimum i
dobierania (ogdlniejszego niz w Twierdzeniu 3.8.3) odpowiedniego zbioru
Z(p).

Poniewaz nie podaje odpowiedniego uogdlnienia Twierdzenia 3.8.3,
wiec moze bardziej przekonywujgcy zwolennikdw Zasady Maupertuis bedzie
przyktad catek typu (3.4.1), ale w ktérych funkcjg tworzgcg catki (funkcjg
podcatkowg) nie bedzie funkcja /, lecz bedzie na przyktad funkcja f= JI lub tez
funkcja f = u2+ 7, dla ktérych i dla ruchéw rzeczywistych istniejg odpowiednie
zbiory, w ktérych owe ruchy stajg sie argumentami miniméw (maksiméw) catek
majgcych te funckje za funkcje tworzgce. Oczywiscie efektywne opisanie takich

zbioréw jest na pewno trudne i zueptnie nie ciekawe.

3.9. Omoéwienie wilasnosci obu Zasad. Dla uktadéw o jednym stopniu
swobody Zasada Maupertuis jest banalna, gdyz zbiér ruchéw poréwnawczych
sktada sie z jednego tylko ruch (rozpatrywanego ruchu rzeczywistego).
Natomiast dziedzing dziatania Hamiltona dla takich ukfadéw jest nieskonczony
zbior  funkcji, w  ktérym ruch rzeczywisty jest argumentem  minimum

(miejscowego, absolutnego).

Dla uktadéw o conajmniej dwoch stopniach swobody Zasada Maupertuis
przestaje by¢ zasadg banalng. Ale i tak dostarcza ona argument minimum w
znacznie mniejszym zbiorze funkcji niz Zasada Hamiltona. Wprawdzie pod
znakiem catki mamy w definicji akcji Maupertuis funkcje prostszg (i intuicyjnie
bedaca tutaj bardziej na swoim miejscu) niz w Zasadzie Hamiltona (ktéra z kolei
wynika niemal natychmiast ze spetniania przez ruch rzeczywisty rownan
Lagrange'a Il rodzaju), ale za to ma ona nieustalong goérng granice catkowania,
zalezng od catkowanej wtasnie funkcji. Jest to skutek definicji zbioru w ktérym
jest zdefiniowana akcja Maupertuis, rzecz jednak lezy w tym, ze - jak juz wiemy
- dla kazdej funkcji (kazdego) funkcjonatu (przy bardzo stabych zatozeniach o
jej, ewentualnie jego, dziedzine) i dla kazdego elementu tej dziedziny mozna
znalez¢ taki podzbior tej dziedziny, ze oOw element stanie sie argumentem

minimum funkcji (funkcjonatu) w owym podzbiorze. Gdyby jeszcze 6w podzbior
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wystepujacy w Zasadzie Maupertuis miat jakgs prostg definicje, lub byt w jakims
sensie bardzo intuicyjny, to moznaby sie z tg Zasadg jako$ pogodzi¢, ale w
sytuacji jaka tu rzeczywiscie istnieje, to Zasada ta winna ona przenies¢ sie z
podrecznikéw mechaniki dla studentdw do niskonaktadowych monografii historii
matematyki czy mechaniki.

Nieporecznos¢, nieuzytecznos¢ i nieintuicyjnos¢ Zasady Maupertuis
poswiadcza jej historia : 150 lat (1746 - 1896; lat, ktére moznaby nazwac latami
jej ,btedow i wypaczen”), lub nawet prawie 225 lat (1746 - 1970) w czasie ktorym
"walczono" o jej poprawne sformutowanie i o jej poprawne, a potym tez i o jej

eleganckie udowodnienie.

Rozdziat IV - ZASADA MAUPERTUIS W XIX WIEKU
«Les idées qui ne sont pas claires,
ne se prononcent pas clairement »

Trawestacja znanego francuskiego powiedzenia :
«Les idées claires ce prononcent d'une fagon claire».

Etudiez et la foi vous viendra !
Prawdziwa (lub rzekoma) odpowiedz J.
d'Alemberta  na wyrazone watpliwosci co do
poprawnosci Analizy.

4.1. Trudnosci. Swego czasu nositem sie z zamiarem napisania
(krotkiej) notki pod tytutem ,Dlaczego nie mozna napisaC historii Zasady
Maupertuis w okresie 1746 - 1895 ” (nie notki ; ,Dlaczego ja nie moge napisac
historii Zasady Maupertuis w okresie 1746 - 1895” ) i w pewnym sensie - mimo
niniejszej publikacji - do dzis podtrzymuje teze zawarta w proponowanym tej
notki tytule. Chodzi po prostu o to, ze nie tylko wszystkie prace o Zasadzie
Maupertuis, ktére powstaty przed 1896 rokiem zawierajg - z dziejszego punktu
widzenia - wyniki bgdz wrecz falszywe, badz przynajmniej niedostatecznie
uzasadnione. Ale, co gorzej, prace te sg tak sformutowane, ze ftrudno jest
wskazac¢ palcem : tu w tym miejscu jest luka w rozumowaniach (lub tez bigd). Ich
autorzy mieli jakies intuicje (z zakresu rachunku wariacyjnego i z zakresu
mechaniki teoretycznej), ale nie potrafili tych intuicji poprawnie uzasadnic.
Mozna powiedzie¢, iz wiedzieli, ze dzwonig, ale nie wiedzieli w ktérym koSciele.

Mv nip 7namv ich intuicii fiak wszplkip intuicip hvtv to nrzpciez tvlko ich
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subjektywne przekonania) i dlatego nie wiemy jak sensownie referowa¢ ich
poglady - oczywiscie moznaby ograniczy¢ sie do dostownego cytowania ich
prac, ale to nie datoby Zzadnej korzysci czytelnikom takich referatow. Nawet
gdyby byli to czytelnicy dobrze obznajmieni z 6wczesnym stanem matematyki
(jej aparatem pojeciowym i ze znanymi jej rezultatami).

Owczesni matematycy, z reguty w swych wypowiedziach, nie uzywali
kwantyfikatorow (one tez byly zastepowane intuicjami). Czesto wypowiedzi
éwczesnych matematykéw zawieraty explicite lub tylko implicite stowo "naogot".
A przeciez jesli cos zachodzi "naogdt", to znaczy, ze z punktu widzenia logiki cos
zachodzi lub moze nie zachodzié. Natomiast wedle intuicyjnego ich przekonania
autoréw znaczylo to, ze co$ ma nie zachodzi¢ "rzadko", przyczym w XX wieku
okazato sie w wielu wypadkach, ze to co$ co miato naogét zachodzi¢ "naogot"
wiasnie zachodzi wyjgtkowo - klasycznym przyktadem jest tu przekonanie, ze
"naogot" funkcje ciggte sg niemal wszedzie rézniczkowalne, a tymczasem, jak
dzi§ dobrze wiadomo, funkcje majgce choéby jedne punkt w ktérym sa
rézniczkowalne sg wyjatkami (w pewnym dobrze zdefiowanym sensie) w zbiorze
wszystkich funkcji ciagtych... To tez bardzo utrudnia sensowne referowanie XIX-
wiecznych wynikdw tyczacych sie Zasady Maupertuis. Niemniej jednak trzeba
pamietaé, ze olbrzymia wiekszos¢ wynikbw matematyki XVVIII- i XIX-wiecznej

daje sie - najczesciej po odpowiednim przeformutowaniu - i dzisiaj udowodnic.

Jak dalej zobaczymy, duzg role w poprawnym formutowaniu Zasady
Maupertuis odgrywajg granice catkowania odpowiednich catek. Dlatego warto tu
przypomnie¢ historie ich stosowania (patrz - na przyktad - Florian C a j o r i
[11], tl, str. 228, 242 - 252, szczegdlnie str. 250). Sam symbol catki |
(stylizowana litera" S ") wprowadzit Godfryd Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)
jeszcze w ostatniej déwierci XVII wieku - nie =zawierat on jednak granic
catkowania. Dopiero L. Euler zaczagt odczuwaé potrzebe ich zaznaczania w
trzeciej ¢éwierci XVIII, ale robit to innych miejscach odpowiednich wzoréw, niz my
to dzis robimy. Natomiast nasze miejsca na zaznaczanie granic catkowania
stuzyly od czasu do czasu do zapisu innych informacji (na przyktad do zapisu
zmiennej catkowania x, ktérg my teraz zapisujemy w zestawie dx).

Pierwszym, ktéry stosowat nasz sposéb zapisu catki oznaczonej byt
Jean-Babtiste Joseph de Fourier (1768 - 1830) koto 1820 roku. Od razu
wszedt on do zasobu symboli matematyki, ale nie znaczy to zeby byt on w XIX
wieku powszechnie stosowany. Jeszcze Henryk Hertz (1857 - 1894) w pracy
[25] pisanej po 1890 roku wprawdzie zaczyna niektére nowe rozdziaty (patrz -

na przyktad nizej - jego § 625, nasz n® 4.7) od wypisania catki oznaczonej z
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zaznaczonymi granicami catkowania, ale pdzniej stale opuszcza te granice w
swych wzorach. Dzi§, sto lat pdzniej, kiedy catki "nieoznaczone" wystepujg w
praktyce wylgcznie w wyktadach rachunku rézniczkowego i catkowego (i
¢wiczeniach) poswieconych ,elementarnym metodom catkowania” oraz w
wyktadach  poswigconych elementarnym metodom rozwigzywania roéwnan
rézniczkowych (a ponadto matematycy czesto stosujg - dla uproszczenia - te
zapisy w swych brulionowych rachunkach), trudno nam jest zrozumie¢ przyczyny
stosowania takiej symboliki. Szczegdlnie, ze - jak dzis§ to dobrze wiemy -
prowadzito to czesto to btedow. | dlatego to nie zaznaczanie granic catkowania
w symbolu catki [... dx nie utatwia dzi§ studiowania starych (nawet tych tylko

z przed 1914 roku) prac.

Moze wypowiedziatem sie wyzej za ostro, ze nie mozna napisa¢ historii
Zasady Maupertuis w okresie 1746 - 1896. Moze mogly jg jednak napisaé
napisa¢ ktos, kto doskonale opanowat oznaczenia, pojecia i wyniki matematyki
tego okresu. Osoba ktéra by nie tylko wiedziata jakie i kiedy wyniki
opublikowano, ale tez kiedy weszty one naprawde w $Swiadomos$¢, jesli nie
wszystkich matematykéw, to przynajmniej specjalistow z tej dziedziny. | ktéra
potrafitaby sobie wyrobi¢ intuicie podobne do intuicji do O&wczesnych
matematykéow (podobne, gdyz o takich samych nie moze by¢ nawet mowy -
zresztg kazdy z o6wczesnych matematykow musiat  mie¢, przynajmniej
czesciowo, rozne intuicje). Pewnie nie mam racji, ale przynajmniej w Polsce, nie
widze Zadnego kandydata na autora takiego artykutu o Zasadzie Maupertuis w
XIX wieku (a tym bardziej na autora jakiejS wyczerpujacej monografii na ten
temat). W kazdym razie musiatby to historyk nauki (matematyki) o doskonatym
"warsztacie" - nie ma mowy by temat ten zaatakowa¢ "z drogi". Oczywiscie, ze
nie chodzi mi tutaj o sporzadzenie jakiejs listy prac (z bezkrytycznymi
streszczeniami) na ten temat, czegos w stylu monografi [90] |zaaka
Todhuntera (1820 - 1884), napisanej 140 Ilat temu. Wprawdzie jest ona
poswiecona nie mechanice, lecz rachunkowi wariacyjnemu, ale rozpatrywany
przez nas dziat mechaniki nalezy tez i do rachunku wariacyjnego i jak on byt -
dobrze to widaé z ksigzki . Todhuntera - tylko bagnem.

Zauwazmy, ze wszystkie te uwagi co do trudnosci opracowania historii
Zasady Maupertuis odnoszg sie tez do znacznie szerszego tematu jakim jest
owo bagno, czyli historia rachunku wariacyjnego w XIX wieku, a raczej historia
rachunku wariacyjnego przed okoto 1880 rokiem, to jest przed pracami Karola
Weierstrassa (1815 - 1897) i P.D.G. du Bois-Reymonda, a nawet

historia rachunku wariacyjnego przed pracami D. Hil berta (patrz [26]) z
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poczatku XX wieku. Moéwie tu o tym, gdyz proponowano mi, bym wygtosit na XIV
Szkole Historii Matematyki referat o historii rachunku wariacyjnego w XIX wieku.
Odrzucitem te propozycje, gdyz opracowanie historii tego dzialu matematykiw
XIX wieku, jest jeszcze trudniejsze niz opracowanie historii Zasady Maupertuis w
tym okresie : poszczegdlne prace z zakresu rachunku wariacyjnego sg réwnie
metne jak prace poswiecone Zasadzie Maupertuis, tyle, ze jest ich znacznie

wiecej...

Dlatego tez ogranicze sie tylko do krétkiego omowienia tylko niektérych
wczesniejszych prac o Zasadzie Maupertuis z okresu miedzy dziatalnoscig P.L.
Maupertuis, a praca O.L. H 6 | d e r a. Dokladniej omowie tylko ostatnig
prace na ten temat z tego okresu, a mianowicie prace [25] H. Hertza. Ona
bowiem dopiero jest - z dzisiejszego punktu widzenia - na tyle (przynajmniej
czesciowo) poprawnie sfromutowana, ze mozna wskaza¢ w niej fatwo niektore
(acz nie wszystkie) usterki. Oczywiscie nie bede omawia¢ wszystkich
poprzedzajgcych jg prac - chociazby dlatego, ze jest ich zbyt wiele - ale mimo
to chcialbym przekonaé czytelnikbw, ze w tym okresie bylo ciggte
zainteresowanie tg Zasadg i ze - mimo to - przez kilkadziesigt lat nie umiano
sobie da¢ z nig rady. Moze witasnie dlatego Zasada ta wzbudzita takie
zainteresowanie ? A moze zainteresowanie nig wynikato z prostoty wystepujgcej
w sformutowaniu tej Zasady funkcji podcatkowej (funkcji tworzacej catki),
utozsamianej z energig kinetyczng uktadu (acz, na prawde, byt to kinecjal).
Bowiem nie zauwazano, ze potencjat (lagrange'owski) i tak musi by¢
wspomniany, tyle, ze w definicji zbioru (przestrzeni) w ktérym ta catka jest
rozpatrywana. A réwnoczesnie nie zdawano sobie sprawy z banalnosci jej

sensu fizycznego.

Streszczajac, trudnosci oceny prac XIX-wiecznych polegajag na kilku

usterkach (z naszego punktu widzenia) catej matematyki tego okresu:

10 Nikt wtedy nie moéwit o dziedzinach funkcji. Pojecie to formutowane
eksplicite, zjawito sie bardzo pézno, a przynajmniej zjawito sie bardzo pdézno
jako pojecie stosowane na codzien, chyba dopiero koto roku 1900 (mysle, ze
nastgpito to pod wptywem badan dziedziny naturalnej funkcji analitycznych).

2° Nie stosowano wtedy tez naszego zapisu catek - jak juz zauwazyliSmy
zapisywano je wtedy tak samo, niezaleznie od tego czy miata to by¢ catka
nieoznaczona czy tez oznaczona - bez zaznaczania granic catkowania. W

wypadku catek oznaczonych granice catkowania byty przyjmowane w zasadzie
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w sposoéb milczgcy (a tylko rzadko kiedy formutowane, i to wtedy tylko w sposéb
uboczny).

3° O ile wtedy, mniej wiecej wszyscy, stosowali pojecie rézniczki,
przynajmniej w intuicyjnie, w tym samym sensie, o tyle pojecie wariacji (ktore
usitowano zdefiniowa¢ jako uogdlnienie pojecia rézniczki - zresztg w pewnym
sensie jest ono nim istotnie) w réznych momentach XIX wieku, a nawet u
réwnicze$nie zyjgcych réznych autoréw, mogto znaczy¢ co innego. Warto - na
przyktad - zauwazy¢ réznice (istotne) w definiowaniu wariacji u L. Eu l er a, J.L
de Lagrange'a i C.G.J. Jacobiego (patrz, na przyktad, ksigzke |I.
Todhuntera [90]).

A tymczasem widzieliSmy jakg role odgrywajg pojecia dziedziny funkgciji
oraz dziedziny funkcjonatu (catki) przy poprawnym formutowaniu Zasady
Maupertuis. A tez jakg role odgrywajg przy samej jej definicji granice catkowania
(zalezne od funkcji podcatkowej!). W tych warunkach trudno jest nawet
sprawdza¢, czy stosowano wariacje w sensie dla nas zrozumiatym (i -
oczywiscie - poprawnym).

4° Ogolnym grzechem matematyki XIX-wieczne bylo nie stosowanie w
sposob  wyrazny kwantyfikatoréw. | tu mamy kiopoty ze zrozumieniem
odpowiednich sformutowan Zasady Maupertuis : czy zachodzi ona dla kazdej
statej energii (a wiec dla wszystkich zachowawczych ruchéw poréwnawczych)
czy tylko gdy istnieje stata energi (zresztg rowna statej energii rozpatrywanego
ruchu rzeczywistego), ktérej sg réwne state h energii porownawczych ruchéw
(zachowawczych).

5° Do tego czesto dochodzg mylne wypowiedzi, Zze minimum poza
ogniskiem sprzezonym z poczatkiem krzywej staje maksimum odpowiedniej

catki (poréwnaj uwagi z korica n® 2.9, Przyktad 2.6.1 oraz Przypis 9).

Wszystko to razem powoduje, ze lepiej nie czyta¢ zadnych opracowan, a
tylko probowaé przegryzaé sie przez zrodla, to jest przez oryginalne prace.
Oczywiscie o ile napisane sg one w znanym czytajagcemu jezyku i o ile sg one
wogole u nas dostephe (co rzadko kiedy ma w Polsce miejsce w wypadku
starszych zroédet). A nawet lepiej nie opiera¢ sie na, naogot tatwiej dostepnych,
pézniejszych  ttumaczeniach - kazde tlumaczenie jest przeciez tez
interpetowaniem danego tekstu. Czytajgc opracowania nie poznajemy mysli
autora, tylko mysli opracowywajgcego go interpretatora, Ilub tez mysli
interpretatora, ktérego tekst przepisat (moze nawet z bitedami) czytany przez nas

dalszy opracowywujgcy ten temat...
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4.2. XVIII wiek. Mozemy przystgpic do omawiania wiasciwego tematu
tego referatu. Dos¢ beznadziejny spis literatury mozna znalez¢ w bibliografii
rachunku wariacyjnego Maurycego Lecat [44], [45], [46] oraz [47]. A
wiasciwie to nie on jest beznadziejny, co beznadziejne jest studiowanie
zamieszczonych w nim pozycji, gdyz ich autorzy w XVIII i w XIX wieku naogot
przepisywali jeden od drugiego i to teksty, ktére z naszego punktu widzenia sg
trudno zrozumiate i z reguly zawierajg liczne podstawowe btedy.

W literaturze podaje sie, iz bardzo szybko, zaraz po 1750 roku
stwierdzono (na przyktadach), ze ruch rzeczywisty moze nie tylko by¢
argumentem minimum akcji, ale tez i argumentem jej maksimum. Tymczasem,
jezeli jaki§ ruch jest chocby argumentem stabego, miejscowego minimum akciji,
to nie moze ani on, ani choéby jego uciecie do dowolnie matego przedziatu, byé
argumentem maksimum (jakiegokolwiek bagdz typu) akcji w zbiorze typu
“Cs(x°; uv;ab; t + wuw; h). A przeciez zgodnie z Twierdzeniem Btocka -
rzekomo Maupertuis wszystkie ruchy rzeczywiste ukfadéw ortonomicznych (te
zatlozenie moznaby zreszta nieco ostabi¢) sg argumentami miejscowych
(absolutnych) miniméw. Niestety, oryginalne (XVIll-wieczne i pdzniejsze) prace
na ten temat nie byly dla mnie dostepne, a nie zauwazytem zeby byty one gdzies
dostownie przytaczane w referujgcych te "wyniki" pracach historycznych..

Dlatego tez nie wiem, czy owo stwierdzenie o istnieniu maksimow akgciji
jest po prostu stwierdzeniem fatszywym, czy tez chodzi w nim tylko o to, ze dla
"dtugich" przedziatbw czasu argumenty miejscowego minimum mogg (acz nie
muszg !) przestaC by¢é argumentami minimum (ale nie mogg sta¢ sie wtedy
argumentami  maksimow !), czy tez wreszcie, przy dawniejszym zlym
doprecyzowaniu Zasady Maupertuis, owo maksimum ma zachodzi¢ (wedle
naszych dzisiejszych sformutowan) dla innego zbioru lub nawet dla innej catki
niz wystepuja one w "naszej" Zasadzie Maupertuis (poréownaj tez n° 3.8 wyzej

oraz Przypis °).

4.3. J.L. Lagrange.. Wzglednie ogdlnie Zasade Maupertuis, ale tylko
dla zagadnienien mechanicznych sformutowat dopiero J.L. de Lagrange
(1736 - 1813) w 1760 roku, (w pracy [39]). Jego wypowiedz tyczyta sie ruchow
rzeczywistych uktadéw n punktéw, odbywajgcych sie jedynie pod wptywem sit
skierowanych od jednego punktu do drugiego (takie sity wystepuja w ukfadach
planetarnych, szczegdétowo badanych wiasnie przez niego - mdwigc
dzisiejszym jezykiem sg to ukiady punktéw w ktérych dziatajg wytgcznie sity

wewnetrzne, spetniajgce silne prawo akgji i reakcji). Wypowiadziat on
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twierdzenie, ze przy tych zatozeniach ruch rzeczywisty jest krzywg stacjonarng

caftki (stosuje tu pewng modyfikacje symboliki 6wczesnie stosowanej)

n
>, mi[ v dsi,
=1

gdzie d§ jest "elementem i-tego tuku" krzywej po ktérej porusza sie punkt Pj.
Niestety ta jego wypowiedZ jest trudno zrozumiata - my jej raczej nie
rozumiemy, a tylko (w sposéb korzystny dla niej) prébujemy jg interpretowac.
Chciat on tez zastosowac jakg$s zasade ekstremalng do wyznaczenia ksztatu
swobodnie zwisajgcej wiotkiej nici.

Ale o ile nasza interpretacje sg poprawne, to jedna z jego sugestii byta
bardzo wazna. A mianowicie jego sugestia, ze ten wynik stosuje sie wylgcznie
do zjawisk w ktorych zachodzi Zasada Zachowania Energii (jest to bardzo
istotne, gdyz w ten sposdb zaczat sie =zbliza¢, by¢ moze, do wzglednie
poprawnej wypowiedzi Zasady Maupertuis).

J.L. de Lagrange zajgt sie dokiadniej (ogodlniejszymi) zasadami
catkowymi dopiero w swej Mechanice, wydanej po raz pierwszy w 1788 roku
[patrz [40] ), ale mimo, iZ napisana byla ona znacznie wcze$niej niz byta
wydrukowana, to jednak wiasciwie nalezy ona (ze wzgledu na swe
prekursorstwo) juz do matematyki XIX wieku. Natomiast jej drugie, bardzo
rozszerzone, juz dwutomowe, wydanie z 1811 roku (patrz [41] ), nawet formalnie
(i merytorycznie) nalezy juz do matematyki XIX wieku. Bytlo ono opracowane
przez Jakuba Filipa Marie B i n e ta (1786 - 1856) oraz przez Kacpra barona de
Prony (1755 - 1839). Dalsze wydania Mechaniki, zamieszczane w dzietach
zbiorowych J.L. de Lagrange'a byly juz tylko redagowane (a nie
opracowywane) przez Jézefa Bertranda (1822 - 1900) oraz Gastona
Darboux (1842 - 1917). Wprawdzie drugie wydanie Mechaniki jest bardzo
powigkszone, ale jesli chodzi o zasady wariacyjne (catkowe) to mato sie rdézni
od pierwszego wydania. Badania tych zasad majg wreszcie bardziej
systematyczny  charakter i podajg  ogolniejsze  sformutowanie = Zasady
Maupertuis. Niestety budzg one watpliwosci ze wzgledu - chocby - na brak
wszystkich potrzebnych zatozen. Ponadto, oczywiscie (falszywie) mieszajg one
znikanie wariacji, a wiec stacjonarng wariacyjng Zasade Maupertuis z
ekstemalng Zasade Maupertuis (i to w postaci, ktéra nie uwzglednia faktu, ze

moze ona dotyczy¢ wytgcznie ekstremum miejscowego).

Jak juz kiedy$ napisatem (patrz [84] : « Niestety, moim zadaniem, nie sg

udane prace Lagrange'a poswiecone zasadom wariacyjnym mechaniki. Nawet
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niewazne jest, Ze Lagrange nie rozréznia zasad wariacyjnych i ekstremalnych
(mimo iz dobrze wiedziat, ze znikanie pierwszej wariacji nie jest warunkiem
dostatecznym na istnienie ekstremum). Gorzej, iz sg one tak metne, ze jedni
doszukujg sie w nich zasady Maupertuis, inni Hamiltona [patrz - na przyktad -
komentarze Filipa E.B. J o u rd a i n do przedrukéw tych prac w [31] - dopisane
w roku 2000], wreszcie jeszcze inni zasady Jacobiego ».

Nalezy jednak pamieta¢, ze P.L. de Lagrange w swoim
najogolniejszym pojeciu wariacji wprowadzat tez i zmiane zmiennej niezaleznej.
Takie postawienie sprawy jednak nie przyjeto sie i pozostato przez prawie caty
XIX wiek bez dalszego ciggu. Zastosowat je dopiero Otto Ludwik H 6 | d e r
(1851 - 1937) w pracy [27], a wiasciwie zastosowat tylko jego szczegdlny
przypadek, tak zwang wariacje z czasem (Hoéldera). O ile wiem nie interesowat
sie on specjalnie historig matematyki i mechaniki, ale w XIX wieku czas nauki
ptynat wolniej niz teraz i w tym czasie prace P.L. de L a g r a n g e'a dopiero
powoli odchodzity do archiwum historii nauki i nawet, jeszcze w czasach jego
studidw, zalecano studiowanie oryginalnych prac L a g r a n g e'a (byto to o tyle
tatwe, ze jego Mechanika analityczna byta w ciggu XIX wieku parokrotnie
przedrukowywana, a nowe wydanie jego Dziet zbiorowych witasnie wychodzito
koto 1880 roku - patrz [41]). | dlatego sugestie P.L.de L ag ra n g e'a mogtly
byty mie¢ wpltyw na dalsze dzieje Zasady Maupertuis.

Nieco pézniej opublikowat (patrz [73]), niezbyt ciekawe wyniki swych

przemyslen, Benjamin Olinde Rodrigues (1794 - 1851).

44. XIX wiek Niemniej jednak, na poczatku XIX wieku, Zasada
Maupertuis byla w dalszym ciggu wynikiem conajmniej "podejrzanym". Ale
jednak Zasada Maupertuis odegrata jakas pozytywng role, gdyz, niewatpliwie na
jej obraz i podobienstwo, udowodnit w 1833, a opublikowat w 1834 roku (patrz
[21], rosyjskie ttumaczenie jest opublikowane w [67], na str. 175 - 233) Sir
Wiliam Rowan Hamilton (1805 - 1865) nasze Twierdzenie 3.4.1 (raczej w
formie 3.4.1 a). Jest to zasada dzi§ zlaczona z jego imieniem - zresztg, byé
moze, to nie on ma tutaj priorytet. Sprawa tego priorytetu jest rzeczg skomp-
likowang i wymagataby dalszych badan - niektorzy bowiem twierdzg, ze to
wiasnie J.L. de Lagrange ©pierwszy jg udowodnit (a nie Zasade
Maupertuis !). Nie mozna wszakze wykluczy¢, ze wobec metnosci tekstu
Lagrange'a nigdy nie da sie tego stwierdzi¢ z calg pewnoscig. Dla mnie
osobiscie jest rzeczg dziwng, Zze zasada ta zostata wypowiedziana az tak pézno
- przeciez wszystkie jej elementy : funkcja Lagrange'a i réwnania Eulera-

Lagrange'a byly znane juz w 4 éwierci XVIII wieku.
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Historycy nauki i filozofowie poswiecali w XIX wieku sporo miejsca
Zasadzie Maupertuis. Sporo informacji o jej XIX historii - ale informac;ji
wymagajgcych bardzo krytycznego odbioru - znalezé mozna na przyktad w

pracy [16] z 1872 roku Eugeniusza D u h r i ng a (1833 - 1921; tego samego,
ktérego pozniej zwalczat Wiodzimierz |. Lenin; 1870 - 1924). E D uhrin g
uwazat, ze wplyw metafizyki na fizyke byt fatalny. Jego ksigzka jest - dla nas -
mato pociggajgca, miedzy innemi dlatego, ze nie zawiera zadnych wzoréw, a
tylko "filozoficzne" rozwazania o nich. Nieco nieco poézniejsza jest praca [49]
Ernesta Mac ha (1838- 1916).

Dalszymi pracami - do przeczytania, i to pracami matematykow (ale tez
nalezy je czyta¢ krytycznie), sg prace [34] oraz [35] Feliksa Kleina (1849 -
1925), praca [37] Adolfa Kn e s e r a (1862 - 1930), oraz Lwa Salomonowicza
Polaka [68]. Nieco dalszych jezcze informacji o pracach poswieconych
Zasadzie Maupertuis mozna znalez¢é w wydrukowanym odczycie Adolfa
Mayera [61]. Ten sam autor prébowat uogoélni¢é ekstremalne zasady
mechaniki, tak zeby staly sie ogdlnym wynikiem rachunku wariacyjnego (patrz,
na przyktad [60]) - ale préba ta nie byta udana.

Jednak nie tylko matematycy i filozofowie interesowali sie osobg P.L. de
Maupertuis. Mozna tu - na przyktad - przypomnie¢ cytowany juz wyzej
odczyt fizjologa E. duBois-Reymonda wygtoszony 28 stycznia 1889 na
posiedzeniu Niemieckiej Akademii Nauk w BERLINIE i opublikowany jako praca
[13].

W ciggu XIX wieku ,stawano na gtowie”, by wykaza¢, ze wariacja (naogét
nie moéwiono - jak juz zauwazyliSmy - o ekstremach, acz o nich stale - implicite
- myslano) "catki" majgcej pod swoim znakiem energie kinetyczng dla ruchéw
rzeczywistych znika. Oczywiscie - tez jak juz zauwazyliSmy - pisano wtedy tam
(od potowy XIX wieku) litere E, co odpowiadato, w zasadzie, naszej funkcji e, a
wiec byla to bzdura. Oczywiscie chodzito o jakis kinecjat. Ale wszystkie te
rozwazania - nawet z tg poprawka - jak sie zdaje, nie byly bez zarzutu. Moze
nawet w niektorych tkwity jakies stuszne drogi rozumowania, ale wszystko to
byto przedstawiane w sposob catkowicie nie zrozumiaty (przynajmniej dzis dla
nas, ale by¢ moze te rozumowania juz wtedy dla wspodtczesnych nie byly w petni
zrozumiate). Stan badan nad Zasadg Maupertuis w koncu XIX wieku znalezé
mozna, miedzy innemi, w roznych wydaniach podrecznika [2] Pawta
Appella (1855 - 1930).

Zauwazmy, ze wszystkie te uwagi co do trudnosci opracowania historii
Zasady Maupertuis odnoszg sie tez do znacznie szerszego tematu jakim jest

historia rachunku wariacyjnego w XIX wieku, a raczej historia rachunku
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wariacyjnego przed okoto 1880 rokiem, to jest przed pracami Karola
Weierstrassa (1815 - 1897) i P.D.G. duBois-Reymonda, a nawet
historia rachunku wariacyjnego przed pracami D. Hilberta z poczatku XX
wieku (patrz [26]).

4.5. C.G.J. Jacobi. Karol Gustaw Jakub Jacobi (1804 - 1851)
opublikowat swag pierwszg prace =z teorii ekstremalnych (catkowych) zasad
mechaniki chyba dopiero w 1837 roku. Najwazniejsze w tym zakresie byly jego
wyktady z zakresu mechaniki analitycznej, ktére wygtosit w roku akademickim
1842/43. Nie wydat ich sam drukiem (moze dlatego, iz mniej wiecej w tym czasie
stwierdzono u niego poczatki cukrzycy, w zwigzku z czym cate 12 miesiecy po
wygtoszeniu tych wyktadéw spedzit w podrézy po Europie). Jednak zrobione z
nich notatki przez Karola Wilhelma Borchardta (1817 - 1880) =zostaly
wydane (dopiero) w 1866 przez Alfreda C | e b sc h a (1833 - 1872) jako praca
[29]. Acz do drukowanej literatury matematycznej trafity pozniej, to jednak byty
powszechnie juz wczesniej znane z notatek (i ich odpiséw) dokonywanych przez

rézne osoby.

Najwiekszym wktadem C.G.J. Jacobiego w zasady ekstremalne
mechaniki jest sformutowanie i dowiedzenie (?) tak zwanej Zasady Jacobiego. Z
dzisiejszego punktu widzenia rzecz wyglagda w nastepujacy sposéb. Wezmy pod
rozwage pewien uktad ortonomiczny (to jest ukitad skrepowany wiezami
holonomicznymi  regularnymi,  skleronomicznymi o  realizacji  gtadkiej i
poruszajgcy sie pod wplywem sit pozycyjnych, potencjalnych). W takim uktadzie
parametryczne roéwnania wiez6w mogg by¢ tak obrane zeby funkcje je
okreslajgce nie zalezaty eksplicite od czasu (od zmiennej niezaleznej, czyli
zmiennej rozniczkowania). Wtedy =zaréwno kinecjat t jak i potencjat u nie
zalezg eksplicite od czasu. A wiec i funkcja Lagrang'a / nie bedzie zalezy¢ w

sposoéb wyrazny od czasu.

3

UWAGA 4.5.1. ,Réwnania wiezbw mogg byc dobrane tak, by...” znaczy,
ze do danych wiezdw mozna znalez¢ wiezy im réwnowazne, ktére juz spetniajg
zadane warunki (tutaj warunkami tymi jest niezaleznos¢ w sposéb wyrazny od

czasu t; patrz moje prace [78] oraz [80]).

Przy przyjetych wyzej zatozeniach dla rozpatrywanego uktadu zachodzi
Zasada Zachowania Energii (Twierdzenie 3.3.2), a wiec réwnania Lagrange'a Il
rodzaju majg catke pierwszg (catke pierwszg energii), co pozwala zredukowaé

rzad tego ukfadu réwnan (réwny 2k) o jeden. Poniewaz funkcja Lagrange'a / -
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jak juz stwierdzilismy - w tym wypadku, nie zalezy eksplicite od zmiennej t, wiec
i te rozwiktane roéwnania rézniczkowe o postaci normalnej nie bedg miaty
prawych stron zaleznych w sposdéb wyrazny od tej zmiennej t. Wynika stad (w
znany dobrze sposéb) redukcja rzedu ukladu o dalsze jeden. Obie te redukcje
rzedu sg niezalezne od siebie i - ostatecznie - mozemy otrzymaé uktad 2k—2
rzedu.

Tymczasem mozna pokaza¢ co$ wiecej, a mianowicie, ze tutaj ukiad k
rownan Lagrange'a (rownan 2 rzedu) z ktérego startowaliSmy moze byé
przeksztatcony nie tylko na jaki$§ uktad 2k—2 rzedu, ale nawet na ukfad k—1
rébwnan o postaci rownan Lagrange'a |l rodzaju (a wiec tez réwnan 2 rzedu, czyli
moze by¢ przeksztatcony na uktad 2k — 2 rzedu o pewnej specjalnej strukturze),

tylko o innej funkcji tworzgcej, mianowicie o funkcji zwanej funkcjg Jakobiego
L85 Ot e eorida Lt owrin: MiildiioF
=[(C°— U (S;*q1, ..., *Tk=1) G (S; *q1, -onr *qk=1; 1, -ony k=1 )] 12,

(dodajemy znaczek "°" przy oznaczeniu funkcji %, by nie myli¢ jg z
mengerowskg funkcjg tozsamos$ciowg-selektorem /) gdzie c° jest statg energii
ruchu, u jest potencjatem lagrange'owskim z odpowiednim podstawieniem, za$
fukcja g jest po prostu kinecjatem t w kiérym obrano jedng zmienng
wyroézniong (na przyktad, moze to byé jedna ze zmiennych Lagrange'a lub
dtugos¢ tuku s ) i w ktdrej zastgpiono zmienne n przez inne zmienne, w sposob
zalezny od obrania zmiennej s (szczegdéty - diugie i mato pouczajgce -
Czytelnik moze znalez¢ w [83], na str. 202 i str. 207).
Roéwnania

EilE g .5 i)i=10, i=1,.., k-1,

nazywamy rownaniami  eksteemalizacyjnymi Jacobiego. Majg one pewng
(nowg) zmienng niezalezng (zmienng rdézniczkowania), ktéra oznaczymy przez
s. Moze nig by¢ - na przykiad, jak juz wspomnieliSmy - ktéras ze zmiennych
Lagrange'a uktadu, moze nig by¢é tez dlugos¢ tuku krzywej ruchu (w
odpowiedniej metryce), etc.

Rachunek wariacyjny poucza nas, ze te rownania Jacobiego - skoro sg
to réwnania typu réwnan Lagrange'a Il rodzaju i drugiej postaci - bedg

réwnaniami Eulera-Lagrange'a catki

b .
(4.5.1) Ja,b; w] :=L % (W, W )
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(dziatania  Jacobiego). A  wiec rozwigzania réwnan  Jacobiego bedag
argumentami funkcji stacjonarnych catki (4.5.1). Mozna pokaza¢, ze jesli dla
takiego argumentu nie znika nigdzie wartos¢ bezwgledna predkosci (we
wspotrzednych Lagrange'a), ze wtedy przy naszym zatozeniu, Ze ukfad jest
uktadem  ortonomicznym  rozwigzanie  ukfadu rownan  Jacobiego  bedzie
argumentem minimum absolutnego, miejscowego dziatania Jacobiego.

Nie rozumiem dowodu C.G.J. Jacobiego (patrz [29] ) - zresztg w nim
catka (4.5.1) wystepuje tylko w sposéb milczacy (moze jest ona sformutowana w
jakiejs innej pracy C.G.J. Jacobiego do ktérej nie zdotatem dotrze¢). Ale w
kazdym razie intuicie C.G.J. Jacobiego musiaty byé poprawne, skoro jego
wynik daje sie i dzi§ utrzymac (patrz [83], str. 200 - 212). Jaki$ wkiad - trudny dla
mnie do ocenienia - miat tutaj (znacznie pézniej) E.-T. W h i tt a k e r (patrz [92] ),
ktéry w swych pracach przeprowadzat podobne redukcje przy pomocy catek
pierwszych  cyklicznych. Zresztg, wedle mnie, oryginalne prace E.T.
W hi11 akera zawieraly liczne luki czy nawet btedy - patrz nizej n° 4.8.

Okazuje sie, ze flak juz wspomnieliSmy) za owg zmienng niezalezng s
(zmienng rozniczkowania réwnan Jacobiego i zmienng catkowania dziatania
Jacobiego) mozna przyjg¢ dlugos¢ krzywej ruchu. Wtedy odpowiednie réwnania
sg wzglednie najprostsze, a ponadto funkcjonat (4.5.1) staje sie catka
parametryczna.

Zasada Hamiltona odnoszgca sie do funkcjonatu wyrazonego catkg
(3.4.1), to jest catkg

d

(4.5.2) Alg1,..ad == [ 100G, Gk G1, o GK)-
Cc

ktéra ma pod catkg funkcje / = t— u, sprowadza sie metodg Jacobiego do catki
ktérej zmienng catkowania jest 6w nowy parametr s . Korzysta sie dalej z

Zasady Zachowania Energii w postaci
ttu=c

tez z wprowadzonymi nowymi zmiennymi i otrzymuje sie zwigzek u = ¢ — {
skad
[ = —c + 2f,

ktérg to wielkos¢ podstawia sie do catki (4.5.2) i otrzymuje sie w ten sposob
akcje Maupertuis. Wszystko to w XIX wieku robiono bez zaznaczania

podstawien catek, i - co gorzej - bez zaznaczenia odpowiedniej zmiany granic
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catkowania (wtedy - acz juz wtedy czasem graficznie zaznaczanych - to jednak
naogot, jak juz zauwazyliSmy wyzej, wogole nie wypisywanych). Poczym
robiono jakies - niezrozumiate dla mnie (po prostu nie zdotatem znalez¢, w
dostepnych mi publikacjach,  odpowiednich  definicji i  twierdzen) -
przeksztatcenia wariacji catki. Ale - wbrew temu co pokazaliSmy w Czesci | -
chyba - te wariacje robi sie tak jakby goérna granica catki byla stata. A ponadto
nigdzie nie jest oméwiana stata ¢ - czy to jest jedna stata (réwna statej energii
ruchu rzeczywistego), jak by¢ powinno, czy tez c jest statg "dowolng", nalezaca
do jakiego$ dopuszczalnego zbioru jej wartosci.

Istotna uwaga : moze jednak byto co$§ poprawnego w intuicjach owych
badaczy, gdyz ich wyniki dajg jednak i dzi§ utrzymac¢ (przy catkiem innych
dowodach). Szczegdlnie, ze - przynajmniej pozornie - droga stosowana w- XIX
wieku jednak wydaje sie iS¢ przez te same etapy co dzi$ : najpierw ustala sie
krzywe ruchu (rzeczywistego lub poréwnawczych - poréwnaj z naszg Definicje
2.2.2 zbioru ;Cs(u; a,b; g\ h) ), a pdzniej wykorzystujgc zasade zachowania
energii determinujgcej wartos¢ bezwzgledng predkosci w kazdym punkcie
krzywej dochodzi sie do okreslenia dopuszczalnych ruchow.

Ale na poczatku wyzej wypisanego zdania «moze jednak byto co$
poprawnego w intuiciach owych badaczy » muszg koniecznie by¢ stowa ,moze
jednak”, Gdyz nie moza wykluczy¢, ze ich intuicje (mimo, iz byty ré6zne od intuic;ji
samego P.L. Maupertuis) byty jednak catkiem fatszywe, a tylko do nich dato
sie po6zniej dorobi¢ poprawne sformutowanie zasad i ich poprawny dowod. A
wszystko to na zgodnie z uwagg (wspominang chocéby przez G.Prangego -
patrz [69] oraz nasz n° 3.8), ze dla kazdej funkcji (kazdego funkcjonatu) i dla
kazdego (nieosobliwego) punktu dziedziny owej funkcji (owego funkcjonatu)
mozna tak obcigé owg dziedzine, ze w tym punkcie fukcja (funkcjonat) miata

(miat) minimum absolutne w tak obcietej dziedzinie.

Oczywiscie, wyniki C.G.J. Jacobiego podajgce warunki dostateczne
na istnienie ekstremum catki znalazty swoje zastosowanie i rozpowszechnienie
w wyktadach rachunku 'wariacyjnego. Ale byty one rozwazane tylko tam, a nie w
podrecznikach i monografiach mechaniki. W tych ostatnich najwyzej bywaty one
uzasadnieniem (szczegétowo znanym ich autorom i nie przekazywanym przez
nich dalej) tez o ekstremalnym charakterze owych =zasad. Nota bene
dostateczne warunki C.G.J. Jacobiego nie stosujg sig (bezposrednio) do

uzasadnienia ekstremalnego charakteru Zasady Maupertuis.
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4.6. H.G. Niewegtowski. Warto zauwazy¢, ze w najobszerniejszym
polskim  XIX-wiecznym podreczniku mechaniki teoretycznej [65] Henryka
Grakcha Niewegtowskiego (1807 - 1882) brak jest nawet wzmianki o
Zasadzie Maupertuis. Nie wiem, czy jest to wywotane, mimo jego objetosci, jego
dos¢ elementarnym charakterem ? Czy tez $wiadomym rezygnowanaiem z
niejasnych wypowiedzi ? Za drugg mozliwoscig przemawiatoby umieszczenie w
nim jednak Zasady Hamiltona (t. |Il, str.327-329), co - przynajmniej z

dzisiejszego punktu widzenia - dobrze by swiadczyto o autorze i o jego dziele.

4.7. H. Hertz. W koncu XIX wieku wiele hatasu narobity posmiertnie
wydane (w 1894 roku) Prinzipien der Mechanik [25] Henryka Hertza (1857 -
1894). Pisat on te ksigzke przez 3 ostatnie lata swego zycia. Niestety, podat w
niej swojg teorie uktadéw skrepowanych wiezami (w tej teorii odgrywaja wielka
role rozne, tak nazwane przez niego, "ukryte" elementy - masy, cykle, etc.) i
dlatego jest ona dos¢ trudno zrozumiata. W pierwszej chwili - z filozoficznego
punktu widzenia - po swym ukazaniu sie ksigzka ta wydawata sie rewelacjg
(przynajmniej dla filozoféw). Niestety, stosowanie jej wynikdw do konkretnych
wypadkéw jest bardzo trudne, w wielu wrecz praktycznie niewykonalne. Dlatego
nie miata ona wiasciwie Zzadnego dalszego ciggu i dzis sprawia wiele kiopot
swym (teraz juz nielicznym, wyigcznie rekrutujgcym sie sposréd historykow
nauki) czytelnikom - mimo duzej (jak na owag epoke) Scistosci rozwazan i bardzo

przejrzystej formalnej strony.

Moze witasnie ze wzgledu na owg Scistos¢ i przejrzystosé ksigzki H.
Hertza warto jej zawarto$¢ zreferowac i wyszukaé w niej btedy. Jej btedy sg
(chyba ?) typowymi btedami XIX-wiecznej mechaniki, a poza tym sg wtasnie
btedami ktérym przeciwstawit sie dwa lata pézniej O.L. H 6 | d e r (patrz [27] ;
n.b. nie ma watpliwosci, ze impuls do tej pracy data wlasnie O.L.Hélderowi
lektura ksigzki H. Hertza- wspomina jg zaraz na poczatku swej pracy [27],
patrz reprodukcja 14). Poczatek, nas interesujgcych, rozwazan H. Hertza jest
dos¢ niezachecajacy. W § 613 podaje on - w zasadzie - definicje naszej akgji
Maupertuis A? (patrz nizej).

W § 625 tej ksigzki H. Hertza wprowadza sie (bez nazwy) dziatanie
Hamiltona A/. W nastepnym paragrafie formutuje sie Zasade Hamiltona w
postaci minimalnej (przyczym tu w samym sformutowaniu twierdzenia - Lehrsatz
1 - zupelnie wyjgtkowo zapisuje sie catke jako catke oznaczong). Ta wypowiedz

zawiera wprowadzone przez autora pojecie ,ukrytych adiabatycznych cykli

(,,verborgene adiabatische Cykeln ”) systemu. Ale dowodzi (a raczej usituje sie
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dowies¢) tego twierdzenia tylko w postaci wariacyjnej, a mianowicie probuje sie
dowies¢é, ze wariacja dziatania A/ ma znika¢ dla ruchu rzeczywistego - niestety
i tego tez dowodu nie jestem w stanie zrozumie¢. W nastepnych paragrafach

omawia sie rozne warianty Zasady Jacobiego.

Zresztg H. Hertz tylko 2ze znikania wariacji funkcjonatu A/ (bez
badania - choéby - drugiej wariacji) wycigga wniosek, ze mamy tu do czynienia
nawet z minimum (cho¢ pare razy jest zaznaczone, ze catka moze nie
przyjmowaé dla ruchu rzeczywistego wartosci minimalnej), a przeciez pisat swag
ksigzke 80 lat po opublikowaniu odpowiednich wynikbw o istnieniu i
wyznaczaniu ekstreméw catek przez Adriana Marii Legend re'a (1752 -
1833). Nie méwigc juz nic o warunkach dostatecznych wprowadzonych przez
C.G.J.Jacobiego...
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W § 639 tej ksigzki mowi sie, ze Zasada (wariacyjna) Maupertuis, dla
ruchéw spetniajgcych zasade zachowania energii wynika z jednej z Zasad
Jacobiego - niestety, tez nie rozumiem jak to ma nastepowaé. Sama zas$ ta
Zasada formutowana (jako Lehrsatz 3) jest jako zasada minimalna. Oryginalne
sformutowanie H. Hertza wyraznie stwierdza, Zze ruchy poréwnawcze (nasza
terminologia) muszg by¢ ruchami, do ktérych stosuje sie Zasada Zachowania
Energii i to z tg samg statg energii co ruch rzeczywisty. Te stuszne zastrzezenie
jest - jak gdyby - poddane w watpliwos¢ w ostatnim zdaniu § 640.
Prawdopodobnie jest to wywotane faktem, ze w XIX wieku ciggle jeszcze
matematycy w zasadzie nie stosowali kwantyfikatoréw i - by¢ moze - déwczesni
czytelnicy jednak mogli domysle¢ sie jak, przynajmniej poprawnie, zrozumieé
mozna ten tekst.

Zresztag w tymze § 640 podaje sie uwage, ze ten Lehrsatz 3 podaje
pierwotne sformutownie Zasady Najmniejszej Akcji - co na pewno jest
stwierdzeniem fatszywym. Poczym dodaje sie, ze ta forma Zasady jest
nieelegancka, gdyz zawiera w sobie czas (potozenie jako funkcje czasu), a
przeciez odnosi sie ona tylko do krzywej ruchu.

Nad omoéwionym tekstem H. Hertza zastanawiatem sie wielokrotnie
zarowno wiele lat temu, gdy miewatem wyktady z mechaniki teoretycznej i z
rachunku wariacyjnego jak i w ostatnich latach, gdy zajmowatem sie referatem o
Zasadzie Maupertuis. Przez ten czas wielokrotnie zmienialem mojg jego ocena.
Ale wydaje mi sie, ze obecnej mojej oceny juz nie zmienie.

Ksigzka H. Hertza nie dostarcza zadnego dowodu, tylko propozycje
idei dowodu (startowanie .z Zasady Jacobiego i przeksztatcanie jej poprzez
Zasade zachowania Energii). Mozna sie jednak tutaj zastanawiaé, czy
rzeczywiscie obecne dowody (przeprowadzone przy pomocy pojecia wariacji
czy tez metodami rachunku wariacyjnego) rzeczywiscie wypetniajg ten schemat
proponowany przez H. H e r tz a ? A wiec - méwigc ztoSliwie - czy jego tekst
sklada sie z samych luk w dowodzie ? Czy tez podobienstwa miedzy ideag
Hertza, a rzeczywistymi dowodami sg zupetnie przypadkowe ? A wiec - tez

mowigc ztosliwie - czy jego tekst sktada sie z samych btedoéw w dowodzie ?

Wszystko to byloby dos¢ (z dzisiejszego punktu  widzenia)
kompromitujgce dla H. Hertza, gdy nie nastepujgce pozniej paragrafy 641 -
643. W paragrafie 641 wypisuje on 5 catek (patrz reprodukcja 13). Pierwsza z
nich przedstawia zcatkowang Zasade Zachowania Energii, druga dziatanie
Hamiltona, trzecia i czwarta wystepujg przy formutowania Zasad Jacobiego, a

pigta jest wtasnie akcja Maupertuis. W § 642 pisze on, ze wprawdzie specjalnie
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wyréznione wartosci niektérych tych catek tworza prawa fundamentalne, nawet
jesli sg one skomplikowane i niejasne. Moze chodzi tu tez o to, ze nie dajg sie
one bezposrednio uogdlnic na uktady anholonomiczne (ktérych pionierskim
badaczem byt witasnie H. Hertz). Dalej pisze on, ze stwierdzenie odnoszgce
sie do pigtej catki jest iluzoryczne, gdyz tylko bezpodstawnie wydaje sie, ze ma

ona niezalezne i proste znaczenie fizyczne :

642 ... Verwickelt und undurchsichtig ist aber die Form des
Grundgesetzes hier deshalb geworden, weil das Gesetz verwickelten und
undurchsichtigbn Voraussetzungen angepaBt ist. Die Aussage, welche sich auf
das untere Integral bezieht [chodzi o catke przedstawiajgca akcje Maupertuis -
moja uwagaj, hat dem trugerischen Schein einer selbstandigen, einfachen

physikalischen Bedeutung.

{-.. Tutaj jednak forma podstawowego twierdzenia jest zawiktana i
nieprzejrzysta, gdyz samo to twierdzenie jest dopasowane do zawiktanych i
nieprzejrzystych zatozen. Wypowiedz, ktéra sie odnosi do dolnej catki [chodzi o
catke przedstawiajgcg akcje Maupertuis - moja uwaga ] oszukanczo wydaje sie,

ze ma niezalezne, proste znaczenie fizyczne .}

Paragraf 643 zawiera dalszg (nie jasng dla mnie) krytyke catkowych
praw fizyki (moze chodzi w niej o to, ze nie tworzg one warunkow

koniecznych i wystarczajgcych, by ruch byt rzeczywisty):

643 Dass die Natur nicht darauf eingerichtet ist, daB das eine oder das
anderejener Integraleein Mimum werde, geht erstens daraus hervor, daB schon
in holonomen Systemen bei ausgedehnter Bewegung das Minimum im
allgemeinen nicht eintritt, und zweitens daraus, daB es naturliche Systeme giebt,
fur welche des Minimum niemals eintritt, und fur welche nicht einmal die Variation
jener Integrale verschwindet. Ein umfassender Ausdruk fur die Gesetze der
naturlichen Bewegung kann daher auch an keines jener Integrale [chodzi tu o
wymienione Wyz'ej. 5 cafek, patrz reeprodukcja 13 - moja uwaga] angeknupft
werden, und hieraus nahmen wir das Recht her, den Schein einfacher Bedeutung
des letzten Integrales [i tu chodzi o catke przedstawiajgcg akcje Maupertuis -

moja uwaga ] fur trugerisch zu halten.

{Natura nie jest urzadzona tak, zeby jedna czy druga z tych catek
przyjmowata wartos¢ minimalng. Po pierwsze, wynika to stad, iz juz w systemach

holonomicznych, przy dtuzej trwajgcym ruchu, naogét nie wystepuje ich minimum,
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welches, wiederum bis
JACOBi’sche Integral ist.

Die physikalische Bedeutung des JACOBi’schen Prinzipes
kann nach unserer Auffassung keine andere sein, als die des
Lehrsatzes 352, bez. 347, aus welchem es abgeleitet ist; es
stellt die Umformung dar, welche wir jenem Satze geben
miissen, damit er trotz vorhandener Unkenntnis der Einzel-
heiten der cyklischen Bewegungen zur Bestimmung der Be-

auf einen konstanten Faktor, das

. wegung des sichtbaren Systems anwendbar bleibe. Die Giiltig-

639

keit auch des JACOBi’schen Satzes erstreckt sich nur auf ho-
lonome Systeme.

Lehrsatz 3. Beim Ubergang eines freien holonomen kon-
servativen Systems zwischen hinreichend benachbarten Lagen
ist das Zeitintegral der kinetischen Energie kleiner fiir die
natiirliche Bewegung, als fiir jede andere mogliche Bewegung,
welche das System von den gegebenen Anfangswerten zu den
Endwerten der sichtbaren Koordinaten iiberfithrt, und welche
mit demselben gegebenen, in der Zeit, konstanten Werte der
mathematischen Energie ausgefiihrt wird.

Denn nennen wir # den gegebenen Wert der mathe-
matischen Energie, so ist fiirxalle in Betracht kommenden
Bahnen (611)

1-U=K,

also ist das Integral, von welchem der Satz handelt, ndmlich

&
f Tat |
*0

bis auf einen konstanten Faktor dasselbe Integral, von wel-

chem der Lehrsatz 2 handelt; der gegenwartige Satz ist daher

nur eine andere Form, den Tnhalt jenes Lehrsatzes auszusagen.
Die o . o P

o TR S LTRSS B

Alx

¥

Konservative Systeme. 1271

Anmerkung, Der Lehrsatz 639 giebt die urspriingliche 64<
MAUBERTUIis’sche Form des Prinzips der kleinsten Wirkung.
Diese Form hat vor der JACOBi’schen den Vorzug, dafs sie

- sich in einfachen Worten aussprechen ldafst und daher einen
einfachen physikalischen Sinn zu enthalten scheint. Sie hat
aber gegeniiber der JACOBi’schen Form den Nachtheil, dafs
sie unnotigerweise die Zeit enthdlt, obwohl doch die eigent-
liche Aussage nur die Bahn des Systems bestimmt, nicht die
Bewegung in dieser, und obwohl diese Bewegung vielmehr nur
durch die hinzugefiigte Bemerkung bestimmt ist, dafs {iberhaupt

Aur Bewegungen mit konstanter Energie in Betracht gezogen
r werden sollen.

Riickblick auf 625 bis 640.

1. Nach den Ergebnissen unserer Uberlegung nimmt fiir 64;
die natiirliche Bewegung eines freien konservativen Systems
ein jedes der Integrale:

f(T—U)dt ; f(T+U)dt :

d.
f]/U—-S{-Z ; fVU-{-]L i

det ,

unter bestimmten Verhéltnissen einen ausgezeichneten Wert
an. Dabei beziehen sich die beiden oberen Integrale auf die
Bewegung des Systems, die iibrigen in Wahrheit nur auf die
Bahn desselben. Die beiden links stehenden Integrale be-
ziehen sich auf den Fall, dafs alle, auch die cyklischen Ko-
ordinaten des Systems in Betracht gezogen werden, und dafs
nur solche Lagen des Systems als gleiche gelten, bei welchen
auch die letzteren Koordinaten die gleichen Werte haben.
Die iibrigen Integrale beziehen sich auf den Fall, dafs die

cyklischen Koordinaten des Systems verborgen sind, und dafs

schon solche Lagen des Systems als gleich gelten, bei welchen
die sichtbaren Koordinaten gleiche Werte haben. Die Be-

¢0l
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a po drugie, ze istniejg naturalne systemy dla ktérych nigdy nie wystepuje ich
minimum i dla ktérych nawet wariacja tych catek nie znika. Zadnej z tych catek
[chodzi tu o wymienione wyzej 5 catek, patrz reprodukcja 13 - moja uwaga ] nie
mozemy przypisaC wyrazania jakiego§ bardzo ogodlnego prawa ruchow
naturalnych. | dlatego mamy prawo uwazaé, iz tylko pozornie, acz fatszywie,
wydaje sie, ze ostatnia catka [/ tu chodzi o catke przedstawiajgcg akcje

Maupertuis - moja uwaga ] ma niezalezne, proste znaczenie fizyczne. }.

Tekst ten jest dos¢ trudny do ttumaczenia. Jego ttumaczenie nie jest

zreczne, ale chciatem by merytorycznie byto mozliwie bliskie oryginatu.

4.8. EJ. Routh i E.T. Whittaker. Chronologicznie praca H. Hertza
jest ostatnia powazniejszg pracg i godng wzmianki o Zasadzie Maupertuis przed
publikacjig O.L. H 6 | d e r a [27], ale swojg zawartoscig nalezy ona - czywiscie
- do przed-Hdélderowskiej epoki (podobnie jak liczne inne, nawet jeszcze
znacznie poézniej opublikowane prace). Istnieje poglad, Zze mechanika
teoretyczne jest zatechtym kacikiem w ktérym nic nowego nie dochodzi do gtosu,
a stare poglady dziesigtkami (jesli nie setkami lat) sg propagowane przez
podreczniki. Mysle, ze ten poglad zostat stworzony przez outsiderow
przegladajgcych gtéwnie podreczniki pisane przez nieinteligentnych
wyktadowcow niektorych politechnik... Na to, ze nowe wyniki mogg doj$¢ szybko
do gtosu mozna poda¢ przyktad niemieckiej encyklopedii matematyki [69],
wydrukowanej w roku 1935, a o zawartosci zamknietej w grudniu 1933 roku. Na
przyktad, cytuje sie w niej prace Aleksandra Wundheilera i Michata
Kern era, obie z roku 1931 (n.b. opublikowane w polskich Pracach
Matematyczno - Fizycznych) oraz Antoniego Przeborskiego z tegoz 1933

roku (ale praca ta drukowana byta w niemieckim czasopismie).

Ksigzka [75] Edwarda Johna Routh a (1831 - 1907) w ustepach
poswieconych Zasadom Najmniejszej Akcji i Najmniejszego Dziatania zawiera
mnéstwo  btedow i to btedéw wyjasnionych juz dawno przed momentem jej
wydania, ale chcgc cho¢ nieco jej autora usprawiedliwi¢ (stabe jest to, zreszts,
usprawiedliwienie !) mozna powotaé sie na konserwatyzm angielski i na nie
najlepszy stan oOwczesnej matematyki angielskiej. Trudniej jest usprawiedliwi¢

fakt, ze przedrukowano ja (i to w popularnym wydaniu) jeszcze koto 1960 roku.

Wzmiankowana ksigzka E.J. R o u th a wyszta po raz pierwszy jeszcze

w XIX wieku, doktadniej w 1898 roku. Ale, zauwazmy, ze "stare " moze byé¢
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powielane latami, i to juz w XX wieku - na dowdd czego zacytuje dwa, dostepne
w jezyku polskim, dzieta : Maksymiliana Tytusa Hu bera [28] i Edmunda
Taylora W hi 11 a k e r a [92]. Ksigzka E.T. W h'i 11 a k e r a na str. 283 polskiego
ttumaczenia ma sformutowang Zasade Maupertuis (jej nazwa podana jest
dopiero na nastepnej stronie i brak jej w ogdle w indeksie ksigzki). W tym
miejscu jest to Zasada Maupertuis stacjonarna (to jest wariacyjna bez
wyraznego stosowania wariacji). Ale jest ona sformutowana nie tylko dziwnie,
ale i niepoprawnie. Na pewno dziwnie, bowiem nie wypisuje sie catki (3.5.1) o
uderzajgco prostej funkcji tworzacej t, lecz rozpatruje sie wprawdzie catke o tej

samej funkcji tworzgcej, lecz zapisanej w niezwykle skomplikowany sposéb jako
£
=1 - d’ Qr

(zauwazmy, ze ponadto | = t — u !). Ta dziwna forma funkcjit tworzgcej cafki,
jest chyba wywotana checig przeniesienia Zasady Maupertuis na niektére
uktady nie zachowawcze.

Natomiast mozna dyskutowaé¢, czy owa stacjonarna Zasada Maupertuis
jest wypowiedziana poprawnie, czy tez nie poprawnie. W jej wypowiedzi brak
bowiem  zalozenia, ze zachodzi ona dla ukladéw  holonomicznych
zachowawczych, ale w nazwie paragrafu (§100) zalozenie to jest
wypowiedziane eksplicite. A tego rodzaju sposoby redakcji byly powszechnie
stosowane w XIX wieku. Wieksze wapliwosci moze budzi¢ stwierdzenie, ze -
wedle naszej terminologii - ruchy poréwnawcze majg spetnia¢ fo samo (moje
podkreslenie) réwnanie energii. Jednak z dowodu wynika, chyba, ze chodzi tu o
ruchy z (wedle terminologii O.L. Héldera) z wariacjg czasu. Tez nie jest
wyttumaczone co si¢ dzieje w przypadkach gdy istnieje takie t;,, , ze e(t)) = O.
Niestety, jeszcze gorzej jest z samym dowodem : mamy tu do czynienia z tym
samym bledem co u H. Hertza, a mianowicie traktowanie statej energii (a
raczej jej przyrostu Ah) jako wielkosci statej. Wystarczy poréwna¢ sama dtugosc
dowodu : u E-T. Wh i tta ke r a zabiera on nieco mniej niz strone miejsca, zas
u Stefana Banacha [6] wprawdzie nie jest on dluzszy, ale tylko dzieki temu,
ze wiasciwy dowdd poprzedzajg rozwazania przygotowawcze zajmujgce okoto
9 stron (i to gestszego nizu E-T.Whi 11 ak e ra) druku.

Natomiast w §103 podany jest dowdd, ze dziatanie dla ,matych
przedziatébw” jest nie tylko stacjonarne, ale nawet osigga minimum. Dowdd nie
wykorzystujgcy nawet warunku Legendre'a (juz nie mowigc o warunku
Jacobiego) jest krotki, ale zawiera luki i wrecz niepoprawne wnioskowania. Ale

przynajmniej dobrze, ze E.T. Whittaker jednak odczuwat potrzebe jego
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umieszczenia. W koncu paragrafu nawet jest préba wykazania (tym razem tez
bez powotania sie na warunek czy warunki Jacobiego) jak dtugi moze by¢
rozpatrywany  przedziat czasu, by rzeczywiscie zachodzito ekstremum

(minimum) dziatania.

4.9. M.T. Huber. Jak mowig znajgcy sie na rzeczy (ja sie do nich nie
zaliczam) Maksymilian Tytus Huber (1872 - 1950) byt wybitnym, i to na skale
Swiatowg, specjalistg od teorii sprezystosci i wytrzymatosci materiatow. Nie
ogtosit jednak zadnych oryginalnych prac z mechaniki teoretycznej. Naogét nie
jest dobrze, gdy kto$ nie pracujgcy w jakiejS dziedzinie pisze jej podrecznik. |
rzeczywiscie przyktadem tego moze byé ksigzka M.T. H u b e r a [28]. Powstata
ona na zasadzie jego wykladéw jeszcze z lat 1906 - 1909 i byta wydana jako
skrypt w latach 1909 - 1910. Przepracowana w 1941 roku wyszia znowu jako
skrypt w 1943 roku. Ostatecznie ksigzkowe wydania (dwa) miata dopiero po
Smierci autora w latach 1951 i 1956.

Ksigzka M.T. Hu bera ma charakter w duzej mierze kompilacyjny.
Autor, miedzy innymi, korzystat w szeroko, z wyzej omdwionej, monografii E.T.
Whittakera [92], posuwajgc sie nawet do dostownego przepisywanie z niej
pewnych ustepéw i to do dostownego przepisywania ich wraz z btedami w nich
zawartymi. Niestety, jesli chodzi o omowienie Zasady Maupertuis to M.T.
Huber nie skorzystat z ksigzki Whittakera (gdzie, jak pokazaliSmy wyzej,
Zasada ta jest oméwiona w sposob, mogacy by¢ interpretowany, jako wzglednie
poprawny), lecz z jakiegos innego, mnie nie znanego, zrédta.

Zasadzie Maupertuis (i nie nazwanej tak Zasadzie Jacobiego) jest w
podreczniku [28] poswiecony krotki § 229. W samej wypowiedzi brak zatozenia,
ze chodzi tylko o ukfady zachowawcze, natomiast w tezie mowi sie ze ruch
rzeczywisty jest argumentem ekstremum akcji, nie dotgczajac =zatrzezenia, ze
chodzi tu o argument ekstremum (minimum) miejscowego. A wiec wypowiada
sie twierdzenie ze zbyt stabymi zatozeniami i ze zbyt mocng tezg. Dowdd jest
kréciutki - probuje sie w nim wykazaé tylko znikanie wariacji. Oczywiscie jest on
btedny, o ile mozna sie w nim zorientowac¢, to oparty jest on na btednym
(ewentualnie na pelnym Iuk) schemacie H. Hertza. Natomiast nie ma w tej
ksigzce nigdzie nawet préby wykazania, ze chodzi tu nie tylko o stacjonarnos$c¢

dziatania lecz i o (zawartg w wypowiedzi twierdzenia) jego ekstremalnosc.
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Rozdziat V - WIE K X X

5.1. Dalsza historia Zasady Maupertuis. Dopiero pod sam koniec wieku XIX, a
mianowicie w 1896 roku Otto Ludwik Holder (Hoelder; 1859 - 1937)
opublikowat prace [27] poswiecong, miedzy innemi, Zasadzie Maupertuis, z
ktérej wynikami i rozumowaniami mozemy sie w petni zgodzi¢. Opiera sie ona na
pojeciu wariacji z wariacjg czasu (pojecia - o ile wiem - wprowadzonego
wlasnie przez O. Hol dera). Mianowicie "zwyczajng" wariacjg funkcji, w
najprostszym zadaniu wariacyjnym, jest, zgodnie ze swg definicjg, dowolna
funkcja odpowiedniej klasy regularnosci i, ktéra - ewentualnie - spetnia
wladciwe  warunki brzegowe. Na przyktad, wariaciami w  przestrzeni
nCra,b;a, b) bedg (jak juz zauwazyliSmy) uktady funkcji xf, ..., x3,, same nie
nalezace do przestrzeni C(a,b; a, b's, lecz nalezgce do przestrzeni

.C, (a,b; 0,0), to jest stosujgc innaczej zapisane jej oznaczenie, do przestrzeni
nCr'?a,b; 0,..., 0, 0,..., 0). Sa to wiec uktady takich funkcji, ze x | (8)=0=x | (b), i =1,
., n (i ich uktady sag one "dostatecznie mate" w odpowiedniej metryce).
Tymczasem tu modyfikuje sie przebieg czasu funkcjg d stosujgc funkcje ztozone
y'| (t) = Xjd@), i = 1, .., n, gdzie funkcja d jest tak dobrana, by ruchy

"poréwnawcze" (y1,... ,y,) U spetnialy Zasade Zachowania Energii.

Nareszcie poprawny dowdd O. Hodldera Zasady Maupertuis obnazyt
calg jej sztucznosé. Na przyktad, G. P r a n g e w [69] w przypisie 75 na str. 565
(ale - chyba - nie jest to najdawniejsza tego typu uwaga) uwaza, ze taka
"Zasada" jest catkowicie sztuczna, gdyz w ten sposdb mozna cokolwiek bagdz
(tutaj - jak pisze on zlosliwie - ,Hoélderowski sposoéb wariacji’) uwaza¢ za
wariacje (funkcji i catki) byleby tylko prowadzita one do poszukiwanego wyniku.
Podaje on zresztg i inne przyktadu takiego postepowania. Przed dowodem O.L.
Hoéldera taki zarzut trudno byto postawi¢ : skoro wszystko byto dos¢ metne, to
mozna byto wierzyé, ze w cieniu niezrozumiatosci chowa sie jakas gitebia

wspaniatego wyniku...

5.2. Polski tekst. W Polsce osoby zainteresowane tymi rozwazaniami
moga dotrze¢ do nich z tatwoscig. Mianowicie sg one powtérzone w ksigzce St.
Banacha [6]. St. B a n a ¢ h byt wielkim uczonym (nie ma powodu by to stale

powtarzac¢, ale moze warto to jednak przypomnie¢ przy okazji omawiania
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Ueber ;
die Principien von Hamilton und Maupertuis.

Von

0. Holder in Tiibingen.
(Vorgelegt von F. Klein).

In der Einleitung zu seiner Mechanik hat Heinrich Hertz
gesagt *), dal das H a m i 11 o n sehe Princip manchmal physikalisch
falsche Resultate ergebe. Zum Beleg fiihrt er einen Fall an, in
dem man, wie er selbst bemerkt, durch bloBe Betrachtung ohne Rech-
nung sowohl die Bewegungen, die ausgefiihrt werden konnen, als
auch diejenigen, welche dem Ha mil ton ’ sehen Princip entspre-
chen wiirden, tbersieht. Hertz fiigt noch hinzu, da das Er-
gebniB sich nicht &ndert, wenn man statt des Princips von
Hamilton das Ma up er t uis ’ sehe Princip der kleinsten Wir-
kung benutzt. Betrachten wir sein Beispiel. Es besteht in einer
Kugel, die allein ihrer Tréagheit folgend auf einer festen horizon-
talen Ebene ohne Gleitung rollt' ?). Die Bewegungen, die dem
Hamilton’schen  Princip  entsprechen, sind hier nach Hertz
solche, die bei gegebener constanter lebendiger Kraft gegebene
Ziele in kiirzester Zeit erreichen, woraus sich ergiebt, dal aus
jeder Anfangslage in jede Endlage ohne Einwirkung einer Kraft
ein Uebergang moglich sein miiite. Dieser Schluf,, der sich bes-
ser dem Princip der Kkleinsten Wirkung, als dem von Hamilton
anschliefit, wird ungefdhr so ausgefiihrt. Wihlt man die Anfangs-
lage und die Endlage der Kugel beliebig aus, so giebt es stets
rein rollende Uebergidnge’) von der einen zur anderen. Unter
diesen Uebergédngen, deren jeder bei constanter lebendiger Kraft,

1) Gesammelte Werke 1894, Bd. III p. 23.
» 2) Die Kugel braucht nicht homogen zu sein. Ist sie homogen, so wird
eine gleichformige Bewegung des Kugelmittelpunkts combinirt mit einer gleich-
formigen Drehung der Kugel um eine in ihr feste, durch den Mittelpunkt gehende
Axe eintreten.
3) Hinsichtlich der Existenz dieser Uebergénge vgl. man die letzte Anm. von
§ 12. DaB auch die Uebergénge, die hier zum Beweis herbeigezogen werden,
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mechaniki teoretycznej, kidérg sie on nigdy twdrczo nie zajmowat) i skontrolowat
na pewno - poprawnos$¢ rozwazan H 6 | d e r a, ale nie wprowadzit do nich
zadnych specjalnych zmian. Po przeszto 100 latach od ich powstania sg one dla
nas dos¢ odstreczajgce - ale jesli komus na tym zalezy, to moze te rozumowania
sobie (moze nieco je samemu unowoczesniajgc) przyswoic. W Polsce na
studiach matematycznych na uniwersytetach, gdzie§ do okoto 1960 roku,
obowigzywat egzamin z mechaniki teoretycznej. Czesto wykiadowcy zalecali
studentom  przygotowywa¢ sie do egzaminu wiasnie <z  podrecznika
B anacha, ale na ogét zastrzegali sie, ze mozna opusci¢ jego Rozdziat Xl :

Zasady wariacyjne mechaniki...

Autor najlepszego - jak dotychczas - polskiego podrecznika-monografii
[71] mechaniki teoretycznej Antoni Pr z e b or s k i (1871 -1941) musiat sobie
zdawaé sprawe (napisat przeciez tez i poczatek doskonatego podrecznika
rachunku wariacyjnego [70] ) z trudnosci zwigzanych z Zasadg Maupertuis.
Omawia jg w t. Il. n°® 315 (str. 371 - 373). Formulujg jg tylko (oczywiscie
poprawnie), ale nie podaje dowodu, wskazujgc tylko na to, Zze daje sie ona
wyprowadzi¢ z (udowodnionej w tym podreczniku) Zasady (Eulera-) Jacobiego.
Podaje, Zze potrzebne w celu wyprowadzenia z niej réwnan Lagrange’a Il rodzaju
wariacje (przesunigcia przygotowane) nie majg sensu fizycznego (czyli mowi
innymi stowami to o czym pisze G. P ra n g e w [69] ). Ponadto podaje niescistg
informacjg historyczng (przypisujgc sformutowanie akcji jako catki (1.8.1)
samemu P.L. de Maupertuis) oraz podaje ciekawg interpretacjg akcji

Maupertuis.

5.3. Jeszcze dalsza historia Zasady Maupertuis. Pierwszy, poprawny
dowdd Zasady Maupertuis nie tylko nie sformutowany przy pomocy wariacji, ale
nawet nie wykorzystujgcy pojecia wariacji, podat w - cytowanej juz wyzej w
parokrotnie w numerach 3.4, 3.4 i 3.7 - pracy [8] dopiero H.D. Btock w 1955.
Jego wynik jest bardzo silny, gdyz (dzieki zastosowaniu innych metod niz metody
rachunku wariacyjnego) udato mu sie wykazaé, ze w odpowiednim zbiorze ruch
rzeczywisty jest argumentem minimum miejscowego nie tylko lokalnego, lecz
nawet absolutnego akcji Maupertuis. Intuicyjnie wynika to stad, iz dla ukfadéw
ortonomicznych kinecjat we wspotrzednych Lagrange’a e = {(qi,..., qi<; h,..., rk )
jest wszedzie ze wzgledu na zmienne qi,...,gk (to znaczy dla wszystkich
dopuszczalnych wartosci zmiennych g-|, ... qk) formg okreslong dodatnio

zmiennych r-i,rk,.a wiec problem ekstremalizacji akcji Maupertuis Aj danej
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wzorem (3.5.1) jest problemem regularnym (a nawet wiecej, jest kwadratowym
funkcjonatem wielomianowym) - ze wszystkiemi skutkami tego faktu.

A wiec dowdéd Zasady (a nawet samo jej sformutowanie) w
najmocniejszej jej postaci przeprowadzono bardzo pdzno. Jeszcze bardziej
moze byé zaskakujgce, ze - o ile wiem - to pierwszy dowdd Zasady Maupertuis
metodami rachunku wariacyjnego podatem dopiero ja w |l tomie mego
Rachunku Wariacyjnego [83] (druk w 1970 roku). Oczywiscie méj dowdd
prowadzi do wyniku stabszego niz wynik H.D. Btocka, gdyz klasycznemi
metodami rachunku wariacyjnego nie mozna wykazaé wiecej niz to co ja
zrobitem, to znaczy , ze mozna uzyskac¢ tylko wynik : ruchy rzeczywiste sg

argumentami silnego miejscowego minimum akcji Maupertuis At

5.4. Nieciekawa Zasada ? Wydaje mi sie, ze wyniki zaréwno H.D.
Bfocka jak i moj pokazujg, ze Zasada Maupertuis jest zupetnie nieciekawa i,
ze powinna byla juz dawno temu znikngé z podrecznikdéw i monografii mechaniki
(zostajgc sie tylko w obszerniejszych historiach mechaniki czy matematyki). Te
wyniki, ktére pokazaty "nicos¢" Zasady Maupertuis byly jednak - w chwili ich
publikacji - waznymi wynikami, gdyz rozbity mit powtarzany uparcie juz od okoto
dwustu lat. Ale w przysztosci (o ile wogéle mozna co$ przewidywa¢ co bedzie za
kilkadziesigt, czy kilkaset, lat) bedg one cytowane najwyzej w ksigzkach
poswieconych historii nauk, wskazujgc na S$lepe drogi (czy drézki) na kitére

czasem schodzi nauka.

5.5. Pojecie "Zasady”. Dlaczego moéwimy o "zasadach", a nie o
"twierdzeniach" ? Otéz okazuje sie, ze dla dos¢ duzych klas zagadnien (na
przyktad dla ukladow ortonomicznych) z aksjomatéw (na przyktad, z Postulatu
3.2.1 przyjetego przez nas) nie tylko wynika Zasada Maupertuis, ale, i na odwr6t
z niej wynikajg aksjomaty (przy odpowiednim ich sfromutowaniu). | dlatego
mowimy tu o "zasadach", a wiec o czym$ réwnowaznym aksjomatom, a nie o
twierdzeniach. Czasami - jak w przypadku ,Zasady Zachowania Energii” stowo
"zasada" ftradycyjnie oznacza co$ catkiem innego, a mianowicie jakie$

wyjgtkowo wazne stwierdzenie (twierdzenie).

5.6. Zasady catkowe. Jak mozna sie zorientowaC z tego wszystkiego co
napisalismy dotychczas, moga wystepowaé =zasady catkowe (Hamiltona,

Jacobiego, Maupertuis i inne) pieciu réznych typéw, a mianowicie :
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1. Zasady wariacyjno - stacjonarne
1.1. Zasady wariacyjne

1.2. Zasady stacjonarne

2. Zasady ekstremalne (oczywiscie miejscowe)
2.1. Stabe
2.2. Mocne
2.3. Absolutne

Zasady te wymienitem od najstabszej do najmocniejszej. Trudno jest dla

nich wszystkich znalez¢ jedng odpowiednia nazwe. Wybratem - dosc
powszechnie stosowang - nazwe ,zasady catkowe”, acz chetniebySmy taka
nazwe tez zastosowali i do niektérych twierdzen 2z teorii niezmiennikéw
catkowych (a moze mozna by dla nich i dla naszych zasad catkowych

wprowadzi¢ obejmujaca wiekszy zakres stosowania nazwe ,zasady catkowe w

sensie szerszym” ?)

Wariacyjna zasada catkowa stwierdza, ze wariacja danej catki dla ruchow
rzeczywistych  znika. W  przypadku Zasady Hamiltona zostata ona
wypowiedziana wtasnie przez sir Wiliama Rowana Hamiltona (1805 -
1865) w latach 1834 - 1835 (patrz [21] oraz [23]). Zasade tego najnizszego typu
znalez¢ mozna jeszcze w podreczniku G.K. S u s t o w a [76], przyczym uwaza
ja tez za zasade stacjonarng (bez powotania sig na zaden dowdd - moze
zresztg uwazat on stacjonarnos¢ za synonim znikania wariacji ?)

Catkowa zasada stacjonarna stwierdza, ze dla ruchy rzeczywiste
spetniajg odpowiednie rownanie Eulera - Lagrange'a |l rodzaju. A wiec z
pewnego punktu widzenia sg banatem, chyba Ze zasady stacjonarne, przy
odpowiednich zatozeniach regularnosci, majg by¢ wyprowadzone z zasad
wariacyjnych przy pomocy ogoélnych wynikéw rachunku wariacyjnego - a wiec
ich banalnos¢ zaleze¢ moze od struktury danego wykiadu mechaniki. Na odwrot,
jezeli mamy juz udowodnione, ze ruchy rzeczywiste (uktadéw ortomicznych)
spetniajg réwnania Lagrange'a Il rodzaju i drugiej postaci (a wiec sg krzywymi
stacjonarnymi pewnych catek, dokitadniej : dziatania Hamiltona), to dos$¢ prosto
wykazuje sie, ze dla ruchéw rzeczywistych znika wariacja owej catki. A wiec i w
ten sposéb moznaby wykazaé zasade stacjonarng. W tym sensie zasady takich
typow sg réwnowazne. Mozna jednak uwazaé, ze mocniejsze sg zasady
stacjonarne, gdyz zwykta (mechaniczna) droga ich wyktadu i dowodu prowadzi
od zasad wariacyjnych poprzez wykorzystanie pewnych twierdzen rachunku

wariacyjnego (a te ostatnie wcale nie sg banalne - wymagajg one bardzo
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ON THE MINIMALITY OF THE VARIATIONAL PRINCIPLES OF
CLASSICAL PARTICLE MECHANICS

H. D. BLOCK, University of Minnesota

1. Introduction. We shall be concerned here mainly with the variational
principles which are associated with the names of Hamilion, Jacobi, Maupertuis
and Hilbert. Each principle involves a functional in the form of an integral. The
requirement of the vanishing of the first variation of the functional provides
the differential equations characterizing the motion. For this reason these prin-
ciples are called variational or stationary principles. |If, in addition, the actual
motion minimizes the functional, then the principle is called a minimum prin-
ciple. We shall show here that some of the classical variational principles are
minimum  principles  under  certain  conditions and only stationary  principles
under other conditions; others are always minimum principles, while still others
are always only stationary principles. Some facts of this type are well known,*
but it is hoped that the treatment presented here not only provides more com-
plete results, but also is more elementary in method, simpler in development
and yields results in more convenient form.

2. Notation having a fixed significance throughout the remainder of this
paper. We shall consider a system O9ft of N particles. Let the configuration of O9ft
be described by n = 3N Cartesian coordinates [zi, z,, = * * , z,] in the usual man-
ner; ie., Zzr-i, z31, Zzr are the coordinates of the r-th particle (r= 1, 2, « « « | N).
The configuration of 9ft is then represented by a point z = {zi, z,, * ¢ * , z} in
“-dimensional Euclidean space E,. The following summation convention will be
used: an index appearing more than once in the same term will be understood to
be summed over its range unless otherwise specified. The range of i and j will
be [I, 2, « = ¢« , «]; the range of cr wil be [l, 2, « « « , &, where k wil be intro-
duced below. Unless otherwise stated it will be understood that any statement
in which any of these indices appear unsummed, applies when such indices are
assigned each value in their range.

The mass of the r-th particle (r = I, 2, « « « TV) is denoted by w, , = w, i
= W,,, and w = min,- mi while Af = maxi ra-.

We shall suppose that 9ft is subjected to certain forces, the details of which
will be considered subsequently; under the influence of these forces the con-
figuration of 9ft during the time interval D: Zo*Z"Zi is described by the Un-
valued function x(Z) = {x(Z), X)(Z), * * « , x,(2)} Let x(Z,) =x° and x(Z,) = xh We
shall suppose that the origin of the coordinate system has been chosen at x°
and that t — Zo = 5 >0. The function x will be called the actual motion or the
solution. If A is any time interval (TO"Z"TI) .then any £,-valued function
£(2) = {£i(2), £2), = = + , £n(2)} having a continuous derivatve on A and such
that £(T0) = X° and £(TI) =x" will be called a *-motion of 9ft. A region 2 of E XD

* Cf. c.g., E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, Dover 1944, pp. 250-253; also W. F. Osgood,
Mechanics, Macmillan 1937, pp. 381-388.
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15. Reprodukcja pierwszej strony (str.161) pracy [8] H.D. Btocka

111



112

K. Tatarkiewicz

dlugiego dowodu). Rozwazania obnizajagce rzad zaktadanej regularnosci
pochodzg (patrz [14]) dopiero od P.D.G. Du Bois-Reymonda.

Zasady ekstremalne stabe podajg ekstrema (miejscowe) stabe
odpowiednich catek, to jest ekstrema miejscowe lokalne w przestrzeniach typu
kCB ewentualnie w przestrzeniach typu |<C,21 Wynikajg one z zasad
ekstremalnych mocnych. Nie wiem kto pierwszy udowodnit (w sposéb dzis przez
nas akceptowalny) Zasade Hamiltona w tej postacii Dowdd ten wymaga
zastosowania do =zasady stacjonarnej warunku Legendre'a lub Zermeli oraz
(implicite) warunku Jacobiego. W kazdym razie wylgcznie twierdzeniami
rachunku wariacyjnego mozna by bylo jg udowodni¢ juz gdzies od czasow
C.G.J. Jacobiego, to jest od okoto 1850 roku. Wydaje mi sie, ze jednak to
dopiero ja jako pierwszy udowodnitem jg w ten sposéb w roku 1970 (acz jej
poprawny dowdd byt juz wtedy znany - wynikat on w sposéb natychmiastowy z
juz wczesniej (w 1954 roku) udowodnionej ekstremalnej miejscowej absolutnej
Zasady Hamiltona.

Zasady ekstremalne mocne podajg ekstrema (miejscowe) mocne
odpowiednich catek, to jest ekstrema miejscowe lokalne w przestrzeniach typu
kCet, ewentualnie w przestrzeniach typu |<C§ Tez nie wiem kto pierwszy
udowodnit Zasade Hamiltona w tej postaci - wymaga on zastosowania do
zasady ekstremalnej stabej (lub zasady stacjonarnej) warunku Legendre'a Iub
Zermeli oraz (implicite) warunku Jacobiego i Weierstrassa. | ten typ zasady
mogly byé juz dawno temu udowodniony czystemi twierdzeniami rachunku
wariacyjnego - to jest mozna by jg byto udowodni¢ juz gdzies od czaséw K.
Weierstrassa, czyli gdzie§ od okolo 1880 roku. Byé moze, ze jednak to
dopiero ja jako pierwszy udowodnitem jg w ten sposéb w roku 1970 (acz jej
poprawny dowod byt juz wtedy znany - wynikat on (podobnie jakdla Zasady
Stabej) z juz wczesniej (w 1954 roku) udowodnionej ekstremalnej miejscowej
absolutnej Zasady Hamiltona.

Zasady ekstremalne absolutne podajg ekstrema (miejscowe) absolutne
odpowiednich catek, to jest ekstrema miejscowe lokalne w zbiorach typu kC!,
ewentualnie w zbiorach typu kC? Jako zasade tego typu formutowano juz
Zasade Hamiltona juz dawno temu, gdzie§ w gtebi XIX wieku, ale bylo to
wywotane brakiem Scistej terminologii tej gatezi matematyki. Pierwszy poprawny
dowdd (i by¢é moze pierwsze Swiadome poprawne sformutowanie) miejscowej
absolutnej Zasady Hamiltona podat - jak juz wzmiankowaliSmy - H.D. Bfock

w pracy [8] z 1954 roku
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5.7. Zasada Maupertuis. A jak to bylo z najbardziej nas interesujgcg
Zasadg Maupertuis ? Sformutowanej w postaci zasady wariacyjnej, a czasem i
nawet ekstremalnej - i to absolutnej (nawet !) spotykamy jg w zasadzie od jej
poczatkébw w potowie XVIII wieku. Ale pierwszy poprawny dowod przeprowadzit
dopiero O.L. H 6 | d e r [27] w 1896 roku (mimo, ze - jak juz wspomnieliSmy -
wariacje wraz z wariacjg czasu wprowadzit juz J.L. de L a gr a n g e juz mnigj
wiecej 100 lat wczesniej). Ale dzi$ trudno jest stwierdzi¢, czy chodzito wiasnie o
takg wariacje z wariacjg czasu.

Wszystko wskazuje na to, Zze metodami rachunku wariacyjnego Zasada
Maupertuis mogta by¢ juz wtedy udowodniona nawet postaci mocniejszej, to jest
ekstremalnej miejscowej lokalnej (stabej lub nawet mocnej). Tymczasem nie
dokonano tego wtedy. Jest bowiem zaskakujgce, ze to jednak dopiero ja jako
pierwszy (i tu jest to pewne) udowodnitem jg w ten sposéb w roku 1970 (acz jej
poprawny dowod byt juz wtedy znany - wynikat on z wczesniej (w 1954 roku)
udowodnionej ekstremalnej miejscowej absolutnej zasady Maupertuis -
dokonat tego H.D. Btock w pracy [8] z 1954 roku, w tej samej pracy w ktorej

podat pierwszy poprawny dowod absolutnej miejscowej Zasady Hamiltona.

5.8. Mozliwe uogdlnienia. ZajmowaliSmy sie zasadami catkowymi
(wariacyjnemi, stacjonarnymi i ekstremalnymi réznych typow) tylko dla uktadow
ortonomicznych. Bez wiekszego trudu mozna je probowa¢ uogodlnia¢ na nieco
ogolniejsze ukfady holonomiczne. Ale - jak sie okazuje - znane takie
uogdlnienia, niezbyt daleko wykraczajg swym zakresem poza twierdzernia tutaj
przedstawione. | co gorzej, na przykladach (a raczej na kontrprzyktadach)
mozna pokazac¢, ze dalsze uogodlnienia sg albo wogdle nie mozliwe, albo

conajwyzej moznaby znane wyniki juz tylko nieco rozszerzyé.

Przy okazji zauwazmy, ze proste przeniesienie rozwigzywania zagadnien
ekstremalizacji catek z warunkami anholonomicznymi do mechaniki daje wyniki
niepoprawne. Po prostu ruchy rzeczywiste mechanicznych uktadow
anholonomicznych, 'to jest uktadéw skrepowanych dodatkowo  wiezami
anholonomicznymi 14/, nie sg argumentami ekstreméw (miniméw) takiego
zagadnienia ekstremalizacji w dostatecznie duzych przestrzeniach - na przyktad
- zagadnienia ekstremalizacji catki przedstawiajgcej dziatanie Hamiltona =z
dotgczonymi anholonomicznymi warunkami bedacymi witasnie warunkami 14/.
(czyli odpowiedniego, tak zwanego, zagadnienia anholonomicznego
Lagrange'a). Chodzi o to, ze przynajmniej z grubsza zgodny z wynikami
doswiadczen, ruch rzeczywisty mechanicznych uktadéw anholonomicznych

danv iest réwnaniami Laaranae'a |l rodzaiu i druaiei Dostaci. w ktorvch zamiast
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zera, po prawej stronie stoi suma iloczyndw ,mnoznikéw Lagrange'a” i
pochodnych (parametrycznych) wiezow anholonomicznych wzgledem
"kropkowanych"  wielkosci, natomiast argument ekstremum  wariacyjnego,

anholonomicznego  zagadnienia  wariacyjnego jest rozwigzaniem  réwnan

Lagrange'a Il rodzaju, w ktérych zamiast zera, po prawej stronie stoi suma
lagrange'ianow iloczynéw ,mnoznikéw Lagrange'a’ i wiezéw anholonomicznych
zagadnienia.

Prosciej niz stowami, mozna to pokazaé przy pomocy wzoréw. | tak na to,

by uktad funkcji x = x (t) byt argumentem ekstremum catki

kix1=k [x4,.... Xn] =
::J: folj,x, X) = j: AT o M o b )

w przestrzeni Cf (a,b;c,d;gi, gp), to jest w przestrzeni ukfadéw funkcji

spetniajgcych anholonomiczne dodatkowe warunki :

gb(j,X,X)=O, b=1,...,p

i jesli jest uktadem normalnym (patrz [82], str. 101), to warunkiem koniecznym

jest, by spetniat on réwniania

p

(5.8.1) Eilf; X1, s Xol = 3, Ei Ip[Gb: X, s Xn ) i=1,..,n.
b=1

Natomiast, uktad x = g(t) jest ruchem rzeczywistym ukfadu skrepowanego

wiezami anholonomicznych
(3.2.10) 19i(; g1, - Gk: 15 --» qK) =0, j=1,p

o realizacji gtadkiej, jesli spetnia on réwnania

P :
7 : . # i
(582) E:[fyq‘ly’QH] i Elb(gbo(L q1’ s & qk’ q11 vy QK), '=1;"':n

b=t J49

gdzie przez qj oznaczylismy (jakies) wspoétrzedne lagrange'owskie
(holonomiczne). Wynika stad tez, ze o ile ukiady mechaniczne spetniajgce
rownania (5.8.2) mogg by¢ aholonomiczne, o tyle problemy wariacyjne,

rozwigzywalne réwnaniami (5.8.1) musza by¢ (poza pewnymi zdegenerowanymi
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przypadkami) anholonomiczne (nie wystarcza by byty tylko aholonomiczne).
Doktadne definicje uktadéw aholonomicznych i anholonomicznych znajdzie
Czytelnik w [82], str. 99.

Niemniej jednak pewne wyniki typu ekstemalnego mozna tez uzyskac i
dla mechanicznych uktadéw anholonomicznych, ale sg one tak skomplikowane,
ze uzyskane wyniki mato przypominajg dos¢ proste (w gruncie rzeczy)
wypowiedzi  wyzej przedstawionych  twierdzen  stusznych dla  ukladow
ortonomicznych (a wiec w bedacych pewnym szczegdlnym przypadkiem
uktadéw holonomicznych).

5.9. Podsumowanie. Prosze nie rozumieé mego referatu jako przyktadu

samochwalstwa i proby reklamowanaia moich wynikéw. Bowiem :

1° Intuicyjne pojecie "miejscowych ekstreméw" (réznych rodzajow) jest
znane mniej wiecej - chyba - od 150 czy 160 lat. Ja je tylko formalnie
sprecyzowatem, ale i przedtem te pojecie musiato by¢ intuicyjnie w ten sam
spos6b rozumiane.

2° Juz G. P range, najpozniej w 1935 roku, zauwazyt sztucznos¢
Zasady Maupertuis.

3° Jej dowdod w najmocniejszej postaci (klasycznej - jak pokazujg
przyktady - mocniejsze mogty by by¢ tylko jakies niewielkie i bardzo sztuczne jej
uogolnienia) przeprowadzit H.D. Btock 1955 roku.

4° W 1970 roku ja tylko uzupetnitem pewng Iluke w eleganckim
przedstawieniu teorii - skoro Zasada Maupertuis ma by¢ zasadg wariacyjng (i
dlugo byta formutowana przy pomocy pojecia wariacji), to jest rzeczg naturalna,
ze nalezy jg dowies¢ metodami rachunku wariacyjnego. Ale wobec nieco
wczesniejszego i mocniejszego wyniku H.D. Bfocka jest to - jak to lubi

okresla¢ Jan Kis y i s ki - tylko wynik sportowy.

| jezeli mym referatem ja co$ reklamuje, to tylko skreslenie z podrecznikéow
i programéw wyktadédw mechaniki teoretycznej Zasady Maupertuis (przy
ewentualnym pozostawieniu niektérych innych tak zwanych zasad wariacyjnych).
Moze sie ona zosta¢ tylko jako kréotka wzmianka w ksigzkach poswieconych
historii nauk (historii fizyki, historii mechaniki teoretycznej), jako przyktad (jak juz
zauwazyliSmy) Slepej drozki prowadzgcej do nikad, a ktorg ludzie prébowali iS¢
przez mniej wiecej dwa wieki... Takich ujgé mechaniki jest - zresztg - teraz juz

sporo. Jedna z nich jest - na przykfad - ksigzka C. Lanczosa [42].
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ZAKONCZENIE

6.1. Zakonczenie. W ciggu trzech czwartych wieku, miedzy 1896, a 1970
rokiem nareszcie dokonano czterech rzeczy :

1° podano poprawne sformutowanie i poprawny (acz nie oparty o wyniki
rachunku wariacyjnego) dowod Zasady Maupertuis (na co czekano az 140 lat),

2° zauwazono, ze ma ona charakter zupetnie banalny,

3° wykazano jg w postaci mozliwie najsilniejszej (minimum miejscowe
absolutne), oraz

4° udowodniono jg metodami rachunku wariacyjnego. WspomnieliSmy
(wraz z odpowiedniemi danymi bibliograficznymi) o tym na poczatku tego referatu

(i w poprzednim n° 5.9).

6.2. Dalsze pozycje do skreslenia w wyktadach mechniki. Zasada
Maupertuis nie jest jedyng w mechanice rzeczg do skreslenia z jej wyktadu
(nawet dos¢ obszernego, ale nie majgcego aspiracji do przedstawiania jej
rozwoju historycznego). Catkiem stusznie uwazana za zasade ekstremalng, tak
zwana, Zasada Najmniejszego Skrepowania Gaussa (nie bedaca jednak ani
zasadg wariacyjng, ani nawet catkowg w zadnym sensie tych stéw), jest tylko
skomplikowanym zapisem skadingd dos¢ prostych twierdzen (lub aksjomatow),
czyli jak méwig Niemcy ,Warum es einfach machen, wen es auch kompliziert sein
kann" ... (,Poco robi¢ co$ prosto, kiedy mozna to samo zrobic w Sposob
skomplikowany”...). Podobnie rzecz sie ma tez z Zasadg Prac Przygowanych
d'’Alemberta - acz tu moge sie spotka¢ z protestami niektérych bardziej
tradycyjnie nastawionych znawcéw tematu. Ona tez wyraza w sposob bardzo
skomplikowany (uwiktany) wzglednie prostg teze. Tg teze mozna fatwo uogdlnic,
kiedy Zasada Prac Przygotowanych tylko z trudem poddaje sie takiej operacji
(patrz  A. Przeborski [71]). Jedyng =zaletg tej Zasady jest nieobecnos¢ w
niej wielkosci niemierzalnych w systemie mechaniki lagrange'owskiej (a
mianowicie reakcji wiezéw, niemierzalnych w tym sensie, ze - skoro wogdle w
niej nie figuruja - wiec nie zachodzi w niej potrzeba podawania procedury
wykonywania ich doswiadczalnych pomiaréw fizycznych). Ale owe wielkosci sg
jednak mierzalne w ogdlniejszych nadsystemach. Niestety omoéwienie tego
problemu - majgcego tez swe korzenie w XVIII wieku przekracza zakres mojego

tematu fi mieisca iakim tutai dvsDonuiek
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To samo - w jeszcze wiekszym stopniu - odnosi sie i do podobnych

"zasad" w hydrodynamice, optyce, teorii kwantéw, etc.

6.3. Propozycje dalszych badan. Przedstawione tutaj materialty mogg - i

powinny by¢ - by¢ traktowane :

1° Jako wstep do miarodajnego, z dzisiejszego punkiu widzenia,
opracowania ‘"przedwczora]" Zasady Maupertuis (to jest do miarodajnego
opracowania jej dziejow w XVIII wieku). Badania te - jak juz zauwazyliSmy - nie
datyby sie przeprowadzic¢ przy  wylgcznym wykorzystaniu materiatow
znajdujgcych sie w Polsce.

2° Jako wstep do opracowania dziejow "wczorejszych" tej Zasady, to jest
jej dziejow w XIX wieku (przed O.L. H 6 | d e r e m), badan zdecydowanie - pod
wzgledem dostepu do zrodet - tatwiejszych niz badania jej dziejow XVIII
wiecznych i, jednak znacznie fatwiejszych do pelnego przeprowadzenia w
Polsce. Ale za to dos¢ beznadziejnych (jak juz zauwazylismy w n° 4.4) jesli

chcodzi o samo meritum sprawy.

A moze jednak - mimo to - ktos podejmie sie przeprowadzenia tych
badan ?

6.4. Ostateczny wniosek z tej pracy. Obecnie Zasada Maupertuis, po 220
latach figurowania we wszystkich obszerniejszych podrecznikach powinna
nareszcie spoczgé w zakurzonym archiwum Slepych uliczek matematyki
(mechaniki), do ktérego zagladaliby tylko historycy nauki zainteresowani sporami
jakie wokot niej toczono w wiekach XVIII - XX...
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PRzYPISY

Tekst niniejszy stanowig materialy zebrane jako podstawa : referatu
wygtoszonego na Ogolnopolskiej XlII Szkole Historii Matematyki, ktéra odbyta sie w
dniach 17-21 maja 1999 roku w KOLOBRZEGU oraz referatu wygtoszonego na
Ogolnopolskiej XIV Szkole Historii Matematyki, kiéra odbyta sie w dniach 8-14 maja
2000 roku w ZIELONEJ GORZE. Rzutuje sie to, zaréwno na ich forme (nie w peni
wykonczong), jak i na ich (niekompletng) zawartos¢. Skrécona wersja tych
materiatéw, pod tytutem ,Od fatszywego do nieciekawego twierdzenia - czyli 230 lat

historii tak zwanej <<Zasady Maupertuis » ” ukazg sie w "Materiatach " XIll Szkoty
(patrz pozycja [86] zatgczonej bibliografii) oraz pod tytutem ,Historia Zasady

Maupertuis wczoraj ”w "Materiatach" XIV Szkoty (patrz pozycja [88]).

Mozna jg znalez¢, na przyktad, w Bibliotece Gtéwnej Uniwersytetu Warszawskiego
#13581.

Naogét moéwi sie, ze rodzina du Bois-Reymondéw pochodzita od
fracuskich hugenotéw, ktérzy wyemigrowali z Francji w koncu XVII wieku. Nie jest to
prawda. Feliks Henryk du Bois-Reymond (1782 - 1865) byt urodzony pod
miejscowoscig NEUCHATEL (po niemiecku NEUENBURG), obecnie lezacg we
francuskiej SZWAJCARII, ale wtedy bedgcg stolicg ksiestwa pozostajgcego we
wiadaniu kréla PRUS. Z tytulu miejsca swego urodzenia, pracowat on réznych
stanowiskach urzedniczych (w koncu jako Tajny Radca) w BERLINIE w zarzadzie
obszaru tego ksigstewka. W domu mowiono u niego po francusku. Ozenit sie on z
Minette Henry (1789 - 1864), corka pastora francuskiej kolonii w BERLINIE, a
wnuczkg znanego plastyka Daniela Chodowieckiego (1726 - 1801; ten
ostatni byt synem polskiego mieszczanina i hugenotki). Feliks i Minette mieli piecioro
dzieci. Drugim z rzedu dzieckiem byt fizjolog Emil (1818 - 1896), trzecim w
dziecinstwie zmarly syn i ostatnim matematyk Pawet Dawid Gustaw (1831 - 1889), o
ktérym bedzie nizej mowa. Ponadto byty dwie corki.

Z kolei Emil miat 10 dzieci. Z nich Ellen Lucia (1858 - 1915) wyszta za mgz za
znanego matematyka (specjalisty od metod przyblizonych) z GETTYNGI Karola
DawidaToime Rungego (1856- 1927).

Biblioteka Gtéwna Uniwersytetu Warszawskiego # 18.32.11.1.

"Moreau" znaczy mniej wiecej tyle co polskie (a raczej tureckie) stowo "kary"

lub tez oznacza czarny, btyszczacy kolor (n.b. od stowa "Maur" pochodzi nazwa
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"moreau” - natomiast od tego ostatniego pochodzi polskie stowo "mora"). "Moreau”,
po francusku, nazywa sie tez kosz z obrokiem, z ktérego zwierzeta juczne mogg w
czasie drogi jes¢ (nie wiem, czy istnieje jakis polski odpowiednik tego stowa, gdyz -
chyba - w POLSCE, przynajmniej w ostatnich czasach, byto to urzadzenie zupetnie
nieznane). Nie nalezytego urzadzenia myli¢ z workiem z obrokiem, ktéry zawieszacé
mozna na dyszlu, dla umozliwienia nakarmienia koni poza stajnig - po francusku
nazywa sie on "musettemangeoire” (tez nie wiem czy istnieje polskie stowo bedace
jego odpowiednikiem). Jak sie jednak wydaje, nazwisko "M au p ertuis " pochodzi
raczej od poprzedniego znaczenia.

"Maupertuis” oznacza w  S$redniowiecznej  francuszczyznie @ "ztg" @ -
ewentualnie "niedobrg" - "dziure", "jame" lub "zagrode". W,Le roman du Renard", i to
juz w jego najwczesniejszych "gateziach" (IV cwier¢ Xl wieku), nazywa sie tak
legendarny zamek lisa R e i n h ar d a . Zauwazmy przy okazji, ze ten tytut ,Le
roman du Renard” niestusznie jest ttumaczony na polski jako ,Romans Lisa ” czy tez
,Romans o Lisie” - oczywiscie powinno by¢ ,Opowies¢ (lub ,Opowiesci) o
Reinhardzie”. Byto kilka objektow geograficznych, rzeczywiscie istniejgcych we
Francji, zwanych "MAUPERTUIS", m. in. pod POITIERS. Ale prawdopodobnie rodzina
naszego matematyka wywodzita sie z miejscowosci o tej samej nazwie, ale lezacej
koto 100 km, prawie doktadnie na wschod od PARYZA.

A wiec P.L. de Maupertuis nazywatby sie po polsku "Kary-" (lub

ewentualnie "Czarny czy "Czerny -")"Ztodziurski".

W POLSCE, wedle najczesciej cytowanych szacunkéw okoto 10 % ludnosci
nalezato do szlachty (ale ostatnio obniza sie do liczbe, na przyktad, robi to Piotr
W an dy c z obnizajgc jg do okoto 7 % - patrz [91 ], str. 18). We FRANCJI natomiast
byto jej ponizej 1 % catej ludnosci. Obie grupy francuskiej szlachty - zaréwno
,noblesse de 1'epee ” jak i ,noblesse de robe " (mimo pewnych antagonizmoéw miedzy
niemi) utrzymywaty bliskie kontakty (czeste bywaty miedzy niemi matzenstwa). W
wojsku stuzyli przedstawiciele obu grup (acz - zgodnie ze swym okresleniem - w

wojsku byto wiecej przedstawicieli noblesse d-epee).

Jan Jakub Casanowa jest postacia znana wszystkim i nie ma potrzeby
wyjasniac kim on byt - przeciez jego zainteresowanie kobietami przeszto nawet jako
zwrot do jezyka codziennego. Natomiast moze warto napisaC pare stow o K. de
Bonneval. Klaudiusz  Aleksander de Bonneval hrabia de Coussac
(1675 - 1747), nie interesowat sie kobietami, natomiast jego zainteresowania
(podobno bardzo zywe !) skierowane byty - jesli mozna tak powiedzie¢ - wrecz
przeciwnie. Stuzyt on od 1691 roku w wojsku francuskim. Przyczym jego bronig, jakg

sobie wybrat, byla - co byto wtedy jeszcze wsrod osob utytutowanych rzadkoscia -
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artyleria. Od 1698 roku byt porucznikiem ("lieutenant" - byt to wtedy wysoki stopien
wojskowy). Koto 1704 nastgpito - po jakim$ skandalu poderastycznym - zatamanie
jego kariery. Uciekt wtedy do WELOCH - zaocznie skazano go na $mieré, a jego
rodzinne majatki (lezgce w poblizu LIMOGES) we FRANCJI skonfiskowano. W 1706
ksigze Eugeniusz Sabaudzki (tak zwany przez Niemcéw "Prinz Eugeri1663 -
1736) zwerbowat go do armii austriackiej, czyli do armii wrogéw FRANCJI. Zostat
cesarskim generat-majorem i jako taki walczyt w w latach 1710 - 1712 w hiszpanskiej
wojnie sukcesyjnej oraz w 1715 roku z Turkami. W 1717 zostaje Hofkriegsratem, to
jest zostaje czionkiem Hofkriegsratu. Byto to 26 osobowe kolegium (majgce liczny
personel pomocniczy), ktéore w o6wczesnej monarchii habsburskiej petnito role
posrednig pomiedzy dzisiejszym ministerstvem wojny, a sztabem generalnym.
Postany w 1723 roku do HOLANDII, po jakim§ nowym skandalu pederastycznym,
zostaje zdegradowany i uwieziony. Zostat on - po trzech latach pobytu w wiezieniu -
wypuszczony w 1726 roku. Poczym, po pewnym czasie, jedzie do TURCJI. Przyjat
tam islam (czyli, jakby wtedy, w pierwszej potowie XVIII wieku, powiedzieli nasi
przodkowie, "zbisurmanitsie ") i jako Ahmed Pasza zreorganizowat i postawit
na bardzo wysokim poziomie suttanskg artylerie (byta ona najlepsza na Swiecie w XV
wieku, ale pdzniej bardzo podupadia). Jest zabawng rzecza, ze gdy tylko przybyt z
AUSTRII do BELGRADU, zaraz mianowano go paszg i przystano mu sporo pieniedzy,
poczym zazadano by jako pasza (po polsku - blizej jezyka tureckiego - by sie raczej
powiedziato "basza") utworzyt sobie harem z conajmniej 8 kobiet (mimo, iz wiedziano
doskonale o jego bardzo jednostronnych skionosciach seksualnymi) - podobno stary
pasza nie mogt mie¢ mniejszego haremu, a mtody winien mie¢ w nim conajmniej 12
kobiet... Mimo haremu i tureckiego patrzenia przez palce na jego sktonnosci, ktére w
STAMBULE nie wywotywaty takich skandaldéw jak w chrzescijanskiej EUROPIE, pod
koniec zycia popadt w TURCJI w nietaske. Chciat wrocié do FRANCJi, ale umart, nim
pertraktacie (o jego utaskawienie) z Ludwikiem XV dobiegly do konca. Jego

rzekome pamietniki (wydane w 1757 roku i powtdrnie w 1806 roku) sg fatszerstwem.

W Niemczech mozna bylo mie¢, nadawany tylko przez Cesarza Swietego
Cesarstwa Narodu Niemieckiego (i to tylko do likwidacji owego cesarstwa w 1806
roku), tytut Freiherr (zona : Freifrau, cérka Freifreulein, w skrocie Freiin). \N
wypadkach, gdy bylo sie bezposrednim lennikiem cesarza, to mozna byto mie¢ tytut
Reichsfreiherr. Natomiast tytut Baron (zona : Baronin, cérka Baronesse) mogli
nadawacC poszczegoOlni wiadcy panstw (i panstewek Rzeszy). W XIX wieku liczni
Zydzi (zaréwno Zachodnio-Europejscy jak i Polscy) kupowali u co ubozszych ksigzat
Rzeszy najczesciej wtasnie tytut Barona - wysmiewat si¢ z tego snobizmu (w ,L'llle

des pinguins”) nawet Zyd z pochodzenia Anatol France (1844 - 1924). Oba te
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tytuty Freiherra i Barona ttumaczy sie tak samo na jezyk polski : jako baron. Trzeba
pamietaé, ze jednak tytut "Freiherra" (nie mowigc juz o "Reichsfreiherrze") naogét jest
(i byt) traktowany w Niemczech jako - conajmniej - réwny, jesli nawet nie jako

wyzszy niz tytut "hrabiego" ("Grafa") nadany nie przez Cesarza.

Samuel Henzi (lub Hentzi), bernenczyk, po réznych przygodach (byt
miedzy innemi kapitanem wojsk ksiecia MODENY) zostat nauczycielem w w swym
rodzinnym BERNIE w domu Samuela J. K 6 n i g a, matematyka i prawnika. Za udziat
w sprzysiezeniu zwanym ,akcjg petycyjng’, majgcym na celu poszerzenie kregu
os6b majgcych w BERNIE prawa polityczne, zostat w 1744 roku (wraz z owym -
wzmiankowanym wyzej - S. Koénigiem) wygnany na 5 lat. Utaskawiony, wrdcit
do BERNA, gdzie wzigt udziat w drugim sprzysiezeniu. Skazany wraz z trzema innymi
osobami na kare smierci. Mimo protestéw dochodzacych z réznych stron EUROPY,
ze jest to tylko morderstwo sgdowe, zostat Sciety. Ze wzgledu na owe kontakty
dwoch Samueldow :Kéniga i Henzi szukanie listu Leibniza (i to listu

wystanego do SZWAJCARII) u tego ostatniego nie byto rzeczg az tak dziwna.

Nie wszyscy znajg historie stowa "talar" (uzywane na biezgco w ciggu XVI - XVIII
wiekoéw tez i w POLSCE), okreslajacego wiekszg srebrng monete. Péznostarozytne
okreslenie jednostki monety "denar" byto uzywane tez i w sredniowieczu. Od X wieku
denar gwattownie sie dewaluowat. | dlatego koto 1300 roku przeprowadzono jego
denonimacje : wprowadzono nie (jak przy denominalizacji pare lat temu w POLSCE)
"nowy" lecz "duzy" denar - grossus denarus, w polskim skrécie "grosz". Grosze
bite w poczgtku XVI wieku - miedzy innemi - w mennicy w JOACHIMSTHALU -
obecnie JACHYMOVIE - w CZECHACH (gdzie od XV wieku wydobywano, razem z
réznymi innymi kopalinami, tez i srebro, a od potowy XIX wieku do mniej wiecej 1960
roku - uran) nazywano "Joachimsthalergroschen" - w skrocie "talar" (a w wymowie

amerykansko-tfacinskiej "dolar” - ktéra to nazwa przeszta i do USA).

Jesli chodzi o tego rodzaju "tapowki", to wielcy tego swiata dawali je conajmniej od
sredniowiecza. Na przyktad, juz dwa wieki przed Wolterem, Pietro Aretin o
(B a ¢ ci; 1492 - 1556), pierwszy nowozytny dziennikarz (a ponad to, nie pierwszy
szantazysta w jednej osobie) dostawat je od réznych witadcow. A dwa wieki po
Wo Ite r z e, nigjacy J o | io t o w ie (Fryderyk Joliot-Curie 1900 - 1958 i
Irena Joliot z domu Curie 1897-1956) dostawali stalinowskie ,Nagrody Pokoju”
- wcale nie za swe osiggniecia naukowe (skadingd rzeczywiste, przeciez otrzymali
oni tez i nagrode Nobla...). Mieli oni tylko jeden kiopot: jako zapobiegliwi burzuje,

chcieli ulokowac¢ swojg ,Premie Stalinowska”, w najwyzej procentujgcych papierach,
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lecz akurat trwata Zimna Wojna i dlatego wtedy byly to akcje imperialistycznego

przemystu zbrojeniowego - ale jak to zrobi¢, by to nie wyszto na jaw ?

Nie dysponuje zadnymi - nawet skromnymi - materiatami porownawczymi dla
stosunku dochodow i cen w BERLINIE koto potowy XVIII. Dostepne sg mi jednak
starsze dane, tyczacych sie innych miejsc. Na przyktad, z tabeli zamieszczonej na
str. 357 ksigzki [33] mozna wyciggng¢ pewne wnioski co do dochodow i ich wachan
robotnikéw w Warszawie w latach 1568 - 1652. Okazuje sig, ze w tym okresie
dnidwka wzrosta liczagc w groszach przeszio 5 krotnie, ale nie wzrastata ona
monotonicznie. Natomiast liczona w kilogramach chleba byta ona dos¢ stata, ale w
niektérych latach spadata do potowy, a nawet do jednej czwartej naogdt spotykanej
wielkosci ! Zwigzane to byto - miedzy innemi - z wahaniem sie ceny w groszach

kilograma chleba i to w stosunku jak 1 do az 10!

Ustep DXXIX w,Caracteres et Anecdotes” M. Chamforta (patrz [12], str.
311) brzmi doktadnie : ,Maupertuis etendu dans son fauteil et baillant, dit un jour : «
Je voudrais, dans ce moment-ci résoudre un beau probleme qui ne fut pas difficile. »
Ce mot le peint tout entier.” [,Pewnego dnia, Maupertuis ziewajgcy i rozciggniety na
fotelu powiedziat: « Chetnie bym w tej chwili rozwigzat jaki$ interesujgcy problem,

byleby nie byt on zbyt trudny.» Te powiedzenie charakteryzuje go doskonale. ” ].

Oczywiscie, ze nie chodzi tu o DORNACH lezgce na terenie SZWAJCARII, w
poblizu SOLURY.

Serdecznie dziekuje Pani Marcie Nowickiej za dostarczenie mi obfitych

materiatéw tyczacych sie kosciota $w. Rocha w PARYZU.

Dowéd ontologiczny istnienia Boga pochodzi od $w. Anzelma (Kantu-
aryjskiego; 1033 -1109). Ma on nastepujacy ksztalt: Bég jest bytem doskonatym. A
do atrybutow bytu doskonatego nalezy tez i istnienie (tak przynajmniej uczy, tak
zwana, ontologia). A wiec Bdg istnieje. Rozumowanie to zawiera w sobie btad jednego
z wariantow, tak zwanego, btednego kota. Nie uznaje go za poprawne, miedzy innemi,

teologia Kosciota Katolickiego.

Zarowno P.L. de Maupertuis jak i Fryderyk Il pisali swe listy po
francusku. Nie wiem, czy Francuz Maupertuis umial po niemiecku, ale
przebywajgc wiele lat w BERLINIE i majgc za zone Niemke pewnie nauczyt sg tego
jezyka. Natomiast Niemiec Fryderyk |l w zasadzie pisywat tylko po francusku.

Jedynymi jego znanymi tekstami niemieckiemi sg jego listy mitosne do kamerdynera
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(ktéry nie umiat fo francusku). Sg one pisane niegramatyczng niemczyzng i zupetnie

fantazyjng ortografig...

Nazwe argument ekstremum migejscowego mozna przettumaczyé ma jezyk
francuski jako argument de Il'extremum topique, za$ na niemiecki jako Argument

eines topischen Extremum.

Nie wiem skad sie wzieto mylne (i bardzo stare) przekonanie (fizykow ?), ze
argument xfiinimum miejscowego (lokalnego, a tym bardziej absolutnego) minimum
(ewentualnie maximum), a wiec dla niewielkich diugosci przedziatu catkowania
bedacy minimum (lokalnym) zwykitym, dla przedziatu catkowania dluzszego od
odpowiedniej odlegtosci ogniskowej bedzie, wrecz przeciwnie, argumentem maximum
(odpowiednio minimum) ! Przeciez te X wogdle nie moze by¢ wtedy argumentem
zadnego (innego niz miejscowe) ekstremum - wspominamy o tym dodatkowo nizej w
n° 4.1. Blizsze szczegoly Czytelnik moze znalezé w dos¢ juz starej monografii
Marston M o r s e'a [50].

Conajmniej dwoch laureatéw Nagrody Nobla jeszcze w Il potowie XX wieku
wyrazato takie (btedne) poglady o przechodzeniu poza ogniskiem minimum
miejscowego w maksimum (nie miejscowe). Chodzi mi tutaj o Stephena W.
Hawkinga (ur. 1942; patrz [24], str. 50 - mamy tu stwierdzenie, ze geodezyjna
moze by¢ najdfuzszg krzywa taczgcg dwa sgsiednie punkty oraz str. 233 - definicja
geodezyjnej) i Lwa D. Landaua (1901 - 1968; patrz [43], str. 10 - gdzie figuruje
fatszywa, nie miejscowa posta¢ Zasady Hamiltona; ksigzka ta zresztg pisana byta we
wspotpracy z E. M. L ifs zi c e m). Jedli chodzi o drugg z tych pozycji, to poréwnaj

moje uwagi w [83], na str. 195.

Pozycja metodologiczna Mechanicznej Zasady Zachowania Energii jest jasna :
nalezy ona do pewnego modelu, a przez niego do pewnego systemu (systemu
Mechaniki). Mniej jasna jest pozycja Ogolnej Zasady Zachowania Energii (a naogot
mysli sie o niej, gdy méwi sie - skrotowo - o Zasadzie Zachowania Energii). Jaka jest
jej historia ? Najpierw wprowadzono pojecie energii kinetycznej (pod nazwg sity zywej,
réwnej podwojonej energii kinetycznej). Potym zaczeto do niej dodawaé energie
potencjalng. Dalej (z pewnymi oporami, juz w XIX wieku) dodawano energie cieplina,
energie sprezystg (rozne jej rodzaje), elektryczng, magnetyczng, etc. Juz w XX wieku
dodano do niej réwnowaznos¢ energetyczng masy i rézne typy energii jagdrowych
(odpowiadajgce stabym i silnym oddziatywaniom). Robiono to tak, by Zasada
Zachowania Energii (Ogoélna) zachodzita dla wszystkich znanych, w danym
momencie, rodzajéow energii. Urzgdzenia, ktére miatyby funkcjonowaé wbrew tej, tak

pojetej zasadzie, nazywano perpetuum mobile ("wieczny ruch" po tacinie). A wiec
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pojecie perpetuum mobile, jest pojeciem, ktére trzeba relatywizowa¢ do
rozpatrywanego momentu czasu (historycznego). | cos co dzi$ nie jest perpetuum
mobile, mogto by nim by¢ (gdyby byto znane) kiedy$ dawniej. Na przyktad, gdyby stos
atomowy bytby znany 110 lat temu, to uchodzitby za perpetuum mobile...

W kohncu XIX wieku Akademia Paryska, $cisle rzecz biorgc Academie des
Sciences, podjeta uchwate, ze nie bedzie rozpatrywac projektéw perpetuum mobile,
czyli uznata Zasade Zachowania Energii (Ogolng) za prawdziwg w sposéb nie
podlegajgcy dyskusji. Uchwata wydaje sie dziwna, zaprzeczajgca zasadom, ktérymi
winni sie kierowa¢ (jak uwazamy przynajmniej od XVIII wieku) uczeni w swej
dziatalnosci. Ale jesli zinterpretujemy ja w nastepujacy sposéb ,nie bedziemy
rozpatrywa¢ projektow perpetuum mobile, gdyz jeSli takie, rzeczywiscie
funkcjonujgce urzadzenie sie zjawi, to po prostu - do do znanych nam juz rodzajow
energii - dodamy jej nowy rodzaj, taki, ze owe urzgdzenie przestanie juz byc
perpetuum mobile” W ten sposob Ogolna Zasada Zachowania Energii zaczyna byc¢
czystg konwencjg. Gdyby istniat (jeszcze takiego nie ma) szeroki, nie banalny i
poprawny system (nadsystem) catej fizyki teoretycznej - najlepiej tak ogodlny, ze nie
dawatoby sie go juz w sposob nie banalny rozszerzy¢, to w nim datoby sie, wypisang
wyzej naszg interepretacje owej uchwaly Akademii, uzna¢ za definicie (ogding)
energii. Definicja ta prowadzitaby do Ogolnej Zasady Zachowania Energii, jako do tezy
modelu.

Ogdlna Zasada Zachowania Energii formutowana w wyzej podany sposéb, byta
kilkakrotnie poddawana w watpliwos¢. Zachodzito to wtedy, gdy nie umiano wymyslec
"czego$ nowego" (jakiego$ "nowego" rodzaju energii) co (ktéry) nalezatoby dodawac
do znanach rodzajow energii, by w dalszym ciggu zachodzita Ogodlna Zasada
Zachowania Energii. Dos¢ ciekawg jest rzecza, ze (przynajmniej w bardziej znanych
wypadkach) taka konieczno$¢ wcale nie zachodzita. Mozna tu zacytowaé pare
przyktadow. WI potowie XIX wieku powodowata trudnosci sucha bateria Zamboniego.
Ale dos¢ szybko okazato sie, ze po prostu nie uzgledniano faktu, ze wytwarza ona
tadunki elektryczne kosztem pewnych dos¢ (pozornie) trudnych do uchwycenia
reakcji chemicznych. Podobnie, mniej wiecej 100 lat pdzniej, ktopoty ze znikaniem
czesci energii przy przemianach B wyjasnity sie po zasugerowaniu przez Wolfganga
Pau lego (1900 - 1958 ), ze ta energia zabierana jest energig kinetyczng nie
znanych wtedy jeszcze czgstek, zwanych obecnie neutrinami.

Zauwazmy, ze nie zawsze uchwaty réznych akademii dajg sie tak korzystnie dla
nich zinterpretowa¢. Tez w koncu XIX wieku, Akademia Szwedzka podjeta
uchwate (1), ze ,wstrzemiezliwo$¢ pifciowa nigdy nikomu nie zaszkodzita, a nawet jest
korzystna dla zdrowia”. Uchwate te (podkreslam, ze uchwate, a nie przyjecie do

wiadomosci wynikéw badan doswiadczalnych) pozostawiam bez komentarza...
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STRESZCZENIE

Referat ma na celu wykazanie, ze tak zwana Zasada Najmniejszej AKcji
Maupertuis nie powinna by¢ uwzgledniana w kursowych wyktadach mechaniki
teoretycznej, a tylko - conajwyzej - w jakich§ historycznych opracowaniach
(ewentualnie w  jakich§  dodatkach historycznych do  obszerniejszych

podrecznikéw).

Ustepy n° 1.1 -1.5 (Rozdziatu |) poswiecone sg osobie Piotra Ludwika
Moreau de M a u pe rtu i s (1698 - 1759). Ustepy n° 1.7 -1.9 poswiecone
sg (zupetnie nonsensownym) wypowiedziom pewnej ekstremalnej zasady
sformutowanej przez niego oraz tylko nieco bardziej sensownym (tez i nieco
poprawniejszym, acz o bardzo ograniczonym  zakresie  stosowalnosci)
sformutowaniom, podanym w XVIII wieku przez inne osoby. Rozdziat 4 i Rozdziat
5 referujg dalszg historie tej zasady ekstremalnej w XIX i w XX wieku. Poprawne
sformutowanie tego co obecnie nazywa sie Zasadg Maupertuis podane jest w n°

3.5. Wykazuje ono, ze Zasada ta jest - w gruncie rzeczy - zupetnie nieciekawa.

Potrzebne do zrozumienia referatu wiadomosci z rachunku wariacyjnego
(w szczegolnosci pojecie argumentu ekstremum miejscowego = argument de
I'extremum topique ) podaje Rozdziat IlI, natomiast wiadomosci z mechaniki
teoretycznej sg zawarte w Rozdziale lll. Zrédta do tego referatu zaprezentowane

sg we Wstepie (n° 0.2). Zatgczona jest bibliografia.

Podsumowanie pracy znajduje sie w jej"Zakonczeniu".
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RESUME

Cette note ,Le principe de la moidre action de Maupertuis ” a comme but
la démonstration du fait que le Principe de la moindre action de Maupertuis n'est
pas intéressant et comme tel ne doit pas étre mentionné dans des lecons (ou
dans des manuels) de la mécanique rationnelle. Il ne doit intéresser que les
historiens de la mathématique (plus exactement les historiens de la mécanique

rationnelle).

Les passages n° 1.1 -1.5 (du chapitre |) sont consacré a Pierre-Louis
Moreau de Maupertuis (1698 - 1759). Les passages n° 1.7 - 1.9
présentent I'énoncé original de ce Principe (il n'a pas de grand sens), publié par
P.L. de Maupertuis Iui-méme et quelques autres énoncés Iui un peu
postérieurs (ayant plus de sens et formulés par d'autres personnes, mais qui ne
s'apliquent qu'aux cas bien particuliers). Le chapitre IV présente ['histore du
Principe de Maupertuis au XIX et XX siede. On trouve au n° 3.5 |'état actuel des
résultats des travaux sur le Principe de Maupertuis. |l s'ensuit que ce Principe,
sous sa forme correcte, ne présente aucun intérét (autre qu'un [intérét

historique).

Le chapitre Il présente une introduction du point de vue du Calcul des
variations contemporain (en outre on introduit la notion de [argument de
l'extremum topique - argument ekstremum migjscowego ) et le chapitre Il est
une introduction semblable du point de vu de la mécanique rationnelle. Le
probléeme des sources est considéré dans lIntroduction (n° 0.2). Une

bibliographie est jointe.

Les ,,Conclusions ” résument les théses de cette note.
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granice catkowania, 86

Historia rachunku wariacyjnego, 93

Kinecjat, 58
kontyngens, 45
krzywa stacjonarna, 44

Lagrange'ian, 42

Maksimum, 36

— funkgciji, 29

— lokalne, 36

masa punktu, 52
mechanika analityczna, 92
— lagrange'owska, 50
metryka, 34

minimum funkgciji, 29

Operator drugiego rézniczkowania
zupetnego, 57

— rdzniczkowania zupetnego, 43

ortonormalne uktady odniesienia, 52

Perpetuum mobile, 122

postulat Newtona - Lagrange'a, 52
potencjat, 52

— kartezjanski, 52

— lagrange'owski, 58

przedziat domkniety, 30
przemiana 3, 123

przestrzen, 34

— zupetna, 70

Realizacja gtadka, 53
— regulujgca, 58

— wiezow, 53

— z tarciem, 58
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regularny uktad funkciji, 47

— problem, 47

réwnania ekstemalizacyjne
Jacobiego, 95

— Eulera-Lagrange'a, 42

— Jacobiego, 48

rébwnania Lagrange'a I-go rodzaju,
54

----------- Il rodzaju, 59

rozwigzanie stacjonarne, 44

rézniczka w sensie Gateaux, 45

----------- Frecheta, 45

----------- Stolza, 45

ruch rzeczywisty, 52

— we wspbétrzednych Lagrange'a,
55

Sita potencjalna, 52

— pozycyjna, 52
skrepowanie uktadu, 51
symbolika Mengera, 30
— Stackla, 50

Twierdzenie Hamiltona - Btocka, 62
— Hamiltona stabe, 61
silniejsze, 61

ukfad inercyjny, 52

— ortonomiczny, 54

— skrepowany wiezami, 50
ukryty element Hertza, 98
— adiabatyczny cykl, 98

Wariacja funkcji, 45

— akcji Maupertuis, 77

— funkcjonatu, 45

— mocna, 72

— staba, 73

— W sposob Holderowski, 107
------- sensie Gateaux, 73
----------- Lagrange'a, 73

K. Tatarkiewicz

----------- Stolza, 72

— z wariacjg czasu, 112

wartos¢ minimum funkcji, 29

warunek hesjanowy, 47
stabszy, 47

------- uktadu funkgiji, 47

— Legendre'a, 46

——————— silniejszy, 46

— Zermeli silniejszy, 46

wektory przestrzeni, 51

wiezy anholonomiczne, 57

— holonomiczne, 50

— parametryczne, 55

— reonomiczne, 51

— skleronomiczne, 51

— uwiktane, 50

wygtadzanie argumentow

funkcjonatéw, 39

Zasada Btocka - rzekomo
Maupertuis, 62

— Hamiltona, 61

— Hamiltona Absolutna, 62

— Jacobiego, 94

— Maupertuis Absolutna, 62

— Maupertuis Stacjonarna, 63

— Najmniejszego Skrepowania, 115

— Najmniejszej Akcji oryginalna, 25

— (pojecie), 109

— Prac Przygowanych, 116

— Zachowania Energii, 122

----------- Mechaniczna , 60

——————————— we WSpOtrzednych

Lagrange'a, 60

——————————— Ogodlna, 122

Zasady ekstremalne, 109

— Optyczne Fermata, 24

— stacjonarne, 109

— wariacyjne, 109

— wariacyjno - stacjonarne, 109

zmienne Lagrange'a, 55
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Symbole

Podane sg miejsca zdefiniowania symboli, lub tez miejsca
ich pierwszego wystepowania. Uporzadkowanie aproksy-
matywne, wedle pierwszej litery lub pierszego symbolu

n
> mifvidsi, 29 *I; , 38
i=1
*Ie[u;ab; x],40
‘g 0! 105
293, "Gy, 40
£
w(a) qay,77
_(_7_ f(a,t)dt, 78
da - *Ry, 37
O<h
*X(p). 8
* %NS Oe . » ot
*Cy (x°uyv;ab;g;h), 36 *Z-(p), 82
**CS(x°uyv;ab;g;h),36
(a), 65
t*cing: ). 68
K ( q (XL,Xn)U

e o L (X1, .., X3n)u , 30

[5(1, ...,.Xn] s 37

*A¢ [0; X1, Xo] , 66
t[0; x1, xe] [x1(1), ..., x3n(t)]u , 51

(a,b), 30

*A¢t[0; °xq, °x2] , 67
*At[u; q] = *At[u; g1, ... gn] , 63

*At[u;c.d; q], 62
= 71
¥Cs(uv;ab;g;h),45 1d] = pxy),

{*If;uyv;ab;ox; fg;h} , 42

*C3 (uv;ab;g;h), 36

=(0,...,0),32
*hgdla), 77 0:=(0,..,0)
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0:=(0,.., 0),32 ndf(x), 35

A, 35 e(t), 59

Te(vq,...,v3n), 58
aij(Q1 9 sney qk) ] 57

E;,43
Ajc.d; g1, ...,q4] , 61
A/[c.d; q], 61 s PR
A/ [0, to; (0),(d); °x] ,65 [Fak-2, Fak-1 .Faklu, 52

A1 [0,t5; X9, %] , 66
g o(Xx) =geo(x1,..,x),32

b(u), 39 gj(t, X1, ... X3n) = 0, 50

hx.d(a), 73
Xi = hi(a1, ..., qk) , 56

1C7(0 to; (0),(d); t; h) , 66

08(0,1; c,d), 71
1h :
¢ =(c1, ...cn), 30 hi(q1, ..., qQk; 11, -, Tk ) , 56
C,68
Clab) , 30 {8y, O T T 1), 95
Iefu;v; X = Uy X, LG ) 238
Clab). 30 il 1=k 1 nl
Cka,b), 31 _ j,38
Cr, 35 J[a,b; w], 96
Cr, 30 .
kC2(ab; c.d), 28
Cs,33
2 o
C<0.1;0,0),72 IQa1,....qK; 1, .- Tk ) , 59
D 44 L™, 82
9.3
nCs, 30
D =¢C2(a,b;0,0),73
3
do(x), 35 e
Cs(a,b), 30
d"x), 35 vifni

www.rcin.org.pl
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#CS (ab), 35 W xd], 73
W[°xd],73
nC7 (u, b(u); ©x (u), °x (b(u))) , 39
w, 47
Cs(a,b;c,d), 31
nCS( ) e fon
nCS (ab;ed);35 Wiq.d] 75,77
nCS (awb’ c)d! g) 3 32 ow [X,d] 1 72
nC$ (a,b; ¢,d; g) , 35 W[ xd], 72
nCS (a,b; ¢.d; 91, .. Ok ) » 32 wa(a), 77
s w(a), 82
1C7 (0.t0; (0),(d) ) , 65
Qn = (a,b)x Ry x *Rp, 38 x=x(t), 30
XXy, 5., X3n) , 30
R%, 51
Y~ (p),81
t(Q1, - QK3 M5 - Tk ) » 58
Y *(p), 81
Ti[u,yv;s] , 33
Z+(p), 81
Tolx] , 41 (P
Tlu;y;h] , 34 £7(P):80
u(t), 52 ox, 72
u(q1, .., qk) , 59 5x. 46
1
u(x1,...,X3n) , 92 817,72
ol, 40,73
V(g.d;a),78
npr (X, y) ’ 35
Vi(qd),78

Vo(qd), 78
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Spis ilustracji

Pierre Luis Moreau de Maupertuis, 15.1X.1698 - 27.
VI 1.1759. Reprodukcja ilustracji z ksigzki [96], str. 252

Karta tytutowa ksigzki [9] publikujgcej wyniki pomiaréw dtugosci tuku

jednego stopnia potudnika w Peru. Egzemplarz (nalezacy obecnie do
autora), ktérego karta tytutowa jest tu zareprodukowana, jest oprawny
w skore z wytloczonym herbem "Z Wielkich Konczyc" (rodziny
Mniszchéw). Nalezat on Jana Joézefa Mnisze ha (1742
-1797), starosty Sanockiego i Szczurowskiego, chorgzego wk.
koronnego. Poczym do jego bratowej Urszuli z Zamoyskich
Michatowej Jezowej Mniszchowej (? -1808). W roku 1917
nalezat do kogo$ z rodziny Szembekéw, prawdopodobnie do

Jana Wiodzimierza Jézefa Cezarego Szembeka (1881 - 7?) i

wreszcie do Franciszka MyGielSKI€go ..........ccueeiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e

Mapa triangulacji w Laponii, sporzgdzona przez P.L. de Maupertuis.

Reprodukejaiz ksiazkil[32]strd02 ... . B R

Portret P. L. Moreau de Maupertuisw stroju w jaki ubierat
sie on w zimie, w czasie pobytu w LAPONIl (wspotczesny miedzioryt

Daulle wedle olejnego obrazu Tourniera. Reprodukcja’

ilustracjiiziksiazkil[ 8ORs B 4t i s e s i M e i

Portret Franciszka Marii Ar o u e t czyli tak zwanego Woltera,

antagonisty P.L. de Maupertuis (miedzioryt wspotczesny).

Reprodukcja ilustracii z ksigzki [89], str. 81 .....cooiiiiiiiiiiiii e

Karykatura przedstawiajgca P.L. Moreau de Maupertuis jako
Don Quichota. Winieta z tomu Maupertuisiana [57], wydanego
w HAMBURGU W 1753 roku. Z ust P.L. de Maupertuis wychodzi
okrzyk ,Trembles” [,Drzyjcie”], za$ satyr z prawego dolnego rogu

glosi ,Sic itur ad astra” [,tak wstepuje sie do gwiazd”]. Reprodukcja

ilustrac]ilz ksigzkil[G O] stz O L s
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Ocalata czes¢ pierwotnego nagrobka P.L. Moreau de
Maupertuis - wida¢ dtugi napis utozony przez Ch.M. de La

Condamine. Reprodukgja ilustracji z ksigzki [5], str. 56

Widok pierwszej (drugiej) prawej kaplicy w kosciele $w. Rocha w
PARYZU - na lewo od nagrobka P.L. Moreu de Maupertuis

widac figure kardynata W. D u b o i s (1665 - 1723). Fotografia pani
Marty Nowi c ki e |

Do jednego z tych dwéch nagrobkéow maégt by¢ podobny pierwotny

nagrobek P.L. de Ma u p ertuis. Reprodukcje z ksigzki [5], str. 53 i

llustracja do definicji pojecia ekstremum miejscowego
llustracja do Twierdzenia 3.8.1

Portret Heinricha Hertza. Reprodukcja oktadki wydania

angielskiego ksigzki [25]
Reprodukcja strony 122 z wydania z roku 1910 ksigzki [25]
Reprodukcja pierwszej strony (str.122) pracy [27]O.L. Héldera

Reprodukcja strony (str. 161) pracy [8] H.D. Btocka
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