SUR

LE MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE

Bulletin astronomique, t. 17, p. 87-104 (mars 190o).

-Les termes du mouvement de la Lune qui ne dépendent ni de inclinaison,

ni de la parallaxe, ni de Pexcentricité solaire, sont déterminés par les équations

T
x'—aomy' + — =3miax,
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[ci, on a posé
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7' étant le moyen mouvement du Soleil et 2 celui de Ia Lune; et Pona choisi
I'unité de temps de telle fagon que n—n'=1. Quant a «, c’est la somme des
masses de la Terre et de la Lune.

Si 'on pose

Ve £ e §m'3x2,
PGS
ces équations peuveul s’écrire
! 7 v ; i
(1 bis) a"—amy’ = ',,—7" V'+omzx' = %,
et 'on en déduit 'intégrale de Jacobi
22 2 GRS
(2) ; ___2_)'_ =V, + const.

M. Hill a déterminé une solution particuliére de ces équations; cette solution
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368 MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE.

que je désignerai spécialement par z, y, est une solution périodique et elle
représente 'ensemble des termes de degré zéro par rapport aux deux excentri-
cités, a I'inclinaison et a la parallaxe. Elle correspond a la valeur zéro de la
constante d’'intégration ¢ qui joue le role de Uexcentricité.

Désignons par z 4%, y + 7, une solution infiniment voisine de la précé-
dente, de telle sorte que nous puissions négliger les carrés des variations £ et 7.
Alors £ et m représenteront I'ensemble des termes qui seront du premier degré
par rapport a e.

Il est clair que % et » devront satisfaire aux équations aux variations

(3) f'=amn'=P{+Qn, n'+2mE=Qf+Rn,

ot 1’al posé pour abréeer,
I ger,

Vv, ; d*V, a2V,
= ) = = .
Pemmin R pa b o
De plus, on déduit de intégrale de Jacobi
3 1t Yk d‘/ dV
(4) z'E+y ‘ﬂ—d—;E—d—},"r.:const.

Ces équations (3) et (4) permettent de calculer les termes du premier degré
par rapport i e et la partie du mouvement du périgée, qui est indépendante des
excentricités, de 'inclinaison et de la parallaxe et dépend seulement du rapport
des moyens mouvements.

Les équations (3) sont des équations différentielles linéaires a coefticients
périodiques; le systeme est du quatrieme ordre puisqu’il se compose de deux
équations du deuxieme ordre. M. Hill, pour calculer le mouvement du périgée,
commence par ramener le systéme au deuxieme ordre et parvient a le rempla-
cer par une équation unigue

W'+ 0w = o,

0t © est une fonction périodique du temps.

Je voudrais indiquer nne méthode par laquelle on pourrait déterminer ce
mouvement du périgée sans avoir recours a cette transformation.

Pour cela cherchons a nous rendre compte de la forme de 'intégrale générale
du systeme (3). Jai dit que les équations (1) admettent une solution pério-
dique; en réalité, elles en admettent une infinité (une pour chaque valeur de

m) qui peuvent s’écrire

z'=3(x,m), r = o1(%, m),
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MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE. 369

ot ¢ el ¢; sont des fonctions développées, d’une part suivant les puissances
de m, d’autre part suivant les cosinus et les sinus des multiples impairs de 7.
Quant a 7, c’est la différence des longitudes moyennes de la Lune et du Soleil.

t=(n—n')(t+E¢)

Jai écrit les équations (1) en adoptant une unité de temps particuliére, a
savoir la période synodique divisée par 2m; je ne puis le faire si je veux faire
varier m, parce que cela fera varier précisément cette période synodique. Je

rétablis donc ’homogénéité et j’écris les équations (1) sous la forme

%L
g z'—on'y + = 3n2z,
(1 ter) ;

rd

o
? y'+on x'+ »l =0

Mes solutions périodiques deviennent alors

’
n

= cp[(n—-— n')(t+e), o

—n

], Y= ?n[(n— n')(t+¢), n—fn—],

contenant deux constantes d’intégration n et ¢.
On obtient évidemment deux solutions particulieres des équations aux varia-
tions en différentiant par rapport a ces deux constantes. Ces deux solutions

particuliéres sont

dz ndz dy ; dy
b= — = - —_ Ny = — = BT
ST R L ol el
el
dz dx n dx
o
e dy nody
qz—%_(t_'_e)d'r (n=n'yrdm’

Apres la différentiation, je puis supposer de nouveau n—n'=1, dou

T =1{+ ¢, ce qui donne

Outre ces deux solutions particulitres, la théorie des équations linéaires a
coefficients périodiques nous enseigne qu’il en existe une troisitme de la forme
suivante :

Es= 25j§2f+1+'f, Ng= \/—_—123;{2]'%-1-#1"
H. P. — VIIL b7
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370 MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE.
Les ¢ el les ¢ sont des coefficients conslants; j est un entier, ¢ est P'exposant
caractéristique dont dépend le mouvement du périgée; enfin
{ = cost <+ zsinr~.
Sil'on change 7 en —7, £ en —£, 1 en —u, les quantités z, r et y se chan-
geront en z, r el — ) el les équations ne changeront pas. Nous aurons donc

une quatriéme solution
Eii= el n=— y—1 Bg;{——1—c, .

Nous en déduisons une cinquiéme

c Fee Y — 2_;42—_;; = Xgjcos(2/ +1+¢)T,
» =F1(c)=W%:xe;sin(zj-;-u-c)r.

Quelles sont les conditions initiales correspondantes? On a d’abord
F'(0o) =F4(0)=o.

Reprenons maintenant Péquation (4); je dis que pour cette solution parti-
culiere la constante qui figure dans le second membre de (4) doit étre nulle. 11
suffit, en effet, de prouver qu’il en estainsi pourles deux solutions particuliéres
£3; 03 €Ly, ma. Or la solation &5, 05, jouit de cette propriété de se reproduire
multipliée par — (coscn e ‘/—-—-—I sincfr) quand on change = en 7+ 7.

Le premier membre de (4) est donc multiplié par le méme facteur, si apres
y avoir fait § =E&;, 1 =, on change 7 en t 4+ 7. Comme ce facteur n’est pas
égal @ 1 et que le second membre est une constante, il faut que cette constante
soit nulle; elle le sera encore, pour la méme raison, si l'on faitE =%, n =m1,;
cl, par cunséqucnt, on aura ¢

2’ F'(2)+y'Fi(z)= %F(r) - %} Fi(=).

Pour r = o, ' et F, s’annulent, et il reste

Y'Fi(o)= %[’(n) - F(o)(3ln~zz— f}#)

Mais pour t =0, on a 2z = r; d’ou
/P (0)=F i pae
Yo Fy(o)=TF(o)( 3m2z s
Zo
: . : ’ ; il
en appelant z, et ), les valeurs de z et j/ pour © = o.

Comme F et Iy ne sont définis jusqu’ici qu’a un facteur constant prés, nous
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MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE. 371

pourrons prendre pour les conditions initiales qui définissent complélement
cette solution particuliere

F'(0) = Fi(0) =0,

F (0) = Zej =%,

F' (o) = Zej(2] +1+¢) = 3m?*zo— ;x% .

On aura alors
F(n) = Z¢jcos(x+ cxm)=—y}coscr,

F' (=)= Z¢gj(2] +1+ ¢)cos(n +cx) =——(3m?xo— :é%)cosc‘n.
0

Ces équations vont nous fournir un moyen de calculer cosern; il suffit pour
cela de calculer par exemple F (7).

Observons que P, Q, R sont des fonctions périodiques de 7; la période étant
m, les développements procéderont suivant les lignes trigonométriques des
multiples de 27. De plus, par raison de symétrie, les développements de P et
R ne contiendront que des cosinus et celui de Q ne contiendra que des sinus;
soit

P = 3P co82 j¥, Q = 2Q;sin2js, R = ZR;cos2j~.

Posons maintenant

E =pcost—+gsing, N = p SiNT— GCOST;
nos équations deviendront

'+ 2(m—+1)d—(2m +1)p=P o+ Qg

"—2(m+1)f —(2m+1)s=Qp+ R'a,
cn posant

P’'= P cos?t + 2Q cos< sint — R sin?t,

Q' = Q(sin2t — cps?t) + (P — R) cos= sin~,

R"= P sin?t — 2Q cosz sint + R cos?t,
¢’est-a-dire

& xz x
Y S 2 A JESeriEhads e - 1
P'= 3m?2 cos?< r3+3r5(xcos»+ysmt)'-’.
Q' = 3m?cost sint+32 (2 cost + y sint) ( sin 5
= Y T — ¥ COST),

: z z y
R'=:3m* sin?t — 5 +3 ,Ts(x $inT — y cost)2.

Il est aisé de voir que (z+4dy)¢!, (z—iy)¢, et par conséquent r,
2 €oST ~ y sint, z sint— y cos7, et enfin P, Q', R/ sont developpables suivant

les puissances de m, m*¢* et m?¢=2,
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372 MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE.
11 en résulte que si 'on pose
Pi= SPjecos27a; O = 20 sin 2y R'= ZRjcos2jr,

les coefficients P;., Q;, R} seront d’ordre | 27 |, m étant regardé comme du pre-
mier ordre. J’observe de plus que Q) est nul.
Ne laissons dans le second membre que les quantités du second ordre; nos
équations deviendront
(5) { ¢"+2(m-+1)d—(2m+1)p —Pleg=(P'—Pj)pe+ Q'o,
—oao(m—+1)p'—(2m+1)s — Rjp=Q'p +(R'— R)) a.

Il s’agit de déterminer I (7) et pour cela il faut chercher une solution parti-

culiere des équations (5), assujettic aux conditions initiales

(6) b= 10, P <':'=3m?xo—£;2 (pour T = o0).
0

Cette solution particuliere dépendra évidemment des coefficients P; ; Q;, R;.

Un théoréme général relatif aux équations linéaires nous apprend que notre
solution peut se développer suivant les puissances de P}, Q;, R}, et quele déve-
loppement ainsi obtenu converge, quelles que soient les valeurs attribuées a
ces coefficients. En d’autres termes, notre solution est une fonction entiére de
ces coefficients.

Je veux dire que c¢’est une fonction entiére par rapport aux coefficients

09 P Py o)
Q’l’ QI2$ taded |
! ’ !
0y 1y 2) vy
Mais je développerai seulement suivant les puissances des coetficients
AR ALY VI
’ ’
Ql’ 2y e 55,7
1 ’
1) 29 bkl
qui sont trés petits.

Pour cela, je prendrai les équations (5) et jattribuerai d’abord dans le
second membre les valeurs o a p et 4 o; et je chercherai a satisfaire aux équa-
tions (5,1) ainsi obtenues et aux conditions initiales (6); j'aurai ainsi une pre-
mieére approximation pour p et o. Je substituerai ces valeurs approchées dans le
second membre; j'aurai ainsi des équations (5,2) dont les premiers membres
seront ceux des équations (5) et dont les seconds membres seront des fonctions

connues; je chercherai a satisfaire a ces équations (5,2) et aux conditions ini-
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MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE. 373

tiales (6), ce qui me donnera une seconde approximation pour p et g, et ainsi
de suite.

La premiere approximation nous fera connaitre exactement les termes des p
premiers ordres du développement suivant les puissances des P;, Q;, R}

D’ailleurs Uintégration des équations (5,1), (5,2), etc., ne présentera aucunc
difficulté, car ce sont des équations linéaires a second membre, et les premiers
membres sont & coefficients constants.

On aura ainsi le développement de g, de g, et, par conséquent, ceux de F(z),
I () et cose suivant les puissances des P, Q), R;; ces développements conver-
geront trés rapidement, car la convergence a lieu quelles que soient les valeurs
attribuées a ces coefficients.

11 pourra néanmoins étre avantageux de procéder autrement.

Soient (5 bis) des équations de méme forme que les équations (5); mais ou
les coefficients P}, Q), R

7, au lien d’avoir les valeurs particulieres qu’elles ont
dans les équations (5), ont des valeurs quelconques arbitraires.

Le systeme (5 bis) étant du quatrieme ordre admettra quatre solutions linéai-
rement indépendantes. Parmi ces quatre solutions, j'en distinguerai deux qui
seront telles que p se change en —p et 7 en — o quand 7 se change en —r.
D’apres les propriétés géndrales des équations linéaires a coefficients pério-
diques, ces deux solutions seront de la forme suivante :

p=o1(7)=Zajcos(2j +¢)%, o= (5)=2f;sin(2/+q)7,
p = 92(t) = Zajcos(2] + q') T, g = Us(7) = 2F;sin(2/ + ¢') 7,
ot ¢ et ¢' sont des constantes.

Quand les coefficients P, ... prenant des valeurs particulieres, les équa-
tions (3 bis) se réduisent aux équations (5), ¢ se réduit a ¢ et ¢ a zéro; el
I'on a

91(t) = F(7)cost + Fi(z)sinz,  dy(r)=F(z)sint—F,(z)cost;

¢2(7) = 2’ cost + y’ sint, Y2 (7) =2’ sinT — y' cos~.

océdé 'dév 4 istait 3 .
Le procédé que nous avons !développé plus haut consistait a chercher une

solution des équations (5 bés) de la forme suivante :
(7) pP=A0(7)+Boa(z), o=AU(x)+Ba(s),

a déterminer les coefficients constants A et B de facon a satisfaire aux condi-

tions initiales (6) et i développer la solution ainsi définie suivant les puissances

dCSPi,....
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374 MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE.
Nous pouvons aussi envisager la solution

(7 bis) p=Ao(7), g = Adi(7),

et déterminer le coefficient A de telle facon que

(6 bis) Aei(0) =%,

"la condition unique (6 bis) remplacant les conditions (6).

Les deux solutions (7) et (7 bis) sont identiques quand les coefficients
P}, ..., prenant des valeurs particuli¢res, les équations (5 bis) se réduisent aux
équations (5 ); mais I'identité ne subsiste plus pour les autres valeurs des P, .. ..
Nous pouvons alors nous proposer de développer suivant les puissances des
P}, ..., non plus la solution (7), mais la solution (7 bés); ce développement
représentera encore ) coscm, quand on y fera t=m= et qu'on donnera aux

P;, ..., les valeurs particuli¢res qui correspondent aux équations (5).
Cherchons a nous rendre compte de la forme du développement ; supposons
quon ait développé les Aa; et ¢ suivant les puissances des P}, ... ; soient g et

¢, les valeurs des nombres ¢ et ¢ pour
Py =P =000 5 = R R s i 0y
On voit que le développement de cos(27 -+ ¢)t pourra s’écrire

(9 — q0)
1

cos (2] + ¢)t =cos(2] 4+ qo)T — 1:sin(2j+qa)-:

— (l_—l—‘qflicos(zj+ qo)7,

de sorte que le développement de A g, () devra contenir seulement des termes
de I'une des deux formes

(8) w2 cos (2] + qo)T, =2k+ sin (27 + qo)*.

Voici alors comment nous devons opérer pour former effectivement le déve-
loppement en question. Remplacons d’abord p et ¢ par zéro dans les seconds

membres des équations (5 bis) ou (5), nous obtiendrons les équations (5,1)
dont la solution générale est

p=Acosqot+ Aysing,t + Ay cosgyt + Ay singy t.

Nous prendrons Ay = A,= A;=0 et nous choisirons A de facon a satisfaire
a la condition (6 bis). Nous aurons ainsi une premiére approximation pour p et

nous en déduirons ¢, Nous substituerons ces valeurs approchdées de o etde ¢
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MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE. 375

dans les seconds membres des équations (5) et nous obtiendrons ainsi les
équations (5,2), dont la solution générale est

o=H -+ Acosqgyt + Ay singet + Ay cosght + Ay singi,

ot H est un ensemble de termes de la forme (8) etles A des constantes arbi-
traires. Nous prendrons A;=A,= A;=o0 et nous choisirons A de facon a
satisfaire & (6 bis). Nous aurons ainsi une seconde approximation pour p el
nous en déduirons ¢; et ainsi de suite.

On voit qu’a chaque approximation, on choisit les constantes arbitraires de
facon a satisfaire a la condition (6 bés) et a éviter Pintroduction dans 'expres-
sion de p de termes de la forme sin ¢y7, cos¢,7 ou sing, 7.

Le développement obtenu par ce nouveau procédé n’est pas identique a celui
que nous avons d’abord envisagé; il n’y a donc pas de raison pour qu’il reste
convergent quelles que soient les valeurs attribuées aux Pj, . . .. Mais la
convergence n’en est pas moins suffisamment rapide, a cause de la petitesse de
ces quantités P}, et la forme de chaque terme est notablement plus simple.

Les procédés de calcul que nous venons d’exposer ne seront sans doute
jamais employés pour le calcul numérique; sous ce rapport ils ne présentent‘
que peu d’avantages surla méthode de M. Hill, et ce savant a d’ailleurs poussé
le calcul a un tel degré de précision qu'il n’est pas probable que personne songe
jamais & le reprendre par un procédé nouveau. Mais ces procédés n’en sont pas
moins utiles & connaitre, car ils peuvent servir & metire en évidence certaines

propriétés du nombre ¢ considéré comme fonction de m.

2. Reprenons les équations (1) du paragraphe 1 et observons que I'on peut

les écrire

cizj_é_lj‘ ZX - dF
at T ax e e
dy _dF aY e
2 )
en posanl,
X=z'—my, Y=y'+mz,
12 /2
P o S (o

2

Les équations (1) prennent ainsi la forme canonique des équations de la

Dynamique.

Les équations (3) du paragraphe 1 sont les équations aux variations
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376 MOUVEMENT DU PERIGKE DE LA LUNE.

des équations (1) ; elles jouissent donc des propriétés des équations aux variations
des équations de la Dynamique.

Rappelons ces propriétés. Soient

Xy, X2, ..y Xp,

Y1y Sy Deatiy S n

les deux séries de variables conjuguées; soient

dx; dF ay; dF

¥ el s

les équations canoniques. Soit (z;, y;) une solution particuliere de ces
équations; (z;+ i, yi—+ n;) une solution infiniment voisine. Les £ et les 7

satisferont aux équations aux variations

di; a2F -5 <l R
dt s dzidy; <k dydy s
d'f“' N d2F

d*F
ar = _2 dz;dz;. Ek—d dz;dyi biaad

Soient £, =} et &}, =u; deux solutions particulieres de ces équations aux
variations. On aura
T(E3ni—Ein}) = const.
Appliquons ce principe a nos équations (3); nous verrons que nous devons

avoir

E1(Ey — mmy) — B2 (B) — mmy) + mu (s + mEs) — n2( ) + méi) = const.,
ou bien
(9) (E18y — 281 ) + (mama— m21)) + 2m(miE2— nek1) = const.,

La méme relation devra subsister si 'on remplace un des indices 1 ou 2
ou ces deux indices par I'indice 3 ou par Pindice 4.

Désignons, pour abréger, par (1, 2) le premier membre de la relation (g)
et, le plus généralement, par (¢, k) une expression analogue ot les indices 1 et 2
ont été remplacés par 7 et k.

On aura alors
— (1, k)= (2" —Er ') + (k) '— M y') + 2m(ne 2’ — Ery') = const.
Cela peut s’écrire aussi, en changeant les signes,

Y ! ol dvl dvl
2+ Y mh— i Ek—wnk:const.

el nous retrouverons ainsi 'équations (4) du paragraphe 1.
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MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE. 377

Si Pon fait k=1, le premier membre est identiquement nul; je dis que
pour & =3 ou 4 la constante du second membre doit étre nulle.

I est clair en effet que (1, 3) est multiplié par — cos cm —isincm et (1, 4)
par —cos ¢m 4 Zsinem quand on change 7 en 74 m. Et comme ce facteur
n’est pas égal a 1, il faut bien que la constante soit nulle.

Au contraire, (1, 2) est égal & une constante qui ne peut étre nulle. Car si
les quatre expressions (1, 1), (1, 2), (1, 3) et (1, 4) étaient nalles, a la fois,
on aurait quatre équations d’ott 'on tirerait g

L=m=F=mni=o0.

Considérons maintenant les expressions (2, 1), (2, 3), (2, 4). Nous avons

évidemment :
—(2, k) =—=(1, k) + (fr2' —+—nky)—m<5kdj “+ Nk j:;l)
+m (Ek-d—:; +n}<%)+2m (Ekﬂ + Nk 32)
Nous n’avons pas a nous inquiéter de (2, 2), qui est identiquement nul;
et si nous nous rappelons que (t, 1), (1, 3), (1, 4) sont nuls, nous pourrons
éerire

Iy o' . d
— (o, By = (b ey ) — m (8 G g )
« d d l
“+m (Ek——+n,,dy>+ 2m? (E/(——y _m‘:i:z> (/=103

On verrait alors que (2, 1), (2, 3), (2, 4) se reproduisent multipliés
respectiverpent par i, — COSTC — 1 sinwe, —CoSTe - sinwe quand on change =

en 7+ m, et 'on en conclurait, comme plus haut, que (2, 3) et (2, 4) sont nuls.

Nous savons d’ailleurs que (2, 1) =-— (1, 2) n’est pas nul.
Il reste a envisager lexpression (3, 4)=-—(4, 3), qui doit étre égale

a une constante.

Je dis que cette constante n’est pas nulle. En effet, (3, 3) est identiquement
nulle. Nous venons de voir que (1,3) ct (2,3) sont nulles. Or les quatre
expressions (1, 3), (2, 3) (3, 3) (4, 3) ne peuvent étre nulles a la fois, sans
quoi 'on aurait quatre équations d’ou I'on tirerait

3= n3=E3 = ;0.
Donc (3, 4) =— (4, 3) n’est pas nulle. € 0=Fu D:

I résulte de la que £,, 0, et £, n, satisfont aux équations

E2'+ 1y =t(a"—2my’) + n(y"+ 2ma’),
e+ (TR )< (L v amg2):
H. P =5 VHL 48

(10)
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378 MOUVEMENT DU PERIGEE DE LA LUNE.

Ces ¢quations forment un systeme du second ordre d’équations lindaires
a coefficients périodiques. On pourrait s’en servir pour déterminer le mouvement
du périgée; car le calcul des séries %et% peut se faire avec la méme
facilité que celui des séries z et y.

Je me propose de montrer dans un autre article comment on pourrait
imaginer une méthode d’approximations successives ot le le calcul des termes
d’ordre supérieur, par rapport aux excentricités et a inclinaison, serait
ramené a I'intégration d’équations lindaires a second membre, dont le premier
membre serait la différence des deux membres des équations (10). On aurait
ainsi affaire. & un systetme de deux Gquations linéaires a second membre
du premier ordre, qui pourrait remplacer le systéme (1) considéré plus bas
du paragraphe 3, lequel est un systéme de deux équations linéaires a second
membre du second ordre.

3. Les relations, mises en évidence dans le paragraphe 2, peuvent fournit
d’intéressants procédés de vérification, mais elles sont susceptibles aussi
d’une autre application sur laquelle je désirerais attirer I'attention.

Le calcul des termes qui sont proportioneels a la parallaxe ou & Pexcentricité
solaire et le calcul des termes d’ordre supérieur se rameénent a I'intégration
des équations a second membre

(I) E’—Qmﬂ'—PE_QTI:Aa
N +2mt'—Qt—Rn=B,

ot A et B sont des fonctions connues de 7, développées en séries trigono-
métriques.
Pour étudier I'intégration des équations (1), occupons-nous d’un probleme
un peu plus général. Soient :
Dyt 04 AR SR
Y5 R Flis Ymy
deux séries de variables conjuguées; formons les équations caﬁoniques
o do _ dF dy__dF
dt dy; dt dz;

Soient £; et n; les variations de z; et y;; formons les équations aux variations

I/El i d2F
L LI d_y a'.m i 5 2 dy; dy‘
(3)
dn; a2 F
ar = dz‘,dml o Tt zidys
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Considérons 27 solutions particulidres de ces équations (3) et écrivons-les
(4) bi=tip, Mi=mnp (P=1,2,...,210)
Posons
(P> ¢) = 2i(8ipnig—Miptiq)s
nous aurons, d’aprés le paragraphe précédent,
(p, q) = const.
11 est clair que nous pourrons choisir les solutions particulieres (4) de telle

facon que

(2p,2p—1)=1
et que les (p, g) soient nuls si les denx nombres p et ¢ ne sont pas I'un
un nombre impair et 'autre le nombre pair qui le suit.

Cela posé, nous envisageons les équations a second membre

B QBT R A
%) dt dyidxy £ dyidyknk— 7
? dn d*F

aF
_17[—*— m5k+2W'ﬂk=Bla

ott les A; et les B; sont des fonctions connues de ¢.
Multiplions les équations (5) par 7, et —Eip; multiplions, d’autre part,

les équations

dip a*F A& F ;
dt —Z dyidzy Sep — dyidyr Nkpi=:0;
d,"]l‘p d>F &2F
dt +Z dx;dx; Ek.p + m"]k.p =70

par —m;, £i; et ajoutons toules les équations ainsi obtenues, il viendra
d
7 2:(Ei"'ll.p o "lisl.p) ey 2;(Ai"ll.p"‘ Bisi.p)-

Le second membre, étant une fonction connue, nous aurons immédiatement

par quadrature
(6) Z(Enep —nikip) = Cp,
les C, étant des fonctions connues. Il reste & résoudre les 2 n équations (6)

par rapport aux 27 inconnues £; et 7.

Pour cela, posons

§i=2XFsbyy, mu=Z2F;mg;
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les équations (6) deviendront
(g, p)Fy=0GCp

ou, a cause des valeurs particulieres des constantes (¢, p),

Fop= Cop, Fop1=— Cyp,
d’ou les formules
o) Ei= 2:-/;(‘21‘.2/; (32//-—1 — &i2p—1 Gop),
ni=2p(01.2p Capr — Ni.2p—1 Cop),
qui donnent la solution générale des équations (5) par de simples quadratures.
Appliquons cette méthode aux équations (1) et, pour cela, observons
que ces équations peuvent se metire sous une forme analogue a celle
des équations (5).
Posons, en effet,
X =z'— my, Y =y + maz,

Z'2+ y"?

2 - ]
F — Vi, Vi= = 4+ —m22?;
r 2

les équations (1) du paragraphe 1 pourront s’écrire
q parag P

f{f_(lF dy dF
dx — dX’ dz — dy’
dX__d_F adXi oo dl
e B e

Les équations (3) du paragraphe 1, qui sont les équations aux variations

des équations (1) du paragraphe 1, s’éeriront

(ZE_~dF A% 2 sl d*F " d*F Y
& T °dX T dXdz° T aXay " T axe aXay ‘"
dn o dF SR s RS
e o A 7 T T ey
en appelant
E, %, 0X=t—mn, 3Y =7'+ m¢ GZE
) i S I3 = ’ aX’ b
les variations de
dF
Zy 'Y X7 Y7 ﬁ?

Les équations (1) du paragraphe 3 s’écriront alors

o S A dn __sdF .

g & %ax =" " °ay =%

X5 L ST NS LT
| & Tl@ =™ Ly

et sont ainsi ramenées a la forme (5),
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Les équations (3) du paragraphe 1 admettent quatre solutions distinctes,

(ue nous avons représentées par des notations

tE=&p n="np (p=1,2,3,4)

Nous avons vu que les expressions (1,3), (1, 4), (2, 3), (2, 4) sont nulles,
tandis que (1, 2) et (3, 4) sont des constantes différentes de zéro.

Comme les solutions £, 1, ne sont déterminées qu'a un facteur constant
prés, nous pourrons disposer de ce facteur de telle fagcon que

(1, 2)=(3, 4)=—1.
Si alors nous posons
8X, = g, — mnp, Y, =)+ mép,

de telle sorte que

(P, q)=EpdXg—E7 08X, +np8Y;—1738Y,,

nous serons conduits par analogie avec le cas des équations (5) a poser
0, < E3 Xy R e GY s yp B,

et alors nos équations (8) nous donneront

dc,
(9) } 'd_TL:"‘Agp"“B"]/);

nous aurons donc les formules

% =Esz—E|Cz+ Ebc.’}—' E:;Cg,

(10) N=mnC— N Co+ 10 C3—13C,

analogues aux formules (7).
On observera que A et B sont des séries irigonométriques; il en est de méme
de &1, N1, Es, M3, Ea, N4 et par conséquent, de

d,  dG  dg
dz a’ dt

Le calcul pourra toujours étre dirigé de telle facon que %&, ‘Zﬁ”, Gy

% T % dr

ne contiennent pas de terme toul connu et, par conséquent, que Gy, C; et G,
soient encore des séries trigonométriques.
Il reste a examiner C,.
On a
=2, "]l=]"-

; dx d
fo=12'—m——, Mo = ty’—m-l

dm dm
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cl, par conséquent,

dCy  a Cy dazi 3 dy
& —~T+'"(Azm Bm)
Si donc nous posons
Co=1Cy+ C, v
on aura
dC"g ~ ! dx d_}"
-E—-—‘(_Ai—'—”L(AEﬁ—’-BE)'

Le second membre est une série trigonométrique; comme Gy n'est défini
o A e RS 3 :
(ue par sa dérivée = c’est-a-dire & une constante arbitraire pres, nous pouvons

toujours disposer de cette constante arbitraire de telle facon que cette série
trigonométrique ne contienne pas de terme tout connu.

Alors C, sera aussi une série trigonométrique et nous aurons

da W
. §=—/nd—7;Cl—x Ch+ & C3— &3 Gy,
(10 bis)

da ,
n =~—m(T'nZLC‘—y’C2+ 1, G — n3 Gy,

formules qui donnent £ et 7 sans autre calcul que des multiplications de séries
trigonométriques et des quadratures de séries trigonométriques.

Cette méthode est en somme celle qui a été appliquée avec succes par
M. Brown, pour le calcul des termes de I'ordre le plus élevé; mais il n’était pas

sans intérét de la rattacher a des principes généraux.
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