SUR LES PETITS DIVISEURS

DANS

LA THEORIE DE LA LUNE

Bulletin astronomique, t. 25, p. 321-360 (septembre 1go8).

1. Dans le développement de la théorie de la Lune, on voit s’introduire de

petits diviseurs de la forme suivante :

Py pang—+ psng— pin;
les p sont des entiers, positifs ou négatifs; n; et n, sont les moyens mouvements
de la Lune et du Soleil, »; et 7, sont ceux du périgée et du neeud. Si 'on pose

7t
— =,
ny

on voit que ce petit diviseur est divisible par m si p, est nul, et par m? si

Parmi les diviseurs, tels que py et p, soient nuls, diviseurs qui sont par
conséquent divisibles par m?, il en est qui méritent une attention particuliere.
Considérons le développement de n; et de n, suivant les puissances croissantes
de m; on sait que les termes en m? sont égaux et de signe contraire, au moins
st nous négligeons les carrés de la parallaxe, des excentricités et de I'incli-
naison. Si donc nous supposons

Pi=pP3s—"0, P3= Pi,

nous aurons un petit diviseur de la forme

ps(n3+ llg)

www.rcin.org.pl



LES PETITS DIVISEURS DANS LA THEORIE DE LA LUNE. 333

qui sera divisible par m?*. Ce sera ce que nous appellerons un trés petit divi-
seur analytique.

Mais on sait que les termes en m? sont presque aussi grands que les termes
en m?; il en résulte que le rapport =2 au lieu d’étre égal & — 1, ainsi qu’il
n;,

arriverait si I'on pouvait négliger les termes en m?, est sensiblement égal

a — 2. Si donc nous supposons
Pl Pr==:0s 2 P3 = Piy
nous aurons un diviseur de la forme

pa(ns-+2ny)

dont la valeur numérique est trés petite. Ge sera un ¢res petit diviseur numé-
rique. Les trés petits diviseurs numériques ne’sont pas analytiquement divi-
sibles par m?*, mais ils sont numériquement de Uordre de m?*. Au contraire, les
trés petits diviseurs analytiques sont analytiquement divisibles par m?, mais ils
sont numériquement de ordre de m?.

Dans les applications, il est clair que ce sont les trés petits diviseurs numé-
riques qui pourraient sembler susceptibles de jouer un réle important. Mais
on peut se placer & un autre point de vue. Supposons qu’on se propose, comme
le faisait Delaunay, de développer les coordonnées de la Lune suivant les puis-
sances de m, des excentricités, de I'inclinaison et de la parallaxe. On peut se
demander si le développement ne contiendra que des puissances positives, ou
si par suite de lintervention des petits diviseurs, divisibles par m, m?* ou m?,
nous n’allons pas arriver a des termes ou Pexposant de m sera négatif. Dans
cette question, il est évident que le role important sera joué par les trés petits
diviseurs analytiques.

(est Ia la question qui va ére l'objet du présent travail.

2. 1l importe de remarquer avant d’aller plus loin que les trés petits divi-
seurs, lant analytiques que numériques, ne pourront intervenir que dans des
termes d’ordre trés élevé. Commencons par les trés petits diviseurs analytiques.

Soient L et I/ les longitudes moyennes de la Lune et du Soleil, & et 0 celles
du périgée et du neeud ; soient

PRI S S P e ) )

la différence des longitudes (moyennes ), 'anomalic moyenne et la distance de
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334 LES PETITS DIVISEURS DANS LA THEORIE DE LA LUNE.

la Lune au nceud. Les termes de la fonction perturbatrice qui pourront donner

lieu & un treés petit diviseur analytique seront de la forme

k(w+0)=k(2L'—1— ) + 27).
Or les termes qui dépendent de 'argument

myL 4+ mal 4+ maX + myz

contiennent en facteur e/"!e! ™! vImsl ¢ et ¢ étant les excentricités de la Lune
et du Soleil et y I'inclinaison; notre terme contiendra donc en facteur e/2% ehact
Mais la fonction perturbatrice ne peut contenir que des puissances paires de v,
d’ou il résulte que & est au moins égal a 2 et que notre terme doit contenir en
facteur e?y? ¢'*. Dans les expressions de la longitude, les termes correspondants
contiendront au moins en facteur ey* ¢'%, et dans les expressions de la latitude,
au moins ey e/, g

Passons aux trés petits diviseurs numériques ; les termes correspondants sont
de la forme

k(w+20)= k(3L — I — 2) + 37).

Ils contiennent en facteur e3% efiy2h,
De plus, ils contiennent en facteur la parallaxe a si le coefficient de = est
impair. Si donc & =1, nous aurons en facteur a e’ ey?, et, si k==, €'t exk.
Nous aurons alors en facteur, dans les expressions de la longitude, aedy?

ou e'® eyt et, dans celles de la latitude, o /3 ey ou e'® ko

3. Venons maintenant a la question que j’ai posée a la fin du paragraphe 1
et qui fait 'objet de ce travail. Je ne I'aborderai pas immédiatement et je vais
traiter successivement une série de cas de plus en plus compliqués en com-
mencant par un exemple extrémement simple.

Soit un systeme d’équations canoniques

" da, _dF  dyi__ d¥

R [ Ty S

I est une fonction des n variables 2 et des n variables . périodique de
Y, P q

période am par rapport aux y. De plus, F est développable suivant les puis-
sances d'un parametre « sous la forme

F=Fo+aF;+ a2Fs+....
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: - 5 dF
F, est fonction des z seulement, et il n’y a entre les dérivées — aucune rela-
? y dz‘(

tion linéaire a coefficients constants entiers. C’est la un probléme trés simple
et déja bien des fois traité; je vais néanmoins, a titre d’exemple, le traiter par
la méthode que je compte employer dans des cas plus compliqués.

Si la fonction F, et non pas sculement son premier terme F,, était indépen-
dante des y, l'intégration des équations (1) serait immédiate, les z se rédui-
raient & des constantes et les y a des fonctions linéaires du temps. Si Fo,
Fy, ..., Fg_ 6taient indépendants des y et que « fat assez petit pour que
a4 fat négligeable, cela reviendrait encore au méme, puisque nous négligerions
précisément les termes qui dépendent des y et qui figurent seulement dans F,
IR

Voici donc comment nous allons opérer; nous allons faire une série de
changements de variables qui n’altéreront pas la forme des équations (1) et
qui seront tels qu’apreés le premier changement de variables Fy et Fy, apreés le
deuxieme Fo, F, et F,, apres le troisieme Fo, Fy, Fy et Fy, apres le g™ F,,
Fi, ..., F, soient indépendants des y.

Pour expliquer en quoi consistent cés changements de variables, supposons
donc qu’on ait effectué le (g —1)*™° et qu'on se propose d’effectuer le ¢'*™°.
Je suppose, par conséquent, que Fo, Fy, ..., Fy 4 sont indépendants des y;
et je me propose de faire un changement de variables tel quapres ce change-
ment les équations restent de méme forme, mais de telle facon que F, soil
indépendant des y.

Le changement de variables devra d’abord étre canonique, c’est-a-dire ne
pas altérer la forme canonique des équations. Il faut pour cela que, si les z et
les y sont les variables anciennes, et les 2 et les y' les variables nouvelles,

Pexpression
Szdy — 2z dy'

soit une différentielle exacte. Pour cela nous introduirons une fonction quel-

conque S des variables anciennes z de la premidre série et des variables nou-
velles y' de la deuxiéme série, S(z, '), et nous poserons

_ds ,. ds
(2) )’i—-'&;l’ Zp= P

dS =Zydz+ Zx' dy'.
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336 LES PETITS DIVISEURS DANS LA THEORIE DE LA LUNE.

Les équations (2) définissent les relations entre les variables anciennes et

nouvelles. Je prendrai
S=Zzy' +a70(z, '),
la fonction 0 étant périodique de période 27 par rapport aux ).

On voit alors que, si P'on résout les équations (2) par rapport aux z et aux y,
les variables anciennes seront exprimées en fonction des nouvelles; les diffé-
rences z— ', y —y' seront alors des fonctions des #/, des y' et du para-
metre «; ces fonctions seront développables suivant les puissances croissantes
de o et elles seront périodiques par rapport aux .

Il en sera donc de méme de F(z, y), de sorte que la forme de nos équations.
ne sera pas altérée par le changement de variables. 1l reste a disposer de 0 de
fagon a rendre F, indépendant des .

On aura, en négligeant a?+1,

R 5 dv’
x,-:.z‘,--—oﬂ(—l—;, Yi=Yi+ 17%.
Je désigne par

i def dy

0l e

dx dy

ce que deviennent :

0 db dl

' de’ dy

quand on y remplace les z par les #'.

On a (toujours en négligeant a?+1)
z dF ; :
Fo=F\+ E 7 (@1—z}) = Fy— Z,ni(@”i——xi)‘
e

Je désigne par I, ce que devient F, quand on y remplace les z et les ¥ par
les 2’ et les y'; je pose d’ailleurs
dF'y

np=— —=—,
dx;

de telle sorte que les n; représentent les moyens mouvements. On tire de la

16’
F0= F/l) = 5(’/2”[55,.
i

On a également, toujours au méme degré d’approximation,
a?Fj= ol F),
d’ou, toujours en négligeant o9+1,

= v db’
F=F)+ aF|+ ?F) ...+ 1'/—'F’,I,,+azq[F’,l+ E LT
Vi
\
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Comme F, I, ..., F | sont indépendants des »”, il suffit de choisir 0 de

q
B +Z ni—s; dO’

soit indépendant des y'. Il suffit de rappeler que, si ¢ est une fonction quel-

telle facon que

conque donnée des y’, périodique par rapport a ces variables y' et dévelop-
pable par conséquent en série de Fourier, on peutl toujours déterminer une
fonction inconnue 0’ de méme forme par 'équation

db’
@ 2y

I
©

ou les n; sont des coefficients constants, a la double condition :

X

Qu’il n’y ait entre les n; aucune relation linéaire a coefficients entiers
(condition que nous avons supposée remplie au début de ce paragraphe);
2° Que la série de Fourier qui représente ¢ n’ait pas de terme indépendant
L]
des y'.
Si donc [F ] est le terme indépendant des y’ dans la série de Fourier qui

représente I, nous pourrons déterminer 0' par I'équation

q
day’ ; b

(4) Znicm=[Fq]—F,

qui se traite comme P'équation (3), en regardant les 2’ et, par conséquent,

les » comme des constantes. Alors
dy -
an dy; (Fy1

sera indépendant des y', ce qui élait la condition que nous nous étions imposée.

La suite des changements de variables se poursuivra donc sans difficulté.
Soient alors z; et y;les variables primitives, ] et y; les variables finales. On
voit que toute fonction des z, des y et de a, développable suivant les puis-
sances de o et périodique par rapport aux y, sera également une fonction
des z*, des y* et de o, développable suivant les puissances de a et périodique
par rapport aux y*; et en effet ces prol)riélés ne sont pas altérées par les chan-
gements de variables successifs. D’ailleurs, puisque aprés le dernier change-
ment de variables les y* ne figurent plus dans F que dans les termes que nous
négligeons, les 2 se réduisent & des constantes et les y*a des fonctions linéaires
du temps. 1l résulte de la gu’on n'a pas a craindre que o passe jamais au
dénominateur et qu'on n'aura que des puissances positives de o dans le
développement.

H. P. — VIIL 43
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\

4. Abordons maintenant un probléme un peu plus compliqué; supposons

ng

qu’il y ait entre les dérivées 5 des relations linéaires a coefficients constants

b 4

et entiers. Nous pouvons d’ailleurs immédiatement, par un changement linéaire
de variables, supposer que ces relations sont de la forme

dFo dFO

—_— = - =0
dl‘] dmg 2 é

T )

ce qui nous ramene au cas ou Fy ne dépend pas de toutes les variables z.
Nous distinguerons ainsi deux sortes de variables #; il nous sera commode
d’appeler les unes z et les autres u, et, s’il y a par exemple p variables z et
g variables u, de désigner la méme variable par z; ou z; si { < p, ou bien
encore par Zi,, ou u; si i -+ p > p.
De méme, nous aurons deux sortes de variables y, a savoir les ¢ correspon-
dant aux z et les w correspondant aux u. Grice a ces conventions, nous pour-

*rons écrire indifféremment par exemple 2z dy ou bien

Xzdy + Zudw.

Reprenons donc les équations (1), et supposons que F, dépende seulement
des z et pas des u ni des ¢ ou des w et que, d’autre part, F; dépende seulement
des z et des u, mais pas des ¢ ni des w (ou ce qui revient au méme seulement
des z et pas des y).

e . dBy ixiis dF,
Je suppose d’ailleurs qu’il n’y a ni entre les ~» ni entre les —, ducune

relation linéaire a coefficients constants entiers.

Nous allons opérer comme au numéro précédent, c’est-a-dire que nous
allons faire une série de changements de variables de telle fagon qu’apres
le g"*™° changement Fy, Fy, ..., F; soient indépendants des y; et pour définir
ce changement de variables, je suppose comme plus haut qu’avant le change-
ment Fo, ¥y, ..., Fy_, soient indépendants des y, et je me propose de faire
un changement tel que les équations conservent la méme forme, mais de telle
fagon que I, devienne indépendant des y comme le sont déja Fo, Fy, ..., Fq_y.

Nous conseryverons pour définir ce changement de variables les équations (2),

en convenant de désigner, par exemple, indifférémment par z; ou z; ou bien

3 ; : : : : 4
par u; et z,, la variable nouvelle qui correspond a la variable ancienne z; = ;
ou bien u;= zi.,.

Je prendrai cette fois

S=Zzy' + a70(z, y') + a7—10, (2, @').
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Les fonctions 0 et 8, sont périodiques par rapport aux y'; mais, tandis que 0
dépend de tous les ¥, c’est-d-dire des ¢ aussi bien que des ¢/, la fonction 0,
ne dépend que des o'

Ce que nous avons dit au paragraphe 3 subsiste, ¢’est-a-dire que le change-
ment de variables n’aliere pas la forme des équations; on aura d’ailleurs, en

négligeant a7+1,

e
D} = B~ e G
i i ({_}/; d}/i’
ou, puisque 0, ne dépend que des o/,
7 o dy
Bi=&5;— a¥ :1—‘)—[’
u f—af gt q—1 i
i = Uj— 0 — — a1 ——.
i i dWi dwi

11 vient ensuite, toujours au méme degré d’approximation
) ] g pP )

dF’ :
Eyi= T +2 d—z?-(:i_ i),
i

dF', : dF ;
o Ri="01, +a27d?,1'(21— :[)+a2 Zlu—f(u,— u;),
L4

l
ou, en posant

dF,

T e ey 7i
dz, i du,

et en remplacant z,— z; et w;— u; par leurs valeurs,

Z b’
F0= F'o -+ a7 ntd—o,,
i

aF1=aF’1+a72ni‘ il

dw]
On a d’ailleurs

w2Fy = a2 F%, Gy 2T Fy= ad Fy,

d’ou

’ 1 de, del
F=Fy+aF;+...+ </—1F’_+<7[F’ o E 8 2
0 1 o q—1 o q"‘ ntdv§+ n; dw{-

II faut donc choisir ' et 07 de telle fagon que

b’ db,
F, + Enz—,+ En.‘——'
7 dy; " dw;
soit indépendant des y'. Pour cela, comme I est une fonction périodique

des y', supposons-la développée en série de Fourier; soit A, l'ensemble des
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termes de cette série qui dépendent des ¢'; soit B, 'ensemble de ceux qui
dépendent des w' sans dépendre des ¢'; soit G, I'ensemble de ceux qui sont
indépendants a la fois des ¢’ et des ', c’est-a-dire de tous les y”, de telle sorte

que

Fy=A,+B,+C,

Nous déterminerons alors 0 et 0 par les équations

3 i’

(5) E n; vl =—A
db,

e 1 Lo la s

(6) E n, aw) By,

qui se traitent comme ’équation (3), de sorle que

i v’ , db
F‘1+Znid_v; +Zni e Cy

soil indépendante des y'.
Inutile de répéter la suite des raisonnements du paragraphe 3; nous voyons

ici encore que l'on ne peut avoir que des puissances positives de o.

5. Les difficultés commencent quand on suppose que F, au lieu d’¢tre déve-
loppable suivant les puissances d’un seul parameétre a, est développable suivant
celles de deux parametres a et 3, de telle sorte que I'on ait

F = zaPQquq.

On peut ramener ce cas au précédent en posant

Fﬂ —3 )\1.
On trouve alors
F = XSahFp= ZZar+ing Fjy,
de telle sorte que

Foe==Fop,  Fye Fig+ APotr . By Faode Wl s galles

et Pon peut ensuite appliquer I'analyse des paragraphes 3 ou 4. On en
conclura donc encore que les inconnues z et y peuvent se développer suivant
les puissances croissantes de «, le coefficient de «* dépendant entre autres
choses de 2 et pouvant étre désigné par ¢, (%). Mais il reste a savoir si ces
inconnues z et y peuvent ¢galement se développer suivant les puissances crois-
santes de « et 3, quand ces deux parametres sont regardés comme indépen-

dants. Pour cela, il faut et il suffit que ¢, (%) soit un polynome entier de
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degré / au plus en A. En est-il réellement ainsi, c’est la question qu’il nous
reste a traiter. Dans le cas du paragraphe 3, ¢’est-a-dire si Fyo dépend de
toutes les variables  sans qu'il y ait entre ses dérivées de relation linéaire a
coefficients entiers, elle se résout immdédiatement.

En effet, la forme des équations n’étant pas altérée par les changements de
variables successifs, il suffira d’examiner ce qui se passe dans un de ces chan-
gements et pour cela d’envisager 'équation (4). Nous voyons alors que [F) ] —I

se présente sous la forme d’un polynome entier d’ordre ¢ en A, puisque

F(]= AP Fq—p,p'

Quant au premier membre, il est indépendant de 2, puisque

Fo = Fun

et ses dérivées — n; sont indépendantes de 2. Il en résulte que 6 sera un poly-
nome entier d’ordre ¢ en A.

Nous rencontrons au contraire des difficultés dans le cas du paragraphe 4.
Nous avons alors a envisager au lieu de P'équation (4) les équations (5) et (6).
Les seconds membres — A, ¢t — B, sont encore des polynomes entiers de
degré ¢ en 2 au moins pour le premier changement de variables. Le premicr
membre de (5) est encore indépendant de 4; mais il n’en est pas de méme du
premier membre de (6), car I, et, par conséquent, les n; sont des polynomes
du premier degré en 2.

En général, par conséquent, U'intégration de (6) introduira des diviseurs qui
seront des polynomes du premier degré en 2; ces diviseurs entreront au pre-
mier degré dans le dénominateur de 0;; aux approximations suivantes A, et B,
ne seront plus alors des polynomes entiers en 2, mais des fonctions rationnelles
contenant ces diviseurs au dénominateur; donc, dés le second changement de
variables, le dénominatear de 0, pourra contenir ces diviseurs a des puissances
supérieures.

Il résulte de tout cela que ¢,(2) ne sera plus un polynome entier en 2, mais
une fonction rationnelle de 2 dont le dénominateur sera décomposable en fac-

teurs du premier degré. Qu’arrive-i-il alors si 'on veut développer suivant les

5 ; 7
puissances de o et de 37 On aura, par exemple, un terme en % et 'on
a A

pourra éerire

ad )

br ol
—_— o PafE = e 3P aT—P
a—+ b apr+1 ap+1!
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ou bien

ad ap ap
— = ¥ T e af =2i ag+p B—p—t
a—+ bk E GRELNREL br+1 : 2

suivant qu’on veut développer d’abord suivant les puissances de « et ensuite
suivant celles de 3, ou inversement. [)'aucune maniére, on ne pourra éviter

Uintroduction des exposants négatifs.

6. 11 y a cependant un cas on la difficulté ne se présente pas. Supposons

que Foo, Fio, ..., Fy, ne dépendent ni des » ni des v ; alors

LlFlo

i o O
du,

et

dFy, _, dFs,
du, " dul

n}=—
est divisible par A.

D’autre part, B, est un polynome de degré ¢ en 2, mais ce polynome est
divisible par 1; et en effet B, représente Pensemble des termes de ¥ qui
dépendent des w' sans dépendre des ¢' et, pour A = o, I, se réduit a Fi qui
par hypothése ne dépend pas des o', de sorte que B, s’annule pour 2 — o.

Nous pouvons alors diviser 'équation (6) par 4, de telle facon que le second
membre devient un polynome de degré g—1 en 24, et le premier membre
devient indépendant de 2. Il ne s’'introduit donc plus de diviseurs dépendant
de 7.

Pour que ce raisonnement soit valable, il faut que les changements de
variables successifs n’alterent pas la forme des équations, c’est-a-dire que
les Fy, restent indépendants des u et des w. Or, si nous supposons 4 = o, les
ariables w et w disparaissent de nos équations; et la suite des changements
de variables ne peut les y introduire. Done, aprés un changement quelconque,
ces variables doivent cesser de figurer dans les équations dés qu’on y fait 2 = o,
c’est-d-dire quand I, se réduit a F,,.

(est ce qui arrive en particulier quand ¥, =o0(g=>-1). 8¢ donc F ne con-
tient que des termes indépendants i la fois de « et de B ou des termes divi-
stbles par (3, nous n’aurons pas de puissances négatives de o et de 3 dans
les expressions des coordonnées.

Cela est encore vrai si les termes indépendants de 3 dépendent seulement

des z.
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7. Ce qui précede suffirait pour que nous puissions en faire Papplication au
cas de la Lune, siles développements des coordonnées de cet astre procédaient
seulement suivant les puissances de « et de €/, qui sont des parameétres donnés
figurant dans les équations différentielles. Mais ils procédent également sui-
vant celles de e et de 'inclinaison, qui sont des constantes d’intégration. Gela
m’oblige a reprendre la question encore a un autre point de vue.

Supposons des équations canoniques

Gy DAL AR Clidye DR
dt — dy;’ i dt — dn,’ qt b ey

Je suppose que
F = Za7F,

est développable suivant les puissances du paramétre «, que F est périodique
par rapport aux y et développable suivant les puissances des £ et des 7; je sup-
pose enfin que Fy ne dépend que des z et est indépendant des y, des £ et
des 7. 3 :
C’est précisément ce qui arrive dans le probleme des trois corps, quand on
adopte les variables képlériennes canoniques, c’est-a-dire les deux variables L
proportionnelles aux racines carrées des grands axes et qui jouent le role des z,
les deux longueurs moyennes qui jouent le role des y, et de plus les quatre com-

binaisons

Lr—"i=er), La\/f=2%di(s =" cosm),

deux pour chacune des deux planétes que nous appellerons les p;, et les longi-
tudes des périhélies et des nceuds changées de signe que nous appellerons

les w;, et que 'on pose ensuite
Ei= \/2p; cOs W)y, Ni= \/2p; Sin w;.
Supposons F, développé suivant les puissances des £ et des 0, et écrivons
F,=2F,,,

F,, étant Pensemble des termes homogenes de degré p par rapport aux £ et
aux 7; comme I, est une fonction périodique des y, nous pouvons la supposer
développée en série de Fourier et désigner par [Fgp] le terme de cette série de
Fourier qui est indépendant des y.

Il est clair que [Fyo | dépend seulement des 2, et je supposerai :

1° Que [Fi]=0;
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2° Que [Fy.] est de la forme
[Fiel = Tz +np),

les v; dépendant seulement des .

Si ces deux ‘conditions n’étaient pas remplies, il suffirait pour qu’elles le
fussent de faire un changement linéaire canonique de variables, de facon que
les nouvelles variables & et v fussent des fonctions linéaires (non homogenes
en général) des & et des u;, les coefficients dépendant seulement des z; on
aurait, par exemple,

[ A R IRE YR . [,
Si = ~ Ptk Sk & Pig Nk = Dioy

les 5 dépendant seulement des z. On pourra remarquer en passant que la pre-
mi¢re condition est remplie d’elle-méme dans le cas du probleme des trois corps.
Il résulte de tout cela que nous pouvons supposer les deux conditions remplies.

Si F dépendait seulement des z et des combinaisons

©

r n2
AT a1
Pi-—_‘T“’

I'intégration serait immdédiate. En effet, on aurait

dr

dt
i,lo_s(lfh‘_'d‘q_ dF B2 A
Wi ’l(ﬁ——sd—n—’ld—sa
dF_dde__,,dF dF__ dF
E-HRE D &G’

=0, & = const.

v

d'o = = t : = nst i = const
E—O, p = const., TE——COS., ;{F—- .

ce qui montre que les y sont des fonctions lindaires du temps; d’ailleurs, les
¢quations
dsiiadb dn 4
ae TV > T TR
sont des équations lindaires a coefficients constants immédiatement intégrables.
Nous sommes donc conduit a reprendre I'artifice du paragraphe 3 et a faire
une série de changements de variables dirigés de facon a rendre successive-

ment les divers termes F,, indépendants de toute autre variable que les z et
les combinaisons p.

D’apres notre hypothese, la condition est déja remplie pour

FOO, Fo|= Fog:...= 0.
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Par un premier changement de variables tout a fait pareil a ceux du para-
graphe 3, nous pouvons faire disparaitre les termes dépendant des y dans Fy,

de facon a réduire Fy a [Fy]; la condition est alors remplie pour

Fio=[Ful, Fu=[Ful=0, Fu=[Fu]

8. Pour montrer en quoi doivent consister les changements de variables
successifs, imaginons que, par suite d’une série de changements de variables
anlérieurs, on soit arrivé a ce résultat que Fy, ne dépende que des z et des p,

toutes les fois que
v<g, vEp

ou ([ll(‘.

et proposons-nous de faire un nouveau changement qui, tout en conservant les
résultats acquis, fasse que Fy, ne dépende non plus que des z et des p.
Nous désignerons encore par 2/, ¥, £/, ' les nouvelles variables. Nous consi-

dérerons une fonction S des z, des y/, des £ et des 4/, et nous poserons

A Nen dsS AT dS e S SadS
(2 bis) Jl_dxi’ 1~ ll)"i" u—-:[,;.—i’ ei—m'

Nous prendrons d’ailleurs
S = “"‘"l'.’/,_‘_ XETI/_’_ 27 0(z, )"7 £ T\l) e [ 01(“’) g Tl,>'

Nous supposerons que 0 est périodique par rapport aux y’, 0; indépendant
des »', et que 0 et 0, sont des polynomes entiers homogenes de degré p en £
et 7. La condition étant déja remplie pour Fy,, Fio, Fiy, Fya, nous devrons
supposer ou g >1, ou ¢ =1, p > 2.

Qu’arrive-t-il alors si nous résolvons les équations (2 bis) par rapport aux
variables anciennes de telle fagon que ces variables se trouvent exprimées en
fonction des anciennes et de «? Je dis que les différences

bl 6 S o 1.4 T e ol

- ol
L b

seront des fonctions périodiques de y', développables suivant les puissances
de o, des £ et des 1.
En effet, il suffit d’observer que, quand on fait & = o, les équations (2 bis)

se réduisent a

de sorte que le déterminant fonctionnel des premiers membres par rapport aux
H. P. — VHI. , i
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inconnues se réduit a 1 et ne sannule pas, de sorte qu'on peut appliquer le
théoréme de Cauchy sur les fonctions implicites.

Il y a exception si ¢ ==1; car les équations se réduisent a

b, db, [ Sl
S prg st Gt S

/ ;
X = gy e
2 LT dx

Néanmoins le déterminant fonctionnel reste égal a 1 pour

E:’I]:E'::'q':()

si p > 2, ce (ue nous supposerons, de sorte que le résultat subsiste.
- Nous pourrons négliger a9+1, ou bien encore les termes de degré supérieur
a p en £ et 7/, puisque nous n’avons a considérer que les termes F,, ou Qe

ou . = ¢, v < p. Dans ces conditions, nous avons

= 2!— aF it = ' 4 af it + ag—1 Al
B T dy’’ S dz’’
db’ dby db’ db,
S Aty b3t — e it A o, TR T
E—F .aq an ag y ) n=mn-+af aE =+ o z

+ 4 : b’ Sicitily
Nous donnons, bien entendu, aux notations ', ) F,, ... la méme signifi-

cation que dans les paragraphes précédents. L'erreur commise sur y sera alors
de L'ordre 2 —2 en «, de ordre 2p —-2 en & et 7'; I'erreur sur z sera de
Pordre 2 —1 en et 2 p— 2 en £ et '; Perreur sur £ et n sera d’ordre 2g—o
en o, d’ordre 2 p— 3 en¥ et .

Passons au calcul de F; il viendra

Fn = FIO R Eni(zi—- .’L‘,’),

en négligeant a9+ et a fortiori a*? et, par suite,

’

b
Fn= F’(,+a‘72n1d—y,,
<

Perreur commise étant de 'ordre de «?7-* et par conséquent d’ordre au moins
égal a a7+t si g >1, et de lordre de £27-2 et par conséquent d’ordre plus grand
que £, si 'on a g =1 et, par conséquent p > 2, celte erreur étant par consé-
quent dans tous les cas négligeable. Il vient ensuite

"}

< , d :
l',=F,+2 #(x——x)

ks ot dF’, ; dF', i
+2 37(.) i, )+271—E7'(E—5 )+2 W(‘ﬂ—ﬂ )s
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en négligeant a4, ou bien encore

D e dF’, db, dF db dF’y db, ]
Fi=F)+ a7 1[+2—d;,-6%7— —_dE, d”] Z fl e

L’erreur commise sera de lordre de 23773, c'est-a-dire de P'ordre de a?,
sig>1;si g=r,elle sera de Pordre 2p —2 en £ et 7, c’est-d-dire d’ordre
plus grand que p, puisqu’on a alors p > 2. Nous pourrons encore la négliger.

Nous observerons ensuite que nous pouvons dans le coefficient de a¢~* rem-
placer ), par F,, + F,, 4+ F, (puisque 'erreur ainsi commise sera de 'ordre
de £7+1) ou méme par F,, (puisque F',, + F, ne dépend que des 2’). Il restera

done finalement

’ (/ /‘, iU'
Fy=F, + 1:/—1Z<f‘§;_',2 [(l—,):,l- LA ‘_.!.)
I

2 , b , dby
= Fl+afl—‘12‘y<'q d—g,—E d—_q:)-

On trouve de méme pour /4 1 et au méme degré d’approximation
atFp= alFy,
d’ou finalement

F=Fy+oF) £ Hat—tF,
e Al 3 A
TR o= e EE
e [P'l \Hndy' 27( dE ¢ dr )]

Nous devons donc nous arranger de telle fagon que

F —»—Zn 2 ( ((lio,i —E'%)

ne dépende que des 2’ et des g'. Pour cela nous observerons d’abord :

Que nous pouvons laisser de coté les termes d’ordre plus grand que p

en t et 7', c’est-a-dire I, ott & > p, termes que nous négligeons;

»° Que la condition est déja supposée remplie pour I, ou 2 << p, de sorte

qu’il suffit de s’occuper de Pexpression

i clo (lﬁ’ na,
ForZng +IN I F ¥ )

3° Que cetle expression est homogéne de degré p en & et v/, puisque 0/

ot I* , sont des polynomes homogenes de degré p.

Posons

OB e ’ 3 o
L= yagieosol,  mi= \/ag]sinwj;
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cette expression devient
(lf)‘
/'q+2nd ; _2 Yo"
Dailleurs, F, “devient une fonction périodique par rapport aux )’ et aux o',
ct développable en série de Fourier. Soient Ay, 'ensemble des termes de cette
série qui dépendent des y'; By, ceux qui dépendent des o' sans dépendre
des y'; Gy ceux qui sont indépendants a la fois des y' el des o'

Nous pourrons déterminer 0’ et 0 par les équations

nj—;fl, = A,/,,,

Dtg = B
qui se traitent comme (3), (5) et (6); et 'on verra que
e Sad 38 o,

ne dépend plus que des 2’ et des p'.

Nous pourrions répéter ce que nous avons dit a la fin du paragrﬁplne 3;
représentons les variables primitives par des letires non accentuées, les
variables finales, apres tous les changements de variables, par des lettres
marquées d’astériques. Nous verrons que ces variables primitives z, v, £, 1
sont des fonctions de «, des constantes z*, des arguments y* qui varient pro-

portionnellement au temps, et enfin des combinaisons
&l = g; coswy, n; = &; sinwy,

ot les ¢; sont des constantes d’intégration et les ¢v; des arguments variant pro-
portionnellement au temps.

Ces fonctions sont périodiques par rapport aux y* et développables suivant
les puissances de o, des £* et des 4"; on voit que nous n’aurons partout que des
puissances positives de o et des ¢.

Ce qui précede s'applique au probleme des trois corps, ainsi que nous
I'avons fait remarquer plus haut. C’est peut-étre la maniére la plus rapide de
démontrer les théorémes fondamentaux relatifs a la forme des développements
des coordonnées, bien que cette méthode ne puisse étre recommandée pour le
caleul direct de ces développements.

Dans le cas que nous venons d’examiner, on n’a pas a craindre de voir

s'introduire d’exposants négatifs; mais il serait aisé, en opérant comme au
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saragraphe 5. d’en déduire d’autres cas analogues ol cette circonstance se
I grap 3 8

produirait.

9. Cherchons maintenant, apres ce long préambule, a appliquer a la Lune
7 te) b }

les principes précédents. Soient x4, zs, x; les coordonnées de la Lune par
rapport a des axes de direction fixe ayant leur origine au centre de la Terre,
Vi, ¥a, ¥y les composantes de la vitesse de la Lune par rapport a ces mémes
axes. Soient u I'anomalie moyenne du Soleil, et ¢ une variable auxiliaire que

L 3 e 1 i . g s 5 :
nous définirons plus loin. Soit T = ~Zy*; soit U I'énergie potentielle due a
Pattraction des trois corps; soit Uy I'énergie potentielle qui serait due a
Pattraction du Soleil sur le systeme Terre-Lune supposée concentrée en son

centre de gravité; soient my et m; les masses de la Lune et de la Terre, et soit

) muny

soil enfin B le moyen mouvement du Soleil.
Les équations du mouvement de la Lune prendront alors la forme canonique

dey  d U dy; d U
e ra Gl L

] : 3 B U v %
La fonction T - = dépend des coordonnées z de la Lune et des compo-
1

santes y de sa vitesse; mais elle dépend également des coordonnées du Soleil
par rapport au centre de gravité D du systtme Terre-Lune; mais celles-ci
peuvent étre regardées comme des fonctions connues du temps, ou si I'on aime
mieux de 'anomalie moyenne # du Soleil; car le mouvement du Soleil autour

du point D peut étre regardé comme képlérien. La fonction
)

g U
T + T
)y

est donc une fonction des z, des y et de «.

Nous observerons, d’autre part, que U; dépend seulement de w; ses dérivées
par rapport aux z et aux y sont nulies, de sorte que I'on peut remplacer dans
les équations précédentes U par U-— U, ; d'autre part, nous pouvons introduire

la variable auxiliaire ¢ et poser
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d’otr les équations canoniques

d.l‘,'_ _Li (’l‘—FU_Ul)_ ﬂ‘:
\ dt- 7 sy my B P
5 ) dyi d Uiy dF
(1) 77——250”“7m—>—-z;
dv dF v dF

Frimtr AL Tl e

2 { dy A SRS 4 ¥tk A
I’équation en - peut étre considérée comme la définition de la variable

auxiliaire ¢.

Pour transformer ces équations, nous allons introduire les variables képle-
riennes, c¢’est-a-dire les ¢éléments osculateurs de 1'orbite de la Lune. Soit L une
quantité proportionnelle a la racine carrée du grand axe de cette orbite oscula-
trice; soit

91=L(1——v':e—'-’), pa= L y/1— e? (1— cosi),
e et ¢ étant l'excentricilé et l'inclinaison osculatrices; soient A 'anomalic
moyenne, o; et o, les longitudes du périgée et du neeud (osculateurs) changées
de signe; soit

b= \/2 pi COSW;, = y2p; Sin ;.

Le changement de variables sera canonique et les équations (1) deviendront

d._ dF  d _ dF.  do | dF
o g e T TR T drishedy’
- %
& __dF  dn__dF . du__dF
AL el e TrE dlo T e

Nous voyons d’abord que I peut s’écrive
F=Fy+ 3F+ 2F,.

Iy est ce que deviendrait la fonction F, si le Soleil n’existait pas ; le mouvement
serait alors képlérien et Iy se réduirait a une constante divisée par L2; Fy est
tout simplement égal a — ¢; quant a 32F,, c’est la fonction perturbatrice qui

est, comme on sail, proportionnelle a 52. Quelle est sa forme?

1 Elle dépend des variables L, 2, £, 7 et de u, et en outre de deux para-

metres qui sont la parallaxe a et Pexcentricité ¢' du Soleil ;
2" Elle est développable suivant les puissances de « et ¢';
3% Elle est périodique par rapport a & et a u;

4° Elle est développable suivant les puissances des £ et des 7;
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5° Sil'on y remplace & et 1 par {/2p cosw et {20 sinw, elle sera une fonction
périodique de 4, de u et des o, qui pour ¢'= o dépendra seulement des diffé-
rences des quatre variables

- .
Ay u, —wy, — 0a;

6° Ce sera une fonction paire par rapport a £, et 7,.

Il résulte de la cinquieme condition que, si l'on 'développe I, en série de
Fourier selon les lignes trigonométriques de 4 et de u, et que l'on envisage le
terme constant que j'appellerai [F,], ce terme constant ne dépendra que de la
différence w;— w,, et, comme il est développable suivant les puissances des £
et des 7, on voit que son développement ne pourra contenir que des termes de
degré pair. En vertu de la sixitme condition tous les termes devront étre pairs,
d’une part par rapport a £, et 0y, d’autre part par rapport a &, et n,;

7° Mais il y a plus; dans le développement de [F,| envisageons les termes
qui sont de degré zéro par rapport a « et a ¢’ et de degré 2 par rapport aux £ et
aux n; ces termes se réduiront a :

Clet+ni—E—n3],

C ne dépendant que de L. C’est pour cette raison que, dans les développements
des vitesses du périgée et du nceud, les termes en m? (ou en 32) sont égaux et

de signes contraires.

10. Cela posé, nous allons, comme dans les jparagraphes précédents, faire
une série de changements canoniques de variables, n’altérant pas la forme de
la fonction F, mais simplifiant progressivement cette fonction jusqu’a ce que,
finalement, les termes non négligeables de cette fonction ne dépendent plus
que des nouvelles variables L/, ¢', &', 0’ et pas de ¥’ et «/, et que de plus elle ne
dépende des £ et 7' que par les combinaisons

E -ty Byt

Nous dirons alors que ces termes satisfont aux conditions A. Le premier
de ces changements de variables aura pour but de faire disparaitre dans F, les
termes dépendant de A et de w; il suffira dappliquer le procédé du para-

graphe 4. La fonction F deviendra

F=F,+F,+ BF,+ BF;+...,

b

ou Iy, I, et I, sonl formées avec les nouvelles variables comme F,, F, et [F.]
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I'étaient avec les anciennes. Si, pour économiser les notations, nous convenons
de supprimer les accents apres chaque changement de variables, une fois que
ce changement est accompli (ce que nous avons fait, en somme, dans les para-

graphes précédents), nous aurons

F = Fo+ pF1+ gz[Fg]ﬂ—{j3F3+...,

I, ¥y, ... remplissant les conditions énoncées pour I, au paragraphe 9.

On remarquera que F; reste égal a — ¢, les autres termes Fy, [F,], F,, ...
ne dépendant pas de ¢. Cetle circonstance subsistera dans toute la suite des
changements de variables. Cela tient a ce que les fonctions qui joueront le role
de la fonction 6 du paragraphe 3 ne dépendront pas de ¢, de sorte que les diffé-
rences entre chaque variable ancienne et la variable nouvelle correspondante
sera indépendante de ¢.

Si les termes du second degré de [ F, | se réduisaient a .
Y1 (€1 + i)+ y2(E3 +13)

sans qu'il y eut entre vy et vy de relation linéaire a coefficients entiers, on
n’aurait qua combiner sans y rien changer les principes des paragraphes pré-
cédents et 'on verrait que les quantités 3, «, e, €/, y par rapport auxquelles on
développe ne peuvent jamais étre affectées d’exposants négatifs; mais il n’en
est pas ainsi, car on a vy + ya = 0, ainsi que nous 'avons dit plus haut (§9, 7°),

et ¢’est ce qui nous oblige a examiner la question de plus pres.

11. Nous appellerons caractéristique d’un terme un produit de la forme

ir;ﬂ)'x ol ells'\‘.'l’m e'l’-;’

Ol (L1, [a, Ps ne sont autre chose que les exposants de 3, a et ¢’ dans ce terme,
tandis que p; est le degré du terme en £y et 7y, et g, son degré en £, el n,.
Comme nous le verrons plus loin, il peut s’introduire des termes o Iexpo-
sanl gy est négauf, et c’est préciséménl, le fait que nous nous proposons de
mellre en évidence; mais cela n’arrivera que pour des termes pour lesquels les
aulres exposants @ sont notables; cela ne se présentera pas au début du calcul;
nous supposerons donc qu'au point ot nous en sommes arrivé le fait ne s’est
pas encore produit, de telle facon que tous les termes de F aient une caracté-
ristique a exposants positifs. Ce qui nous autorise a faire cette hypothese, c’est
que, dés que le fait en question se i)ruduira, nous pourrons arréter le calcul,

le but (qui était de démontrer la possibilité de ce fait) étant atteint.
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Soit

K=iViaVs ctrpilae s,

Je suppose que, par suite des changements de variables déja faits, tous les
termes de ¥ dont la caractéristique est un diviseur de K (K lui-méme étant
exclu) satisfassent aux conditions A, c’est-a-dire ne dépendant que de 1.,
¢, &1+ n;i, £3+ n:. Je me propose de faire un changement canonique de variables
tel qu’apres ce nouveau changement les termes en question dont la caractéris-
tique est un diviseur de K ne soient pas altérés et continuent par conséquent a
satisfaire aux conditions A, et que de plus les termes dont la caractéristique

est N satisfassent également a ces conditions A.

Il est clair qu’on peut conduire une suite de semblables changements de
variables de facon que finalement tous les termes non négligeables satisfassent
aux conditions A.

Les variables anciennes s’appelant d’apres nos conventions

L, & ¢ u Eni-Mi

les variables nouvelles s’appelleront
Lr: )‘/: e 5;7 Nie

Et nous introduirons comme au paragraphe 3 une fonction S qui définira le
changement de variables par I'identité

dS = ZdL + udy + Indt + L' d)\ + o' du'+ XE di.

Cette fonction S sera d’ailleurs de la forme suivante :
S =L\ + v’ + ZEq'+ 6.

Nous prendrons
0 = 0y+ Oy O+ 03,
3 . T K K K <
ot 0, 0y, 0,5, 05 auront respectivement pour caractéristiques K, —, & et =55 ou 0,
l) % I)'
sera indépendant de 2, 05 et 0y indépendants de ' et de «'; ou enfin 0, satisfera
a I'équation
db; db iz ., dby
3 By—— e e G
(%) AL s s

= 0.

Nous ferons la méme approximation qu’au paragraphe 3, c’est-a-dire que
nous remplacerons les équations exactes

4 S I , de
(4) /\=/.+ﬂ) ‘=L—CT).”

2 80 2 £ 45
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par les équations approchées
de’ de’

(41)18) ).:)\/+E;’ L=L,~—d7’

0’ c’est ce que devient @ quand on y accentue les lettres L, ¢, &i. Nous évalue-
rons plus loin, aw paragraphe 14, Uerreur qui résulte de cette approxi-
mation.

Dans ces conditions, aprés le changement de variables, I deviendra
F'+[F', '],

en négligeant le carré de @', en désignant par I/ ce que devient I quand on y
accentue toules les lettres, et en posant

3 Bt dF’ do' dF’ de'
(%) l“"’]=<wd—u—md—w>
+(dF’gg_d£ﬁ> z(’db" de’ dE’' d()’)

du' dy' dy’ du’

12. Nous ne conserverons dans I que les termes qui ont pour caractéris-
tique K ou un diviseur de K, et qui sont les seuls qui nous intéressent. Avant
d’aller plus loin, considérons deux termes quelconques A’ et B/, et formons le
crochet [A/; B'] défini comme nous venons de le faire pour [F', 8] : ce crochet
se composera de quatre termes, les deux premiers correspondant aux deux pre-
mieres parentheses du second membre de (5) et les deux derniers aux paren-
theses réunies sous le signe % dans le dernier terme de ce second membre.

Si alors nous supposons que A’ et B’ aient respectivement pour caractéris-
tiques Ky et Ky, nous voyons que les deux premiers termes de [A’, B'] ont
pour caractéristique K, K,, et les deux derniers E—’e—?ﬁ et 1‘%5{—2

Y

Observons en passant que dans le cas qui nous occupe le second terme de
[A’, B'] est généralement nul, car ® ne dépend pas de ¢/, et le seul terme de I
qui dépende de ¢ est le terme Fy; c’est donc seulement quand A'=1F' que le
second terme en question n’est pas nul.

De ce que © ne dépend pas de ¢, il résulte également que

’

w=u.

Considérons les différents termes de [ F', @'] et d’abord

[F, 3] = [Fa, 0]+ B[F%, Vo] + B2 Fy, 0]+ BLF, 03] +....

F' el ', onl pour caractéristique 1, el sonl indépendants des & et des 7/, de
0 1 : l ‘I ) P )
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sorte qu’on n’a pas a envisager les deux derniers termes du second membre de
(5); comme 0 a pour caractéristique K, on voit que [F, 6] et B[F,, 0] ont
pour caractéristiques K et BK; le premier de ces crochets doit donc étre
conservé et le second rejeté. Prenons ensuite les différents termes de g7[F',, 0]
Si le terme envisagé de I, a pour caractéristique K,, les deux premiers
termes du second membre de (5) nous donneront des termes de caractéristique
BnKK,, et les deux derniers des termes de caractéristique
§ ) q
;111 KK1 {jn KK] e
- ou .
ez his

Tous ces termes doivent éire rejetés, car il n’est pas possible que f"KK,,
BnKK,  B"KK,
ou ——

-\{l

% soit égal & K ou a un diviseur de K.
B8R KK,

Il n’y a pas a craindre d’ailleurs que *—;
P

par exemple soit fractionnaire;
quelle est en effet I'origine des termes qui ont cette caractéristique ? On les
obtiendra en considérant un terme A’ de F), ayant pour caractéristique Ky, et
en formant le troisitme terme du second membre de (5) dans le crochet
Br[A’, 8,]; or ce troisitme terme est nul si les dérivées de A’ par rapport a £
et 0, sont nulles, c¢’est-a-dire si K, n’est pas divisible par e, ou encore si les
dérivées de O par rapport a £, et 7, sont nulles, c’est-d-dire si K n’est pas
divisible par e. Il faut donc bien que KK, soit divisible par 2.
En résumé, de [F, 0] il convient de conserver seulement

d¥’, dv,

- ’ 2 iy e W O
[FO) eOJ— dL’ dN

Considérons maintenant
[F, 8] =[Fo, 03]+ B[Fy, 041] + B2[Fp, 09]+. ...
Le premier terme [F, 0] est nul, parce que 0, ne dépend pas de '; le
second, ’

SheH b,
@[Fu 91]= ﬁc—m—f,

a pour caractéristique K et doit étre conservé. On verrait, comme plus haut.

que les autres termes ont pour caracléristiques

gn—1 KK, pr—KK,
)
2

y2

:’111—1 KK“

i)

i

et doivent étre rejetés. Passons a

[F” 0/2 ] = 2{5"[F;,, Bl:]-
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Nous avons
[F), 05] =[F}, 65] =o,

parce que O, ne dépend ni de 2’ ni de u'. Les autres termes provenant de
B7[F,, 0,] ont pour caractéristiques
) n’ 2 p

; B, l’;n—-z KK Iy 13"—2 KKI
(6) KK, TR

Ky étant toujours la caractéristique du terme de ¥, envisagé. Tous les termes
pour lesquels 2 > 2 doivent étre rejetés, car, si n > 2, aucune des quantités (6)
ne peut étre égale a K ou a un diviseur de K. Reste donc a envisager les termes

provenant de B[, 0,]; ils ont pour caractéristiques

KK, Kef’ R

~2
‘

Nous devons donc prendre Ky =1, K;=¢?, K, = 1%, ce qui nous donnera
la caractéristique K (ou bien Ky = ¢, K; =1+, ce qui nous donnerait les carac-
téristiques 1—: ou %, K élant supposé divisible soit par e, soit par v).

Nous rejetterons I'hypothese K, =1, parce que F, a été réduit par le chan-
gement de variables du paragraphe 10 a la forme [Fs] et a conservé cette forme
dans les changements suivants, de sorte que celui de ses termes qui a pour
caractéristique 1 ne dépend que de L/, et, comme 0, ne dépend pas de 2, le
crochet du terme en question et de 9, est nul.

Nous rejetterons les hypotheses Ky — ¢, K, = v; el en effet [F.] ne contient
que des termes d’ordre pair par rapport aux £ et aux 7.

Nous conserverons les hypotheses K= ¢?, K;= y?; nous aurons donc a
conserver dans [F,] les termes qui sont du second ordre par rapport aux £ et

aux 7, indépendants d’ailleurs de o et de ¢’ et qui se réduisent (§9,7°) a
i

Nous n’aurons d’ailleurs a envisager dans I'équation (5) que les deux derniers

C[E} +nt —E&3—n

e

termes du second membre, de sorte qu’il nous restera finalement pour les

termes conservés de notre crochet

db’, b, db’, dy’
F’,0,]=p32C <'r’ —2 E iy = -yl )
(sl = i CA oty " s Ul =t )

ce que j’écrirai, pour abréger 52 D (0)).
Il reste a envisager
[F', 05] = Zp»[Fp, 03]
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On verrait, comme plus haut, que
[F%, 03] =[Fy, 03] =0,
puisque 07 ne dépend ni de %’ ni de #/. De méme les termes provenant de

B[ ¥, 0] auront pour caractéristiques
KK

n—3 G Gn—3 : (n—3
Br—IKK,, o33ty g

KK,

Y'.

et doivent tous éire rejetés, sauf ceux pour lesquels n = 3 ou n — 2.
Parlons d’abord de I’hypothése 7 = 3; on verrait, comme plus haut, qu’elle

conduit a 'une des hypothéses suivantes :
K1=I, K1=e'-’, Klz‘rz, K1=(" K1=Y'

Considérons dans F, les termes qui admettent 'une de ces cing caractéris-
tiques ; nous pouvons admettre que par des changements de variables antérieurs
ils aient été amenés a satisfaire aux conditions A. Soient B, Bj,, Bis, B B les
termes correspondants de I, ; nous verrons que B/ ne dépend-que de I, et que
B, et B} sont nuls. Il en résulte que [B), 0;] = o, puisque 0, ne dépend pas
de .

Nous ne devrons donc retenir que [ Bi.~ B, 0,[, en nous bornant aux deux

derniers termes du second membre de (5), qui sont de la forme

o(ngg —ug)
C, et Cy ne dépendant que de L et que je représenterai par la notation abrégée
D.0,.

Supposons maintenant 7 =2, de telle sorte que nos caractéristiques

deviennent
KK; KK; KK;

Pour que ces caractéristiques soient égales a K ou a un diviseur de K, il faut
et il suffit que K, soit égal au dénominateur 3, Be?, By2, ou a I'un de ses divi-
seurs. Or F, c’est par définition le coefficient de 82; il résulte de la que K,
n’est pas divisible par 3, car F, est indépendant de 3. Nous devons donc sup-
poser

Ki=1, e, %, ‘e* ounys.
Si nous appelons E7, E,, ... les termes correspondants de F,, nous verrions,

comme plus haut, que
[E/h 0'3]:-0, E:,:E%:o,
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et, d’autre part,
[ Eg: + Ef‘.’s) 03] = Db; = o,

puisque 0, satisfait a I'équation (3).
En résumé, les seuls termes qu’il convienne de conserver dans [F/, @'] sont

les suivants :
dFy diy . dv,
—dU DR

+ (32D0% + 33D, 0.

13. On peut se demander si le changement de variables, en dehors des
termes que nous conservons, ne va pas introduire des termes a caractéristique
fractionnaire, ou I'un des exposants p. serait négatif.

Je dis que cela n’arrivera pas si ® ne contient pas lui-méme de termes a

caractéristique fractionnaire; et en effet, reprenons les équations

shoredh S )
(4) ).:l.-i-%, L._.L—-dT,

veey

d’ou l'on peut tirer les variables anciennes en fonction des nouvelles, d’aprés
le théoréme de Cauchy sur le retour des suites et les fonctions implicites; les
expressions ainsi obtenues seront développables suivant les puissances de §, «,
¢, des ' et des v/, de sorte qu’il n’y aura pas de caractéristique fractionnaire;
il ne pourra donc pas s’introduire de caractéristique fractionnaire quand dans F
on remplacera ces variables anciennes par les expressions trouvées.

Jajouterai qu’aprés cette substitution toutes les éaractéristiques dans I’
seront divisibles par 82, i 'exception de F; qui ne dépend que de L' etde F,
qui se réduit a — 3¢'. En effet,

B’Fg—i— B3F3+. o e

est divisible par 32 et restera divisible par 82 aprés la substitution, D’autre part,
Fq ne dépend que de L, et la différence

est divisible par $2. En effet, 04, 0,, 0, ne dépendant pas de ¥, il reste

s o B :

tﬂl

Or la caractéristique de 0, est égale a K ; elle est done divisible par 32, puisque
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celle de 0, qui est supposée non fractionnaire est égale a 5+ Il résulte de li que
F, — ¥, est divisible par 32. Il en sera de méme de
REEL— Ty ) = Lo~ P

car
de _ doy  db,

— e N Pt -,
ditg.iy . du du’

g R ; , M
Or les caractéristiques de 0, et 0, sont K et 5 et, par conséquent, divisibles
)
par B. La proposition énoncée se trouve done établie.

Remarquons que 0; est au moins du quatriéme degré par rapport aux g et
aux 7'. En effet, 0; satisfait a P'équation (3); si 'on remplace & et v; par
\/2 0i COSt; el \/29,-5111(.),-, ce sera donc une fonction périodique de la somme
wy -t wa, développable par conséquent suivant les

cOs
2 Wy 4+ 03).
smp( ; )
Nous pouvons supprimer les termes indépendants de

wy et s p=0).

Nous n’avons pas de terme ot p = 1, parce que nous n’avons dans nos déve-
loppements que des puissances paires de £,, 7, £, 7, nous avons donc au
moins p = 2; et comme le degré par rapport aux £ et 7' est au moins égal a 2p,
ce degré est au moins égal a 4. On démontrera aussi, au paragraphe 16, que 0,

est divisible pas et

14. Je me propose maintenant d’évaluer erreur que nous avons commise au
paragraphe 11 en remplacant les équations (4) par les équations (4 bis) et en
négligeant quelques lignes plus loin le carré de 0. :

Cherchons la caractéristique des divers termes négligés; mais, afin d’ abrewcl
la discussion, nous ne considérerons pas séparément le degré en £y etny et le

degré en £y et ny; c’est-a-dire que nous envisagerons la caractéristique réduite,

qui sera par définition la caractéristique ordinaire on I'on a fait y = ¢. Dans le

présent paragraphe, il s’agira toujours des caractérlsthues rédlutes

Ecrivons les équations (4) sous la forme

: Sk de y ‘de
(7) : A=K ey L—L=—W,

Dans les seconds membres figurent les variables L et £; nous les remplace-
rons par L'+ (L—L/), &+ (£—¥), et nous développerons suivant les puis-

sances de L— 1/ et de £ —F.
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En premiére approximation, nous ferons dans les seconds membres
LL—L'=E—E =o et nous retomberons ainsi sur les équations (4 bis); on

trouve dans les seconds membres les caractéristiques

KK EeC

Heg B e

en ce qui concerne les variables autres que £ et 7 et les caractéristiques

(réduites)

en ce qui concerne les £ et les n. Ces quatre types de caractéristiques corres-
pondent respectivement a 0, Oy, 0,, 05; le dernier disparait donc si 0, =o0; les
termes correspondant aux deux derniers ne dépendent ni de 2’ ni de #'; ceux
qui correspondent aux trois derniers ne dépendent pas de '.

En deuxieéme approximation, nous négligeons dans les seconds membres les

carrés de L

I/, £—¢, et nous remplacons L. — 1/, £ —F' par leurs premiéres
valeurs approchées; cela introduit les nouveaux termes ayant pour caracté-

ristiques

K

el

(h=0,1,2,3;1l=0,1,2,3,3, 45, 6).

3L

Pour le comprendre, il faut se rappeler qu’en différentiant par rapport a g
ou a m, on divise la caractéristique par ¢; de sorte que, par exemple, le terme
ae’ !

(b ah)
N dE
2o . o) o R
aura pour caractéristique le produit de celle de = par celle de £ —§' divisée
par e.

En troisieme approximation, nous négligeons dans les seconds membres les
cubes de L — L/, t —&/, et nous remplacons L— L/, £—¢ par leurs secondes
valeurs approchées; les nouveaux termes introduits auront pour caracté-
ristiques.

e Pl
= ;
Py (h<b,l<9)
Et plus généralement, en 7'*™¢ approximation, les caractéristiques des termes

nouveaux seront

K2

;h—pl (hL2n—1, L3N ).
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Mais quelques remarques sont nécessaires :

1° Si 0;=o0, on a [ < 2 en premiére approximation, d’ott /=<4 en deuxiéme

et [ = 2n en n™*™° approximation ;

2° Supposons toujours 0;=0; en premiére approximation, les termes ot
[ = 2 sont indépendants de %' et de «'; il en sera donc de méme en deuxiéme
approximation des termes ou / = 4, qui ne peuvent provenir que de la combi-
naison de deux termes de premiére approximation pour lesquels /= 2; il en
sera de méme en 2'*™¢ approximation des termes ou /= 2n. On démontrerait

de méme que les termes on [ = 27 —1 ne dépendeut pas de V.

; : S de  db
I/ (toujours si ;=0), on a [ = 2n— 2 parce que =D

3° Dans L

el (lillls == t‘, onalZon-—1 l)ill‘(‘(' ([ll('

.
de _ dv,  di,
AU di i

Cela posé, considérons le développement de
F(Ly 2oy PR S (B 005

P o

Le premier terme sera tout simplement I’ et le terme général sera, d’apres

suivant les puissances de L

la formule de Taylor, AD%, A étant un coefficient numérique, D une dérivée
partielle d’ordre p de I'un des termes de I/, et @ un produit de p facteurs de la
forme L —1./, .... Si K, estla caractéristique du terme envisagé de F', celle
de D sera

K,
o (hi < p).

Celle des différents facteurs de m sera de la forme

Ku
ehpl’
Celle de ADm sera done
N
(8) e

avec
N=%n H=h+3Zh M=zl

Le terme ne doit étre conservé que si cette expression est égale & K ou a un
diviseur de K. ;

H. P. — VIII. 46
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1° Supposons 0; = 0. Soient ¢ et ¢, les exposants de 3 dans K et dans Ky;
I'exposant de 3 dans (8) sera
g1+Ng—M;
pour que (8) divise K, on doit avoir
M—g >(N—1)g.
Comme
Mi=21 o3 nizs 0Ny
on aura
aN—g;=(N—1)g
ou
2—¢1>(N—1)(¢g —2)
D’aprés le paragraphe précédent, nous aurons ¢ > 2, de sorte que le second
membre ne peut étre négatif; Pinégalité ne peut donc étre satisfaite que si
q1=2, Ni=#_
Mais les termes pour lesquels N =1 sont précisément ceux que nous n’avons

pas négligés en remplacant les équations (4) par les équations (4 bis) ou en

négligeant le carré de @', ou si

gi=3, ¢ =2, cas que nous réservons,
ou si

gi=1 ou gy=do

Mais, si g1 = o, le terme de F' envisagé n’est autre que F; qui ne dépend que
.

de L'; en vertu de la remarque faite plus haut (3°), on aura non plus 7 =< 2n,
mais [ = an— 2 et par conséquent ;
ML2N—2,

de sorte que la condition a remplir devient

2N—a2x(N—1)g
ou

o> (N "“I)(q_z)y
ce qui entraine encore
gi=3 ou N=1.
Dans le cas de ¢, =1, on aurait pour une raison analogue

M<2N—1

et 'on arriverait au méme résultat.

www.rcin.org.pl



LES PETITS DIVISEURS DANS LA THEORIE DE LA LUNE. 363
5¢ 1l nous reste a examiner le cas de ¢ = 2, que nous n’avons pu traiter par
la considération de 'exposant de 3.
Soient s et s; les exposants de e dans K et Ky Pexposant de e dans AD=
sera
' si+Ns—H;
pour que (8) divise K. on doit avoir

H-—s>(N—1)s.

Mais
H<L2N—1,
d’ou
2N—1>(N—1)s,
inégalité qui ne peut étre satisfaite pour N = 1, ¢’est-d-dire pour un terme non

négligé, ou pour s =o0, 1 ou 2.

3° 1l nous reste donc le cas de g =2, s =0, 1 ou 2 et celui ot O;=o0. Pour
cela, soient encore ¢ et ¢, 'exposant de « (ou celui de ¢') dans K et Ky ; dans (8)
il sera £+ N¢ et devra étre au plus égal a ¢, ce qui ne peut arriver que pour
N =1 ou pour ¢, = ¢ =o. Il ne peut donc y avoir de difficulté que si exposant
de « et celui de ¢’ sont nuls dans K et K,;.

4° De sorte que, si 0;= o, les seuls cas douteux correspondent a

(9) ‘g =2, s =0, Lol gy =1

Mais, aprés le changement de variables du paragraphe 10, F, s’est trouvé
réduit a [F,]. Les termes de [F,] qui satisfont aux conditions (9), ¢’est-a-dire
ceux qui sont indépendants de a et de ¢’ et de degré 2 au plus par rapport aux ¢
et aux =, satisfont d’eux-mémes aux conditions A. On n’aura donc jamais a
faire un changement de variables avec une caractéristique K satisfaisant aux .

conditions (9).

5° Supposons que 0 ne soit pas nulj nous verrons au paragraphe 16 que 9,
est toujours divisible par ¢'*; done K, si 0; n’est pas nul, est divisible par €'4,
de sorte que la condition 7 = o n’est pas remplie, ce qui nous raméne a un cas
déja examiné (3°).

11 résulte de cette discussion que les seuls termes dont la caractéristique soit

K ou un diviseur de K sont ceux dont nous avons tenu compte dans les para-
graphes 11, 12, 13.
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15. Done, en nous bornant aux termes dont la caractéristique divise K, nous

aurons
P\ — F/+[FI’ el}

ou, d’apres le paragraphe 12,
) I parag

dF), dv, db,

et 5 oy

+ B2 DO, + 33 D, 0;.

Tous les termes du second membre, sauf F', ont pour caractéristique K ;

nous pourrons écrire
G e

H contenant tous les termes de caractéristique K, et G les termes dont la carac-
téristique divise K sans étre égale a K. Les autres termes sont négligés.

Nous décomposerons H en cinq parties :

H =H0+ H1+ H2+ H‘)+[}l].

Voici comment se fera la décomposition. Remplacons £ et 0 par \/2p; cosw; et
\/2p:. sinw;; H deviendra une fonction périodique de %', v/, o), w, et pourra
étre exprimée en série de Fourier. J

Dans cette série :

H, représentera les termes dépendant de 2’ ;

Hy, les termes indépendants de %', mais dépendant de «';

H,, les termes indépendants de 2’ et de «/, mais dépendant de o) et ), de
telle facon que les coefficients de ces deux variables ne soient pas égaux;

Hj, les termes qui ne dépendent que de la combinaison o, -+ »’,, mais en
dépendent effectivement ;

[H], les termes indépendants a la fois de 2/, u' et des o'

Les termes G dont la caractéristique divise K ne seront pas altérés par le

changement de variables, Nous déterminerons les 0 par les équations

dF, db,
Ho— 307 77 =©
o,
(10) H;+ BTu' =0,

H3+ ﬁa Dielg =0,
Hz-i- .B’ D0'3=0,

de sorte que les termes de caractéristique K se réduiront a [H] et satisferont

ainsi aux conditions A.
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Il ne peut se présenter aucune difficulté pour la résolution des trois pre-
mitres équations (10), car la caractéristique K est toujours divisible par (32,
c’est-a-dire que Ho, H; et H, sont divisibles par 32. 1l n’en est pas de méme en
ce qui concerne la derniére équation (10), car Hy est divisible par 82, mais peut

ne pas étre divisible par 3%, de sorte que B peut s'introduire au dénominateur.

16. La fonction F présente une symétrie particuliere dont j'ai parlé au para-
graphe 9. Elle dépend de la longitude de la Lune 2, de 'anomalie moyenne du
Soleil %, des longitudes du neeud et du périgée — o, et — ,; elle dépend éga-
lement de la longitude & du périgée solaire, qui est une constante et que nous
avions jusqu’ici supposée nulle par un choix convenable de 'origine des longi-
tudes. Soit alors

e'Pcos(ah —+ bu+ cywy -+ cawy+ hw)

un terme quelconque; comme la fonction I doit étre indépendante de I'origine
des longitudes, on aura

a—+ b+ h=c + c.

D’autre part, si nous prenons pour variables w et la longitude u + m, nous
voyons que, pour ¢'= o, I dépendra sculement de u 4w, et que plus généra-
lement ce sera une fonction de %, des », de w, de ¢’ cosu, de ' sinu, develop-
pable suivant les puissances de ¢' cosu et ¢’ sinu. On aura donc

Px|b—Fk|
De plus, ¢y sera toujours pair (vodr paragraphe 9).

Toutes ces symétries ne sont pas altérées par les changements de variables,
ainsi qu’on le vérifierait aisément.

Quels peuvent étre alors les termes H; s’ils ne sont pas tous nuls ? D’abord
on doit avoir

=0 =0 c; =220,
d’on
h=2¢,  p>2lel
Mais ¢, est toujours pair; donc

P = 4-

Ainsi H; est nul ou divisible par ¢'*. Donc 0, et 0, sont nuls ou divisibles

par e,
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17. Que H; puisse étre divisible par 82 sans P'étre par 37, il suffit pour s'en
assurer de considérer les termes dont la caractéristique est B2e'*e?y2.

Il résulte de la qu’il y aura des termes a caracléristique fractionnaire; mais
cela ne peut arriver tant que H, et, par conséquent 0; sont nuls. Cela n’arrivera
donc pas si Vinclinaison est nulle, c¢’est-a-dire si £y=1,=o0. Cela n’arrivera
pas si &= 0; cela ne pourra pas arriver non plus pour les termes dépendant
de e. Cela ne pourra arriver que quand s’introduira ce que nous avons appelé
un treés petit diviseur analytique; et en effet les termes de F que nous avons
appelés H; correspondent précisément a ces trés petits diviseurs analytiques.

Au lieu de 8, nous pouvons introduire la constante m de Delaunay, qui n’en
differe que par un facteur constant. Nous n’avons pu conserver dans Panalyse

précédente cette constante m, parce que ce facteur constant ]—g dépend de la
variable L, ce qui nous aurait géné.
Mais 'exposant de m est évidemment le méme que celui de 3. 11 peut donc
“devenir négatif. Si donc on poussait assez loin les développements de Delaunay,
on arriverait & des termes ou m figurerait a une puissance négative. Mais on n’y
arriverait que quand on rencontrerait de tres petits diviseurs analytiques, ce
qui, nous P'avons dit, ne peut se produire que pour des termes d’ordre trés

élevé. Clest pour cette raison que celte circonstance a échappé a Delaunay.

———— O e
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