QUATRIEME PARTIE. — THEORIE DE LA LUNE.

SUR

LES EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE

Bulletin astronomique, t. 17, p. 167-204 (mai 1900).

1. A Pexemple de MM. Hill et Brown, nous rapporterons la Lune a trois axes
tournants, la vitesse de rotation étant égale a »/, moyen mouvement du Soleil.
Les axes des z et des y sont dans le plan de I'écliptique et 'axe des z perpen-
diculaire a ce plan. Dans ces conditions, les équations du mouvement de la

Lune sont de la forme suivante :

§ z" on'y = avl f e on = dvi s Y, dvl
(1) y= ol ) = dy ’ B
Les lettres accentuées 2/, 2, ..., désignent les dérivées de z par rapport au

“temps. Quant a V c’est une fonction des coordonnées z, y, z de la Lune etde
Panomalie moyenne /' du Soleil. Elle dépend en outre de deux constantes, a
savoir : la parallaxe o qui est une quantité inversement proportionnelle au
grand axe de Porbite solaire et 'excentricité e' de lorbite solaire.

Considérée comme fonction de «, ¢ et /, elle est développable suivant les
puissances de «, ¢’ cosl' et ' sinl'. Considérons-la maintenant comme fonction

de a, z, y, z, nous verrons qu’elle se réduit a

®e 3
s ey I Bp®
r 2

pour «==o0 (z est un coefficient constant et r?=—= z?+ y?- z2). Quant au
coefficient o, ¢’est un polynome homogene d’ordre n + 2 en z, y et z.
H. P. — VIIL 38
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2098 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE..

Les équations peuvent étre mises sous la forme canonique par l'artifice

suivant. Posons : IR, vy ;
X=z'—n'y, Y=v+nrz, il =2

'S 7

%4 e v s L 2 T 7

BT T F=T-—-V,—n'L;

I. étant une variable auxiliaire. En prenant pour variables conjuguées

o Chem e e

XN

nos équations prennent la forme canonique

de _ dF dy _ dF dz’ g Ol T
. atdx. TTR G AR e aak T T
8 ' X [ dF A i adRe L

VAR e s A R iy e e e

Les trois premieres équations de chaque ligne se déduisent directement des
équations (1); on a d’ailleurs ‘;i,l’ =rn'et % =—n'; quant a la derniére équa-
tion de la premiere ligne, elle peut étre regardée comme la définition de la
variable auxiliaire L.

Jai d¢ja fait usage des équations (2) dans un article antérieur ( Bull. astron.,
mars 19oo).

Toutes les théories de la Lune conduisent a développer z, y et z en fone-
tion : 1° de trois constantes d’intégration «, e et v; 2° de trois arguments
fonctions linéaires du temps 7, / et 2: 3° de I'anomalie moyenne solaire /';
4° des deux constantes solaires a et é'.

Des trois constantes @, e et v, la premiere est une sorte de demi-grand axe
moyen de DPorbite lunaire, la seconde joue le role de Iexcentricité et la
troisieme de I'inclination. Les trois arguments 7, / et A représentent respecti-
vement la distance moyenne de la Lune au Soleil, la distance moyenne de la
Lune au périgée, la distance moyenne de la Lune au neud.

Nous remarquons alors : 1° que les coordonnées sont des fonctions
périodiques de période 27 des quatre arguments 7, /, A et Z; 2° que si I'on
regarde pour un instant = et @ comme des constantes et si 'on considére les
coordonnées comme des fonctions de /, &, I', e, v, €' et a, ces coordonnées sont

développables suivant les puissances des quantités
(3) a, ecosl, esinl, ycosk, ysind, e'cosl, e'sinl'. -

De tous ces faits bien connus, on peut déduire diverses conséquences.
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EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 299

Nos quatre arguments 7, /, 4 et ' sont des fonctions. linéaires du lemps et

nous POuVOIlS écrire

=c3l + &3, 1’=c¢t+€;,

~

T=cCl gy, [l =cst + ¢,

ou plus simplement, en posant
Th=2tDx = w5, N= w3, Uis=riwy
nous pouvons écrire
wi= c;t + &;.
1l est clair que ¢,=n' et que ¢;+ ¢, = n, n élant le moyen mouvement de
la Lune.

Cela posé, considérons « et ¢’ comme des constantes et regardons nos coor-

données comme fonctions de ¢ et des quantités
(4) : Qi esiailg W e

L, est une constante choisie de telle facon que l'équation des forces vives

s’éerive

F =—’L’Lo.

Nous désignerons par des 0 les dérivées prises par rapport a ¢ et aux
variables (4), et je poserai.
; dz dX . dz dX dL dl' JL al
6 F1=3(5 55 — 5% o)+ % o5 9B %
Dans cette équation je désigne par B et 8’ deux quelconques des quantités (4);
j’ajoute que sous le signe % on doit changer z et X d’abord en y et Y, puis

en z et Z.
D’aprés un théoreme bien connu, nos équations étant canoniques, les

crochets [, B'] doivent se réduire a des constantes.

Regardons maintenant nos coordonnées comme des fonctions des quantités
(5) a, ¢e€,. Y%, Lo, wi

et désignons par des d les dérivées prises par rapport a ces quantités (5).

Posons

o S 777 B T T T L T7 A Tk

TR dz.dX - dz dX dL dl  dL dl
(B, B)“E(d; dF ~ dF EB) T BAF T AT B

ot B et B’ sont deux quelconques des quantités (5).
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300 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE.
J'observe alors que I'on a

dx dx 9z dw dx dc;

g, S i) (® = — A P AL VR G
ds dwy’ a5 daf dw; df

st 3 est 'une des quantités «, e, v, L, et j’en conclus :
§ Y v dej
(6) et exl = (wiy wa); L& Bl = (wi, )+ ¢ 2, T (wi ).
X

On aurait une expression analogue pour le crochet [, £'], si B et £
désignaient deux des quantités «, e, v, L.

On voit d’abord que (w;, w;) doit se réduire & une constante. Considérons
maintenant la seconde équation (6). Le premier membre est une constante;
comme (w;, B) et (wi, w;) sont des fonctions périodiques des quatre arguments,
le second membre est égal a une fonction périodique, plus une autre fonction
périodique multipliée par ¢; il ne peut donc se réduire a une constante que si
le coefficient de ¢ s’annule et si en méme temps (w;, ) se réduit a une
constante dépendant seulement de «, e, v, L.

On démontrerait de méme que si § et B sont deux quelconques des
quantités a, e, Y, et Ly, la parenthese (3, B') se réduit & une constante.

Mais il y a plus, grice a une circonstance particuliére au cas de la Lune.
Nous savons que z, Y, Z et L sont des fonctions paires des w, tandis que X, y,
z et ' sont des fonctions impaires. Il en résulte que (si f et 8 sont toujours
deux des quantités a, e, y et L) les dérivées

o g Al T X dy' dsz dl’

sont des fonctions paires tandis que les dérivées
da dY s dl i i vdX sy v des Rl
e B i W e i s 71—3—7 —(E’ d—B) B
sont impaires
Donc les parentheses (w;, w;) et (B, 8') sont des fonctions impaires des w
et elles doivent se réduire a des constantes indépendantes des v, elles doivent
étre nulles. Cette circonstance simplifie beaucoup la démonstration du théoréme
que nous avons en vue et qui serait vrai dans des cas beaucoup plus généraux.
Si p, p et p’ sont trois quelconques des quantités (5), on a évidemment
I'identité

i, 1) | alw, p)  dw ») _
du” y dyp. A
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EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 301

Cette identité nous donne en particulier

d(wi, B)  d(wy, §7)
AE R

puisque (3, #') est indépendant des w et que (B, wi) =— (w;, #').
On peut donc trouver quatre fonctions A, AFQ, A;, A, de a, e, y et L, telles
que ;
dA;
d3

e (37 wi)'

De ces trois relations
4 4 g dA;
(Wi w,'):(fi, {")=”> —d—{il.=(§’ Wi),

il est aisé de conclure que

dS=3XzdX + Ldl— Ez\[llﬂ’i

est une différentielle exacte (je regarde, bien entendu, @, ¢ et ' comme des
\ o] ) ) )
constantes ). ;
Si je me rappelle que w, =/, je puis écrire

dS =Xz dX + (L — Ay)dl'— Ay dv — As dl — A di.

Jobserve ensuite que dX, dY, dZ, dl' dz, dl, d}. sont indépendants de L., ;
il en résulte que S est indépendant de L, et il doit en étre méme de I, — A,
Ay, Ag et A,

Donc Ay, As, A, dépendent seulement de «, ¢, v (et en outre, bien entendu,
de a, ¢ et n/).

D’autre part, 'équation ¥ =— /L, me donne
rlv Al Vl

n

L= Lo+

et comme T et V; ne dépendent pas de L, A,— 1L, n’en dépendra pas non
plus. Nous pourrons donc poser

G
A'p—Lo= ;&7’

G étant une fonction de a, e, et y

Donc en résumé
(7) dS=z2dX +ydY +~zdl — A, d=
T—V,—G

n

— Aadl — Aydh + dl’
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302 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE ‘LA LUNE,

est une differenticlle exacte. Tel est le premier fait que je voulais metre en

évidence. Je n’insiste pas sur les procédés de vérification qui en résultent.
2. Si nous regardons ¢/, o et n' comme des constantes, G, Ay, A, et A; ne

dépendent de @, ¢ el v. e i WS
Voyons ce que deviennent les équations (2) si, au lieu de

z, ¥, 3 L;
X iy e 2

on prend pour variables nouvelles
Ah A\-_x, 1\;;, A',:
Py, Wa, Wy, Wy .
L’expression
SxdX -Ldl'—2Adw;
étant une différentielle exacte, la forme canonique des équations ne sera pas

altérée et elles deviendront

dA; dr dw; dF

TIN5

Mais on a
F =— n/Lo= G — n'A;.

Les équations deviennent done (si 'on observe que G ne dépend que de «,

e, v et, par conséquent, de Ay, Ay, Ay)

I’lt\i iy dW,‘ 2 dG llWa Lt dG
T M A e e dr s dAs
dwy dG dw, ok
ARG ALk
Mais nous devons avoir ) Ci.
dt
On a donc
(8) —dG = ¢; dA |+ ¢ dAs+ c3 dAs.

3. Nous avons dit que z, y, z, X, Y, Z sont des fonctions périodiques des
guatre arguments w et, de plus, sont développables suivant les puissances des
quantités (3).

I1 est aisé d’en conclure qu’il en est de méme de

dS dS dS

2

Zi?t" 676) ‘((7_1;’
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EQUATIONS ‘DU MOUVEMENT ‘DE LA \LUNE. 303

et par conséquent de
: S.— Ss.

(S, ¢tant une fonction qui ne dépend que de quatre arguments w et des cons-
tantes «, ¢ et ', mais qui est indépendante de «, e et v). Bl

D’autre part, il en est encore de méme de

dasS ds ds ds G
71;-+A1, EZ-{—AQ, -Lﬁ—(-—-A:;, d—l,—i—?,

et par conséquent de

dS(] % (lS(] llSO l[S() G
T AT A S N e

by 3 dSy dS, d d
Comme, dune part 710’ Ld—,o, —0,%3, % ne dépendent que de 7, /, &, I/ etde a,

¢ el n; et que d’autre part Ay, Ay, Ay et G ne dépendent que de «, e, v et

de a, ¢ et n', nous devrons conclure que on aura

@Sy . LdS} dSu idS,
el et A TR e e s ahag L
dS, i ash dS, w ds)
e nn il e e e a
p Ui PG, SRR O e A R 5}7:%—0“

les D ¢étant des constantes dépendent seulement de «, ¢’ et-n'; tandis que A’

’ /7 1 \/ ds . . . .
AL, A,. G, S, sont comme —d——° + A, ..., des fonctions périodiques des v,

développables suivant les puissances des quantités (3). (Remarquons que S
ne devant pas dépendre de «, ¢ et y, ne pourra contenir que les arguments <
et /', puisqu’il ne peut dépendre de /, par exemple, sans dépendre de e; d’autre
part, les A} et G/ ne devant pas dépendre des arguments w seront développables
suivant les puissances o, ¢, ¢/?, v; je devrais méme ajouter de a2, e, /2, 2,
mais les considérations précédentes ne suffiraient par pour Pétablir.)
Remarquons maintenant que . B2 R DV R Yo quatre conslantes
dépendant seulement de «, ¢’ et 2, I'égalité
dS =XxdX — Ay dr — As dl — Ay di + L#E dl’

entraine la suivante :

d(S —Dy1—=Dal— Dy} — Dyl ) = S dX — (A, - D;)dc—( Ay Dy) i

—mﬁmgw+““jf+”mwn
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304 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

Nous pouvons donc sans altérer notre relation fondamentale changer S
en S—Dyz—D,l—Dy2 —D,l, et en méme temps Ay, Ay, Ay, Gen A, + Dy,
Ay+ Dy, Ay 4+ Dy, G+ n'Dy, ou, ce qui revient au méme, S en S — S, + S/,
Soien SL, A, AssAy i Gen ALATIALLGE

Nous pouvons donc toujours supposer; et c’est la que je voulais en venir :

1° Que la fonction S est périodique par rapport a =, /, A et /' et qu’elle est

développable suivant les puissances des quantités (3);
2° Que Ay, Ay, Ay et G sont développables suivant les puissances de

o, e2, .y (e?
b 4 ) .

Cela posé¢, comme S est développable suivant les puissances de ecos/ et
de esinl, tous les termes de S qui contiennent / contiendront aussi e :
(e 4 U A

donc =7 oSt divisible par ¢; il en est de méme pour la méme raison de a1 i’

dZ.
T Donc

dX  dS
Al il

A‘_)Z Ex

est divisible par ¢, et comme A, ne contient que des puissance paires de e,
v et ¢, il sera divisible par ¢2.

On trouverait de méme que Ay doit étre divisible par .

Remarquons, avant d’aller plus loin, que les constantes @, e et y ne sont pas
enticrement définies; nous pourrions, sans avoir rien a changer a ce qui

précede, remplacer a, e et y par
%oy €91, et YPa,

99, 91 €l @y élant trois fonctions quelconques de @, e, v, « et e' développables
suivant les puissances de o, €2, y2, et €.

Rien ne nous empécherait done de supposer, par exemple,
A= \/(l, A= e, g o=t

k. Voyons maintenant comment on peul appliquer ces considérations au

calcul des coordonnées par approximations successives. Nous supposerons

d’abord o = ¢'=o0; nous supposerons en outre y=o el, par conséquent,

s =7, = o et nous nous proposerons de développer z et y suivant les puissances

de I'excentricité e.
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EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 305
Soient
X =T+ Ty To—+. .,
Y=Yo+Yi+yat...,
ces développements. Soient

X =X+ X1+Xz+...,
Y= Yo+ Y1+ Y2+...,

les développements correspondants de X et Y. Alors zi, yi, Yi, Z; sont les
termes d’ordre 7 par rapport a Pexcentricité e.
Soit de méme
Si= So+ Sl—l— Sz+-..,

le développement de S.
Je supposerai de méme Ay, Ay, A; développés suivant les puissances de ¢;
et les développements pourront s’écrire

Ar=%+E+..., Av=o+ 1M+ ..., As==0;

il est clair, en effet que les développements ne peuvent contenir que des termes
d’ordre pair, que celui de A, commence par un terme du second ordre, enfin
que A; est nul puisque ¥ = o.
Je développerai enfin sous la méme forme les moyens mouvements ¢;
CcL = f0+ fg—I— f4+...,
Co=gZo+ o+ Gu—+...,
C3= h0+ h2+....
(D’ailleurs ¢; n’interviendra pas puisque nous supposons y = o.)
Il importe de remarquer que les constantes @, e et y n’ayant pas é1é comple-
tement définies, ainsi que je I'ai fait observer plus haut, ces développements

restent arbitraires dans une certaine mesure. Je pourrais, par exemple, choisir

arbitrairement &,, £i, £, .... Le mieux, afin de faciliter la comparaison avec
les autres méthodes, est de supposer ¢; = f;, fo=fi=...=o.

Les premiers termes du développement z,, y,, X, et Y, sont ceux que M. Hill
a calculés dans son Mémoire sur la variation (American Journal of Mathe-
matics, tome I); nous les regarderons comme connus; ainsi 2y, y,, X, et Y,
seront des fonctions connues de 7 et de £, ; ces fonctions satisferont d’ailleurs a
la condition
dSe= 2o dXo~+ yo dYo— Eo d.

Considérons maintenant les termes du 1*" degré, nous trouvons

dSi= Xz dXo+ Xz aXy,
H. P. — VIIL 39
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306 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

ce qui, en posant
S e B By Dk

peut s’écrire
dS = Sz, aXy— X, dzy.

Nous savons que S doit contenir e en facteur; d’autre part, dX, et d, (ni, par
conséquent, la différentielle totale dS}) ne dépendent pas de de. Cela ne peut

arriver que si S est nul. Nous avons done

(9) Y&y dXy— 2 Xy dzy= o.

Pour mettre celte équation (9) sous la forme d’équations différenticlles, je

remarque que 'on a

iz:_ dx
dr o dl
dy

Ad
e +Czdl +IL$

X=ag'—ny =20
Y=y +noe=c

En remplacant z, y, ¢; et ¢y par leurs développements, et égalant les termes

de méme ordre, je trouve

Xo—/oﬂ)—ﬂ)o,
da d: ;
jO e +b° [7; ST Sy
(l.Z‘o dxs
X»_/O fz “+ &o—5 dl — 'y,
rix, dxy z A

avec des formules analogues pour les Y.

Ces formules sont simplifiées, si nous supposons comme je lai dit plus haut
f°=01, /‘2=f:,=,..=0.
Jintroduirai la notation suivante; je poserai

d.
Dz = fo +go d.;

Dz représente alors ce qui serait la dérivée de z par rapport au temps ¢, sil'on

y remplacait 7 et [ par f ¢t +¢&1, got + € (au lieu de ¢yt 4+ &1, cal + €2).
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EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 3oy

Dans ces conditions, on a

Xo= D.Z'o-—- ﬂ’yo, Y0= D}"o—f— n'xo,
Xi=Daxy— n'y,, _Y,:Dyi—}— n' x4,
Xo= Dz, — n'yg, Y= D_}/g—l— n’x-;,
d.
X3=D-Z‘3—Il(_}/3+g2-dil1-7 Y3=D_}/3+n'x3+gz%a

On trouve ainsi les équations suivantes :

dX, L5 ; dxor dY, 7 dyy
( ) x17—(D‘Ll—ﬂyl>7:——7~~'V1—d-;—<D‘}/1+IL$1)—[lT—-07
10
/ dX, . P dx, dY, A dyo_
21 dfo—(l.)xl—n]l)Tfo+le/.o—(Dy1 +nx1)%—o

Les équations (10) sont deux équations différentielles linéaires qui définissent
les deux fonctions inconnues z, et y, en fonction de ¢ (en supposant que 7 et /
aient été remplacés par f,¢ 4+ ¢1, gyt + ¢2). Ces deux équations sont du premier
ordre, de sorte que le systeme est du second ordre.

Elles sont identiques aux équations (10) de mon article antérieur (Bull.
astron., mars 19oo, p. 99). Toutefois comme cette identité pourrait étre
dissimulée parla différence des notations, quelques explications sont nécessaires.
En premier lieu, dans les équations du Mémoire cité, les inconnues étaient
désignées par £ et 73 il conviendrait donc pour les retrouver de remplacer y,
y1, Dzy, Dy, par &, n, ¢, 7. Ensuite z, et y, doivent étre remplacés par z
et y. Enfin nous employions dans le Mémoire cité la valeur m définie par
Pégalité f, = %, et nous avions choisi une unité de temps telle que = =¢, ce
qui nous permelttait de faire (aprés la différentiation par rapport a f, ou a m)
fo=1, n'=m. Dans ces conditions on doit remplacer

day. i dye | dXo Ao dee s dyedXg D dYy A

=y ) Y ==y ==y ==y ——) —y n
dx dx dx dz dfy”  dfy dfy dfo
I)il[‘
z, y, a&"—my', y'+mz, —m = )y — M=,
% i R 3 dm dm
’ '
z'— mﬁ-—f—m‘-’i}i, y'—lniy——m‘l-d—x, m
dm dm dm dm ¢

et 'on retrouvera les équations citées.

5. Passons aux termes du second ordre; il vient

ng: 2.2;‘ng0+ ExodX2+ E.Z'l dXi— Egd’: —_— “l]zdl,
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308 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

ce qui, en posant
Y= S — ZzX,,
s’écrit
dS’2 = 2(1‘1 dX()— Xg d(l'o) ok 2$1 Xm—- Eg dr == dl.

Je suppose que je regarde pour un instant 7 et f, comme des constantes.
Alors,
di =dXo=dzry=o0
el

(11) : dSs = Zxy dXy— na dl.

Cette équation détermine S). En effet, 2, et X; sont connus.

A s Uil
T _Ex‘-dT T

est un polynome entier par rapport aux cosinus et aux sinus des multiples de /,
et ce polynome ne doit pas contenir de terme indépendant de /, puisqu’il est
la dérivée de S, qui doit étre un polynome de méme forme.

Nous disposerons donc de I'indéterminée v, de facon a faire disparaitre ce
terme indépendant de /. Alors dS), sera entitrement déterminée; il en sera
encore de méme de S, a une constante pres indépendante de e et de {. Mais
comme S, doit contenir e? en facteur, cette constante devra étre nulle et S', sera
enliérement connue.

Nous trouvons ensuite les équations

) dX, dxo\ _ dS} N Xy %
Z(““-'—d-. _X27F> = o = Dk

2<x @l ‘ﬂ)~§é_ gty
P 7P ol A Y df,

Quelle est la forme des équations (12) ? Les premiers membres ne différent
de ceux des équations (10) que par la substitution des inconnues z, et y,
aux inconnues z; et y;. Dans les seconds membres, tout est connu, sauf la
constante £, que nous déterminerons plus loin.

Le calcul de z, et y, est donc ramené a I'intégration d’équations linéaires a
second membre, dont les premiers membres sont ceux des équations (10);
c’est ce que j'avais annoncé dans le Mémoire cité, p. 99, a la fin du paragraphe 2.

Prenons maintenant les termes du troisieme ordre

d53= 2(.2‘3 dXo+ Zoy dX3+ xry ng+a:= dX,).
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Nous poserons
’; — S3— Zl‘ox;;,
dS’; = 2(1’3 dXo— X:g dl‘o) -+ 2(’1)1 dXz—l— X dX1 )

Et si nous regardons pour un instant et f, comme des constantes,
(11 bis) dSy = 3(x, dXa+ z dX,).

Cette équation déterminera S, comme I'équation (11) a déterminé S),. (Ici
¢ 5 e AR 5 3
le terme indépendant de / dans iﬂ disparait de lui-méme. )

Nous formerions ensuite des équations analogues aux équations (12) et dont
la premicre serait

dX, dx, i as’ 5 dX, dXy
Z(‘”"T‘X"E> =g i (’17”2?)’

et dont la seconde s’en déduirait par la substitution de df, a dz.
Mais pour que I'analogie soit complete, il convient de poser

Oﬂ

Y:=Y5+ g2 7]

de telle facon que
XIJ o D.’,l','; — n’v‘yg, Y’-: = Dy’}‘:‘; S Il,.l‘;;.

Nous obtenons ainsi les équations
dXo , dzo\ _ dSh dXs dX, AN dz, dxy
‘ Z(z’_ar ~X’"n’—-.> = Td= —Z(x‘ & & ) e dl Ta
dXo , dxy o aSh ( dXe dX, AN dxy dzg
| (i -x52) = G -BnTp e nTl) - aX 0 2.

Les premiers membres sont ceux des équations (10). Dans les seconds

(13)

membres tout serait connu si nous connaissions les deux constantes g, et £a;
mais la premiére de ces constantes figure explicitement dans nos équations, la
seconde y figure implicitement puisque z,, ¥, et, par conséquent, S} en

dépendent.

6. Il reste donc a déterminer ces deux constantes. Commencons par £,.

Je me servirai pour cela de I'équation (8) qui, A, étant nulle, se réduit ici &

(14) ——dG:cldA1+c:_;dAg.

Jy remplacerai ¢; par f, et Ay, Ay, ¢y par leurs développements; je rempla-
cerai également G par son développement

G=Gy+Gs+Gy+...,
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Nous aurons d’abord
—dGy= vfb ‘ZEOJ
ce qui ne nous apprend rien, et ensuite

— dGy= fo dta+ godns

ou

i cht. o dts i éo
i ToRtT Y
dG, (lgv (l'!]o
BT —-fo e ale il

Comme G, &, et ny sont homogenes d’ordre 2 par rapport a e, la derniére

équation (15) entraine la suivante :

— Go= foba+ goMs.
En différentiant par rapport a f; et retranchant la premiére équation (15),
je trouve

2+ Ne="10.

fy

Comme 7y a été calculé antérieurement, cette équation nous donnera £,.
Avant d’aller plus loin, montrons comment le méme procédé permetira

d’obtenir £, quand on connaitra n, et g,. Nous aurons

— dG,; =f0 (vEr,-f- &o (Z"];—i— &2 d’fm,

d’on
(lG; i ds; d’f],g % d‘f\g
@Gl e a e,
de, ¥, dEl, d”]; d'f]g
%_‘fode-*- S e +g2_d_e.

Comme G, £, et 7, sont homogenes d’ordre 4 et 7, homogene d’ordre 2 par

rapport a e, on aura
1
— Gi= fobi+ o+ 55’2"]2~
Si T'on différentie par rapport a £, et qu’on élimine & 7, il v1endln
dgoe 1 dgs dns
5“*"’15?/50-4‘-2‘( df é"zdf)—o;

ce qui donne £, et ainsi de suite,
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Avant de déterminer g, voyons comment on pourra intégrer les équations
a second membre (12) et (13) et les équations de méme forme par la méthode

de la variation des constantes.

Soient z et y nos deux fonctions inconnues et ¢erivons nos équations sous la

forme

" dXy _, dxo i
SZ(“ S
1/‘(“ ([.L“
'2( I/fu l/./0> 5

(16)

ot I'on a posé

X'=Dx—n'y, Y=Dy+nz.

Les seconds membres P et Q sont regardés comme connus.

Posons

Nous connaissons la solution générale des équations sans second membre,
z = 2, ey

Il est clair que les équations étant linéaires et la solution subsistant quelle
que soit la constante ¢, '

sera encore une solution. Soit

d Y1 d

o 7 —Yigp = k8,

il est aisé de voir que A est une constante.

Posons alors

dy,
x—-&xl—i—{iz dl, "‘V=ﬁl}/1+1)‘,-d_l.

1l s’agit de déterminer 3, et 35; or nos équations deviennent

d. .
(xiD@H‘ 3 DB%) - <.}’1D;31+ il Du2)1& THTE

VIE d= ;
dx %0 y dy.
(le‘81+7[1Dp2>d <‘}’1D81+ 1D )—d—fo =—Q,
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d’on
dyl < d}o (,i}'o\ dx, ( d.Z'o d.’to)
EEL el ) L i S S
DB, = Q dfo d~ ) QZr df dx :
Az
dyo dyo) ( dzo >
. +x
DAL ("% 93 fo

v

L’application de ce procédé ne présente pas de difficulté, parce que A ne

s’annule pas.

8. Par ce procédé, ou par tout autre, on verrait que si P et Q sont des fonc-

tions périodiques de ¢ et de /, la solution des équations (16) est de la forme

dz,
T = 99+ C,tx1+ CQtW,

dy,
V—O1+C1ty1+ Cot dl,

9, et ¢, ¢étant des fonctions périodiques de = et I, C; et C, des coefficients
constants.

Si, de plus, P est une fonction paire de = et /, et Q une fonction impaire,
z devra étre une fonction paire de 7, / et ¢, et y une fonction impaire. Donc la
constance C, devra étre nulle.

Si, dans les premiers membres des équations (16), on substitue a la place

1 ) . d.z‘[ l’] 1 P
de z et y, soit z; et y,, 5011—({7 et —+ T on trouve zéro; mais si ’on substitue
(lxl td)l
R A
on trouve
d.Z‘l (lx‘n A dxl d.z‘o
dl dt’ dl “df,

Cela posé, cherchons a déterminer g, et pour cela écrivons les équations (13)

sous la forme

dX d. dz, d.
Z(za dro_xl xo>=P+g2 -—(—%7?

dXo X! d.z‘l dwo
2(“”3 dfs ’dj) Q""g'Z al dfe’
Comme la constante £, a ét¢ déterminée plus haut, P et Q sont des fonctions

entierement connues. Ces fonctions sont périodiques, la premiére paire et la

seconde impaire.
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Si g, était nul, ces équations nous donneraient
dz,
Z3= Qo+ Cot — dl )

dy
Vs o.+Czt7l—,

9, et @, étant périodiques. Si, au contraire, g, n’est pas nul, ces mémes équa-

tions donnent

dxy dx,

S ver o diingg
v dy dy,
1’:}—@1+(mt [[ —bgtw.

Comme z; et y; doivent éire périodiques, on devra prendre g,= C,, ce qui

détermine g,.

9. Le calcul des termes d’ordre supérieur se ferait de la méme maniére. En
égalant les termes du quatrieéme ordre, nous aurons l'expression de dS,, et, par
conséquent, celle de dS/, on

S’r, = Sa—- E.Z'(;Xr,.

Si dans cette expression on regarde 7 et f, comme des constantes on obtiendra
une équation analogue a I'équation (11) qui déterminera S ; on choisira 7, de

facon que S’ soit périodique, c’est-a-dire de facon que le terme indépendant
p que, C [ p

de { dan araisse.

Connalssant 7, et g on caleulera Z, par le procédé du paragraphe 6. On
formera ensuite des équations analogues aux équations (12) qui détermi-
neront z, et y,.

On calculera ensuite S a l’aide d’une équation analogue a (11) ou plutot
a (11 bis); le terme constant de dlsparaltra de lui-méme.

On formera ensuite des équatlons analogues a (13) dont Pintégration
déterminera z; et y;; on choisira g, par le procédé du paragraphe 8 de telle
facon que z; et y; soient périodiques. Et ainsi de suite.

10. J’attirerai I'attention sur une circonstance bien digne de remarque et qui
2 q q

semble d’abord tout a fait paradoxale.

Mon but était d’intégrer les équations (2) et, dans tout le cours de cette
analyse, je ne me suis pas servi une seule fois de ces équations.
H. P. — VIIL fo
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[1 faut doné que je les aie introduites implicitemnent; mais ot et comment
lai-je fait ? ‘
J7ai supposé d’abord que les équations étaient de la forme canonique.
Je me suis servi ensuite des conditions
X=a—n'y, Y=y +nz
Cela revenait a supposer que la fonction I était de la forme suivante :

(X =nyp+(Y —n'z)?
0 9

F

+ 9(z, y).

Comme ¢’ est supposé nul, nous pouvons supposer L—=o0 et F se réduil
aT—Vy; la fonction ¢(z, y) n’est autre chose que — V,. Mais il semble que
nous n’avons fait aucune hypothese sur la fonction o(z, y).

Bien entendu, ce n’est pas la qu'une apparence. Nous avons au début
regardé z, et y,, comme des fonctions connues de 7 et de f,. Or il se trouve que
si 'on se donne 2z, et y, en fonction de = et de f;, cela suffit pour déterminer
la fonction ¢ (2, y). '

Si nous connaissons en effet z, et y, en fonction de = et de f,, nous

connaitrons également
dx, dy,
X "yvo= fo—— Yo—n'zo= fo——
o+n'yo=fo Tl 0 zo= fo o
et, par conséquent,
_ (Xo+n'y0)2+ (Yo— n'a)?

2

43

D’apres I'équation des forces vives, F =T + o(z,, f,) devra se réduire a

une constante qui ne pourra dépendre que de f;. Je puis donc écrire,

T+ ="00/)
On voit ensuite que
¥ (e o _ e dn
T dfe  dfe &

est une constante, dépendant seulement de f,, soit ¢(f,). Cette-fonction 4( fy)
peut étre regardée comme connue puisque z,, ¥,, X, et Y, le sont.

Nous trouvons ensuite
dx dF dl
v GF gl e
? <f0) di dfo dfo,
d’ou

0= [ S 4(fo) s,

ce qui détermine (& une constante prés qui ne joue aucun réle).
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Comme T et 0 sont maintenant des fonctions connues, ¢ sera une fonction
connue de 7 et de f; comme z, et ), sont aussi des fonctions connues de 7 et
de f,, on peut regarder ¢ comme une fonction connue de z, et de y, etle para-

doxe se trouve expliqué.

11. Supposons maintenant ¢ = 2 = ¢'= o et cherchons a développer suivant

les puissances de y. Comme ¢’ est nul, nous pouvons encore supposer

Li=ioy Fe—=L = My

Soient
DI 00— Tl 2 =g XE X N NG
L= S =DM =% Ay =Xk As= 3 7;

Ay a3t G

Il
14
2
=

|

'—Zf1=fo, Co =2g[, Cy =E/Li,
nos développements procédant suivant les puissances des y. Observons :

1° Que z, ¥, X, Y, S, F, Ay, Ay, Ay, G, ¢4, ca, ¢y ne contiennent dans leurs
développements que des termes d’ordre pair, tandis que z et Z ne contiennent
que des termes d’ordre impair;

2t @OuelAs —i0;

3° Que le développement de A, commence par le terme Z,. Nous poserons

S;: Si—— EzoX,-.

La considération de dS, ne nous apprend rien; nous trouvons ensuite

b (.Z'g dXo—+ 2o dxi) ~+ 21 dZ,— Eg drt — :g an = dSQ,
S (xe dXo— Xo dxy) + 31 dly—Es dv — {y d) = dS),.

Faisons varier d’abord vy, les autres variables demeurant constantes;
comme dXy— dz,— dv— di = o, al’vient

d2y Yl
P e

Z1

Comme S, est homogene d’ordre 2 et Z; d’ordre 1 par rapport & y, on en

conclut

’ Z1Z1

2=———'
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: ds’,
En tenant compte de cette relation et en égalant les deux valeurs de —d—, ainsi

das’,
que celles de —. » on trouve

(x2) ' 1 dZ, dz1
' ;(Zlm—zlm'>=§-
Considérons ensuite le développement de F suivant les puissances de z et
de Z; le premier terme indépendant de z et de Z, c’est Fy; le second terme
(d’ordre 2 en z et Z) sera de la forme

d z2 72
sy

9 9

® étant une fonction de z et de y.

On trouve alors

dF, dF, bz} 13
F"Z((lo (/xf,‘{>+ £y

? A I' & e ' 4 A
D’autre part e étant nul, S ne soit pas dependre de l, donc arar

sont nuls. Donec
T e, ‘r’yl — G,

et comme nous avons déja F—=T — V,, il vient
F = G, Fso = G.,.

Si nous tenons compte des équations

dX dX dF dz dF
o_fO 0__7‘1:37 o—fod_—_"(i—xz,

nous pouvons dOIlC écrire

(18) —foz(zgd}“—xoﬂ)q-q’“-q—“_Gz.

dx W74 2 o

Nous poserons, par une notation analogue a celle des paragraphes précédents

dz de  dz

D’”—f° +°°a’l+h°d) "ar

de telle facon que D z est la dérivée de z par rapport a ¢, si I'on suppose que 7,

l, ket I' y ont été remplacés par fot + ¢y, g4t + €, hot + &3, 2/t + ¢, (aulieu
decit—l—e,, ...).
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Comme ici e et ¢ sont supposés nuls, nos fonctions ne dépendent ni de /, ni

de ', de sorte que nous avons simplement

dx dz
Dz =fo; = ho-dT .
Nous aurons donc
dz dsz dZ dZ
Dz1=f07_f +hod—)\1, qu=f07’ul+h07i)—}.
Nous aurons d’ailleurs évidemment
(19) Zl=D£1, [)Z1=D2:,1.

Multiplions donc les deux équations (17) par f, et /&, et ajoutons-les entre

elles et a 'équation (18), il viendra
(20) %(Z1DZ1~— Z,Dz) + é(‘bz‘f+ 21} = Gysk foba-thols:
Mais I'équation (8) devient ici
— d(Go+ Ga+...)=fod(Eo+Ea—+...)+ (ho+ ha+:.. ) d(La+L+...),

d’out, en égalant les termes d’ordre 2,

— dGy= fodbs—+ hodls

(e]
i

dG, df, d’;q
T =8l daan
ay So day ¥ ay
Comme G, £, et 7y sont homogenes d’ordre 2 par rapport a y, on en déduit
— Go= foba—+ hols,
de sorte que le second membre de I'équation (20) est nul. Le premier membre
se réduit si Pon tient compte des relations (19), de sorte que I'équation (20)
ainsi réduite s’écrit
I
5(z1D'-’z1+(bz§)=o
ou
(21) D2z, + &z =o.
On retombe ainsi sur 'équation linéaire du second ordre bien connue, &

laquelle satisfait la fonction z; et que Pon peut obtenir par des procédés

beaucoup plus simples.

12. Les fonctions 34 et Z étant ainsi connues, on calculera ¢, parla seconde
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équation (17). On calculera £, par un procédé tout a fait pareil a celui du

yaragraphe 6, qui conduira a I’équation
paragrap )

Nous trouvons ensuite
_dX, AN T dzy 5 dZ.)
2(“ T “"27(?)—5(21717 T Aga e
Z(x aXy X dzo> i l(Z dzl_ Gk dZ1>
Tdfs T WR T

La premicre de ces équations n’est autre chose que la premicre des

(22)

équations (17) et la seconde s’obtiendrait de la méme maniére.
Les seconds membres des équations (22) sont entiérement connus. On a
d’ailleurs
Xg o= Dx:— ]LI}“_‘I’ Yg o D}/-_>+ n'xg.
Les équations (22) sont donc de méme forme que les équations (12) et elles

s'intégreraient de la méme maniére

13. Nous trouvons ensuite

(v dXo— Xy day) + Z@s dXo+ 23 dly + 3, dliy— &y di— C di = dS),

d’ou

A8} ¢ 0 e RrC dX,
F = gtk o Y

'
Comme Z,, Xy, Z; et S, sont homogenes en y d'ordre 1, 2, 3 et/ jen déduis
(23) 48 = 23721+ 351 L3+ 22: Xo.
Nous pourrions former I'équation différentielle a laquelle z, satisfait par le
I q I
procédé du paragraphe 14. Mais il est plus simple de la former directement,

ainsi que je ai déja fait remarquer; elle est de la forme

oit P est une fonction connue, périodique et impaire de 7 et de 2.
On en déduira z,, aprés avoir choisi la constante 4, de telle sorte que la
valeur de z; soit périodique.

Nous pouvons donc regarder désormais z, et Z, comme connus; il en sera

de méme :

1° De S| en vertu de la relation (23);
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2° De ¢, en vertu de la relation

Yo G LR L b S
Qo +ag rag —u=3

3° De £, par le procédé du paragraphe 6.

Nous pouvons alors poser

LlXu 5 d.to 5
2(“7 -’“—d?) e

: (iX() 5 dxo e
Al e L
P et Q étant des fonctions connues.

St nous posons

X, =Dazi— n'yi, h=Dyi+ n'z,
nous aurons
dxs dys
Xo= X} +h - Yo=Y ho ——
B ) iy P

el nous trouvons les équations

dX, - dxo ity O dzo dzs
Z(w‘? —*\*Tt)—' b ¥ o

dXO » dxo o d.l‘o d.Z"_),
2T M) - RIS

dont les seconds membres sont connus et qui s'intégrent comme les équa-

(24)

tions (12) et (22). _
En résumé, je m’en tiens aux procédés usuels en ce qui concerne la latitude,
tandis que pour les termes de la longitude qui dépendent de Pinclinaisen, jai

recours & un procédé analogue a celui des paragraphes 4 a 9.

14. Supposons maintenant ¢ = ¢' =y =0 et développons suivant les puis-
sances de . Nous emploierons toujours nos mémes notations pour nos déve-
loppements, bien qu’ils procedent suivant les puissances d’une autre variable;
nous définirons S; de la méme maniére; enfin nous pourrons toujours sup-
poser

[ PPRPSRIAT” SR ld T

Nous aurons z = Z = o, parce que vy est nul.

Supposons que 'on ait calculé zo, yo, 21, y1, ... jusqu'a z; 4, yi et qu’on
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se propose de calculer z; et y;. J'observe que nos z; ne dépendent que d'un

seul argument, a savoir de . On a donc
dz; ’ ’ r
=fod—;—-nyi=Dx,-—nyi, Yz=Dy1+n.z'i.
Nous pourrons écrire, en considérant les termes d’ordre 7,
2(.’1),‘ dXo— X; d.fvo) + Zude — E; sl dS[,
les w et les ¢ étant des fonctions antéricurement calculées. On en déduit
dX, dizs dp s
Sz(xl dx de'c>+ o4 gt i =i
l 2‘ dXo dxo) Ak W dy e ﬁ
Ydfe — 'df dfo ~ dfo

Nous remarquerons ensuite que, ¢’ étant nul, on doit avoir

(25)

F:T—V1=G

et, par conséquent, ;= G;; or on trouve

dFy  y dF
_Z(‘” i ‘de)"'P’

P dépendant des fonctions antérieurement calculées. Si 'on observe que

dFo dF dXo d.z‘o
i 2<x'dx ki dx,,) _f°2< 3 _X"?Z?)’
on conclura

(27) P+ fo 3— —fo +G+foEt

Le premier membre est connu, c’est une série trigonométrique en 7; comme

~ il 4 ds; §
S; est périodique, la dérivée 7515 ne devra pas contenir de terme constant. Nous

prendrons donc G;+ fo&; égal au terme constant du premier membre. De cette

fagon, G;—+ fok; est déterminé en fonction de f et % en fonction de f, et 7.

Donc S est déterminé a une constante prés qui ne dépend que de fo.
L’équation (8) me donne ensuite

— dG = fo dty,
ce qui peut s’écrire
d(Gi+ foki)
28 [ et LB At LA
(2 ) st dfo

Comme G;+ fof; est déterminé, cetle équation détermine £; et par consé-
quent G;.
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Jai dit plus haut que S; était déterminé & une constante prés, mais comme
S; doit étre une fonction impaire de 7, on voit tout de suite que cette constante
doit étre nulle. Alors S, &, u et ¢ étant connues, les équations (25) sont de

méme forme que les équations (12) et (22) et s’intégrent de la méme manidre.

15. Nous allons enfin supposer e =a=+y=o0 et développer suivant les

puissances de ¢'; nous n’avons plus alors
I —=ia; E=T—V,
mais nous aurons toujours

2 =0 =0

Nous supposerons que l'on connaisse déja zo, yo, @1, ¥1 jusqu'a z; 1, yi 4

et que 'on se propose de calculer z; et y;, a 'aide de la relation
q proj ¥

(x; dXo— X; dwy) + Sudy —F; dv — H, dl' = dS},

A T—V,—G
ou H; représente 'ensemble des termes d’ordre 7 de ———=.

Nous retrouverons d’abord les équations (25) avec cette différence que
I'indice ¢ s’applique aux termes d’ordre 7 par rapport a €' et non plus aux
termes d’ordre ¢ par rapport a «.

Il vient ensuite

’

N dv dS;
(29) Z“T/' Sis e

Or
dF,

A § (¥ dFsy pa
i ﬁ'l pd <dxo ot i axox‘) Ho G']’
P ne dépendant que des fonctions déja calculées.
Si nous muliplions la premiére équation (25) par fy et (29) par 2/, puis que

nous ajoutions en tenant compte de la relation (26), nous aurons

. dy ,dy S {0 % ds; . dS;
le(/u(—i_}—'" W) t P—(Ji+f0§l+fom—ll ?[7'

Le premier membre est connu et celle équation se lraitera comme Iéqua-

tion (27). Nous égalerons G- fo; au terme constant du premier membre;

alors
dS’ ,dS’
JO g e

sera déterminé; donc S; sera déterminé a une constante prés; comme S; doit
H. P. — VIIL G
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étre une fonction impaire, cette constante doit étre nulle et S; peut étre regardé
comme entiérement connu.
On déterminera ensuite £ par I'équation (29) qui reste vraie et 'on n’aura

plus qu’a intégrer les équations (25), toujours par le méme procédé.

16. Chaque terme de nos développements contient, en facteur, un monome

de la forme

w = aki ek:‘\fks ek,

C’est ce monome p que M. Brown appelle la caractéristique du terme.

Jusqu’ici nous ne nous sommes occupés que des termes dont la caractéris—\
tique est une puissance d’une seule des quantités a, e, y, €'; mais il est aisé de
concevoir que la combinaison de ces divers procédés permette de traiter le cas
général.

Nous désignerons dans la suite par
Ty, Ypr Xy, Yu, Sy, Shi Ews Ny Gy Gu: Hy
I'ensemble des termes des développements de

& PR WS, IS A

T—V,—G
A17 A?, A:}, G, ———Il—f_,

dont la caractéristique est p.
Nous désignerons par

Zy, Ly, 8y, ly
I'ensemble des termes des développements de

Y s Pl s L 6

qui admettent respectivement pour caractéristiques

De cette fagon nous désignons par le méme indice, non pas toujours les
termes qui ont la méme caractéristique, mais ceux que 'on détermine dans la
méme approximation.

Je suppose alors que I'on ait calculé les termes dont I'indice est un monome
diviseur de p, et que 'on se propose de caleuler les termes dont Vindice est

égal a p.
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17. Trois cas sont a distinguer; le premier est celui ot  ne contient en
tacteur ni vy, ni e.

On trouve alors

Z(zy dXo— Xy day) + Zude — by dv — Hy dl' = dSy,
1 dF, dF,
s —_— TR P25
Hy, s [2 (dxo zy,+ X, Xp,) -+ G!L]’

ot u, ¢ et P ne dépendent que des fonctions antérieurement détermindes.

Ces équations se traiteront absolument comme celles du paragraphe 13; il

n’y a absolument rien a changer a 'analyse de ce paragraphe.

18. Le second cas est celui ou p contient en facteur y, mais pas e. On a
alors
2(.7;‘“ (‘ZXQ——-XP' d.’l«'o)—l—(Zp,qu—’—Z[de.)
+Sude —Eyde — Ly d) — Hy dll = dS,,.

Dans cette relation z et ¢ sont des fonctions préalablement déterminées;
%y et Zy sont des termes de caractéristique y (comme au paragraphe 4.

Nous pourrions déterminer z, et Z, par le procédé du paragraphe 11, mais

19 u n parag )
il est préférable d’avoir recours aux procédés ordinaires qui conduisent comme
celui du paragraphe 11 a une équation de la forme
‘dZ|
2 Zu= P — —_—
D zu-}-‘I'..p,_l ?‘h*‘Dkd)"
ot P est une fonction connue, périodique et impaire.

Cette équation est de méme forme que celle que nous avons rencontrée au
paragraphe 13; elle permet de déterminer z,; on détermine en méme temps /,,
en choisissant cette constante de facon a faire disparaitre les termes non pério-
diques dans z,,.

Nous avons ensuite

_ di, dZy. de  dSy
AHW+‘!1 Wﬁ—zu;{—‘{ = _(—i_]’—

Mais Sy, Zy, Zy, ¢ sont des fonctions homogenes en v dont Pordre est res-

pectivement &, 1, k—1, £'; cet ordre est d’ailleurs connu. On en déduit
kSu= syZ+ (k—1)2,Zy+ S K up,

ce qui détermine S;L.
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On a ensuite
d21
Sy - d) "'Z =C”’
dZ, de. dSp
Zp oy + Ao 2 7 Hy,

ce qui détermine gy et H,.

Léquation (8) nous donne ensuite
— dGy = fo dEy—+ ho dfy, + Ze de/,
ou ¢ et ¢ représentent divers termes déja connus du développement de ¢; et

de A,.
On tire de la par le procédé du paragraphe 6

dG d d de’
——y'_fo Ep. odc;'-l— Sd—ia

d’ou
— Gy=fobut holu+ 3 et
ot k et k" sont des degrés d’homogénéité de G, (le méme que pour £, et ,), et

! A
de €' par rapport a y.
On tire de la

dhor de | K—K de’)__
e 7 2( A 1 e w7 e

ce qui détermine £,,.

Nous arrivons enfin aux équations

dX, dxy _dSi,_ d7l, ﬂ dv
Z(zw il dr) T TR A R R o ke il

dont le second membre est une fonction connue, et a une équation analogue

dXo dmo i
Do %) =%

dont le second membre est également une fonction connue.

Observons maintenant que si 'on pose
Xp=Dazy—n'y,, Yu= Dy, + n'zy,

on aura

—XR_..thd—lﬂ’,
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ol ¢ et o sont deux caractéristiques telles que ew = py?* (1). Comme tous les z,
ot » est un diviseur de p sont connus, ainsi que tous les % ou ¢ est un diviseur
de p, et que Ay lui-méme, la différence X,— X, est connue et il en est de
méme de la différence Y,— Y},.

Nos équations peuvent donc s’écrire
Z g7 dX, X! dx, \ =Q
P L “ﬁ) g
dX, , d.z‘o>
z —X =R’
Z( v dfe Edfs 2
ot Q" et R’ sont deux fonctions connues. Elles sont tout a fait de méme forme

que les équations (24) et s’integrent de la méme maniere.

19. Le troisieme cas est celui ot p. contient ¢ en facteur. On a alors

Z(wy, XK= Xu dxg) + (3 AL+ 34 leL)
+ Sude —Ey dv—ny dl — Gy dh — Hy di' = dSy,

u el ¢ élant des fonctions antérieurement détermindes.

On en tire
dZ dy dSy
& GBI T
e +2ude e
d’ou :
s k /
(30) zlLu+27€lw= Sy,

ou k et k' désignent les degrés d’homogénéité de S, (le méme que celui de Z,)

et de ¢ par rapport a e.
La fonction S;,— z, 7, est alors détermindée.

Nous trouvons ensuite

aty | = dly =
W+ R T = S
d’ou 'on tire
(31) zull—i—(p—l)zlzp,—!— Zp'uy = pSy,

(1) Les cas e = 7%, w = p. et ¢ = py? o =1 sont naturellement exclus; le premier parce que

dz,
le terme h, —— figure dans Dz, et que pour e =7y A, n'est autre chose que A,; le second

di

it dz, )
parce que pour ® =1, X, S€ réduit a z, et que e est nul.
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ott 1, p—1, p'et p sont les degrés d’homogénéité de Zy, 7, et S, par rapport

a v. La comparaison de ces deux équations nous donne
3 kl__ /k
(32) ZPL‘_Z‘ZP-=Z—_") kp uy
Cette équation (32) va nous permetire de déterminer z, et Z,. Nous aurons,

d
Zy=Day+ P g Lo L W p Lo,

dzy < i :
Dans les termes g =7 & el o représentent deux caractéristiques telles que

en effet,

Ew = eu.

Drailleurs ¢ doit étre divisible par e, sans quoi g, serail nul, puisque le

développement de ¢, ne doit pas contenir de puissance négative de e. De plus,

. dzy,
dl
Donc ¢ et o sont des diviseurs de p. Le cas ¢ :e, » = p. doit étre exclu

parce que g. se réduit alors a &o et que le terme go L iest comprls dans Dgu

Le cas ¢ = p, » = e doit étre exclu é6galement parce que pour » = ¢, 3, est nul.
La conclusion est que les indices ¢ et o étant des diviseurs de p- plus petits

que [, Lous les termes en question sont connus.

Dans les termes /zs d) >y ¢ et @ représentent deux caractéristiques telles que
Ew = 'Y'l*’"

L’indice ¢ doit ¢tre divisible par v2, sans quoi /¢ serait nul, puisque le déve-

loppement de ¢; ne doit pas contenir de puissance négative de y. De plus,

. o : dzg :
w doit étre divisible par y2, sans quoi 7 serait nul.

Donc ¢ et » sont des diviseurs de p.. Le cas e =y2, » = p est exclu parce

Ak g d s
que /e se réduit alors a /&, et que le terme ho-;—)f" est compris dans Dz,. Le

2

cas e = p, » = y? n'esl pas exclu. Alors z, se réduita z4, 5, ayant méme signi-
fication qu’au paragraphe 11.

La conclusion est que tous ces termes sonl connus a Pexception du
45 .
terme /o, o
L’équation (32) prend donc la forme

dz
(33) zp‘Z,-z‘sz,=P+hp,z,E)-‘1,

ou P est une fonction entidrement connue.
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La fonction z, dépend donc ici d’une équation linéaire du premier ordre el
non plus du second. Cette méme équation (33) déterminerait en méme temps
la constante /%, par la condition que z, soit périodique.

On trouve ensuite
dZ, Ay e dsy,
B R Ay T e e M

di i ds;
s do b ol Sy
S '*‘2“011 W=

dz dv ds;
_aly v gy %o
C1er '*'E“dz' Hu= s

car zo et Xo ne dépendent pas de A, et '; ni Z; de Let /.

En tenant compte de (30), ces équations deviennent

dary Ay k—K do K du
‘wT_ZuaT—@—Z(T “a*z”yx)’

; [k— k' dp AT

(34 \ 2(Fem—rrqm) =

k—FK do Kk du
2(7—“217 —%"d—zf) o o
ce qui détermine Gus My et Hy.
On détermine ensuite &, par le procédé du paragraphe 6. L’équation (8)
nous donne
— dGy = fo dEw+ go dny + ho dly+ 5 ge dnp+ The dle,.

Dans les termes ge dn,,, on doit avoir

Ew = ep.

D’ailleurs e doit étre divisible par e et il en est de méme de o, puisque A, est
divisible par e2. Donc ¢ et » divisent p. On ne peut avoir » = p, d'ot e =,
ge=go, puisque le terme godn, figure déja explicitement. On ne peut
avoir ¢ = p, d’ott » = e, car alors 7, serait nul, puisque A, est divisible par e,.

Tous ces termes sont donc connus.

Dans les termes ke d,,, on doit avoir
Ew = Y2l
L’indice ¢ doit étre divisible par v2, et il en est de méme de o, puisque A; est
divisible par y2. Donc ¢ et » divisent p. On ne peut avoir » = p, d’ot ¢ =72,
he=h,, puisque le terme /odg, figure déja explicitement. On pourrait

avoir ¢ =, o =1y?, mais %, a déja été calculé. Tous ces termes sont donce

connus.

www.rcin.org.pl



328 EQUATIONS DU MOUVEMENT DE LA LUNE.
On tire de la

dG dEu d"lp. de. it AL
G G B B

ou
£ r K 4 , 2
= Gp.=f0§p.+ So Ny + 110594-27(‘(6’5 N + he o),

ket k" étant le degré d’homogénéité de Gy et de n,, (ou de £,) en e.
On en tire enfin

o==¢E

5 dg 0 d/lo K ( dg. dh: >

df Ny, == df % df Ney fc Lo

K—k d‘q(,, Al
"’2 3 (5’ At Z‘?)
Cette équation détermine £y, car my et ¢, sont connus.

On trouverait ensuite, toujours par le méme procédé, des équations de la

forme
dXO > d.L‘o
2(.2:“ dz e S dr ) Q
dX, r. dz, &t
3 (=7 — %) =R,

o Q et R sont connus, et 'on en déduirait, toujours de la méme maniére,
d’autres équations de la forme

dXo 5 dz‘o Js d.l'; d.’En
Z(xum _XP?F) =Q+s X T
an ’ dmo I d$1 d{l&'o
D(nge —Xgp) =R+ ad g -

Ces équations, intégrées toujours par le méme procédé, nous donneraient z

q ) ) ] P P u
ety et elles nous feraient en méme temps connaitre g, que I'on déterminerait
par la condition que z, et y, soient périodiques.

20. Malheureusement, I'équation du premier ordre (33) n’est pas aussi
facile & manier qu'on pourrait le croire. Elle donne en effet en appelant P, le
second membre

Pidx
' f =

Zu=23
rrny s ol

et la présence de z} au dénominateur est génante parce que z, est susceptible
de s’annuler.

On pourrait songer a réserver-I’équation (33) comme un moyen 'de vérifi-
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cation et & revenir pour le calcul de z, & 'équation ordinairement employée.
Voici comment cette équation pourrait se déduire de (33) :

Différentions cette équation (33), il viendra (en nous souvenant que Zy =D z,)

£ dzl
3Dz, — 2, D2z, = DP + Ay D (;i 37) :

Or
“2214—([)51:0;

il reste donc
dz, d,.q)

dzy
— 51(D23u+ @ 3y) = DP - 27y 5, D 2t +/Lu(d‘ Ds— 5 D!
On doit se souvenir que

dn\ (l
SRUDal e (e
7 Dz D 7. const,

Alors on doit pouvoir choisir la constante /4, de telle fagon que

< dZ1 dzl
DI +hp(ﬁnul DZT)

soit divisible par z,. La possibilité d’un pareil choix est un moyen de vérifi-
cation. Il doit arriver ensuile que %, étant ainsi choisi, on trouve pour z, une
fonction périodique. C’est une seconde vérification.

Mais il y a mieux a faire. Rapprochons I'équation (32) de la premiere équa-

tion (34). Ces deux équations peuvent s’écrire

: : dl . A%
spli—Lpsi=Q, st —ZLy—t =R+,

Q et R étant connus.
On tirera z, et Z, sans intégration de ces deux équations du premier degré.

Comme, ainsi que nous venons de le voir, le déterminant de ces équations
7 d dL1
1

se réduit a une constante, on pourra achever cette opération sans avoir a faire
une division dans laquelle on pourrait craindre que le diviseur ne devint nul.
On devra pouvoir choisir %, de telle facon que les valeurs de z, et Z, ainsi

trouvées satisfassent a la condition trouvée plus haut

Zy= sz,-i—zge 30 Zhe 3

C’est une vérification et cela détermine en méme temps la constante /.

H. P. — VIIL 4o
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On remarquera que la constante g, est restée arbitraire. Cette nouvelle
constante arbitraire remplace la constante d’intégration de I'équation (33).

Nous n’avons rien & changer d’ailleurs au calcul de ny,, Hy, gy, 2, et y,.

21. Dans les calculs qui préceédent, nous avons souvent différentié par rap-
port a la constante que nous appelons f. Si 'on veut pouvoir comparer avec

les formules usuelles, il faut poser

=1
d’ou
dx dz
DT Tl

Mais pour que la comparaison soit possible avec les formules données par

Delaunay et d’autres auteurs, il faut faire plusieurs remarques.

En premier lieu, ce que jappelle ici m, c¢’est ce que Delaunay appelle Akl A0.G
% ’ T

M. Brown appelle cette méme quantité m; mais il y a d’autres différences; j’ai
supposé mes coordonnées, z par exemple, exprimées en fonction de 7/, «, f,
et, en outre, de e, v, 7, 4, 2, €/, I'. La quantité «, d’ott dépendent les termes

parallactiques, était égale a

Ao
o= —1
a

y ¢lant une longucur constante et @' le demi-grand axe de l'orbite solaire.
M. Brown exprime tout en fonction de @, o' et m et, en outre, de ¢, v, 7, [,
2, €', l'. La longueur @ est le coefficient du terme principal du développement
de zo -+ \/—1 yo; c’est une fonction de 7' et de m, c'est-a-dire de n' et de f,.

Quant a o' (qu’il appelle o) c’est le rapport

£
Il
SR

La longueur @ reste constante dans le mouvement de la Lune, mais ce n’est
pas une constante absolue au point de vue qui nous occupe, puisqu’elle dépend
de fo. A la fin du calcul, toutefois, et aprés toutes les différentiations, on
pourra supposer @ = a,, d’ot « = o/.

A cause de I'homogénéité spéciale des ¢équations, les coordonnées z, y, z
sont de la forme suivante :

z = ag(a, m),
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et 'on aura ailleurs

Sd(m);

la fonction ¢ (o', m) dépendant, en outre, de e, v, 7, [, 4, ¢/, [

™

(>3

a=n'

On trouve alors

F dr i da adq) da! do
T T Im T e
Or
’ @ P da! da dm da
o =0 — d’ou e B
ap o a a dm
d’ot
daxi i e da 5 ,do da N do
Jogr =My gn Mo e aSn

Cette formule rend les comparaisons possibles.

Observons maintenant que I'analyse précédente, exigeant des différentia-
tions par rapport a m, conviendrait plus particulierement aux cas ou 'on veut
obtenir le développement littéral des coordonnées, comme le faisait Delaunay.
Ce n’est pas qu’elle ne puisse étre appliquée a la recherche d’un développement
numérique analogue a celui de Brown. Il faudrait alors calculer d’avance, non
seulement x, et y,, mais un certain nombre de leurs dérivées successives par

rapport a m, ce qui d’ailleurs se ferait sans difficulté.

22. Cherchons ce que devient, dans les nouvelles approximations, le para-
doxe signalé au paragraphe 10. Voyons donc dans quelle mesure nous avons eu
affaire aux équations différentielles qu’il s’agissait d’intégrer. Nous verrons que
nous nous sommes servi de ces équations aux paragraphes 11, 14, 15, 17; que
nous n’y avons fait nullement appel aux paragraphes 12, 19 et 20; et qu’enfin
aux paragraphes 13 et 18 nous nous sommes servi de ces équations pour le
calcul de z, mais que nous n’en avons plus eu besoin pour le calcul de z et
de y.

En résumé, aprés avoir déterminé, a I'aide des équations qu'’il s’agit d’inté-
grer, les termes de z et de y qui sont indépendants de e et de y, et ceux de z
qui sont indépendants de e, nous pourrons, sans faire intervenir de nouveau
ces équations, calculer les termes de z et de y qui dépendent de y ou de e,
ceux de z qui dépendent de e.

Le résultat conserve son apparence paradoxale, mais le paradoxe s’explique

comme au paragraphe 10.

————
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