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NASTEPUJACE PISMA
WEADYSEAWA WITKOWSKIEGO

ZNAJDUJA SIE W KSIEGARNT

CELSA LEWICKIEGO.
KrakowskiggPrzedmiescie, N. 410.

O drogach bitych, mianowicie o ulepszeniach wprowadzonych do ich
budowy i utrzymania, oraz o sposobach oznaczenia ich stanu.
Oddruk z Biblioteki Warszawskiéj z r, 1862, poszytu 4. Cena kop. 25.

0 drogach $rednich i o szarwarku.
Oddruk z Rocznikéw Gospodarstwa Krajowego z r. 1862, poszyt 6i 7. Cena kop. 50.

Kilka do$wiadczen w przedmiocie rozkladu predkosci wody na jednéj piono-
wéj, wrzece Wikle, przy stanie jéj zamarznig¢cia pod lodem.
Oddruk z Dziennika Politechnicznego z r. 1862, poszyt 1. Cena kop. 15.

Przeglad badan krystallograficznych.
Oddrnk z Dziennika Politechnicznego z t. 1862, poszyt 2, Cena kop. 15.

0 ukladzie znakéw w telegrafii systemu Morse’go.
Oddruk z Dziennika Politechnicznego, z r. 1862, poszyt 5. Cena kop. 10.
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PRZEZ

WEADYSEAWA WITKOWSKIEGO,

Inzeniera Zarzadu Kommunikacyi w Krolestwie Polskiem.

z | tablica figur.

WARSZAWA.

NAKLADEM AUTORA.

SKLAD GLOWNY W KSIEGARNI H. NATANSONA.
Krakowskie Przedmiescie, N. 17.

1865.
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Wolno drukowaé, pod warunkiem zlozenia w Komitegje Cenzury, poo
wydrukowaniu, prawem przepisanéj liczby egzemplarzy.

w Warszawie, dnia 9 (21) Marca 18&5 roku.
p. o. Cenzora, F. Bartels.

Wiszelkie oddruki i thumaczenia na obce jezyki, Autor zachowuje sobie e
Jjako wylaczng jego wlasnosé.

w Drukarni Gazety Polskiéj.
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PRZEDMOW A.

4

Odda-jzgc na widok publiczny nowe badania w nauce
rachunku wyzszego, uwazam za potrzebne zastanowié sie
tutaj nad stanem obecnym téj czesci matematyki, ktora
ma zwiazek z niniejsza praca.

Wszystkie badania, tak matematyezne, jak fizyko-
_matematyczne, w ostatnim swym wypadku prowadza do
rownan rozniczkowych, ktore nalezy zcalkowac. Calko-
wanie rownan rozniczkowych, w ogole jest niepodobném
do wykonania i moze by¢ uwazaném jako wyjatkowe;
a zatém, w ogole rownania tego rodzaju rodza nowe fun-
keye, za ktorych orzeczenie powinny by¢ uwazane; jak np.
funkeya wykladnicza ¢* i t. p.

Gdy wiec te rownania nie moga by¢ rozwiazane;
musimy szukac¢ innych drég, aby pozna¢ wlasnosei fun-
keyi przez tez réownania wyrazonych z samych tych ro-
wnan bez ich rozwiazania. Tu zaraz nastreczaja sie dwie
drogi: albo rozwijamy rownanie na szereg nieskonczond;
liczby wyrazow zapomoca znanego wzoru Taylora, lub téz
dochodzimy wlasnoéei funkeyi z samego réwnania.

a
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1 PRZEDMOWA. .

« Rozwijanie fumkeyi na szereg nie ma znaczenia jak
tylko o tyle, o ile ten szereg zostaje zbieznym. Aby wiece
to postepowanie mialo rzeczywiste znaczenie, a nie uludne;
musimy zna¢ najprzod pewne wlasnosci téj funkeyi do-
wodzace nam, ze ona jest zdolna rozwinac sie na szereg
zbiezny, a nastepnie oznaczy¢ granice, miedzy ktoremi
szereg moze wyrazac¢ funkcya.

Wszystkie prace obecnie skierowane sa do poszuki-
wania wlasnosci funkeyi pozwalajacych rozwija¢ je na
szereg, a najwazniejsze 1 ostatnim wyrazem nauki sa zna-
komite prace Cauchego.

Opowiemy wkrotce wypadki przez niego otrzymane,
ktore stanowia nowa teorye tunkceyi, oparta wylacznie na
ilosciach urojonych.

Znakomity ten geometra badajac co si¢ dzieje z fun-
keya, gdy rozwiniecie naszereg Taylora wpada w blad; od-
kryl pewne wlasnosci funkeyi, ktore daja sie sprowadzic
do czterech glownych, a mianowicie: funkcye moga bye
skonczone, ciagle, monogeniczne © monodromiczne. Wszyst-
kie te wlasnosci moga istnie¢ oddzielnie lub razem w pe-
wnéj czesei funkeyi, lub w jéj caléj rozeiaglosei.  Gdy
one istnieja razem polaczone w pewnéj czesci lub w calé
jéj rozciaglodel, funkeya nazywa synektyczng wtéj czesci lub
w caléj jéj rozeiaglosei. Po odkryciu tych prawd, Cauchy
dowiodl: ze gdy funkcya w czesci swéj posiada te wszyst-
kie wlasnoscel, moze by¢ w té] czesci rozwinieta na szereg
zawsze zbiey.

Tym sposobem oznaczone zostaly warunki uzdalnia-
jace funkeya do przedstawienia czesci przynajmniéj jéj bie-
cu przez szereg; lecz te wlasnosei nieodlaczone od funkeyi
nie daja nam granic rozwiniecia i cheae je znalezé potrze-
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PRZEDMOWA. m

ba sie udawac do innego prawa Cauchego, do prawa mo-
duléw, ktore wyraza sie tak: iz funkeya daje sie rozwi-
nac na szereg zbiezny uszykowany wedlug poteg rosnacych
zmiennéj, dopoki ta zmienna zostaje stale w kole zbie-
Znosci, zakresloném promieniem rownym najmniejszemu
modulowi.

Z tego prawa nastepny wynika sposob znalezienia
granic w jakich funkcya moze by¢ przedstawiona przez
szereg: w danafunkcya za zmienng kladzie sie jéj wartosé
urojona, rozbiera sie na dwie czesci; réwnajac do zera
osobno czesé rzeczywista, osobno urojona i rugujac z nich
argument ilosci urojonéj; otrzymamy ztad roéwnanie
jedno, dajace nam wartosci modulu, z ktorego potrzeba
otrzymac wartos¢ najmniejsza dodatna;a ta da nam gra-
nice zbieznosci szeregu i zarazem granice, w ktoréj funkeya
wyraza sie przez szereg.

Otrzymanie to granic jest jeszeze mozliwe, chociaz
polaczone z wielkiemi trudnosciami, gdyz wymaga rugo-
wania i rozwiazania rownan ; dla rownan i funkeyi skoi-
czonych, to jest wyrazonych przez zawiazki miedzy iloscia-
mi skonezonemi. Lecz gdy w sklad rownan i funkeyi
wchodza ilosci nieskonczenie male, czyli raczéj gdy one
wyrazone sa przez rownania rozniczkowe; potrzebaby dla
znalezienia granic, po podstawieniu za zmienna wartosci
urojonej, rozwiazaé czyli scalkowaé toz rownanie, co wla-
$nie nie jest mozliwém i wtedy to ta teorya sprowadza sie
tylko do szukania, czy funkcya posiada wlasnosci wyzéj
wskazane.

W ogole wiec prace te nie zdaja sie zado§¢ czynic
rozwigzaniu zupelnemu zadania, co do rozwinigcia funkeyi

na szereg; mimo to sa one bardzo wazne na drodze po-
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1v PRZEDMOWA.

szukiwania wlasnosci funkeyi z samych wyrazen jéj rozni-
ezkowych 1 tuto wlasnie lezy znakomita zastuga Cauchego.

Taki jest obecny stan matematyki w ostatnich jéj
krancach, i ta to jéj czes¢ jest przedmiotem pracy naszéj.
Wyszlismy z punktu na ktorym stanal Cauchy, lecz uda-
lismy sie zupelnie inna droga.

Jakoz celem niniejszéj pracy jest, aby z danéj funkeyi
lub réwnania wyrazonych w ilosciach skonczonych lub
nieskonczenie malych, bez rozwijania funkeyi lub rowna-
nia na szereg, oznaczy¢ nowa funkeya, ktoraby zawierala
w gobie wszystkie wlasnosci konieczne dla jéj rozwiniecia
na szereg; czyli inaczéj, ktoraby dawala: z jednéj strony
granice zbieznosci szeregu, z drugi¢j granice rozwijalnosei
funkcyi na odpowiedni jéj szereg. Nie idzie wice juz tu-
taj o same wlasnosei funkeyi, lecz o wydzielenie z niéj
tych wlasnosci, ktore ja usposobiaja do rozwijania sie na
szereg.

Tak postawione zadanie potrzebowalo nowych drog
do jego rozwiazania, ktore udalo nam sie odkryc.

II.

Prace te podzielilismy na trzy scisle z soba polaczone
a jednak oddzielne czesci.

Poniewaz rozwijanie funkeyi na szereg jest rowna-
niem, zachodzacém miedzy funkeya i szeregiem czyli mie-
dzy funkeya o skonczonéj liczbie zwiazkow i inna funkceya
o nieskonezonéj ich liczbie; przeto aby takie rownanie
moglo byé mozliwem, potrzeba bylo poznac najprzod wla-
snogei szeregow, ktore maja- przedstawiaé funkeya.- Otoz
przedewszystkiem wiec badania nasze byly skierowane do
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PRZEDMOWA. v

poznania wlasnosci szeregow, a mianowicie praw ich zbie-
znosci, to jest poznania warunkow, pod jakiemi szeregi
moga przedstawia¢ funkeya. Jest to 1 powinno*byé pod-
stawa poszukiwan w tym przedmiocie. Dlatego tez w cze-
sci pierwszéj zamkneliSmy badania nasze nad Zeoryq zbie-
Znoser szeregow.

Szesé rozdzialow skladajacych te czese przedstawiaja
w nowém swietle te teorye, dotad nadzwyczaj niedostatecz-
nierozwinieta, co wlasnie bylo przyczyna malyeh rezulta-
tow, otrzymanych w tym kierunku. Cala teorya sklada
sie. dotad z kilku twierdzen podanych przez Cauchego,
Gaussa, Kummera, Bertranda i Pauckera, nie zupelnie roz--
winietych lub téz Oanb/ﬂC\ ch sie do S/cyewolnych rodzai
funkeyi.

W rozdziale pierwszym dowiedlismy nowego prawa
zbieznosci szeregow, w formie podobnéj do prawa maxi-
mow i minimow, lub szukania wartosci nieoznaczonych;
wyrazonego za pomoca pochodnych stosunku wy razow
poprzedniego do nastepnego, bmnych co do odwrotnosci
iloci m, oznaczajacdj miejsce wyrazow.

Prawo to nowe nadzwyezaj proste sklada sie z dwoch
czesel 1 daje sie tak wyslowié:

1) Szeregi sq w ogdle zbieine lub rozbieine, wedbug
tego jak stosunek: wyrazéw poprzedniego do nastgpmeqo staje
sig wiekszy lub mniejszy od jednosei w granicy, gdy n ==

2) Gdy ten stosunek staje sie w granicy jednoscia, to
rozwijajqc go na szereq wedlug odwrotnosei z n; szereqi beda
chicine, gdy pierwszy ze wspdlezynnikdw rozwiniecia, ktory
nie staje si¢ jednosciq bib zero, wedlug tego jak szeregi sa
o znakach jednakowych lub naprzemian idqcych, jest wiekszy
od jednosei lub zera. W przeciwnym razie sa zawsze rozbiene.
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VI PRZEDMOWA,

Prawo to jest podstawa caléj téj czesei i zarazem
podstawa wszystkich naszych badan. Pokazuje ono, ze
zbieznosc¢ szeregow nie tylko zalezy od granicy stosunku
wyrazow , lecz od wszystkich jego pochodnych az do
nieskonezonogcei.

W rozdziale drugim podalismy uogolnienie tego pra-
wa 1 rozmaite wlasnosci z niego wynikajace. Tu to poda-
lismy kilka innych form tegoz prawa, dowiedlismy, ze
znane warunki zbieznogci jak Cauchego i Kummera sa
tylko pierwszemi dwoma warunkami, skladajacemi nasze
prawo, a ktore ciagnie sie, jak juz wiemy, do nieskonczo-
nosci; tak ze po za warunkami oznaczonymi przez te dwa
warunki, szeregi sa jeszceze zbieime ; a nakoniec wykazalis-
my, iz istnicja dla szeregoéw o znakach jednakowych sze-
regi graniczne, stojace mna granicy miedzy rozbieznemi
i zbieznemi i Ze miedzy temi szeregami granicznemi istnie-
ja szereqi graniczne glowne, ktore dopelniaja wszystkich
warunkow do nieskonezonosei, i ze miedzy innemi, takim
szeregiem granicznym dla funkeyi algebraicznych jest
szereg znany rozbiezny :

1

1
Lithigrkg

By
A B s AR
szeregi zas oznakach naprzemian idacych maja jeden tylko
szereg graniczny, a ten jest:
a—a+a—ata—...

ktorego wyrazy staja sie tez same. Wszystkie te szeregi
graniczne sa rozbiezne.

Dotad jak wiadomo domyslano sie, iz szeregi granicz-
ne sa urojone; otoz one sa rzeczywiste i rozmaite, wedlug
postaci funkeyi z ktoréj pochodza.
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PRZEDMOWA. yii

Prawo ogolne, dowiedzione w rozdziale pierwszym,
musi modyfikowac sie stosownie do rodzaju funkeyi; wroz-
dziale przeto 3, 4 i 5 przedstawiamy zastosowanie prawa
ogolnego.

W rozdziale trzecim stosujemy je do szeregow alge-
braicznych i logarytmowych i wyprowadzamy szezegélne
formy warnnkow nadzwyczaj proste i symetryczne. Tu to
dowiedlismy i rozwinelismy miedzy innemi warunki
podane przez (raussa dla funkeyi, ktoryeh stosunek jest
funkeya algebraiczng ulomkowa.

Gauss dowiodl, ze, gdy stosunek wyrazow dazy do
jednosci, aby szeregi byly zbieine, potrzeba aby wspol-
czynnik pierwszego wyrazu licznika byl wiekszy od pierw-
szego wyrazu mianownika; a gdy one sa rowne, potrzeba
aby wspolezynnik drugiego wyrazu, zmniejszony wspol-
czynnikiem pierwszego byl wiekszy od wspolezynnika dru-
giego wyrazu mianownika; gdy zas jest od niego mniejszy
lubrowny, szeregisarozbiezne. Tymezasem w granicy gdy
ta roznica jest rowna wspolezynnikowi drugiego wyrazu
mianownika, szeregi moga by¢ jeszeze zbiezne; a blad do-
wodu Gaussa stanowi wlasnic przejicie przez szereg gra-
niczny. Prawo zas wlasciwe jest, ze gdy stosunck wyrazow
zbiega do jednosci, szeregi sa zbiezne, gdy pierwsza rozni-
ca wspolezynnikow dwoch wyrazow licznika, ktora nie
staje sie rowna wspolezynnikowi takiegoz samego wyrazu
mianownika jest od niego wieksza; w przeciwnym razie
rozbiezne. Warunki wiec ciagna sie do nieskonczonosei,
a gdy wszystkie sa wypelnione, otrzymujemy szereg gra-
niczny glowny rozbiezny.

W tym rozdziale trzecim dowiedlismy rowniez, ze wa-
runki podane przez Bertranda i Pauckera, sa szezegolnemi
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Vil PRZEDMOWA.

warankami stuzacemi  dla szeregow logarytmowych i to
w zawiléj formie przedstawionemi. !

W rozdziale czwartym stosujemy prawo zbieznosci
do szeregow wykladniczych, peryodyeznych i urojonych.
Prawo to dla szeregow wykladniczych przybiera szczegol-
na forme niezalezna od innych wspolezynnikow, jak tylko
od stopnia i wspolezynnika pierwszego wyrazn funkeyi
stanowiacych wykladnik i podstawe funkeyi wykladni-
cz€]. Godnén jest uwagi, ze funkeye te nie maja szeregow
granicznych, lecz odrazu przechodza ze zbieznych w roz-
biezne.

Szeregi peryodyczne sprowadzaja sie do tychze sa-
mych praw, jak wszystkie powyzsze, a zbieimosé szeregow
urojonych do zbieznosci rzeczy wistveh; a zatem do warun-
kow niezaleznych od modulow wyrazen urojonych. Wy-
kazaliSmy tam nadto, co zreszta znane bylo, ze warunki
szeregu modulow nie sa dostateczne do oznaczenia zbiez-
nosci szeregow urojonych, i gdy szereg modulow przestaje
by¢ zbieznym, szeregi moga jeszcze by¢ zbiezne i tylko
w niedostatku praw ogolnych zbieznosci, musialy one do-
tad zastepowa¢ prawo ogolne.

W rozdziale piatym stosujemy to prawo do oznacze-
nia warunkéw zbieznosci iloczynu nieskonczond) lic7by
ezynnikow, a w rozdziale szostym i ostdtmm rozwiazujemy

zadanie oznaczenia liczby wyrazow ]‘ﬂ\a trzeba obliczyé
na dane przyblizenie i podajemy nowa forme reszty szeregu.

Przyezyne glowna, iz tak malo rozwinieta zostala ta
czes¢ rachunku, upatrujemy szezegélniej w tém, iz dorad
warunki zbieznogci geometrowie starali sie przedstawiac
nie w postaci stosunku wyrazu poprzedniego do nastepne-
2o, leez odwrotnie nastepnego do poprzedniego; a jak ta
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PRZEDMOWA. x

dowiedlismy w rozdziale drugim, warunki te nie daja sie
przez te forme odwrotng stosunku przedstawic lub bardzo
zawile i nie symetrycznie.

Czesé ta, lubo nie jest nowa zupelnie, przedstawia je-
dnak nowe rozwiniecie; jak to mozna juz osadzi¢ z powyi-
szego pobieznego przedstawienia rzeczy i porownania z. do-
tad znanemi prawami.

II1.

We wspomnionym juz wyzéj rozdziale drugim cze-
Sci pierwszéj, jako prosty wniosek. podalismy prawo, iz
granice zbieznosci szeregu powstalego z rozwiniecia funkeyi
wedlug poteg rosnacych saméj zmiennéj lub jéj przyrostu,
oznaczaja sie przez wartosé stosunku pochodnéj rzedu n—1
do pochodnéj rzedu n wzietego n razy dla wartosci n=
to jest dla szeregu Taylora pod postacia :

h=1=%x (ﬁfnil.(‘r))
Ji(®) |
dla szeregu Maclaurina :
o i (W "“(0))
7))
Tento prosty wniosek jest podstawa nowego rachunku
funkeyi granicznych, rozwinietego w czesci drugiéj.
Stosunek pochodnych po sobie idacych wziety n ra-
zy dla n=o0 , ukazuje sie pod postacia nieoznaczona; lecz
w kazdym razie ma wartosé skonczona, a ze pochodne sa
funkeyami ilosci zmiennych i n; przeto dla n=oo warto-
gci ich musza byé w ogole pewnemi funkeyami ilosci
zmiennych. Te to nowego rodzaju funkeye nazwalismy
b
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funkeyami granicznemi, jako stojacemi na granicy wszyst-
kich funkeyi pochodnych i calkowych i oznaczamy je
przez nowy znak (poczatkowa litere wyrazu graniea) G,
tak ze funkeya graniczna i wszystkie jéj prawa zawarte sa
W réownaniu:

Gfe) (@) = (2 ). (1)

@
to rownanie jest zarazem definicya funkeyi graniczné).

Sposob znany dla oznaczenia wartosei wyrazen uka-
zujacych sie pod postacia nieoznaczona, nie daje sie sto-
sowaé¢ do wyprowadzenia funkeyi granicznéj z wyrazenia
(1); albowiem biorac pochodne co do n osobno z licznika,
osobno z mianownika drugiéj jego strony, otrzymujemy
podobne wyrazenia, ktore znowu sa nieoznaczone; potrze-
ba wiee bylo szuka¢ nowych drog do oznaczenia téj
funkeyi.

Jakoz drogi te znalezliémy w samym wzorze (1),
i cala czes¢ druga, obejmujaca cztery rozdzialy, podaje
prawa otrzymania granicznych danych funkeyi o jedné)
zmienndj, rownan i funkeyi o wielu zmiennych, nakoniec
rownan rozniczkowych.

Ostateczném prawem tego rachunku jest: ze kazda
funkeya lubréwnaniec moze miec jednq lub kilka granicznych
funkeyt i wszystkie sq albo nieskoriczone, lub téz sq stosunkiem
pewnd] funkeyiw sktad funkeyi dandj lub rownania wehodzq-
¢dj do jé) pochodnéj pierwszéj.

Z tego prawa wynikaja wazne wnioski :

Ze graniczna nie moze by¢ ani skonczona, ani zero,
dopoki zmienna ma wartosci dowolne.
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Ze wsaystkie pochodne i calki z funkeyi danéj maja
za graniczna tez sama funkceya, ztad to funkceye te nazwa-
lismy funkcyami granicznemi, jako stojacemi na granicy
funkeyi calkowych i pochodnych.

Ze graniczne funkeyi algebraiczno-calkowityeh, wy-
kladniczych, wstaw i dostaw tuku wielokrotnego i t. p. sa
nieskonezone,

Ze graniczne funkeyialgebraicznych innych jak cal-
kowite, logarytmowych it. p. sa stosunkiem pewnéj funkeyi
w sklad tych funkeyiwchodzacych do jéj pochodndéj; i t. p.

Takie sa wazniejszé prawdy dowiedzione w téj dru-
gi¢j czesci, ktore pozwalaja z latwoscia wyciagnac z danéj
funkeyi lub réwnania graniczna zadana.

Na te czesé, jako zupelnie nowa, zwracamy szczegol-
na uwage czytelnika, a mianowicie na prostote praw ra-
chunku nowego, a przechodzimy do czesei ostatnidj, to jest
do zastosowania tego rachunku do rozwijania funkcyi
na szeregi.

IV.

Wiemy, ze podstawa teoryi rozwijania funkeyi na szeregi
Jest szereg Taylora,czyliraczé) wzor wedlug ktorego dopelnia
sie rozwijanie; wiemny takze, 7e w wielu przypadkach wzor
ten nie sluzy co nazywamy, iz wpada w blgd; widocznie
wiec brak mu ogolnoici, jaka mieé¢ winna prawda, tak
rozlegle majaca zastosowanie; dlatego przedewszystkiem
wypadalo z kolei rzeczy poda¢ nowy wzor rozwijania
funkeyi na szeregi zbieine, co rozwinietém zostalo w roz-
dziale pierwszym Czeel trzeciéj.

http://rcin.org.pl



X1 PRZEDMOWA.

Wzér nasz ma forme podobna do wzoru Tay-
lora, lecz jest zupelnie ogolny; rozni sie tém, iz sklada sie
z dwoch czesei: z szerequ ¢ réwnania zbieinosci. Szereg ma
posta¢ ogdlna, przez wprowadzenie don ilosei dowolnéj;
tak, ze od nas zalezy zrobi¢ go w kazdym przypadku zbie-
znym, nadajac stosowne wartosei téj ilosci dowolnéj.

Réwnanie znowu zbieznosci daje nam granice w ja-
kich ta dowolna powinna by¢ wzieta, aby szereg byl zbie-
Znym; zatem zbieimodé szeregu lezy w rownaniu i dlatego
nazwalismy go rownaniem zbieznosci.

Réwnanie to ma forme:

h=atGf()(2)spa

i wyraza sie jak widzimy przez funkcya graniczna wzieta
co do z z funkeyi danéj, dla wartoici x4 a; jestto rowna-
nie miedzy dwiema ilosciami danemi 2 i 4 i iloscia do-
wolna a.

Widoezna z saméj postaci tego rownania, Ze granice
dla . moga sie zmienia¢ stosownie jak a sie zmienia, gdy
zakladamy a stale; zatem widocznie zbieznos¢ mozemy
zmieniaé, rozszerzaé 1 sciesnia¢ granice dowolnie, nadajac
dla a stosowne wartosci.

Ztad rozleglos¢é w jakiéj funkeya daje sie rozwinac
na szereg moze si¢ zmieniad, i te rozleglos¢ zowiemy rozeig-
giem zbieinosci. Wyraza sie on wprost przez sama grani-
czna W postaci:

g == 2 Gf (‘T) (‘T) z+a
i rowna sie podwojnéj wartosci tejze granicznéj.
Poniewaz rozciag zbieznosci zmienia sie, wiee. mo-
ina szukaé jego maximumy; to jest szuka¢ warunkow mnaj-
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wiekszéj rozleglosci granic 1 zadanie powiekszenia granic
zbieznosei daje sie w zupelnosei, jak widzimy, rozwiazac.

Wypada z tego, ze kazdy wzor rozwiniecia winien
koniecznie sklada¢ sie z dwoch czegei i réwnanie zbiezno-
sci powinno zastapi¢ dodawanie reszty szeregu, ktora nie
ma zadnego znaczenia.

Po podaniu nowego wzoru z porzadku rzeczy nale-
zalo do kazdego wzoru dodac odpowiednia i jemu wlasci-
wa forme rownania zbieznosci i oceni¢ jego waznosé; dla
tego w rozdziale drugim z wzoru ogolnego wyprowadzi-
lismy kilka szczegolnych, wprowadzajac pewne warunki;
i tu pokazalo sie, 7e znane wzory Taylora, Maclaurina,
Bernoullego i t. p., sa tylko szezegolnemi przypadkami na-
szego wzoru; a przypadki gdzie te wzory wpadaja wblad,
sa to przypadki nie objete rownaniem zbieznogci, sa wiec
niewlasciwém tylko ich zastosowaniem po za granicami
one warunkujacemi.

W tymze rozdziale dowiedlismy, iz wzér na rozwija-
nie funkeyi wedlug poteg z wielokrotnosei zmienndj nie
daje sie zastosowac jak tylko do funkeyi, ktorych grani-
czna jest nieskonczona, to jest: do algebraiczno-calkowi-
tych, co objete jest znanym wzorem Abela; do funkeyi
wykladnicznych, wstaw i dostaw lukow wielokrotnych
i innych; a dla wszystkich innych nie ma zadnego zna-
czenia 1 nie powinien by¢ uwazanym za ogolny; nakoniec
dowiedlismy, ze szeregi Stirlinga i Boolego, maja zaréwna-
nie zbieznosci zero, czyli, ze nie wyrazaja zadnéj czesci
funkeyi i nie maja zadnego znaczenia, a zatem powinny
byé wyrzucone z rachunku.
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W rozdziale trzecim podalismy nowy wzor podobny
podanemu w rozdziale pierwszym, lecz dajacy rozwiniecie
funkeyi na szereg wedlug poteg odjemnych saméj zmien-
nej lub jéj przyrostu; dowiedlismy, ze granice tego nowego
wzoru obejmuja nieskonczonosé, tak jak granice pierwsze-
go obejmuja zero; a zatem, Ze granice te zupelnie sa inne;
tak ze wzor ten sluzy wlasnie w tych przypadkach, gdy
tamten ustaje i oba moga tylko przedstawia¢ funkcya,
w caléj obszernosci; dla tego mozna go nazwaé dopelnia-
Jjacym; wskazalismy warunki, kiedy funkeya w ezesci
swéj rozeiaglosei moze zaréwno dobrze rozwinac sie na oba
szeregi 1 w téj czesci jest zdolna, rozwinaé sie na summe
obu szeregow; i nakoniec dowiedlismy, ze szeregi podane
przez Cauchego i Laurenta niczém inném nie sa, jak tyl-
ko szeregiem Taylora, przedstawionym w zawiléj formie.

Rozdzial czwarty poswiecilismy zastosowaniu teoryi do
przykladow, gdzie pokazalismy, jak granice zbieznosci

zmieniaja sie ze ziniana ilosci dowolnéj; dowiedlismy, ze

rozwiniecia na szereg funkeyi: 2 dota i, wedlug poteg
€

rosnacych z x niemaja zadnego znaczenia, a liczne z nich
powyprowadzane wzory, we wszystkich dzialach rachun-
ku wyiszego, potrzebuja przejrzenia, sprawdzenia i wyrzu-
cenia niepotrzebnych z nauki. Tu wiec nasza teorya przed-
stawila sie jako wyborna kontrolla, aby naprozno nie
gmatwaé nauki wzorami bez znaczenia lub téz blednemi.

W rozdziale piatym rozwiazalismy dwa zadania
powiekszenia granic rozwijalnosci funkeyi i powiekszenia
zbieznosci szeregow, dotad nie znanych z przyczyny, ze
szeregi Taylora 1 Maclaurina nie zawieraja ilosci, ktora
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moznaby bylo rozporzadzac i ze nie znalismy zwiazku, to
jest rownania zbieznosci laczacego ilosci, wchodzace do
rozwiniecia funkeyi, ktore tylko moze daé rozwiazanie
tych zadan.

Tu daléj wytlumaczonym zostal paradoks znany, ze
szeregi rozbiezne przez pewne przeksztaleenia staja sie zbie-
znemi i odwrotnie; ze zatem szereg rozbiezny mozna uczy-
ni¢ zbieznym, czyli co na jedno wychodzi, ze szeregi roz-
biezne moga wyraza¢ funkcyg. Paradoks ten nic innego
nie jest tylko wnioskiem prostym z téj wlasnosci funkeyi,
iz mozna rozszerzy¢ granice zbieznosci szeregu zmieniajac
wartosé ilosci dowolnéj, co w pewnym wzgledzie rzeczy-
wiscie zmienia szeregi rozbiezne na zbieine ; a raczéj daje
nowe szeregi, gdy tamte ustaja; lecz to wlasnie dowodzi,
Ze szeregi rozbiezne, nie maja zadnego znaczenia i moga
by¢ zastapione innemi szeregami, gdy ilosci dowolnéj nada-
my inne wartosci, rozszerzajace granice zbieznosci szeregu.

W rozdziale szostym zastosowalismy nasza teoryva do
rownan.i funkeyi o wielu zmiennych. Podalismy réowna-
nie zbieznogci dla szeregow Lagrange’a, Laplace’a i Bur-
manna. Dowiedlismy sposobem prostym i uogolniligmy
twierdzenie Laplace’a, ze potegi calkowite wstawy i dosta-
wy lukow wielokrotnych funkeyi jakiejkolwiek rozwijaja
sie na szeregi zbiezne, w tychze samych granicach, co i sa-
ma funkeya, i dopelnilismy go druga czescia co do poteg
odjemnych, ulomkowych i logarytméw danéj funkeyi.

W rozdziale sio)dmym miedzy przykladami podalismy
granice rozwiniecia rownania ruchu planet wedlug poteg
rosnacych mimosrodu, i dowiedliémy, ze szeregi, ktore
wyrazaja pierwiastki ruchu planet, uszvkowane wedlug
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poteg rosnacych mimosrodu sa zbiezne dla wszystkich
wartosei tegoz mimosrodu mniejszych od '/, ; gdy Lapla-
ce 1 Cauchy podali te granice na 0, 66195 czyli 7/, to
jest, ze pierwiastki ruchu planet daja sie obliezac¢ przez
szeregi, uszykowane wedlug poteg rosnacych mimosrodu
dla planet, ktorych drogi sa niezbyt splaszezone i zblizaja
sie do kola.

Nakoniec w rozdziale ésmym i ostatnim poréwna-
lismy nasza teorya, z teorya funkeyi Cauchego, a 7z twier-
dzen tamze podanych wynika, ze nasze funkeye graniczne
obejmuja w sobic wszystkie wlasnosei usposobiajace fun-
keya dana do rozwiniecia na szereg zbiezny w danych
granicach; ezyli inaczéj ze one zawieraja w sobic wszystkie
wlasnosci, a zatem sa rzeczywiscie temi wlasnosciami fun-
keyi z niéj wydobytemi, tak, ze w twierdzeniach Cauchego
zamiast funkeyi synektycznej, dosé jest podstawié jéj
funkcya graniczna, a bedziemy mieli twierdzenia do ja-
kich prowadzi nasza teorya.

Nasza wiec teorya zupelnie jest zgodna z teorya Cau-
chego, jednakze wychodzi z nowego poczatku, nie wikla sie
w ilosciach urojonych i prowadzi droga prosta do celu
wytknietego przez Cauchego.

Dla zmniejszenia objetosci dziela nie obeiazalismy go
rzeczami dobrze znanemi, przyjmujac je jako wiadome
1 odsylajac czytelnika do dziel, ktore cytujemy we wlasci-
wych miejscach.

V.

Przedstawiwszy pobieznie odkryte przez nas nowe
prawa rachunku, stosunek 1 zwiazek ich z ostatnimi poste-
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pami nauki, niech nam wolno bedzie przedstawié jeszcze
stosunek ich do calosei nauki.

Wiemy, ze zasady rachunku infinitesimalnego (to
jest rozniczkowego i calkowego) opieraja sie na ilosciach
nieskonczenie malych (Leibnitz, Newton), ktore nikna
przy ilosciach skonczonych lub nieskonczenie matych rze-
dow nizszych; lub téz na uwazaniu tych ilosci jako staja-
cych sie zero (Euler); lub nakoniec uwazajac je za gra-
nice wartosci, gdy zmienna dazy do zera (Maclaurin,
D’Alembert), ktory to ostatni sposob uwazania rzeczy
przyjety zostal dzis powszechnie.

Lagrange (*) dowiodl, ze wszystkie te pojecia sa nie-
zgodne z duchem nauk matematycznych; jakoz ilosci nie-
skonczenie male sa obce nauce 1 zaczerpniete ze swiata
materyalnego; tak, ze na nich oparta nauka rachunku
przedstawia sie jako nauka odrebna bez zwiazku z ele-
mentarnemi podstawami nauki. Sprowadzenie tych ilosei
do zera tém bardziéj utrudnia pojecie, sprowadzajac ich
stosunki do postaci nieoznaczonych. Ostatnie za$ pojecie,
Jako granic, gdy zmienna dazy do zera, jest nie scisle;
albowiem zero nie jest nigdy granica wartosei ilosci;
prawdziwa granica moze by¢ tylko nieskonczonosé, i tak
téz granice byly pojmowane przez starozytnych geometrow;
u nich granice sa to ilosci, ktorych przejs¢ nie mozna,
do ktorych jednak zblizy¢ sie mozna tak jak chcemy; np:
assymptota jako styczna w nieskonczonosci do linii krzy-
wéj i t. p.

Zasadzajac sie na tém, Lagrange bierze za podstawe
rachunkow wyzszych rozwiniecie funkeyi na szereg, dowo-

(*) Lagrange. Lecons sur le calcul desfonctions. Paris 1806 nouv.
edit. lécon 1. 4
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dzi jaka powinna byé postaé tego rozwiniecia i wprost
wspolezynniki poteg zmiennéj w rozwinieciu zowie pocho-
dnemi funkcyi danéj; tym sposobem bez zadnych hypotez
co do powstawania pochodnych, opierajac sie na zasadach
algebry, sprowadza te rachunki do poczatku czysto alge-
braicznego i zgodnie z duchem nauk matematycznych.

Teorya funkeyi analitycznych i rachunek funkeyi
w ktorych rozwinal powyzsze zasady, sa znakomite jego
dziela, uderzajace nas swa jasnoscia, prostota i symetrya
wzordw, ktoremito przymiotami odznaczaja sie wszystkie
pisma tego wielkiego geometry.

Gdy jednak w tém uwazaniu rzeczy nastreczaly sie
nowe trudnosei, a mianowicie, Ze samo rozwiniecie nie
mialo znaczenia jak tylko o tyle, o ile szereg jest zbiezny;
zatem znowu podstawa obrana przez Lagrange’a okazala sie
nie $cisla; uczeni jednak, zamiast starac sie prmhmfu'- te
trudnosci, poszli inna droga, przyjmujac za podstawe re
chunkow teorye granic.

Brakowalo wigc rzeczywiscie dzielom Lagrange’a sta-
loici podstawy i dlatego stoja one dotychezas na uboczu,
jakby odrebne, miezgodne z duchem nauki tegoczesnéj,
lecz zawsze jasnieja swa wielka 1 uderzajaca mysla i sa
zrodlem  niewycezerpaném nauki i beda zawsze dzielami
klassycznemi.

Teorya nasza i tu rozwiezuje trudnogci, a ndeaJac
stalo&é podstawie obranej przez Lagrange’a, pozwala spro-
wadzi¢ rachunki do poczatku czysto algebraicznego.

Jakoz teorya funkcyi analityeznych i rachunek fun-
keyi sa doskonalym wykladem rachunkéw rozniczkowego
1 intergralnego, sprowadzonych do prostych zasad algebry
i przedstawiajacych sie jako dwa odwrotne dzialania: bra-
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nia pochoduych z funkeyi pierwotnych 1 otrzymania pier-
wotnych z pochodnych danych; odpowiednie mnozeniu
i dzieleniu, podnoszeniu do poteg i wyciaganiu pierwiast-
kow. Czesc pierwsza naszéj pracy mozna uwazaé za wstep
do powyzszych dziel; albowiem podaje ona granice kazde-
go szeregu wyrazone w postaci stosunku dwoch wyrazow,
zbiegajacego sie do jednosei w granicy dla n = o ; to jest
postaci

(L) ]
Uy |»

1 ta to granica scisle odpowiada pojeciu granic starozy-
tnych geometrow.

Dodawszy te granice, dowod wzoru rozwijania na
szeregi podany przez Lagrange’a staje sie doskonalym
i scislym, gdy po zalozeniu, ze zmienna x zostaje dowol-
na, jak to uczynil Lagrange, dodamy do tego rozwi-
niecia granice powyisze zastosowane do formy rozwinie-
cia, to jest jak to otrzymalismy w czedci pierwszéj 1 zgo-
dnie z przyjetém przez niego znakowaniem funkcyi po-
chodnych

/L S (nyn-—-l)
o= y"’

gdzie druga strona jest funkcya , a ze @ jest dowolne, daje
wiec granice zawsze mozliwe do otrzymania i pokazuje,
ze wzor ten nie wpada w blad nigdy, albowiem tu z za-
stepuje nasza ilos¢ dowolna a.

Tak wiec mozna i potrzebaby w wykladach rachun-
ku wyzszego i4¢ droga wskazana przez Lagrange’a i pola-
czy¢ rachunki te z caloscia nauki, a tym sposobem pocho-
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dne beda to pewne funkeye otrzymane wedlug pewnego
prawa z funkcyi danéj, a na odwrét z pochodnych otrzy-
mane funkeye pierwotne nic innego nie beda, jak tylko
calki, i dwa rachunki rozniczkowy i calkowy, sprowadza
sie do poczatku czysto algebraicznego i zloza dwie czesci
czyli dwa rachunki odwrotne sobie: rachunek funkeyi po-
chodnych i rachunek funkeyi pierwotnych (catkowych.)

Nasze funkeye graniczne jako laczace w sobie wla-
snosci pochodnych i calek, skladaja czesé trzecia i rzeczy-
wiscie stanowia trzeci rachunek funkcy:r granicznych, dla
tego nazwalismy go nowym rachunkiem.

W stosunku wiec do calosei nauki, rachunek funkeyi
granicznych powinien by¢ uwazany jako trzeci rachunek
dopeiajacy dwa rachunki funkeyi pochodnych (roznicz-
kowy) i pierwotnych (calkowy) i skladajacy z niemi
doskonala calosc.

Warszawa, dnia 1 Marca 1865 r.

W.  Witkowskz.
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DEFINICYE, WYRAZY I ZNAKI NOWE, LUB STALE UZYTE

—

W TEM DZIELE.

Iloczyn czynnikéw roznigeych sig wartodcig jedndj z ilosci
w sklad czynnikow wehodzgceych, ktéra przybiera wartosci
kolejne liczb porzgdkowych od 1do n oznaczamy stale przez
znak ! ktadgc go przy ostatnim czynniku, np.
(a+4b) (2 a+-b) (Jat-D).... (na+-b) = (ant-Db) !
(Czesé 1, rozd. 1, 8 91 t. d.)

Iloczyn czynnikdw, w ktérych jedna ilo$é przyjmuje warto-
Sci porzadkowe od m do n oznaczamy przez znak ? ktadac
go miedzy dwoma skrajnemi czynnikami, np.
(am+0).... (an+b) = (am +b)? (an+0b)
(Czes6 1, Yoz, 1;§ 91 £. &)

Dwumiany x+a, w ktorych jeden wyraz jest iloscia taz-
samg a drugi zmienia sig, oznaczamy dla skrdcenia przez
wyraz zmieniajacy sie objety w nawiasy [ ] np.
(z+a) (2+8)...=[a] [2]...
(Czes¢ 3, roz. 5, § 1851 t. d.)

Znak podstawienia pojedynczego. Gdy w wyrazeniu ilo$é
zmienna przybiera warto$¢ szczegdlna, wyrazenie to zmie-
nia takze wartos¢ i otrzymujemy ja podstawiajac za tg ilosé
jéj warto$¢. Lecz gdy checemy tylko wskazaé to podstawie-
nie, zamykamy dane wyrazenie lub ilos¢ w nawias; ktadge
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u spodu nawiasu jéj warto$¢ i ten znak zowie si¢ znakiem
podstawienia pojedynczego, np.

(F(w))a = F(”); (Sn )no = Sw

(480) — v

da

(Czgs¢ 1, r0z. 1, §4it. d. Czesé 2, roz."1, § 82it.d.)

Znak podstawienia podwdjnego. Gdy w wyrazeniu ilo§¢
zmienna przyjmuje dwie wartosci szczegdlne, i gdy chce-
my wyrazi¢ réznice jego wartosci, uzywamy znaku /, pi-
szac te wartoSci u dotu i u gory np.

b
F(z) = F(b) — F(a) .
(Czgsé 3, rozd. 2, § 143,11 t. d.)

Ilo$é urojona stale wyrazamy przez ilosé rzeczywista mno-
zong przez znak urojonosci 7, ktory wyraza pierwiastek z—1
np. i = }’—1, podobnie a + bi = a + 0}/ — 1. Ilos¢
urojony wyrazamy jeszcze przez
a + b¢ = r (dos ¢t + 7 wst ¢)
wtedy » zowie sig modulem a t arqgumentem iloSci urojondj.
(Czes$¢ 1, rozd. 4, § 621 t. d).

Wartoscia poczatkowq rozwiniccia funkcyi na szereg zo-
wiemy warto$¢ poczatkows zmiendj, od ktordj zaczyna sig
rozwinigeie, czyli dla ktoréj bierzemy wszystkie pochodne.

“(Czesé 3,roz. 1, § 124 i t. &)

Lloseig porzadkujacq zowiemy ilosé, wedtug poteg ktoré
nastgpuje rozwinigcie; moze nig by¢ sama zmienna, lub jéj
przyrost, albo taz zmienna lub przyrost zmniejszony lub
powigkszony wartoscig poczatkowa.

(Czes€ 3, roz. 1, § 124 it. d.)
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10.

11:

13

14.

15.

16.

DEFINICYE, WYRAZY 1 ZNAKIl. XXII11

Stosunkiem szeregu zowiemy stale stosunek ktéregokolwiek

jego wyrazu do tuz nastgpujacego, jest on funkcyg liczby

oznaczajacdj miejsce Wyrazow i oznacza sig przez
Uy

Viald >
(Czes¢ 1, 10z. 1, § 81 t. d.)

Szereg gramiczny jest to szereg stojacy na granicy migdzy
zbieznemi i rozbieznemi szeregami; a jego stosunck wyraza
si¢ przez warunki zbieznodci.

(Czesé 1, 10z:-2, § 21, it:d.)

Szereg graniczny gldwny jest to szereg graniczny miedzy
wszystkiemi szeregami granicznemi, a stsounek jego dopet-
nia wszystkich do nieskorniczonodci ciggnacych si¢ warunkéw
zbiezno$ci.

(Czes6 1, roz. 2, § 211i't. d.)

. Szeregiem gléwnym zowiemy szereg uszykowany wedlug

poteg rosnacych ilosci porzadkujacé;.
(Czgs€ 3, roz. 1, § 124.)

Szeregiem dopelniajgeym zowiemy szereg uszykowany we-

dtug poteg ubywajacych ilosci porzadkujacéj.
(Czes¢ 3, roz. 3, § 151.)

Szeregiem normalnym zowiemy szereg, ktérego kazdy wy-
raz nastgpny daje w warto$ei szeregu wyrazonéj w liczbach
dziesigtnych, nowg cyfre dziesietng i takim jest postep ilo-
razowy, ktérego stosunek jest 10.

(Czese T oz 87916, dv)

Grranice zbieinosci szeregu sa to wartosci szezegolne iloSci
porzadkujacéj, miedzy ktéremi szereg zostaje zbieznym.
(Czest 3, roz 1, § 132.)

Granice rozwijalnosci funkeyi sg to szczegélne wartosci
ilosei porzadkujacej, ktére niekiedy zowiemy wartosciami
kerytycznemi, miedzy ktéremi mogg zmieniac si¢ granice zbie-
znosci szeregu, na ktéry rozwija si¢ funkeya.

(Czesé 3, roz. 1, § 132).
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XXIV DFEFINICYE, WYRAZY I ZNAKIL

17. Funkeyq graniczng nazywamy warto$¢ oznaczong stosunku
dwoch pochodnych tuz po sobie idacych, wzietego n razy,
dla n=o0 i oznaczamy ja przez G np.

/ n—1I
G o) = & Ploe) = | e
y" W
(CzeS¢ 2, roz. 1, § 82it. d.)

18. Réwnaniem zbienosci zowiemy réwnanie, dajace granice
zbiezno$ci szeregu; otrzymujemy je réwnajac ilos¢ porzad-
kujaca z funkeyg graniczng danéj funkeyi, wzieta dla war-
todci poczatkowéj rozwiniecia.

(CzeS€ 3, roz. 1, § 125 i t. d.)

19. Rozciggiem zbieinosci zowiemy rozciagtosé, w jakiéj fun-
keya dana daje si¢ przedstawi¢ przez szereg, czyli réznice
wartosci granicznych ilosci porzadkujacéj; oznaczamy go
przez g i jest on rowny podwdjnéj funkeyi graniczndj, to jest:

g =2G Fx)z)..
(Czesé 3, roz. 1, § 1261 t. d.)

20. Rachunkiem funkeyi granicznej zowiemy rachunek, za pomoca
ktorego z danéj funkeyi otrzymujemy jéj funkcya graniczng.
(Czgs¢ 2, roz. 1,§821t. d.)
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NOWY RACHUNEK

FUNKCYI GRANICZNYCH

I JEGO ZASTOSOWANIE.

W.STEFP.

4. Nazywamy w ogole funkeya jednéj lub wielu iloSci, ka-
zde wyrazenie, w ktorém te ilo$ci wehodza z sobg potaczone w ja-
kikolwiek, lecz oznaczony sposéb, za pomocg znakow przyjetych
w rachunku. _

Wyrazenie takie moze by¢ potaczeniem ilodci statych izmien-
nych.

Jezeli wyrazenie sklada si¢ z nieskonczonéj liczby wyrazéw,
utworzonych wedlug pewnego prawa, nazywa si¢ szeregiem,
a oznaczajac ilosci stale przez a.... zmienne przez «...., wyraz
jakikolwiek w, bedzie funkcya z iloSci a..., @... i liczby n

Yo ik B BB
a szereg sam mozna ogolnie wyrazi¢ przez

Ba e )
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Gdy potrafimy wyrazi¢ te ilo§¢ nieskonczonéj liczby wyrazéw
przez pewien zwigzek tychze ilosci w skoriczonéj ich liczbie, i gdy
oznaczymy ten nowy zwigzek tychze iloSci przez:

1 (Lo T
otrzymamy réwnanie:
BB, B ) =2 D00 ar, &...) (1)

Gdy ilodci #... zmicniaja sie, zmienia sie warto$é obu stron
tego réwnania. Pierwsza bedac ograniczong czyli oznaczong licz-
ba zwiazkow iloci; bedzie nabywaé w ogéle pewne wartosci skoi-
czone i oznaczone, i dla szczegdélnych tylko wartosci zmienndj,
moze stawaé sie nieskonfczong.

Przeciwnie, druga strona zawierajac nieskoriczong liczbe wy-
razow, w ogéle bedzie sig zmieniaé jak I pierwsza, lecz moze mié¢
warto$ei ciggle nieskoificzone, i wtedy wyraZenie to nie ma Zadne-
go znaczenia.

Rownanie wige (1) o tyle bedzie mié¢ znaczenie, o ile summa
nieskonczonéj liczby wyrazéw, zawarta w drugiéj stronie, nabywa
warto$ci skoniczonych, gdy iloSci zmieniajg sig, 1 wtedy tylko mo-
ze wyrazac §cisle strone pierwszg.

7 natury szeregu wyplywa, ze poniewaz kazdy wyraz skla-
da si¢ z tych samych iloSci, przeto gdy one zmieniajg sig, szereg
bedzie zmieniat sig i od pewnych wartosci zaczynajac, moze juz
mie¢ wartoSci ciggle nieskonczone, gdy druga strona moze miéé
warto$ci skoniczone w ogéle dla wartoSci zmiennych, wzigtych
w pewnych granicach; w tych wiec tylko granicach, réwnosé (1)
moze mié¢ miejsce. Ztad wypada, ze réwnanie (1) nie moze by¢ do-
skonale identyczném, lecz musi by¢ uwarunkowione pewnemi wa-
runkami, dajacemi granice, w ktérych ono ma miejsce. Znalezie-
nie tych warunkow, stanowi konieczno$¢ niezbedna réwnania (1)
bez ktorych wyrazenie to jest zwodniczém, i nie ma zadnego zna-
czenia.

2. Poniewaz réwnanie (1) sklada sie z dwoch czeéci oso-
bnych: z funkeyi i szeregu, przeto aby szereg wyraza¢ mogt fun-
keya, musi zachowywac warto$ci oznaczone w pewnych granicach,
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czyli by¢ zbieznym; funkeya znowu, aby mogta byé rowng szere-
gowi, powinna by¢ zdolna wyrazi¢ si¢ przez szereg przynajmniéj
w pewnych granicach, czyli by¢ rozwijalng na szereg.

Ztad wiec wyplywaja oddzielne dwie teorye:

1. Teorya zbieinosci szeregow, dajaca nam granice, w kto-
rych szeregi zostaja stale zbiezne, czyli maja wartosci oznaczone,
bez wzgledu na rodzaj funkeyi z-ktéréj powstaly.

2. Teorya rozwijalnosci funkcyi, dajaca nam granice, w kto-
rych kazda funkeya zdolng jest rozwinaé sig na szereg nieskon-
czonéj liczby wyrazow, bez wzgledu, w jaki sposéb to rozwiniecie
nastepuje.

A ze szereg musi powsta¢ z funkeyi ktérg ma wyrazaé, lub
funkeya musi wydac ten szereg, a wige warunki te muszg by¢ temiz
samemi warunkami, doskonale identycznemi.

Znajac wiec prawa zbieznosci szeregdéw, powinniSmy z nich
otrzymaé¢ prawa rozwijalnosci funkeyi na szereg.

Otoz rzeczywiscie teorya zbieznosci szeregéw, daje podstawe
nowemu rachunkowi, ktory nazywamy:

3. Rachunkiem funkcyi granicamych, ktérego znowu pro-
:stém zastosowaniem jest teorya rozwijalnosci funkeyi.

Trzy te teorye skladaja wiec zupelng cato$c i sa przedmiotem
itrzech czesci niniejszego wyktadu.
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CZESC PIERWSZA.

TEORYA ZBIEZNOSCI SZEREGOW.

Nie mamy dotad ogdlnego prawa dla poznania, czy sze-
reg jest zbieznym lub rozbieznym, albowiem podawane dotad
- prawidla, stuza tylko dla szczegélnych postaci szeregéw, a uwa-
zanie reszty szeregu, czesto prowadzi do rachunkéw trudnych
i niemozliwych do wykonania; a jednakze zadanie to jest bardzo
wazném w badaniach matematycznych, zwlaszeza tam, gdzie
w ostatecznych wypadkach przychodzimy do szeregéw, ktore ma-
ja wtedy tylko znaczenie, gdy sa zbiezne.

Zadanie to stanowi dotad w rachunku jedno z pytan, nieroz-
wigzanych w catéj ogdlnosei.

W téj czeéci bedziemy sig¢ starali rozwigzac to zadanie i po-
dac ogdlne prawa zbieznosci szeregow.
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ROZDZIAL. PIERWSLZY.

PRAWA ZBIEZNOSCI SZEREGOW.

8. Szeregiem w ogéle nazywamy nieskosczong liczbe wyra-
26w, utworzonych podlug pewnego, oznaczonego prawa i polgczo-
nych z sobg znakami wigedj lub mnidj.

Prawo wiec tworzenia si¢ wyrazéw, musi by¢ dane: albo
w postaci zwigzku migdzy wyrazami, albo téz w postaci wyrazu
n go, ktéry bedzie funkcyg liczby n oznaczajacéj miejsce wy-
razu.

Gdy mamy dany zwigzek miedzy wyrazami, }atwo z tego
zwigzku oznaczymy wyraz ogélny n ty, a tak w kazdym razie ma-
my dany wyraz ogélny szeregu.

Pod wzgledem formy szeregi moga by¢ trojakie: albo zacza-
wszy od pewnego wyrazu, wszystkie nastepne majy znaki jedna-
kowe, albo naprzemian idqce, albo téz tworza gruppy majace tes
same znaksi.

Pod wzgledem wartosci bezwzglednéj, zaczawszy od pewnego
wyrazu,one mogg jednostajnie lub peryodycanie zmieniaé sie.

Wizystkie powyzszych rodzai szeregi, mogg byé pod wzgle-
dem znaczenia swego zbiezne lub rozbieine, to jest, ktérych summa
wyrazow ma wartosé skosiczona ¢ oznaczona, albo é3 nieskoiczenie
wielka.
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4. W ogole jezeli wyrazy ‘szeregu oznaczymy przez
U, Uy.... @ jego summe przez S bedzie:

& S=utu,+u,+ ...

i S bedzie to summa wszystkich wyrazéw przedtuzonych do nie-
skonezonodci. Wyraz ogélny tego szeregu oznaczamy przezu, . Je-
zeli bierzemy summe » pierwszych wyrazow i.oznaczymy ja przez
S, a reszte wyrazéw po n tym przez R, bedzie:

S:Sn + Rn (a)

Whiosek 1.  Gdy 'szereg jest zbiezny, czyli gdy ma warto$c
skoficzong i oznaczona, to summa S, zbierajac wniéj coraz wigeé)
wyrazow, coraz wigcéj zbliza si¢ do wartosci S, tak, iz gdy zawie-
ra wszystkie wyrazy, czyli gdy » jest oo, summa S, bedzie réwna
summie S, tak ze mozna napisac:

(B FEr =5 CZylS . == 8

Whniosek 2. Gdy w wyrazeniu (a) » ro$nie i staje si¢ rowne
nieskonczonodci, a szereg jest zbieznym, bedzie:

8=(8) 0 +(Re)a
*
B 0 1 ) Tl 51 DD (B B0

to jest: w szeregu zbieznym reszta szeregu po n wyrazach, musi
dazy¢ z n do zera, czyli mié¢ za granice zero.

Zatém koniecznym wnioskiem z definicyi szeregu zbieznego
jest: ze reszta szeregu musi dgiyé z n do zera, jak tylko szereg ma
wartos¢ oznaczong v skoriczong, czyli gdy jest zbieinym.

Whiosek 3. Gdy w wyrazeniu (a) potozymy n—1 za n bedzie:
S S +>Rn_1
a odejmujace od (a) otrzymamy:
% . Uy, + Ry — Ry =0
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a gdy szereg jest zbiezny, wiemy Ze reszty daza do zera, a zatém
~ gdy n dazy w tém wyrazeniu do o, R, i R.—1 daZa do zera, wige

o ). =0

to jest. ze gdy saereg Jest zbieiny, wyraz nty deiy zn do zera,
czyli ma za graniceg zero,

Uwaga. Wszystkie te prawdy nie mogg by¢ odwrécone, i gdy
one maj3 miejsce, szereg moze nie byé zbiezny. Wiele po-
dobnych wnioskéw mozna wyciaggnaé z samego orzeczenia
zbieznosci szeregow, ktore jako nieuzyteczne w dalszym cnq-
gu opuszezamy (*).

5. 7 orzeczenia szeregéw wypada, ze nie mozemy dowol-
nie przemienia¢ miejsca wyrazom, albowiem kazdy wyraz bedac
funkeyg liczby oznaczajacéj miejsce ze zmiang téjze i swego
miejsca, powinien zmienic i wielko$¢. I tak niech bedzie szereg (**).

wyraz nty szeregu wyraza si¢ przez

( 1)1[
AR ]
Warto$¢ ku ktoréj dazy S, , gdy = rosnie do nieskonczono$ci,
jest summa szeregu i oznaczamy przez S.
Jezeli napiszemy szereg ten pod postacig:

1
s_1+--——+5+1 i 51,

(*) Patrz: Catalan ,,Traité élémentaire des séries:* Rozdzial 2. tw. 1,
g, 8itd

(**) Patrz: Bertrand: ,Traité de calcul différentiel.’ Paris 1864
pag. 250.

http://rcin.org.pl



8 . CZESC: I

widocznie ten szereg musi miéé i inng wartosé, i nie jest rowny
powyzszemu, chociaz si¢ sklada z tych samych wyrazow; albo-
wiem przedtuzajac go do nieskoriczonosci, wyrazy dodatne w dwa
razy wigkszéj liczbie wehodza jak odjemne, a wyraz ogllny jest
teraz:

Uy — —— e ey 4 > ——
(5 dos? ~n-2‘ ~ 4+ wst —'3«2-— —1 )(n )

Uwazajac Ze mamy:

o n+1 _Z In+1 2n+2

ik il 1
ek O s S
W Z (4n+1+ 4n43 204 2)

a Ze mozna napisac jeszcze

1 2k 1 i
5 X% 2 (4n+ 1—4ﬂ—§+ dng3 4;¢+4)
Zatém

i S 1 1 1
Se8 =) (m?z““ 4“n'+4—2n+2')

e R BER )—1—3
_.‘?2(27{4-1 In42] 2

a zatém znajac summe S, mamy:
S"'=3/3 8

tak, ze mozemy napisac:

> . =D
[paose "7 4wt ' —1)mrn 4"
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6. W ogole gdy szeregi sktadaja si¢ z wyrazéw dodatnych
i odjemnych, i gdy s rozbiezne, moga okazywaé si¢ pod postacia
nieoznaczony (o — = ); lecz zawsze majg wartos¢ stala, nieskoii-
czenie wielka, a nigdy nie sa nieoznaczone w $cistém znaczeniu
tego wyrazu, gdyz nie moga przybieraé¢ dowolnych wartoSci.
Jakoz niech bedzie:

.
Sa = u,—u, fu, —ti;....

mozemy napisac:

S,,_—_uo(l-[-glz i R )

u,

~11,,(1 +:3— + )

1

lub téz
Sp = u,—mn, (l +- Y3 o Lide SR )
Uy

+ll2(1 +u4 L iR )
U,
i gdy wyrazy szeregu rosng, szeregi w nawiasach daza z liczbg
wyrazow do nieskoficzonosci, a ze u, < u, przeto pierwsze wy-
razenie daje — oo;a Ze uy, < u, przeto drugie wyrazenie da-
je + «. Gdy wyrazy szeregu ubywaja do granicy ¢ to szeregi
w nawiasach daza jeszcze z liczbg wyrazow do nieskonczono$cei,
albowiem sa summa nieskoficzonéj liczby ulamkéw, majacych
&

warto$¢ zawartg miedzy 1 iui Iub 11 iy przeto maja wartosé
o I

+ . Szeregi wige rozbiezne z wyrazami dodatnemi i odjemne-
mi, zawsze maja migdzy swemi wartosciami + o, tak ze odré-
znienie tegn rodzaju szeregdw i nazwanie nieoznaczonems, jest zu-
pelnie niewladciwém (*).

(*) Catalan: , Traité élément. des séries.* Paris 1860 pag. 2.

2
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Gdy za§ wyrazy staja si¢ zupelnie réwne, wtedy tylko szereg
sam z siebie niknie i nie przedstawia nic wiecéj, chociaz mozna
sprowadzi¢ jego warto$¢ do trzech postaci 0 lub + wu, albo-
wiem mozna napisaé:

Sp = (ug—uy) + (Ug—1uy) + ...
Sp == ug— (g — uy) — (g — uy) + ..
Sp = — ug + (g —uy) + (uy —uy) + ...

Szereg wigc moznaby powiedzié¢, ze ma trzy wartoSci ro-
zne, lecz nigdy nie jest nieoznaczony, w Scistém znaczeniu te-
go wyrazu.

Poniewaz tylko szeregi zbiezne maja znaczenie w rachunku,
przeto konieczng jest rzecza poznanie praw ogdlnych zbieznoSci
szeregéw; dla tego zajmiemy si¢ pokolei trzema rodzajami szere-
g6w, wyzéj podanemi w § 3, jakie przedstawia ich forma.

a. Szeregi majace wyrazy z jednakowemi znakami.

9. W szeregach majacych wyrazy ze znakami jednakowe-
mi, zaczawszy od pewnego wyrazu dostatecznie wielkiego, war-
tos$¢ tychze wyrazéw moze jednostajnie lub peryodycznie zmie-
niac sie, to jest powigkszac lub zmniejszaé, dazac do pewnéj gra-
nicy. Gdy warto$¢ wyrazéw peryodycznie zmienia sig, zbierajac
wyrazy w gruppy obejmujgce jeden peryod i nazywajac je przez
g1 9, - .. bedziemy mieli szereg ztozony z nowych wyrazéw,
ktoryeh warto$¢ bedzie stale powigkszac sie lub zmniejszac.

W obu wige przypadkach mozna uwazaé wyrazy szeregu, ja-
ko zmieniajgce sie jednostajnie i dazace do pewnéj granicy.

A z wniosku 3, § 4 wypada, ze gdy szeregi sg zbiezne, to be-
dzie:

(4 ) =0, lb (gn).,=0
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to jest: ze koniecznie wyraz lub gruppy wyrazéw, musza miéé¢ za
granicg zero. Zatem szeregi, ktorych wyrazy rosng lub ubywaja
do granicy wiekszéj od zera, sa rozbiezne.

8. Warunek powyzszy wyrzuca z pod badania szeregi, kto-
- rych wyrazy rosng lub ubywaja do pewnéj granicy réznéj od ze-
ra. Wezmiemy wiec pod uwage juz tylko szeregi, ktorych wyra-
zy zaczawszy od pewnego wyrazu, zmniejszaja si¢ i daza do zera;
stosunek wyrazu jakiegokolwiek, do tuz nastepujacego, bedzie
funkcya z liczby », oznaczajacéj miejsce wyrazu, i wyrazimy go
przez:

Uy

Un 4 1

=/

a poniewaz jak sie przekonamy daléj, prawa zbieznodci prosciéj
sig wyrazaja przez te postaé stosunku niz przez jéj forme od-
wrotng:

Uy 'j—,}
Uy

przeto stale powyzsza forme stosunku bedziemy daléj uwazali,
i bedziemy go dla skrdcenia wprost nazywaé stosunkiem wy-
razow,

ZaYézmy, ze zaczawszy od wyrazu n dostatecznie odlegtego,
stosunek ten stale wcigz rosnie lub ubywa, lub téz ma war-
tos¢ staka. :

1. Gdy stosunek wyrazow ro$nie zaczynajac od wartosci ¢
do granicy & to ¢ <= ¢ i bedziemy mieli szereg nieréwnosci:

Uy Un41 |
TR S g T Ve
Un+1 Up -2

o= SRl B (a)

@ ztad takze:
1

Upypg — (; Up 3 Upp2 << Un4t o

el 0 R

1
Ug . = = U 3§ Uk 2o Un g v Vo
€

A
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a summujac te wyrazenia, bedzie:

Sh i ~+

2

D (1 )
&

<

1. agdy ¢ k11 Y i)
€

L p 1
poniewaz ¢ << g WIgC — > —;
o
wyrazenia w nawiasach po drugi¢j stronie sa nieskoficzone,
i szereg bedzie zawsze rozbieznym; gdy > 1, to zawsze mozna
zaczaé od wyrazu, ktorego stosunek « bedzie wigkszy od 1, lecz
mniejszy od ¢ i oba wyrazenia po drugiéj stronie beda skoficzone,
a szereg bedzie zawsze zbieznym, gdyz warto$¢ jego bedzie za-
warta miedzy skoriczonemi wartosciami:
Uy Uy

Sp < — 18, > —
a—1 &é—1

Zatém gdy stosunek n tych wyrazow rosnie, i gdy dlan =o0
staje si¢ wigkszy od jednosci, szeregi sa zbiezne, gdy za$ réwny
lub mniejszy od jedno$ci, rozbiezne, i warto$¢ stosunku dla n—=cw
réwna jedno$ci, jest granica zbiezno§ci, i w téj granicy szeregi sg
rozbiezne i mozna napisa¢:

¢ .
RE DRSSO, (W —_— =1 lac:
g1 (un i I) (u,. i 1) 3 (wylacznie)

2. Gdy stosunek wyrazow ma warto$¢ stala ¢ bedzie sze-
reg réwnosci:

Ugn” 0 iy ) 1
Up 41 Up 4 2

i jeszcze:
Sa =y 1 + }{
€ &

+...

http://rcin.org.pl



ROZDZIAZ I 13

gdzie aby szereg byl zbieznym, potrzeba aby ¢ > 1. Gdy za$
¢ < 1, wyrazenie po drugiéj stronie jest nieskonczone i szereg
bedzie rozbiezny.

Zatém gdy stosunek wyrazéw ma warto$é stata, granica zbie-
znosci jest jeszceze jednos¢ i mozna napisaé:

( 25 ) = 1 (wylacznie)
"n-}-l’ %

3. Gdy nakoniec stosunek wyrazéw ubywa od e do grani-
¢y &, bedziemy mieli szereg nieréwnosci

I . ML . JOETORNG,
Up 41 Uy 43

a ztad:

1 i f
Up 4 17=— Uy 5 Up 427> — Up 15+ °+
o o

1
Up 41 < — Uy g Uy 4 9<— Upf1ye0-
& &

a zbierajac te wyrazenia, bedzie:

Sn>un(fl'+12+-o.)
&, 508

Sp <ty (}.— 5 ~1'£ R )

B e _
igdzie poniewaz ¢ => ¢ wige gdy ¢ < 1i¢ < 1, wyrazenia po
drugiéj stronie beda nieskonczone, i szereg bedzie rozbieznym;
igdy zas ¢ = 1, a @ > 1, pierwsze wyrazenie po drugiéj stronie,
'staje sig skoficzone, drugie nieskoificzone, i szereg wacha sie mig-
«zy skonficzong a nieskoficzong wartoscia. Gdy ¢ > 1, > 1
'wyrazenia po drugiéj stronie sg skoificzone, a szereg zbiezny. Za-
tém ; = 1, znowu jest granica zbieznoSci szeregéw, lecz w téj

http://rcin.org.pl 2
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-

granicy szeregi moga by¢ zbiezne, gdy stosunek wyrazéw ubywa,
a wiec jeszcze mozna napisaé:

(JEE) — 1. (watpliwo)
[o2]

Zbierajac to wszystko, otrzymamy nastepne prawo znane
dla zbieznoSci szeregéw.

Szeregi, ktorych wyrazy majq znaki jednakowe, sq zbieine,
gdy stosunek n tych wyrazéw dla n = o jest wigkszy od jednosci;
rozbieine, gdy ten stosunck staje st w ogole mniejszy lub rowny je-
dnodci © granicq zbieinosct jest wyraiente:

iy
Up 41 o

wyjqwszy przypadek, dla ktérego © w téj granicy szeregi mogaq byé
2bieine, gdy stosunek wyrazow ubywa.

Powyzszy dowéd ma t¢ dogodno$é, ze nam wskazuje do-
skonale granice, w jakich to prawo znane daje si¢ zastosowac.

I
—

9. Jako przyklad wezmy szereg, ktorego wyraz ogolny jest:

AT n!
T dan )

(@)

3 D el 2
bedacy iloczynem czynnikow od 1 do » postaci T R Y
it d. (%), stosunek wyrazow jest:

it b b
Uy n n

(*) Dla skrécenia iloczyn czynnikoéw ztozonych z n, w ktérych n
przybiera warto$ci od 1. do » porzadkiem liczb naturalnych. bedziemy ozna-
czaé przez ostatni czynnik ze znakiem ! np. 1. 2....n = »! a takiz iloczyn
czynnikow, w ktorych » zmienia sig porzadkiem liczb naturalnych od » do
n+p bedziemy oznacza¢ dwoma czynnikami, ktadac migdzy niemi znak ?

np. (n+b)eee(n+y+b)=(u+b)?(n+v+)

http://rcin.org.pl
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i gdy » nieskoiiczenie wielkie, ten stosunek staje si¢ réwny a i gdy
a > 1, szereg bedzie zbiezny; gdy @ << 1, rozbiezny; a nakoniec
gdy a = 1, stosunek staje si¢ rowny jednoSci, a Ze jeszcze ubywa,
gdy n ro$nie; przeto moze by¢ zbieznym i rozbieznym.

Gdy a =1 otrzymamy szereg, ktérego wyraz n ty jest:

n!

™ (n4b)!

Uy

i ktérego tatwo znalezé summe; jakoz kazdy wyraz mozna roze-
bra¢ na dwa:

*771'! Bkt ”nA.L‘ n41
(u+0)! — —Dn—1+b6)\" n4b

tak, ze summe n wyrazéw otrzymamy, uwazajac ze wyrazy ni-
kng précz ostatniego,

e n+1 1 it
Shta o £ 5 ke SEege  SARN ko 2 DR il dir e B
Batesty (1 n+b')— b—1 (1 ot s AL )
a summa wyrazow od n do z+v bedzie:

Q n! 1__(71—',—1)?(n+1'+1)‘
e o e e Y R B P R T S
G—DE+1) ?(m+b6-1) (n+b)?(n+1/+b);
Teraz latwo widzimy, ze gdy & jest wigksze od jednoSei, dru-
(gl wyraz w nawiasie, gdy » ro$nie, ubywa, gdyz jest iloczynem
lamkow wlasciwych, a gdy b =1, lub <z 1, ten wyraz staje sig
Ibardzo wielkim, tak, ze gdy y staje sig¢ nieskoiiczoném, summa ta
sstaje sig reszty, szeregu po n tym wyrazie i bedzie dla & > 1I:

n!

B =617 (it 6—1)

{to wyrazenie znowu, gdy & jest wieksze od jedno$ci, jest ilo-
czynem utamkéw wlasciwych, i gdy » dazy do nieskonczonoci,

http://rcin.org.pl



16 CzESC 1L

dazy do zera, gdy za$ b < 1, staje si¢ nieskoficzoném, szereg
wige jest zbieznym dla & = 1, i ma warto$¢:

Ztad szereg wyrazow:

T et NI RN
onta (n+ain+arhv(p+aXn+a+an+a+2) 5

bedzie miéé za summe R, podzielone przez iloczyn z czynnikow

az do - zatém bedzie:

n
nt+a+l’

S b BT ] (C)

b. Szeregi majace wyrazy ze znakami naprzemian.

1@0. W szeregach ze znakami naprzemian, wyrazy moga,
zaczynajac od pewnego wyrazu dostatecznie wielkiego, rosnaé lub
ubywaé; a wedtug wniosku 3, § 4, gdy szereg zbiezny, musi byc:

() =0 @)

i to prawo nie moze by¢ odwrdcone; i chociaz u, ma za granicg
zero, szeregi moga, by¢ rozbiezne.
I tak np., szereg w ktérym @ << 6

b a b

U IR G S e

a
et i + ?; o
jego wyrazy daza do zera, gdy = dazy do nieskonczonoSci; je-
dnakze szereg ten nie jest zbieznym, jak si¢ pézniéj przekona-
my w § 36.
Prawo wiec to w ogdle nie jest prawdziwém, chociaz dotad
za takie jest podawaném we wszystkich wykladach. Z tego je-
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ROZDZIAZES I, 17

dnak wypada, ze gdy = ty wyraz ma granic¢ wieksza lub mniej-
sz3 od zera, szeregi sa rozbiezne (*).

A4. Warunek (a) wyrzuca z pod badania szeregi, ktorych
wyrazy rosng lub ubywaja, do pewnéj staléj granicy innéj jak zero.
Wezmiemy wiec pod uwage juz tylko szeregi, ktorych wyrazy
zmniejszajg, sie 1 dazg stale do zera z liczba wyrazow; stosunek
wyrazu jakiegokolwiek do tuz nastepujacego, bedzie funkeyg
z liczby », i moze, zaczawszy od pewnego wyrazu dostatecznie od-
legtego, wcigz rosnaé, ubywac lub mieé staty wartosé.

1. Gdy stosunek wyrazow, zaczynajac od n go, ros$nie od
«do granicy & to e < & i mamy szereg nieréwnodci:

e Uy L Un 41
Tty B it

== st (a)
‘Z drugidj strony szereg dany mozna napisaé tak:

il (1 i ?5;,+x)+ un+2(1 = %zn_ﬂ) )

Uy / Un 42

«a kladac za stosunki raz v , drugi raz l, bedzie:
(24 8
’ 1
Sn >(1"‘ (u'n ""”n-{-? +un+4+"')
o

Sa <(1’ 1*)(%: b +“n+4+"‘)
é

Stosunki (a) dajg nieréwnosci:

| =

i
Un 2 —5 Up , 21,,+4<;?— Up 425+« +

-~ R

Mo 433 g Un s UntaS g Ungdr

(3

Ztad wyrazenia powyZzsze zamienig sie na:

(¢4

1 1 1
Ll M e
o o
(*) Porownaj: Bernard, Traité de calcul différentiel § 246 i nastepne.

3
http://rcin.org.pl



18 CZESC &

Sa <(l—l)itn (1 + —12- +-»1—4-+...
gdzie widzimy, ze gdy ¢ < 1,toi @ < 1,ioba po drugiéj stro-
nie szeregi maja warto$¢ nieskonczong, przeto i summy sg nie-
skoriczone, a szereg dany rozbiezny; gdy & > 1. zawsze mozna
zaczaC od wyrazu n, ktérego stosunek e bedzie wigkszym od je-
dnodci, lecz mniejszym od & i wyrazenia po drugiéj stronie beda
zbiezne, gdyz bedzie:

o

s S R < el Uy

14« 14e
a ztad i szereg dany bedzie zbieznym, a wige ¢ = 1. jest granicg
zbieznodci szeregdw; lecz w téj granicy szeregi sa rozbiezne,
zatém napiszemy:

(_--_) = 1. (wylacznie)

Sa >

2. Gdy stosunek wyrazow jest staly iréwny & bedzie:
DA (1——»-]1- + —17—,,, )

€ 83

1 1
:(1—.~)u,.(1+_2+ 14+...)
15' & &

gdzie widzimy ze gdy & < 1, szeregi sa rozbiezne, gdy za$ & > 1,
szeregi zbiezne i maja warto$é:

S, = _ ¢ U,
14¢
wigc granicg zbieznoSci jest znowu warto$c stosunku réwna je-
dnosci, lecz w téj granicy szeregi sa rozbiezne, zatém:
u .
( ”—) — 1. (Wylacznie)
2]

Un 41

3. Gdy stosunek wyrazéw ubywa od e do granicy ¢, to
0 > &1 mamy:

o= o, B e i
Un 41 Un 4 2

B A (©

http://rcin.org.pl
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ktadac za te stosunki raz «, drugi raz &, w wyrazeniu () bedzie:

sn<(1—~fx~)(un+u,+z+.--)

o ( 1 .
bn>(1———b—)(u,, +—‘lln+2+...)
Wyrazenia (¢) daja:
1 1
Uy 3 < 3 3 Uy Uy 4 g << ¥ Us 954

(§ 1
1L,,+2>"(;{ Un o Un 4> —5 Un 42,
o

a ztad jeszcze:

Sn<(1~»1-) u,.(l—}——lf—f-'lT... )

o o o

| 1 1
S,>(1_.6) o (1+ e S )
poniewaz & > & to gdy e < 1,1 & < 1, i szeregi beda rozbie-
zne; gdy @ > 1,1 & < 1, szeregi sg jeszcze rozbiezne, albowiem
mozna zawsze zaczagé od wyrazu dostatecznie wielkiego, dla kio-
rego stosunek « bedzie przynajmuiéj réwny jednodci, i szereg be-
dzie rozbiezny; gdy @ > 1, ¢ = 1, i gdy wszystkie stosunki wy-
razow sg wigksze od jedno$ci, a tylko w granicy réwne jednosci,
to wartoSci powyzsze sa skonczone i szereg bedzie zbieznym;
agdy > 1 i&> 1, tém bardziéj szereg bedzie zbieznym. Za-
tém gdy stosunki wyrazow ubywaja, szeregi sa zawsze zbiezne,
gdy ten stosunek w granicy dlan—w staje si¢g wigkszy lub réwny
jednosci, tak, ze mozna napisac:
u .

( - ) = 1. (wlacznie)

Un +1] &
Zbierajac to razem, mamy nastepujace prawo dla szeregow ze
znakami naprzemian:
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20 CZESC T

Szereqi ktére zaczawszy od pewnego wyrazw majg znaki na-
przemian sq zbie2ne, gdy stosunek wyrazéw dla n = o jest wig-
kszy od jednosci, a granicq zbieinosci jest wyraZenic:

7?‘71 ; )
Up 41 5 :

w kiéréj nawet szeregi sq zbieine, gdy stosunek wyrazéw ubywa;
rozbieine, gdy ten stosunek rosnie lub ma stalq wartosc.

Prawo wigc to jest zupelnie takiez samo, jak dla szeregéw ze
znakami jednakowemi, z ta réznica, ze gdy tamte w granicy gdy
stosunek ubywa sa zbiezne lub rozbiezne, te sa zawsze zbiezne.

c. Szeregi majace wyrazy ze znakami peryodycznie
: zZmiennemi.

42. Jezeli szereg sklada si¢ z wyrazow dodatnych i od-
jemnych peryodycznie powtarzajacych sig, prawo zbieznoSci
szeregow daje sig sprowadzi¢ do powyzszych dwéch praw. Ja-
koz, wyrazy szeregu, majace znaki peryodycznie powtarza-
jace sie, mogg co do swéj wartosci zmieniaé si¢ jednostajnie,
lub takze peryodycznie; gdy si¢ zmieniaja jednostajnie, to mo-
zemy zebra¢ je w gruppy, obejmujace znaki tez same lub na-
przemian, i sprowadzi¢ do jednego z powyzszych przypadkow.

Gdy wyrazy szeregu zmieniaja si¢ peryodyecznie, peryod
zmian wyrazéw i peryod znakéw, moga sobie odpowiadaé lub
nie; gdy sobie odpowiadaja zbierajac je w gruppy, wedlug pe-
ryodu zmian wielkoSci, otrzymamy szereg majacy znaki naprze-
mian; gdy za$ nie odpowiadaja sobie, zbierajac je wedlug peryo-
du zmian wartosci, otrzymamy szereg majacy wyrazy z jedna-
kowemi znakami. Jakie wiec kolwiek bedziemy mieli szeregi
tego rodzaju, zawsze sprowadzimy je do jednego z dwdch po-
wyzéj uwazanych rodzai szeregdw, tak, ze prawa tam dowie-
dzione sg ogdlnemi.

43. Zbierajac je wige razem, otrzymamy prawo pierwsze
nastepne:
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Szeregi ze znakami jednakowemi, lub naprzemian sq zbie-
éne, gdy stosunek wyrazéw dla n = o jest wickszy od jednosci;
rozbieine, gdy jest mniejszy od jednosci, i granicq zbieinosci jest

wyraienie:
u.
s B0 A 1
P el o 0

w ktéréj to granicy gdy stosunek ubywa, szeregi sq jeszcze zbieine,
gdy majq znaki naprzemian; moga byé zbicine, gdy majq znaki je-
dnakowe; gdy zas$ stosunek rosnie lub ma stalg wartosé, szeregi
obu vodzai sq rozbieine.

Czes$¢ tego prawa co do szeregéw ze znakami jednakowe-
mi jest znang,. lecz cze$¢ druga nie byla dotad podang w téj
formie, a prawo aby wyrazy dazyly do zera, dla obu rodzai
szeregow nie jest dostateczne.

Prawo to zupelne, gdy stosunek wyrazéw jest wigkszy lub
mniejszy od jednosci; gdy za$ stosunek staje si¢ rownym jednoSci,
zbieznos¢ lub rozhiezno$é szeregéw jak widzimy zalezy od tego, czy
ten stosunek ubywa lub roénie; dalsze wigc prawa muszg zasadzaé
si¢ na poznaniu, kiedy stosunek wyrazéw ubywa lub ro$nie.

44. Pozostaje wigc podaé nowe prawo dla przypadku, gdy
stosunek wyrazéw staje si¢ rowny jednosci, aby unikngé szukania
zmian tego stosunku, i rozwigzaé¢ przypadek watpliwy dla szere-
géw ze znakami jednakowemi.

W tym celu uwazmy naprzdd szereg ze znakami jednako-
wemi, stosunek jego wyrazow:

Tides, Y =N
Un 41
stajacsig jedno$cig dla n=ow i gdy wyrazy ubywaja, musi da¢ si¢
wyrazi¢ w postaci:
i, USRI A1

Y ¢ (n)
gdzie f; (n) ma warto$¢ stata, a ¢ (n) warto$¢ nieskoniczong gdy
n = w,a W szczegdlnym przypadku moze si¢ daé wyrazi¢ w po-
staci:
S 1 +‘l, (n)
uy +1 n
ktora teraz zajmiemy sie. ;
e J y ehttp://rcm.org.pl



22 CzZESC 1.

Wyciagajac warto$¢ na f; (n), otrzymamy:

( iy 1)=f1 0

Up 41

oznaczmy warto$¢ tego wyrazenia, czyli warto$¢ f, (n) = «,,
a gdy n = o niech ta warto$¢ bedzie & i rozbiezmy znowu
trzy przypadki jak wyzéj.

1. Gdy to wyrazenie ro$nie od ¢4 do & bedzie o << &
i mamy:

e = n (_“'L —1)<(n+1)(“"+-—‘—— )< &

Up 4 1 2
i takze
n —+1
Uy = —— U, , U <L 1, 0
+1 n—f—al + 2 AT 1
ntl
Up T A e TR BT — Uy
s n+el R SR
i summujac te wyrazenia, zaczynajac od (n-1) go wyrazu, bedzie:
1 (—LIM - "+1 )
n +al (n+a,)(:¢+1+a;)
1 n—-{—]
o e S8 1T (l—- )
& + (n—}—&l) (11+1+€1)

a ze na mocy § 9, wyrazenia w nawiasach beda zbiezne lub roz-
biezne gdy ¢, i & bedzie wigksze od jednoSci, przeto gdy &, < 1,
bedzie i @, << 1, i wyrazenia w nawiasach beda nieskonczone,
a warto$¢ tych szeregow bedzie nieskoniczona; gdy za$ &, > 1, za-
wsze zaczgé szereg mozna od wyrazu takiego, gdzie @,> 1, lecz
ay<< &, aoba wyrazenia i szeregi beda zbiezne,ina mocy §9,sum--
ma szeregu bedzie zawarta miedzy:

Bl et ey TR

oa;—1 &—1

Zatém gdy stosunek wyrazéw ubywa i staje sie jednoscia dla
n = oo szeregi sg jeszcze zbiezne, gdy wyraZenie:

n( 2 -—1)>1
Up 41 J
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i granica téj zbieznoSci znowu jest:
n (uL — 1) = 1 (wylacznie)

2. Podobnie rzecz si¢ ma, gdy te wyrazenia maja stala war-
to$¢ rowng & wtedy szeregi beda zbiezne, gdy ta ilo$¢ wigksza od
Jjednodci, a rozbiezne, gdy & < 1,1 w granicy bedzie:

n (—u"ﬁ —1 ) = 1(wylacznie).

Un 4 1

3. Gdy nakoniec wyrazenia powyZzsze ubywaja od ¢ do
e to g > & i

a =n (_"_’L —1)>(n+1) (“Lt‘ —'1)>... &
: Up + 2

Uy 4 1
a ztad:
n n—+1
Uy =2 e o Uy —_— U, L
Vi n—-cy Lk n—+-1-+ ¢y i e
n n—41
Up < — U, g e Uy, "
8 n-+ & ; R n—+1-4 & o
a zbierajac wyrazy, zaczynajac od n go, bedzie:
S" > Ny, ‘,__n,,,. _',,,,,(rf—j.;l),,A WS roe )
z nt-a,  (nd-ey)nd-14-,) |
PN n (n+1)

| nder (n4e)nd146) |

i podobnie jak wyzéj gdy e, < 1, to i &, << 1, wyraZenia w nawia-
sach sa nieskoficzone i szereg bedzie rozbiezny; gdy za$ &, =1,
to ¢, > 1, jedno wyrazenie jest skoficzoném, a drugie nie-
skoficzoném, i szeregi moga by¢ jeszcze zbiezne lub rozbiez-
ne, nakoniec gdy &, >1,i ¢y > 1, wyrazenia W nawiasach sg
skoficzone i szereg zbiezny, a summa jest zawarta miedzy:

e i By e R
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Zatém gdy stosunek wyrazow ubywa i staje si¢ jednosciag dla
n = oo szeregi beda zbiezne, gdy wyrazenie
Uy

n(f—~——1) e
My 41 e

i granicy téj zbieznogei jest:

u (Z: - — 1) =1 (watpliwo)
@
to jest, ze w téj granicy jeszcze szeregi moga by¢ zbiezne lub roz-
biezne:
Jezeli szeregi maja znaki naprzemian, to gdy stosunek ich
ubywa i w granicy staje sie rowny jednosci, szeregi s zbiezne
w teJ granicy, a zatém w wyrazeniu stosunku

Jr (n)
i gk
jakiekolwiek bedzie /; () byle dodatne, to stosunek bedzie uby-
wal i w granicy dla n = o bedzie réwny jednosci, i szeregi za-
wsze zbiezne, lecz gdy f, (n) = 0, to stosunek wyrazéw staje sig
statym, i wtedy szereg przestaje by¢ jak wiemy zbieznym, zatém
/1 (n) musi by¢ koniecznie wigkszg od zera, czyli:

u
n|—— — =10
Up + 1 2
jest granicg zbieznosci, w ktoréj szeregi sa rozbiezne.
Zbierajac to razem, prawo mamy nowe.

Szeregi majace wyrazy z jednakowemi znakami, ktérych sto-
sunek dazy do jedno$ci, sq zbieine, gdy wyraienie:

. (liL 2 1) @)

Un 41

jestw granicy dlan = oo wigksze od jednosci; a gdy majq znaki na-
przemian, gdy ten stosunek jest wigkszy od zera; w tych za$ grani-
cach, gdy ten stosunek ubywa, szeregi moga byc jeszcze zbieine.
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Prawo wigc to znowu nie rozwigzuje przypadku, gdy wyra-
Zenie (2) ubywa i staje si¢ jedno$cia lub zero.
Whniosek. Poniewaz gdy szeregi sg zbiezne, summa wyra-
z0W po n tym wyrazie, ezyli reszta jest zawarta miedzy:
“un, nit,

Rn>'"’ ) Rn<*f"

(11—1 &—1

przeto na mocy § 4, gdy = ros$nie do nieskorniczono$ci, reszta
musi dazy¢ do zera, zatém:

Cnugs) = =.0

lecz odwrotnie to miejsca nie ma, i gdy ( nw, ) , =0, szeregi
moga nie by¢ zbiezne.

45. Z powyzszego dowodu wypada bezposrednio nastepu-
Jace twierdzenie: wtworzywszy z szeregu o jednakowych znakach,
ktérego wyraz ogdlny jest u, , nowy szereg postaci:

Uy | (@)
Vy =— W oy S e &
5 (m -1) ! (tp — | — up )!
lo, gdy ten szereg jest zbiegnym, bedzie zbieinym i to koniecznie sze-
reg dany.

Jakoz stosunek wyrazow tego szeregu jest:

i, SR . il &, o .2

Uy +—1 Up 41
Poniewaz ten szereg jest zbieznym, wige ten stosunek jest
wiekszy od jednosci, a ztad wyrazenie:
n (u,,__ — 1)> 1
Un + 1

przeto 1 szereg dany jest zbieznym; co byto do okazania.

46. Na mocy tego twierdzenia, tatwo stosujac to prawo
do dalszych postaci stosunku, otrzymamy prawo ogdlne:
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Gdy szereg v, uwazamy teraz za dany, aby on byl zbieznym
potrzeba, aby nowy szereg utworzony z jego wyrazéw, postaci:

vyid

il e W TR Y ®)

w,

byt zbieznym. Gdy za$ ten szereg jest zbieznym, musi by¢:

w—"—.—_-n( v"—-—l)>l

Wy 41 Un 41
. . ’ 7 . .
a ztad ktadac za ;—L jego warto$¢, musi byé:
n+4+1

u

| n i )
— e = ——— —1]—=1!{>1
o nzn i s>

Zatém aby szereg o znakach jednakowych byl zbieznym, po-
trzeba, aby wyrazenie:

n.‘n( “"——1)—11

" Lot |
byto wigksze od jednoSci, a granicg zbieznoSci jest wyrazenie:

nsn(u"——-l)—lzzl. (3)
" o s

Tak daléj postepujac, otrzymamy nastgpujace drugie prawo
dla szeregéw o znakach jednakowych:

Gdy stosunek wyrazow staje si¢ réwny jednosci, lo szeregi
o znakach jednakowych bedg zbieine, gdy pierwsze z wyraien obje-
tych postaciq:

ngn...(n(u:;'_l—-l)...l)—lg 5 (4)

ktore otrzymujemy odejmujac weigé jednosé ¢ mnoiqc przez nya kté-
re mie staje sig jednoscia, jest wicksze od jednosci.

: Dla szeregéw znowu ze znakami naprzemian, poniewaz
wszystkie szeregi, majace za granicg stosunku dla n = o je-
dno$¢, sa zbiezne, byle ten stosunek malat, i gdy znowu stosunek
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Jjest staly, szeregi sa rozbiezne; przeto w ogéle stosunek musi by¢
postaci:
Uy,

STt JEETCH, F

Up 41 ne

Ay

gdzie a, musi by¢ dodatne, aby stosunek malat, a gdy a, — 0,
stosunek zmienia si¢ na staly, i szereg staje sie rozbieznym, prze-
to granicg bedzie:
n? ( . 2L UL 1) Ll (5)
Uy +1 &

Zatém: szeregi o znakach naprzemian beda zbieine, gdy pier-
wsza z poteg kolejnych n pomnoiona przez stosunek wyrazow,
zmniejszony jednosciq, klora nie staje sig zero, jest wicksza od
2era.

Prawo podobne jak dla szeregéw o znakach jednakowych.

#4%9. Warunki (4) i (5), oznaczajac drugie ich strony przez
a, a; a, it. d. daja si¢ wyrazi¢, wyciagajac wartos$ci na stosunek
Wyrazow przez:

a.
= +‘1" =1+4+-" s s ke (6)
gdzie dla szeregéw ze znakami jednakowemi kolejno musza by¢
te spolczynniki réwne jednoSci, a dla szeregow ze znakami na
przemian, rowne zero; a gdy z drugiéj strony to wyrazenie jest
rozwinigciem stosunku na szereg wedlug odwrotno$ci z n, przeto
ogéne prawo zbiezno$ci szeregéw daje sie jeszeze tak wystowic:

1. Szeregi w ogdle sq 2bieine Lub rozbieine, wedlug tego, jak
stosunek wyrazow w granicy, gdy n = « , jest wizkszy lub mniejszy
od jednosct.

2. Gdy ten stosunck staje sig réwny ]ednoscz, to roz wz]a]ac go
na szereg wedlug odwrotnosci z n; szeregi bedq zbieine, gdy pier-
wszy ze spolezynnikéw kiory nie staje sig jednosciq lub zero, wedlug
tego jak szereg jest o znakach jednakowych lub naprzemian idacych,
Jest wickszy od jednosci lub zera; w przectwnym razie szeregi sq
rozbieine.

Takie jest ogdlnc prawo dla poznania, czy szereg jest zbie-
zny lub rozbiezny.
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Uwaga. Warunki zbiezno$ci wyrazone przez réwnania
(1 do 5) stanowig, granice, tak ze dla zbieznoSci pierwsza strona
jest wieksza, a dla rozbiezno$ci mniejsza od 1 lub zera, wedtug jak
szeregi sa o znakach jednakowychlub na przemian; a zatém stron
tych réwnan przenosi¢ dowolnie nie mozna, gdyz zatracilibySmy
prawo zbieznosci, albowiem ze zmiang stron,widocznie si¢ ono zmie-
nia. W dalszym wigc ciggu zawsze warunki wyrazone réwnaniem,
beda znaczyé, ze pierwsza strona musi by¢ wigksza od drugiéj,
gdy szeregi maja by¢ zbiezne; mniejsza od niéj, gdy szeregi maja
by¢ rozbiezne.
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ROZDZIAL. DRUGI.

UOGOLNIENIE PRAWA ZBIEZNOSCI SZEREGOW
I WEASNOSCI Z TEGO PRAWA WYNIKAJACE.

48. Prawo powyzéj dowiedzione, potrzebuje uogélnienia,
albowiem ono zaklada, ze wyrazenie stosunku wyrazow daje sie
rozwing¢ na szereg wedtug odwrotno$ci z n.

Jakoz gdy stosunek wyrazéw staje sie w granicy rowny je-
dnodci, powiedzielismy w § 14, iz zawsze mozna wyrazié¢ w po-
staci:

Un Sl 1 (n)
tn + 1 ¢ (n)
gdzie f, (n) staje sig skorficzoném, ¢ (n) nieskoiiczoném dla
J1()
P(n)
Sci z n, to zawsze mozna przyprowadzi¢ do postaci powyzszéj,
czynige ¢ (n) = n i uwazajac stosunek jako funkeya z ¢ (n), pra-
wo powyzsze da si¢ zastosowac w zupetnodci, i potrzeba aby wy-
razenie:

n = oo, gdy wiec nie da sie rozwina¢ wedtug odwrotno-
k]

Uy, \ fois
g () ( el
Un 4 1

byto wigksze od jednosci lub zera. Gdy za$ f, (n) czyli to wyra-
zenie bedzie réwne jednoscei lub zero, stosownie do rodzaju szere-
gu, to znowu f; (n) da sig wyrazi¢ w podobnéj postaci:
Ja(n)
Pa(n)
http://rcin.org.pl
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gdzie f, (n) bedzie musiato mié¢ warto$¢ skonczong, a ¢y (n) nie-
skoficzona dla = =« 1 na mocy powyzszego potrzeba, aby
f2 (n) byto wieksze od jednosci lub zera, czyli wyrazenie:

Up

i tym podobnie, a ztad stosunek wyrazow daje sig wyrazié:

=a -} b+
)

c d

—t 4. ... (7
PP1 PP1P2

Ztad jeszcze prawo zbieznosci szeregdw, daje sig wystowié
najogélnié¢j tak:

Uy

Up 41

1. Jezeli stosunek wyrazéw w granicy jest wickszy od jedno-
sci, szeregi sq zawsze zbieine, gdy za$ mniejszy od jednosci, zawsze
rozbieine:

2. Jezeli stosunck wyrazéw staje sic dla n = o réwny je-
dnoset © gdy ten stosunek rozwiniemy na szereg wedlug odwrotno-
sci funkeyi w sklad stosunku tego wehodzacych, a ktére dla n = o
staja sig mieskonczone; to szeregi bedq zbieine, gdy pierwszy ze
spblezynnikow, ktéry nie steje siz jednosciq lub zero, wedlug jak
szereg ma znaki jednakowe lub na przemianidace, jest wickszy od
jednosci lub zera; w przeciwnym razie sq rozbieine.

Prawo to wymaga rozwinigcia stosunku na szereg wedtug od-
wrotnoéci z pewnych funkeyi w sktad stosunku wchodzacych, co za-
lezy $cisle od postaci stosunku, czyli od postaci wyrazu n go, a za-
tém prawo to musi si¢g zmienia¢ wedtug rodzaju funkeyi, pod jaka
stosunek wyrazow przedstawia sig i to nalezy do zastosowania te-
go prawa. To nam ttumaczy, dla czego dotad tak bylo tru-
dném znalezienie ogélnego prawa.

49. Nim jednak zastosujemy to prawo do szczegdlnych ro-
dzai funkcyi, podamy wnioski, do jakich prawo powyZzsze prowa-
dzi; jakoz wyrazenie (7) § 18, oznaczajac stosunek przez f (n)
daje:’

c d
b 2 PP1P2
http://rcin.org.pl
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:a biorge pochodng co do odwrotnosci z ¢ uwazajac 1 @Ps
:za stale bedzie:
df

¥ ) + e g d
d(p [ @P1 s
@ czynige n = oo, bedzie:
B df,)
dg

E

Rp (b)

wyrazenie (b) rézniczkujac co do z odwrotnosei ¢, uwazajac ¢s. .
za state; otrzymamy:

a ztad:

i tak nastepnie. Zatém spélezynniki rozwinigeia stosunku, sg to
warto$ci pochodnych coraz wyzszego rzedu, branych co do odwro-
tnosci z pewnych funkeyi z n, stajacych si¢ nieskofczonemi, uwa-
zajgc inne funkeye z n za stale, wzigte dla n = oo ; tak ze wyraze-
nie (a), jest rozwinigciem szczegélnego rodzaju.

20. Ponicwaz dotad wyrazaliSmy zawsze szereg przez
stosunek wyrazow, dla tego wazném jest oznaczy¢ z danego sto-
sunku wyrazéw, wyraz n ty szeregu,

Jakoz niech bedzie stosunek:

Up ;
17:+1’ = j (n)
to
Up
Eadmrr
a ztad:
. e I
"I D)
Up 4 2
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A ztad ogolnie:

mnozac przez siebie te wyrazenia, bedzie:
Uy
J @2 f (nr—1)

a czynige n = 0, a v = n, bedzie:

Up +y =

uw, 25870 )
Qb 1(0) ?f (n—1)
gdyby f (0) stawato sig nieskonczoném, to czymige n = 1,

av =n — 1 bedzie:
: U,

T B 1)
gdzie u, 1 u; sa ilo$ci state, ktére mozna potozy¢ réwne je-
dnodci, 1 bedzie jeszcze:

e

1
= T 0) 2 f (n—1)
lub:
1
Uy

TSP (1)

Majac wige stosunek wyrazow, zawsze mamy wyraz n ty
szeregu, i widzimy ze wyraz = ty i stosunek sg funkcyami te-
goz samego rodzaju, czyli sktadaja si¢ z tychze samych fun-
keyi.

24. Gdy stosunek wyrazéw daje si¢ rozwina¢ wedtug od-
wrotnosci z n postaci:

S ) =ag+ 2t 4 2

B g; +... (a)
to aby szereg dany byt zbiezny, potrzeba aby «, > 1, wiec
gdy a, zmienia sig, otrzymujemy mndstwo szeregéw rozhiez-
nych i zbieznych, miedzy ktéremi szereg, dla ktérego a, = 1,
bedzie granicznym; gdy w rozwinigeiu nie ma dalszych wyra-
z6w, naturalnie spétczynnik «, jest zero i szereg ten granicz-
ny bedzie rozbieznym.

n*
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Gdy za$ znajduje si¢ wyraz nastepny, szereg ten przesta-
je by¢ granicznym, bo gdy a, = 1, jeszcze mamy mnéstwo
szeregow zbieznych i rozbieznych, powstatych z réznych warto-
Sci @, i gdy nie ma w rozwinigciu dalszych wyrazéw, miedzy

temi szeregami bedzie jeden, dla ktérego a, = 1, ktéry be-
dzie mozna uwazal za graniczny, a ze a, = 0, wigc bedzie
rozbiezny.

Tak daléj postepujac, dowiedziemy, ze:

1. Migdzy szeregami majacemi wyrazy ze znakami jedna-
kowemi, znajduje sig mnéstwo szeregéw graniczmych, ktore
wszystkie s rozbiezne, a ich stosunki wyrazéw sq:

Uy, 1
—— =1 1 1 it
TR ) + 7 ) + + 12 %
czyli ogolnie:

s 7L”—+—7L°—1+....+1

Un 41 ne
czyli summujac wyrazy w liczniku, bedzie:
u net 1l —1
= (b)
U -1 1 (n—1) n®

2. Poréwnywajac to wyrazenie z warunkami zbiezno$ci
szeregow wypada, ze te szeregi maja za stosunki wyrazéw wa-
runki zbiezno$ci; ze te graniczne szeregi majg za graniczny ogol-
ny, szereg, ktorego stosunek bedzie, gdy przedluzymy rozwinig-
cie do nieskonczono$ci:

'll

BT S )
ey % Sl dlibiag,
czyli w powyzszém wyrazeniu czynigec v = %:
Uy n
i S S LT (o
Up 1 n—1 ( )

szereg ten bedzie szeregiem graniczmym gléwnym i rozbieznym,
postaci:

U, =

S
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to jest.
1_*—1_;_]+1
9 3 4—{—...

Rzecz godna uwagi, ze szereg ten graniczny jest tenze
sam co drugi graniczny, czynige v = 1.

3. Ze stosunkéw tych tatwo otrzymamy wyrazy ogélne
tych szeregéw, wyciagajac warto$¢ na u, 4, tworzac wyrazy
nowe, i ztad wyprowadzajac wyraz ogélny, otrzymamy tym spo-

sobem:
;| ne |

n " (e —1)
gdzie czynige v=1, 2, 3,... otrzymamy wyrazy ogolne szeregow
granicznych:

(d)

U, =

n?2 | sl i
Up = 1 |, ———— , —
n(nt—1)! n(nd—1)! n
i wszystkic rozbiezne, czyli jeszcze redukujac:
1 n% (n—1)2! 1
I siirgl)

- Tuz —+—7}zv—{—l)! Bl a2

22. Szeregi majgce wyrazy ze znakami naprzemian, aby
byly zbiezne, w wyrazeniu (a § 21), ¢, musi by¢ wigksze
od jednoSci; gdy wiec a, zmienia sie, otrzymujemy wiele
szeregow juzto zbieznych, juz rozbieznych; migdzy temi, gdy
stosunek wyrazéw nie ma dalszych wyrazéw w rozwinigciu,
granicznym szeregiem jest szereg, dla ktérego a, = 1,
a ze wszystkie nastgpne wyrazy réwne 0, przeto szereg ten bedzie
rozbieznym. Gdy znajduje si¢ wyraz a, wtedy szereg ten nie
bedzie granicznym, bo gdy a, = 1, a, moze zmieniaé sig
i otrzymujemy nieskonczenie wiele szeregow juz zbieznych, juz
rozbieznych, wedlug jak «, > 0, lub << 0, a granicznym be-
dzie teraz szereg, dla ktorego a, = 0; lecz gdy a, = 0, wra-
camy znowu do szeregu pierwszego, i tak nastgpnie.

Zatém szeregi majace wyrazy ze znakami na przemian,
maja szeregi graniczne wszystkie jednakie i sprowadzaja sig do
pierwszego, ktorego stosunek jest:

Uy

Uy 41

=l
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a ktorego wyraz ogolny w, = a, czyli:
a—ata—ata—a....

ijest to zarazem szereg graniczny  glowny, dla tego rodzaju

szeregow.

23. Gdy stosunck wyrazow rozwija si¢ na szereg (7),

mamy:
1, b e d

S et cthgartle o i 8 DN
b ¥ Y91 PP19P2

i jezeli ten szereg koliczy si¢ na wyrazie pierwszym a, to gdy

a > 1 jest zbiezny, gdy a < 1 rozbiezny, przeto szereg dla

ktérego:

U,

bbb ALuca E- Ry |
Up 41

Jest granicznym miedzy rozbieznemi izbieznemi, i sam jest roz-
biezny; jest to szereg jak widzimy, ktérego wyrazy sa jedna-
kowe i ma postac:

Ut uo+u,+u,+ .

Ug—UoFtUo—U+ ...

wedlug jak powstaje z szeregéw o znakach jednakowych, lub
naprzemian idgcych.,
Daléj, gdy stosunek wyrazéw, stajac si¢ réwnym jednosei
dla n = oo, wyraza si¢ przez dwa wyrazy:
s (505 Y i
Un 41 -
to znowu jak wiemy ten stosunek bedzie nalezal do szeregow
rozmaitych rozbieznych i 7bielnych miedzy ktoremi graniczne
beda, gdy zatozymy & = 116 = 0, co daje dla szeregéw
o znakach jednakowych:

JCTNE Ll ok T
Uy + 1 (P (/)

a ztad wyraz n ty szeregu granicznego, bedzie miak postaé:
MUy == ([) (1) 977([) (“)

P+ ?(p ) +1)
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dla szeregéw o znakach naprzemian, 6=0 daje jeszcze szereg
POWYZSzy:
Uo— Ut Us— U+ .. .

Pozostawiajac trzeci wyraz, otrzymamy nowy szereg gra-
niczny, i tak daléj, tak ze wszystkie te szeregi graniczne, majaza
graniczny szereg gtéwny, ktérego stosunek wyrazow bedzie wyra-
zal sig przez rozwinigcie powyzsze, w ktorym wszystkie spol-
czynniki sa jednoSciami, a ktéry dla szezegélnych rodzai fun-
keyi ma szezegélng postaé; a dla szeregéw o znakach na prze-
mian, szereg graniczny jest zawsze jeden, i ma postaé jak wy-
76j oznaczono. Wszystkie te szeregi sa rozbiezne, a ztad ma-
my nastepujace twierdzenie:

Znajduja sig miedzy szeregami zbieinemi i rozbieinemi o 2na-
kach jednakowych, szeregi graniczne, kiére maja postaé szczegol-
na, zaletacq od postact wyrazu ogblnego szeregu, a miedzy temi
szeregami granicznemi sq jeszcze szeregi gléwne gramiczne; mig-
dzy szeregami za$ o znakach na przemian jest jeden graniczny, kté-
rego wyrazy stajq sig réwne zupelnie, © wszystkie te szevegi graniczne
sq rozbieine.

24. Gdy szereg jest rozwinigciem funkeyi wedtug wzoru
Taylora i jego wyraz » ty, ma postac:

I
T > - 1* (=)
to stosunek wyrazow daje:
Ug g Loy 1(.'4!'))

Uy T j"‘ ()
i aby to rozwinigcie bylo szeregiem zbieznym, potrzeba aby ten
stosunek byt wigkszy od jednosci dla n = oo ; zatém granicy zbie-
zno$ci dla szeregéw o znakach jednakowych, bedzie:

1 (nfn—l (.7;)) i

n (p (#§

hy f* (=) 5
a 7ze szeregi majace znaki jednakowe zmieniajg si¢ na szeregi
majace znaki na przemian i odwrotnie, gdy / zmienia znak;
przeto dla drugiego rodzaju szeregGw, bedzie:
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1 il ol AL
B ICRE S
A zbierajac razem, otrzymamy:

i (—"""“ (“')) ®)
Ve '

Oto sa granice zbieznoSci szeregu rozwinigcia funkeyi na
szereg Taylora, wyrazone jako zwiazek migdzy iloScig A i .
Zatém: granice migdzy ktoremi szereg Taylora jest ciagle zbie-
énym, sa dwie, jedna dodatna, druga odjemna i wyraiaja sie
przez stosunek pochodnéj n — 1, do pochodnéj n téj, © waictéj n
razy, dla wartosei n =.w.

25. Gdy szereg jest rozwinigciem wedtug wzoru Maclauri-

na, ktorego n ty wyraz jest:
R
Py e s N )
to bedzie:
Ny o 2 IRV
TR LX)

a ztad aby szereg byl zbieznym, musi byé:
& ("J;"if .(.Q)) iy

&€ el

cm g [M0) @

to jest: 2e szereg Maclaurinae ma dwie granice, jedna dodatna,
druga odjemna, sobie rowne i réwne stosunkow: n tych pocho-
dnych, wzigtemu n razy dla n = .

Dotad nie umiemy oznaczyé stosunku » tych pochodnych

dla » = w, a oznaczenie go wymaga nowych praw rachunku-
ktore rozwiniemy w czesci drugiéj.

czyli:

26. Podamy tu jeszeze kilka postaci warunkow zbiezno-
Sci szeregéw. Gdy stosunek wyrazow daje si¢g rozwingé wedlug
odwrotnosci z =, warunki zbieznosci wyrazaja sig, zaktadajac,
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ze dopiero spotezynnik v staje si¢ wiekszy od jednosci, dla sze-
regow ze znakami jednakowemi, przez:

oo [t ) 1] =

czyli rozwijajac i uwazajac ze:

1 1 1 n — 1
WL LR T T
otrzymamy: 3
ne '.;:‘.:_ - b a: (’:l_—ii) = a, (10)°
a wylaczajac »n® , bedzie jeszcze: 3
Uy n® — 1
% gu,:;g;‘ b 7,1(‘::1),3,-1—, = a,

i czynige w drugiéj czesci n = oo, bedzie.

a czyniac O e bedzie proscidj:
Un 41
(117 o i (10

a dla szeregow ze znakami naprzemian jest:

n’ (_u,, L 1) =a,
Up 41 b

(R%7AY'Y "=1a,:

czyli takze:

to jest: e szeregi dla ktérych stosunek wyrazéw staje si¢ jednosciq,
sq zbieine, gdy pierwsza z poteg n pomnoiona przez ien stosunek
zmniejszony jednosciq, ktéra nie staje si¢ jednosciq lub zero dla
n = o, wedlug tego jak szeregi sa o znakach jednakowych lub na
" przemian, jest wicksza od jednosci lub zera, w przeciwnym razieroz-
biezne.
Jest to szezegolna posta¢ warunkéw zbieznosci szeregéw go-
dna uwagi.
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9. DPowyzsze warunki dajg si¢ odwréci¢ i wyrazié przez
stosunck odwrotny wyrazéw, jakoz dla szeregéw ze znakami
Jednakowemi, mamy dla n = «:

£l n(m — 1)
ey, <
a ztad:
R R T !
(=Rnt T Eee™ i g

gdy przeniesiemy jedno$¢ na druga strone, bedzie:
("‘““— 1) T2 SRR

n—1 7

i tak, gdy zatozymy v = O,’ 1, 2,38, i t. d., beda warunki:

e £ LI O ™ W S

Uy, Up
(“*i?l”f“f‘ <1 lub (1’7.*11() T w0, it d
n ‘n

Gdy szeregi majg znaki na przemian, to poniewaZz mamy
jedno ostateczne prawo:

71”(”" ——1)20

Un4-1
ktore odwracajac, otrzymamy pierwszy warunek odwrocony:
. (2 1
NObL: +__ = < O
U

Zatém widzimy, ze prawo dla szeregéw o znakach na prze-
mian, nie daje si¢ odwraca¢, a odwrécone ginie, wracajac wa-
runek pierwszy. :

To dowodzi, jak trudno si¢ wyrazaja warunki zbiezno$ci
przez olwrotnos$¢ ze stosunku wyrazow.

28. Gdy stosunek wyrazow daje sig rozwinaé wedlug pe-
wnych funkeyi z », stajacych si¢ nieskoiiczonemi dlan = «,
i gdy zstozymy, ze spétezynnik = téj funkeyi staje sie wigkszy od
jednosci lub zera, bedzie:

rpl,.‘ Wy ) ((p("” - 1)—1)...—1( ='a,

( Up -y ’
adzie da szeregow ze znakami jednakowemi musi byé¢ a, > 1,
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a dla szeregéw ze znakami naprzemian a, > 0. Rozwijajac,
bedzie:

G /’t’u;“‘f"g%-‘( g+ 1) ) Py §=ao (12)

a ze gdy ¢ staje si¢ nieskoriczone, w drugim wyrazie pierwszéj
strony mozna jednosci opusci¢ jako niknace przy wartosciach
nieskoriczonych; przeto bedzie:

9? 9o (u,,;t g 1) %
a czynigc jak w;zq —= — 1 = A, bedzie:
lng-1

(p?9.A), =a, (12"
tojest: ze szeregi dla ktérych stosunek wyrazow staje si¢ jednosciq,
sa zbiezne, gdy pierwszy iloczyn z funkeyi stajacych sic nieskoriczo-
nemi, na kidre rozwija sie stosuneck wyrazow pomnoiony przez sto-
sunek wyrazéw zmniejszony jednoscia dla n = o, ktéry nie staje
sie jednosciq lub zero wedlug tego, jak szereg ma znaki jednakowe
lub na przemian jest wickszy od jednosci lub zera, w przeciwnym
razie rozbieine.

Postaé szczegdlna i rowniez godna uwagi.

29. Warunki ogdlne we wzorze (12) zawarte, mozna od-
wroci¢ 1 wyrazi¢ przez stosunek odwrotny wyrazow.

Jakoz dla szeregéw ze znakami jednakowemi, warunek ten
daje:

(l)'?(p e ‘_(f" ‘t([),_l( s ([)l((/)"'"l).. ) +1 § b |

czyli rozwigzujac te nieréwno$c, otrzymamy:
[q), %q*,,_,(...(pl((p+l). : -)+1z ¥73 ]";ﬂ——q»?qn<0 (13)

i to wyrazenie nie daje si¢ juz uproscic.
Gdy zatozymy np., ze te funkeye sa: n, In, Un Uln i t.d,
otrzymamy z tego wyrazenia po kolei, nastgpne warunki:

(n - 1) ’If':“H T ==t ()

"
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(ln G +1)“";‘ e 0 a3

3 U (ln(n{-l) + 1) e 2 Ul _alnlin <0, it.d
takie sg warunki dla podobnego rodzaju szeregéw.
Dla szeregéw ze znakami na przemian, podobnie jak w § 27,
nie mozna odwracac¢ warunkéw objetych wyrazeniem;

u ;
PrPf—— — 1120
Up 41
gdyz otrzymamy z niego warunek pierwszy odwrécony:
u
“n 4 1 < 1
Uy

zatém w odwrdceniu te warunki ging.

W ogdle wige mozemy powiedziéé, ze warunkizbieznosci sze-
regdéw nie dajg sie¢ tak prosto wyrazi¢ przez odwrotno$é stosunku
wyrazow; dla tego téz warunki podawane dotychezas, nie mogly
by¢ zupehe,

30. W § 14 dowiedliSmy, ze gdy stosunck wyrazow ma za
granice jedno$c i gdy

9 > — 1| =a,
Up 41

ma za granice & wigksze od jednoSci, to gdy szeregi zbiezne, mu-
si by¢:

(meztgs) ke Vomil
Gdy za$ a, ma za granicg jedno$é, wedtug §‘15, szereg jesz-
cze jest zbiezny, gdy:
nsn e ‘—1)-:&;
L s |
ma za graunice & wigksze od jednoSci; w tym przypadku mamy:
i 4D e a1t
"t Rt inta,
a ztad wyprowadzajge dalsze wyrazy i summujae tak jak w § 14,
otrzymamy:

T
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1 )

2 sadltal ol s 3 (

8s =n2u, % pnfa, e s BTN ’
1_*,4 l

S,.>n"-u,,‘ el [t

l nZ 4 n+ & |
szeregi w nawiasach wedtug powyzszego prawa zbieznosci, daja
summe skoiiczong i oznaczong, ktérg oznaczajac dla pierwszego
przez A, dla drugiego przez LI, bedzie:

2 2
N T

a na mocy wniosku 3, § 4, musi byé:

Cnfile )t =0
podobnie dowiedziemy w ogéle, ze gdy w rozwinieciu pierwszy
spolezynnik, ktory nie znika, jest a, i wigkszy od jednoSci, to mu-
si by¢ zawsze:

(R0 FBEY N =20 (14)
to jest: gdy szeregi sq zbieine, i gdy spélezynniki rozwiniecia sto-
sunku sq wszystkie az do a, rowne jednosci, to koniecznie wszysthkie
iloczyny wyrazu n go przez kolejne potegi z n aé do v 1é) wlqeznie,
muszq miéé za granice zero, Lecz odwrotnie to miejsca nie ma
i szeregi przy tych warunkach mogaq byé rozbieine.

Podobnie dowie$¢ mozna, ze gdy stosunek szeregu wyraza
sig przez:

__:lf"_:l o El +.._+ .,._,ﬂﬁ
ta +1 ¢ -G
i gdy @, > 1 beduzie:
((p...q)vll,,)w:() (15)

to jest: Ze gdy stosunek rozwija sig wedlug pewnych funkeyi, staja-
cych si¢ dla n = oo nieskornczonemi, i gdy wszystkie wspélezynni-
ki rozwinigeia stajg sig rowne jednosci pricz a, , to wyraz n ty
pomnozony przez tloczyn tych jfunkeyi, bedacy mianownikiem tego
spolezynnika a, , musi miéc za gramice zero.

I tak, gdy te funkcye przybieraja np. postaé n, lu, U, . . .
otrzymamy dla tego rodzaju funkeyi warunek:

(enidnilin . iomin) 25 i—0 (16)
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Prawo zawarte w tym wzorze, podawane jest jako obejmuja-
ce ogolne warunki zbieznosei szeregéw, konieczne, lecz niedosta-
teczne; tu widzimy zas, Ze one sg tylko szczegélnym przypad-
kiem i stuzg dla szczegélnych funkeyi, mianowicie logarytmo-
wych (¥). :

- 34.. Wszystkie te postacie- warunkéw zbiezmo$ci nie byty do-
tad znane, niektore z nich tylko sa znane i to w innéj formie, w for-
mie odwrotnosci ze stosunku, co zdaje si¢ utrudnialo wiele znale-
zienie prawa calkowitego. I tak, pierwszy Cauchy podat pierwsza
czes¢ tego prawa w formie: iz odwrotnos¢ ze stosunku wyrazow,
powinna by¢ mniejsza od jednoSci dla szeregoéw o znakach jedna-
kowych, to jest:

Ba gt <l
Uy,
dla szeregéw za$ ze znakami na przemian, odpowiednie prawo
nie bylo dotad podane, a warunek iz dostateczna, aby wyrazy
ubywaty i dazyly do zera, jest niedostatecany, jak to wskazaliSmy
w § 10.

Olivier w dzienniku Crellego (T. 2, p. 34), podat pra-

90, 26

Cale ) o=
lecz jak wyzéj dowiedlismy (§ 14, wniosek), to prawo nie jest do-
stateczne, i szeregi moga by¢ rozbiezne, chociaz ten warunek ma
miejsce.

32. Kummer w tymze dzienniku (T. 20, z r. 1835) podat
prawo, Ze szeregi ktorych wyrazy zaczawszy od pewnego, majg
znaki jednakowe, i ktory ma whasnosé, ze stosunek wyrazow
1»‘;: o daje sig rozwing¢ wedlug poteg odjemnych z n, jest zbie-
znym, gdy wyrazenie:

Al TP n—1>0
Up 41
dla n = oo, gdy za$ to wyrazenie réwne 0, lub mniejsze od zera,
szeregi rozbiezne. A ze to wyrazenie jest to samo co:

(*) Patrz: Catalan ,,Traité ¢lémentaire des séries:* page 17.
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pfisessiuy
Un 41

przeto warunek ten jest Scisle warunkiem drugim przez nas po-
danego prawa, a prawo Kummera niedostateczne w tém, ze gdy
to wyrazenie réwne zero, szeregi mogg by¢ jeszcze zbiezne.

W témze pismie podal jeszcze Kummer inne twierdzenie
ogolniejsze nastepne: gdy funkeya ¢ (n) jest taka, ze ¢ () u, da-
zy do zera dla n = o, to gdy:

Py,  Pr41) wq
a andk, a e
szereg jest zbiezny.

To wyrazenie wychodzi na to:

97 un—(—l > O

@ (n) 24 AN P n+l)> a
Up 41

gdzie a > 0, i daje sig¢ jeszcze napisac:

M gt +a

Uy +1 (p (n)

Poniewaz ten stosunek musi dac si¢ rozwina¢ wediug ¢ (n)
przeto bedzie inaczéj:
Up R Y (n

>
POXA @ g
a ztad naodwrot:

| )
@ (n - 1l >Sa+vw@n
jest to wige niedokmdny warunek nasz drugi,gdyznawet gdy a==1,

szeregi moga by¢ zbiezne, gdy w (n) ma wartos¢ skoinczong i do-
datng.

33. Inne warunki podawane dotychczas za ogdlne, sa da-
ne przez Bertranda i Pauckera (°), daja si¢ wystowi¢ tak: Szeregi
majace wyrazy ze znakami jednakowemi, sg zbiezne lub rozbie-
zne, wedtug jak pierwsza z iloSei:

(n+l)""»+—! —n

(*) Catalan: ,,Traite élément. des séries* page 21 i dalsze.
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(n4+1)L(n41) I-l":—' — nln (a)

(et D) L(n4+1) (4 1) “F L — ulnlln, it d.-

ktora nie jest zero, jest odjemng lub dodatng.

Przedewszystkiém z saméj formy tych szeregéw widzimy, Ze
one moga byc tylko zastosowane do szeregéw, ktérych stosunek
wyraza sig¢ przez logarytmy z n. Daléj poréwnywajac z warunka-
mi takiemiz (§ 29) widzimy, ze drugie wyrazy sg tez same, spot-
czynniki pierwszego wyrazu czyli stosunku wyrazow sg rézne,
o ile za$ ta réznica wptywa na same waranki, to latwo przekony-
wamy sig, odwracajgc tez warunki, jakoz otrzymamy:

Up

Un 4 1
— +D)In+1)>0 (b)

n

—n>1

Uy
Un 41

nln

nln Un ui_ — (4l (m+D) U (+1) >0, it. d.
n 41

a wyrazenia (13") dajg w tym przypadku:

u
gt SRR
Up 1

Un
AL

—(4+l)>1
Up 41

nlnlln —"— — ln (In(n+1)+1)>1, it.d.
Un + 1

aby te wyrazenia poréwnaé, rozwinmy drugie wyrazy w (b). Ja-
koz wiemy ze:

Z= A

ll4a)=a— Bl i

un+1):z= (1+ )l—zn+l( +'4)

zatém:
1 1 1
L(n+1)=lIn + e + 3,3
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podobnie:
Ue+l)=i@m+N)=idmf1 + Nl vagd1 4 N
h l in ) ln
1 1 1
ll (7l+1)=lhl+ —1;[;:—2"‘2171(1 +_[1.l.) + ey

a ztad juz waruuki (b) przedstawia sie:

zatém:

u
R S e
Up 41

U, 3 i :
nln ey —hm+1)>1 + A sy it. p.

a dla n = oo te warunki schodzg si¢ z warunkami naszemi (13),
lecz maja forme nadzwyezaj zawiklang, i stuzg tylko dla funkeyi
logarytmowych, i sa szczegélnym przypadkiem prawa ogol-
nego.
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ROZDZIAL. TRZECI.

ZASTOSOWANIE PRAWA ZBIEZNOSCI DO SZEREGOW
WYRAZONYCH PRZEZ FUNKCYE ALGEBRAICZNE LUB
LOGARYTMOWE.

a. Szeregi algebraiczne.

34 Gdy wyraz ogolny szeregu jest funkeya alzebraiczna,
stosunek wyrazow bedzie takze funkeyq algebraiczng, i daje sig
przedstawi¢ w postaci:

_Un

=)
n +1

gdzie f (n) jest funkeya algebraiczng, kladac za "’i} i znoszac
mianowniki, otrzymamy:
J() =P @[
gdzie f (v) bedzie to funkeya odwrotnosci z n, a P (v) bedzie to
czynnik zawierajgcy potegi z n, a rozwijajac f (v) na szereg Ma-
claurina i przywracajac n, otrzymamy:
0
fo=r (ot i P .

a ztad prawidlo ogélne daje si¢ dla funkcyi algebraicznych tak
wyrazic:

1. W saeregach, ktorych stosunek wyrazow jest algebraiczna
Junkeyq z n, jezeli rozwiniemy ten stosunek na szereg wedlug od-
wrotnodet 2 ny, @ gdy czynnik P (i) Jest potega dodatna, szereqi

sa zbieine, gdy polega odjemna sq rozbieine, gdy nakoniec ten
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czynnik znika, to szevegi sq zbieine, gdy funkeya dlan = % ma
wartos¢ wickszq od jednosci, rozbieine, gdy jest mmniejsza od je-
dnosci.

2. Gdy ta funkeya jest rowna jednosci, to szeregi bedq zbie-
2ne, gdy pierwsza z pochodnych tego stosunku, co do odwrotnosci
2z n, podzielona przez odpowiednsi jéj iloczyn z liczb porzadkowych,
ktéra nie staje si¢ jednosciq dla szereqow ze znakami jednakowems,
lub zero dla szereqow ze znakami na przemian, jest wicksza od je-
dnoset lub zero; rozbieine w przypadku odwrotnym.

Gdy wszystkie pochodne staja sie jednoscig lub zero, mamy
szeregi graniczne dla tego rodzaju szereg6w; jakoz summujac, be-
dzie:

R - cbandl |

T +7l i (n:l)lﬁ

i obejmuje wszystkie szeregi graniczne szcezegolne, a gdy potozy-
my v = o, otrzymamy szereg graniczny gléwny, ktorego sto-
sunek jest:

Uy 7

Up 41 n—1

zgodnie z § 21.
35. DPodamy teraz kilka przyktadow.
1. Niech bedzie szereg wyrazony przez:
— l.
S alond

mamy:
Up — 1
Chad 5 S
Uy,
dla n = o ma warto$¢ nieskofczong, wiec jest zbiezny.

2. Szereg z wyrazem ogdlnym:

gal
U, — 5,37
daje:
Uy ; y [RA1)S
k) ( " )

a rozwijajac, bedzie:
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“"_ﬁ,=1+%,+ 3+ 1

Un 41 ;Li ;1—3
a ze drugi wyraz ma warto$¢ wiecdj 3, przeto szereg jest zbieznym,
czy ma znaki jednakowe, czy na przemian idace.

3. Szereg z wyrazem ogélnym:

m?(m—n+1)

Uy — —m—————— ™
nl

bgdgcy rozwinigciem dwumianu (1-+a)™ , daje:
R o
Un 41 m-—n a
a rozwijajac, otrzymamy:
Uy, m4+1 m(m-1 ik
un—{.—1:§1+ T%%~—)£a—

a zatém szeregi bedy zbiezne, tak ze znakami dodatnemi, jak na
przemian, gdy a <z 1, czyli gdy « zawarte miedzy 4+ 1i — 1;
a gdy a = + 1, szeregi bedg zbiezne, gdy m dodatne i wigksze od

zera; gdy m = 0, szeregi sg rozbiezne; dla « = — 1, szeregi sa
zbiezne, gdy m wigksze od — 1; a gdy m = — 1, szeregi g roz-
biezne, bo wszystkie spotezynniki rozwinigcia sg zero; zatém, dla
a = + 1, szeregi sg zbiezne, gdy m dodatne;adla a = — 1, gdy o
m zawarte migdzy 0 i — 1. A\
36. Szereg podany w § 10.
a b a b a b
i T s AR Sl Y s
ktérego wyrazy daza do zera dla n — oo, i majg znaki na prze- - B
mian, daje: &
’ W _a(rl) \WE

\

Un 41 bn
a 1
33 z,(l i n)
zatém bedzie zbieZny,gdy——Z— =1, czyli. gdy a > b, gdy za$

a << b jest rozbieznym, chociaz wyrazy jego daza do zera; gdy

1

http://rcin.org.pl



50 C 2R 86 21

a = b szereg jest zbiezny, gdyz spélczynnik nastgpnego wyrazu
jest jedno$c.
Gdyby$my uwazali ten szereg za peryodyczny, to zbierajac
po dwa wyrazy, bedzie:
PR o s
e R TS Y
a ztad stosunek bedzie:

¥ (a—0) nda o n+2

ot (a—=b)(n+1)+a n
a rozwijajac, wypada:
N RN T TR L L
Word o L# n + (a— b)n? (a—0b0)% n3 LA
a zatem, aby szereg byl zbieznym, potrzeba aby a > 0, gdyz ina-
czéj wyraz trzeci bytby odjemnym, daléj b = ; , zatém b musi

a
=
jest zbiezny, gdyz trzeci wyraz nieskonczony; gdy zas drugiéj granicy
a
2 p )
w drugiéj granicy zbiezny. A zatém nic nie usprawiedliwia twier-
dzenia dobrze znanego, aby szeregi o znakach na przemian, byly
zbiezne, gdy wyrazy daza z n do zera.

B%. Szeregi, ktorych stosunek jest funkeya catkowity al-
gebraiczng z n, s zawsze zbiezne, albowiem te funkeye dla n=o0,
stajg, sie nieskonczone. Stosunek szeregu wyraza si¢ przez:

by¢ zawarte miedzy ai_-; gdy b roéwna si¢ granicy a, szereg

to poniewaz spotezynnik czwartego wyrazu staje si¢ 3, przeto

= da et 4 ... )= A, ()
Un4-1
a ich wyraz ogdlny ma postac:
Ha ==t "1—-- i
AMCLYA, (2): . A (n)
Gdy stosunek wyraza sie przez funkeya utamkowa, to gdy
stopien licznika jest wiekszy od stopnia mianownika, szeregi sg
zawsze zbiezne, w przeciwnym razie zawsze rozbiezne; gdy zas
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stopnie ich sa réwne, stosunek dazy do jednoSci z» i ma po-
stac:

oy by kbt =k ki
TR S i T, @)
co mozna napisa¢ w postaci, dzielac przez n° :
tty g b il B B e
R R e G TR S

i rozwijajac na szereg co do n—', lub téz przez wyrazenia ogdlne,
odejmujac jednosé, mnozac przez n i czyniac kolejno n = o, co
w tym przypadku jest fatwiéj; otrzymamy nastepne warunki dla
szeregow ze znakami jednakowemi:
by =y
b= LEG.

bu=ao+a, +"'+“P~

czyli:
I
by —b, =a,
by =fhs g
S VicearaR i ¢ (b)

1';; — b;x—l =a,

Zatém: szeregi, ktorych stosunek wyrazdw jest funkeyq algebraiczng
ulamkowa, stopnia zero, beda zbieine, gdy spdlezynnik pierwszego
wyrazu licznikajest wickszy od spilezynnika takiegoz wyrazu w mia-
nowniku; a gdy te spolezynniki réwne, bedq jeszcze zbieine, gdy
pierwsza roinica spolezynnikéw dwich wyrazéw tychie samych, li-
cznika ¢ mianownika, ktéra nie jest yowna spolezynnikowi popyze-
dniego wyrazu w licanilu, jest od niego wicksza.

Gauss w ,,Comment soc. Gotting* T. 2, p. 23, podal czgsc te-
go prawa, a mianowicie, ze powinno byé b, > a, i b, —a, >a,
a gdy by — a, = a,,szeregi majg by¢ rozbiezne; tymcza-
sem tu dewiedliSmy, Ze szeregi sg jeszcze zbiezne i dla tego wa-
runku (¥).

(*) Patrz: Bertrand: ,Traité de calcul différentiel pag. 243,
gdzie koniec dowodu jest bledny; opiera si¢ na poréwnaniu dwoch szeregow
: 3
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Ktadac za a,, ay ... W wyrazeniu stosunku ich wartosci,
otrzymamy szereg graniczny postaci:

My Dontit: Bom® L by no=d0t
Unp 1 b 1? F (Dy—bo)n*t 4 (bp—b ) no— 2+ ...

Zatém: szereg graniczny ma te szczeg6lng postaé, ze spétezynniki
mianownika, sg to odpowiednie spétczynnika licznika, zmniejszone
spétczynnikami wyrazéw poprzednich w liczniku, a pierwsze wy-
razy tez same.

Gdy szeregi maja znaki na przemian, warunki zbieznoSci
otrzymuja si¢ podobnie, i sa prostsze:

O
[Il = (LI
e b

to jest: Ze szeregi sq zbieine, gdy spilezynnik pierwszego wyrazu
licznika, wickszy od splezynnika pierwszego wyrazu mianownika,
a gdy jest mu réwny, to szeregi sq jeszcze zbieine, gdy pierw-
82y ze spélezynnikow licznika, ktéry nie staje siz réwny odpo-
wiedniemu spolezynnikowi mianownika, jest od niego wigkszy  od-
wrotnie,

Uwaga. Powtérzyé tu musimy uwage § 17, iz w warunkach
(b), poniewaz pierwsza strona ma by¢ zawsze wigksza od drugiéj,
gdy szereg jest zbiezny; przeto zmienia¢ strony w tych réwnaniach
i wszystkich nastgpnych nie mozna, gdyz wprowadzimy zamiesza-
nie ; a cheac przenosi¢ je, potrzeba wprowadzi¢ znaki wigkszo$ci
lub mniejszosci.

zwigzanych warunkiem:

ty = Uy, (n—Ah) (a)
gdzie 4 dostatecznie wielkie;a w zalozeniu A + 1 — a = 0, wpada w szere-
gi graniczne,iwtym przechodzie jeden szereg stajesierozbieznym, gdy drugi

A 3 vEN g b v X 8
jeszcze pozostaje zbieznym; jakoz gdy ST 1, szereg pierwszy rozbie-

n
zny. Stosunek wyrazéw drugiego szeregu otrzymamy z (a) odwracajac

bedzie: "% = 1 + 1 + 8, a zatém szereg jest zbieznym, gdy 2 > 1,
7 T n n* \

zatozenie za$ zakladato whasnie, ze & dodatne i dostatecznie wielkie, zatém
ten szereg jest zbiezny, gdy pierwszyrozbiezny i btad stanowi przejscie przez
granice.
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B8. Szeregi, ktérych stosunek jest poteza funkeyi catko-

witéj postaci:

Biee, SRS - g P ot S AOORD

Wbt
daje si¢ wyrazic¢ tak:

ARSI A 9y e 0 %

e n (1 ey s i e )

a ztad wypada, ze gdy wykladniki » i m oba sg dudatne, lub oba
odjemne, szeregi sg zbiezne; gdy za$ réznych znakow, szeregi sa
rozbiezne; gdy zas v = 0, czynnik nmv niknie i pozostaje:

ll,z

2 (1 + —= 4+ — e )
Up 41

a rozwijajac potege m ta, otrzymamy:
m m (m—1)

— =1 ekl ma e ‘—

. + 3 1 + 2 + 1 2 ! 7?,‘ +
réwnajge spolezynniki raz do jednosci, drugi raz do zera; otrzy-
mamy warunki zgdane dla obu rodzai szeregow.

Jakoz bedzie dla szeregéw ze znakami jednakowemi po roz-
wigzaniu:
a —
Bl o
Mg + 1
il 4 1

(m41) @m+41)

o 3vm3

(m+1) ? ( (“—1) m+ 1)
¥ Ve w! m

Godne uwagi sa proste warunki objete temi wyrazeniami;
pierwszy warunek wskazuje, ze szereg bedzie zbieznym, gdy spot-
czynnik drugiego wyrazu jest wiekszy od odwrotnosci z wyktadni-
ka, a gdy jest mu réwny, to szeregi jeszcze bedg zbiezne, gdy na-

stepny spotezynnik jest wigkszy od ——fl—
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Ktadge te wyrazenia za a, a, ... w wyraZenie stosunku
otrzymamy szereg graniczny rozbiezny, majacy za stosunek:

A 1 1 m+4-1 i (m+1) (2m+1)+ )™

Up 41 ( mn 2m2n? 3! m3 nd its S

Gdy szereg ma wyrazy ze znakami naprzemian, spétezynniki roz-
winigcia zréwnane do zera, dadza:
a; =

a, =

(= =

G it d,
warunki rézne od poprzedzajacych.

Gdy wyktadnik o jest utamkowy i réwny 117; wyrazenia po-
wyzsze dla szeregow o znakach jednakowych przyjmuja prostszg
postaé: \

a, = m

m (m+1)
o, SepdmmL, 5

m?(m+ u—1)
a gdy m = 2, sg liczbami porzagdkowemi; tak ze mamy prawo:

(]

Szeregi, kidrych stosunek wyrazéw jest pierwiastkiem kwadra-
towym z funkeyi algebraicznéj, i staje si¢ jednoscig dla n = » ;
beda zbieine, gdy spolezynniki 1éj funkeyi algebraicanéj, sq ko-
lejno wicksze od liczby oznaczajgeéj miejsce ich wyrazéw lub ze-
ra, wedlug, jak wyrazy majg znaki jednakowe lub naprzemian
idace; w przeciwnym razie sq rozbieine.

BD. Szeregi, ktorych stosunek wyrazéw ma postac ztozong
z czynnikow:

gy (eyn4dy) (e ntdy) .

Ug 41 (a; n+0y) (ay W02,

biorae po dwa czynniki i wykonywajac dzialanie, otrzymamy:
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Uy eyeon®4(e,d,4-dye,)n+-d,d,

Up 4 1 aga,n?+(a,0, 2Fba)ntb6.0,

i wedtug § 37, warunki zbieznosci beda:
€ 0y = G;Q,
¢ydetdico—a,b,—ba, =c,c,
dyde—bb,=c,d,+d,c,.

Ogolny wyraz szeregu powyzszego, jest postaci:

== B1tby |, (ag0tby) [a,+b, ) agn+b,
s T ? eon+td |\ e,4d, euntd, '

Gdy a; = ¢; 1 @, = ¢, warunek pierwszy znika a jppe

a,(d,—b,)+a,(d;—b;)=a;a,
did,—bb,=c,d,—d,c,

Gdy b, = d; i b, = d,, warunki beda:

£;0,=a;a,
ba(ey—ay)+b,(ca—az)=c c,.

Zatém gdyiloczync, ¢, wigkszy od a, a,,szeregibedg zbiezne,
gdy za$ teiloczyny bedg réwne, musi nie mi¢¢ miejsca drugi waru-
nek, gdy za$ i ten waranek spelniony, szeregi sg rozbiezne, gdyz
w trzecim warunku pierwsza strona jest stale zero (*).

Gdy szereg ma znaki na przemian, warunki beda:

C; Co=0y G,
crdy+dco=a,b,+05a,
d dge=b b,
@glyia. = c. 1ias=='c,, bedzie:
ay(dy—b,)=ay(b,—d;)
d,dy=b;b,

(*) Pordownaj, Catalan: ,,Traité élément. des séries.* pag. 27.
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40. Gdy w powyzszém zadaniu Spékczynhiki przy = staja
si¢ réwne jednosci, wyraz ogélny przyjmuje postac:
= 22 etn) B2 (@4n) 0o
72+ 07 (0+n)
a stosunek wyrazow jest teraz:

My ALtk n) (J + n)
Usg -1 (¢ 4+ n) (3 + n)

czyli:
S N n*+(y+0) nt+70
Up 41 n?+(a+pP)n+af

dla szeregéw ze znakami jednakowemi, beda warunki:

B S B
y0—af=y44d
to jest: szeregi bedq zbieine, gdy summa ilosei stalych w miano-
wnikach wyrazéw szeregu, zmniejszona summq takich ilodei w li-
cznikach jest wigksza od jednosci; gdy za$ réwna jednosci, sze-
vegi beda jeszeze zbieine, gdy réinica ich iloczynéw bedzie wig-
ksza od summy ilosci stalych w mianownikach; gdy zas i teilo-
$ci bedg sobie rowne, szeregi beda rozbieine.
Gdy zatozymy ¢ = 1, mamy znany szereg:
aff a2+ B+
1 4+ — R b)
S i 5 2o (

ktérego warunki zbieznoSci sa:
r=0c4+f
—— L /)) = 1.

Gdy iloSci e i 3 z zatozenia sg dodatne, czyli szereg o wyra-
zach ze znakami jednakowemi, drugi warunek pokazuje, ze gdy
pierwszy jest dopelniony, szeregi beda zawsze rozbiezne.

Zatém: szereg powyiszy jest zbieiny, gdy ilosé stala w mia-
nowniku jest wicksza od summy tlosci stalych w liczniku; gdy zas
mniejsza od niéj lub réowna, rozbieiny.
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Dla szeregow (a) ze znakami na przemian idagcemi, podobnie

ofrzymamy:
r+d=a+p
70=ap

to jest: szeregi powyisze ze znakami ma przemian sq zbieine,
gdy summa ilosci stalych w mianowniku, jest wicksza od summy
ilosci stalych w liczniku; a gdy te summy sq réwne, to szeregi
Jeszcze beda zbieine, gdy iloczyn tych ilosci w mianowniku, be-
daie wighszy od iloczynu ilosci w liczniku; a gdy i te iloczyny
bedq rowne, szeregi bedq jui rozbieine.

Gdy ¢ = 1, a szereg (b) ma znaki na przemian, to warunki
stajg sie: ‘
r¥+¥l=a+p
y=af
a gdy warunek pierwszy dopetniony, to powinno byé:

c+pBf—1>ap
aff—a—p<—1
(e—1E—1)<<0

Zatém: szereg bedzie zbieinym, gdy ilosé stala w mianowni-
ku bedzie wicksza od summy ilosci stalych w liczniku zmniejszo-
néj jednosciq; a gdy te ilosci réwne sobie, to szereg bedzie je-
szeze zbiednym, gdy iloczyn dlodci stalych w licaniku zmniejszonych
jednosciami, jest mnigjszy od zera; gdy za$ jeszeze jeden z wa-
runkéw ¢ = 1, lub 3 =1 bedzie dopelniony, szeregi beda roz-
biezne,

Widzimy wiec, z jakg tatwoscia rozwigzuja sie zadania tego
rodzaju, za pomocg prawa przez nas podanego; z jaka za$ tru-
dioécig i z jaka niedostatecznodcig zadania powyzsze sg dotad
rozwigzywane, dosy¢ jest przejrzéé jedno z dziet traktujacych ten
przedmiot, a mianowicie dzieto: ,Traité ¢élémentaire des séries
par Catalan, Paris 1860, gdzie zebrane sg prawie wszystkie dotad
znane w tym przedmiocie prawidla, a porozrzucane po pismach

czasowych.
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b. Szeregi logarytmowe.

A4. Gdy wyraz ogélny szeregu, jest funkeya logarytmowa
z n, stosunek wyrazéw bedzie takze funkcya logarytmowa, i gdy
w sktad wyrazu ogélnego lub stosunku nie wchodzg inne fun-
keye z n, jak tylko = i In stajace sig nieskoficzonemi dla n = oo}
to moga zaj$¢ dwa przypadki:
1. albo tylko wchodzi sama funkeya In,
2. albo wchodzi w polaczeniu z n.
W pierwszym przypadku stosunek ma postaé:
U — f(ln)
Up 41
gdzie f jest funkeya algebraiczna z In, czynige ln=m, ten stosunek
jak rowniez wyraz ogélny, beda funkcyami algebraicznemi z m, i ca-
Yateoryapodana wrozdziale poprzednim, $cisle moze by¢ zastoso-
wana; a szeregi graniczne, objete beda teraz wyrazeniem:

R —1_ o 1
11,,+1—1 5iiiln = in* i
czyli:
thy .. (lm)t? —1

1_17_;:  (n—1)(In)
a szereg graniczny gléwny otrzymamy, czynigc v = o, to jest:

g o Shs In
Up 4y In--1

ktorego wyraz ogélny bedzie:

gl (2—1)?(n—-1)
T (22In

i jest rézny od szeregu pierwszego, gdy uczynimy » = 1; i tojest
jedna z wladciwosci, roznigeych te szeregi od algebraicznych, dla
ktorych one sa tez same (§ 34).
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A2. Gdy stosunek jest logarytmem z funkeyi algebraicznéj

postaci:
Uy
o =lfm
to wyrazajac f (n) pod postacia P (n) f (%), bedzie:
Y &
=P @+ (n)

a rozwijajac I f (%) na szereg wedtug % dla n = o, iozna-

czajac pochodne przez D [ f(0), bedzie:

i IS L A s i

Uy f- 1 1n 2102 it

ztad otrzymamy warunki dla szeregéw ze znakami jednakowemi:
IP=0

U@_l

D lf @

dla szeregéw ze znakami na przemian:
=0
lf (0) = 0

D” l I (0) = O

Zatém: szeregi, ktérych stosunek wyraia si¢ przez logarytm
z funkcyi algebraicznéj, sq zbieine, gdy funkcya algebraiczna
jest stopnia dodatnego; rozbieine, gdy odjemnego; gdy zas jest
stopmia zero, pierwszy wyraz niknie i szeregi bedg jeszcze zbiei-
ne, gdy sama funkcya odwrotnosci z m, lub pierwsza z jéj po-
chodnych, podzielona przez odpowiédni iloczyn z liczb natural-
nych, ktora nie staje sig jednoécz’a, dla szeregéw o znakach je-
dnakowych, lub zero dla squow o znakach na pucmmn Jest
wicksza od jednosci lub zera; ¢ odwrotnie.

Jako przyktad, wezmy szereg ze stosunkicm:
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Ui b b*
I oo™y PP s S Mo T
Un 4= 1 % an 202n% *
Przeto warunki zbiezno$ci dla szeregéw ze znakami jedna-
kowemi, beda:

la:l 0=
i—1 czyli: bi=e
T L e

Zatém: szereg ten bedzie zbieznym, gdy a wigksze od ¢ pod-
stawy logarytmowéj; a gdy réwne e, to jeszcze bedzie zbiezny gdy
b wigksze od ¢; a gdy i b < e, szereg bedzie rozbiezny.

Dla szeregéw o znakach na przemian, bedzie:

la:l a =2
b——() zyli: =10
ol CZylI: =

to jest: szeregi beda zbiezne, gdy a wigksze od ¢; gdy a = e, be-
dg zbiezne jeszcze, gdy b wieksze od zera;lecz gdy i = 0 sg
rozbiezne, gdyz trzeci wyraz jest odjemny.

Nakoniec, ktadac te warunki, otrzymamy szeregi graniczne

postaci:
u n+1 7
Vs RSy £ 3 RO s ey
Uy +1 n Uy +1

jak by¢ powinno:

A3. Wezmy jeszeze szereg, ktorego stosunek ma postac:

B &y bo W' +by0¥ 14 ... @)
Ba b agat i agnt= g L ;

daje sie wyrazi€ przez:

=—u)ln +1 (

Uy

by 40,01 + . “.
Up 41 agtan~t ...

zatém: gdy v — w > 0, szeregi beda zbiezne; gdy v — w << 0,
rozbiezne; a* gdy v — o = 0, wyrazenie powyzsze zamieni
sig na:
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by bt 4 ... )

Uy
— oS e b
Wik it B S e B SR (b)
i warunki zbiezno$ci szeregu znajdujemy latwo:
b=z age

b, =e¢(a, + a,)

: bp.=e(ao+a,+...—{—ap)
czyli:
l) o= 8.8
by —b,=a, e
by —bp1 = @y ¢

dla szeregéw za$ ze znakami na przemian, bedzie:

by age
by = aie
by = a, e

Warunki podobne jak dla funkeyi algebraicznéj, tylko mno-
zone przez e.

Zatém: szeregi powyiszéj postaci beda zbieine, gdy spélezyn-
nik pierwszego wyrazu w licaniku jest wigkszy od spélezynnika
lakiego: wyrazu w mianowniku, pomnozonego przez podstawe lo-
garytmowa, a gdy mu jest rowny, wtedy szeregi o znakach je-
dnakowych sq jeszcze zbicine, gdy pierwsza réimica dwdch spol-
czynnikow licanika, ktéra mnie jest réwna odpowiedniemu spél-
czynnikowi mianownika, pomnoionemu przez podstaws logaryt-
mow, jest od mniego wicksza; a szeregi o znakach na przemian
bedq zbieine, gdy pierwszy ze spolezynnikéw licznika, ktdry nie jest
rowny odpowiedniemu spélezynnikowi mianownika, pomnoionemu
przez podstawe, jest od lego iloczynu wickszy; w przeciwnym razie
szeregi sa rozbieine.

A4, Szereg, ktérego stosunek jest postaci:
3, L (ao"" +ont4... 0@

Un -1 n’
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daje:
ml (ag4an=t~4a,n=2+ ..

Uy

Uy +1
a rozwijajac, otrzymamy:

Y 1 B (a4, )n—?—{—
2a°

o

B =

mla =1
I
m
’ ¢
ma-=—ia, czyli B Sl
T
2m4-¢" it.d
y —a?) = i S R B
m (2aqa, al) 2a, a, T e
Dla szeregéw o znakach na przemian
1
mla, = 1 az=e"
a; =0 czyli a= =)
S, Gor = 0l fizd.

2a,a,—a?
Zatém szeregi powyzszego ksztattu, aby byly zbiezne, potrze-

Zaté zereg
ba, aby pierwsze strony warunkow powyzszych, ktére zalezg od
podstawy logarytméw i wykladnika m, kolejno byly wigksze od

stron drugich.
I tak, gdy mamy:
iy ( @ n—l—a,)

Y
n

Up 41

to szereg bedzie zbiezny, gdy a, bedzie wigksze od ¢ ; gdy
bedzie wigksze od

X
a ¢™ bedzie zbiezny jeszcze, gdy a

o
X
& ; i :
7> & szereg graniczny rozbiezny, bedzie:
x
Uy g " m\™ )
A O Pt B
Up 41 l n |

*
43%. Gdy stosunek wyrazow ma postac
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B D l (_f (n)»)

g @)
gdzie f' (n) i ¢ (n)sa funkeye algebraiczne catkowite z n; oznacz-
my stopieii funkeyi f przez j3, a ¢ przez a, bedzie:

Fo) = :ﬁ/(

|
}

@ ()= n* (
a ztad:
1
i /)’ n 4+ 1f (7)
St Lo

aln—{—l(p )
a ze (§ 42): '

la)=rro+ T2 L B0

2in*
przeto:
L f(0) Dlf(0)
i 5 ﬂ_:llfzﬁ ¥ ihm‘ s
Mot it Ly (0) ' Dl(p(O)
-y In i nln gk

wyrazenie to jest rozwinigte co do dwéch funkeyi /i », i ma po-
staé¢ funkeyi ulamkowéj, ktoréj warunki zbiezno$ci oznaczone zo-
staly w § 37; zatém: kladge tamze za spélezynniki a i & odpowie-
dnie im spotezynniki wyrazenia powyzszego, otrzymamy dla sze-
regéw o znakach jednakowych:
B=a
Lf@O—pB=1019©
A S e

D lj(O)—vD"-l lj(()) szcp(m

=
Dla szeregéw ze znakami na przemian:
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Lf©) =190
D lf(©0) =D*1¢(0)
Warunki bardzo proste, i nie potrzebujace zadnego ttuma-
czenia.
I tak, gdy mamy:
oo l f (n)
1;,, 41 ¥ l (71)
to @ = 1, i wszystkie pochodne mianownika stajg si¢ zero; a wa-
runki zmieniajg sie na:
=1 =1
dla szeregéw 1Lf(0)y=1 dla szeregbw Lf(0) = 0
oznakachje-? 1 lj (0) — 1 o znakach na Déj (0)
dnakowych: . . . przemian:

D"lf(O)—v' l D”lj(0)=0
to jest: aby szereg byl zbieinym, potrzeba aby stopien funkeyi
pod logarytmem byl wickszy od jednosci; a gdy réwny jednosci
szereg bedzie zbieinym, gdy pierwsza z pochodnych téj funkeyi
co do odwrotnosci z n, kiéra nie staje si¢ rowna iloczynow: liczb
porzadkowych jéj odpowiedniemu, dla szeregéw o znakach jedna-
kowych; lub zero dla szeregéw o znakach na przemian, jest od
nich wigksza; w przeciwnym razie szeregi sq rozbieine,

Kladac te wartosei w wyrazenie stosunku, otrzymamy szereg
graniczny postaci:

Uy, 1 1

P aRest i e ol e
wyraZenie to daje sig zsummowac, i bedzie:
Uy 01} g(n—]) In 4 n}n” =]

Unit-1 (n—1)n® In
gdy v = 0, otrzymamy piérwszy szereg graniczny:
U, In+1
Up 41 s il

gdy v = w0, bedzie szereg graniczny gtéwny:
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B U )

1. . AN
oba tez same, tak jak dla funkcyi algebraicznych.

46. WeZmy jeszcze stosunek wyrazow:
th L)
Up 411 s In
a oznaczajac przez 3 stopien funkeyialgebraicznéjf (i), mozna go
przedstawi¢ pod postacia:

R 1/(0) DLf(0) m
N 31+*,§z;r+ ;T Gagd %
gdzie widzimy: ze szeregi sg zbiezne, gdy /™ wigksze od jedno$ei
dla obu rodzai szeregéw; a rozbiezne, gdy mniejsze od jednoSei,
bez wzgledu na znak.

Gdy za$ 3™ staje sig réwne jednosci, co inaczéj by¢ nie moze,
tylko gdy3=1, to szeregijeszcze beda zbiezne; a wtedy to rozwinigcie
bedzie mié¢ postac taka, jak w§ 38; przeto ktadac odpowiednie ilo-
$ci w tamte warunki, otrzymamy:

A 1
lj (O) b 5 vﬂ'l

DLf(0) = ’;‘1‘;}

1 rres . Sol) 2 (v 1)
D L= SSppyen

DIz szeregéw ze znakami na przemian idacemi, w zatoZeniu
zawsze 3 = 1, bedzie:

Lf(0) = 0
D° If(0) = 0.
Gdy wyktadnik m jest utamkowy, wyrazenia powyzsze

dla szeregéw o znakach jednakowych, przyjmuja prostsza po-

staé:
Lf(0) =m
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DIf(0) = m(m+1)
D 1f () =" :l"ji* %

a gdy m = 2, bedzie:
D Lf(0) = v!(v+2)
Ostatnie prawo daje si¢ Yatwo tak wystowic: Szeregi, ktoryeh
stosunck wyrazow jest pierwiastkiem kwadratowym z funkeyi loga-
rytmowdj 1 staje si¢ jednosciq dla n = w, beda 2biezne, gdy pier-

1 ' C y ] ’ .
wsza z pochodnych branych co do o ktéra nie jest vowna tloczy-

nowi odpowiedniemu z liczb porzadkowych, pomnozonemu przez
liczbe o 2 wigksza dla szeregow ze znakami jednakowemi; lub zero,
dla szeregbw ze znakami na przemian, jest od tychie wartosei wie-
ksza; w przeciwnym razie szeregi sq vozbieine.

A'%. Niech bedzie jeszcze:

1. Szereg majacy za stosunek wyrazow.

... S ('.f_+ 1) (la ("+1>)’"

Uit n in

ten stosunek wyrazimy tak:

u
tln+l (1+ )ll+1n+ ﬁ"
a rozwijajac, otrzymamy:
mla 1 mla
un+x +h (1+ )+n(1+ln+"')+

+~1.(~2’2;+... )—733-(3’Zl+...)+..

n=

a zatém, warunki zbieznosci dla szeregéw ze znakami jednakowe-
mi, beda:
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X
mla = 1 a—¢
czyli:
OE= m==2
to jest: Ze szereg bedzie zbicinym, gdy a jest wicksze od pier-
, x

wiastku m go stopnia z podstawy logarytméw, a gdy a = €" , to

musi byc wykladnik m wickszy od 2; gdy zas i m = 2, szereg

jest rozbieiny; lecz moie byé szereg zbieiny jeszcze dla szczeqdlndy

wartosci a = 1, wtedy ging wszystkie wyrazy majgce a @ bedzie

zbieinym jeszcze, gdy m wigksze od 2; w przeciwnym razie roz-
biezny.

2. Szereg, ktorego wyraz ogélny ma postac:

WZUMM-n=iP+})

l In ! n
daje na stosunek wyrazow:
41+—1) 1+l(1+f1)2
o S0 R SLTMEE, 8 Rl e B
Un 41

(4o )

a rozwijajac, bedzie:

1 1 1 1
SR RO TR LA AT RO
U 4 5 3 77_
Vog g mits

a stosujac do tego prawo § 16, bedzie:

i 2 3 ’
Vﬂ )1+E‘ﬁﬂm+~
n|l—— — 1 == —
Un 41 et _'?1 FYas,
n h

a ze dla n = «, to wyrazenie jest réwne 1, przeto idac daléj,
bedzie:
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a czynige n = wo, jeszcze to wyrazenie jest rowne jednosci,

. 3 n .
i mnozac przez ; bedzie:

pll NG

Evj 2n
g

1— = +-.

; : 1 ’ ; e
ktore dla n = « daje — X zatém szereg jest rozbiezny.
w 3. Szereg, ktérego wyraz ogélny jest:

I (n41) \t+=
TR
Un

ma za stosunek:

Bopit TG " E

Uy kil & In
Vilh o I l (1&—{——2)
" l (n+1)
a rozwijajac to wyrazenie, otrzymamy:
1+0;4.1 a(a+1)+ 4. o+l (oz+1)(4(>H-J)Jr
Un + 1 n 2n* nlnlln 2n2lnlln
to jest: aby szereg byt zbieznym, powinno by¢ ¢ wigksze od zera,
a ady @ = 0, trzeci wyraz staje si¢ zero, i szereg rozbiezny.
Zatém szereg powyzszy jest zbiezny;gdy ¢ jest dodatne;roz-
biezny, gdy e odjemne lub zero (*)

Rk e RO ~

(*) Pordownaj: ,,Catalan, Traité ¢lément. des séries® page 19 i 20.
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ROZDZIAY. CZWARTY.

ZASTOSOWANIE PRAWA ZBIEZNOSCI DO SZEREGOW
WYRAZONYCH PRZEZ FUNKCYE WYKEADNICZE,
PERYODYCZNE I UROJONE

c. Sz-eregi wyktadnicze.

4A8. Gdy stosunek wyrazow szeregu ma szczegélng postac,
lub ztozong z pewndj liczby czynnikéw, dogodniéj jest czgsto wpro-
wadzi¢ nastepujace przeksztalcenie w ogélném prawie zbieznosci
SZEeregow.

Zakézmy, ze stosunek wyrazow mozna przyprowadzi¢ do po-
staci:
u 1
7 777"‘ = l) f ( )
Up 41 n
gdzie P jest czynnik z », a biorgc logarytmy i rozwijajac druga
strone, bedzie:

[ 1p 1) 4 RO, DO

Un § 1 n 21 n? X
rozwijajac za$ samgy funkcyg f (717), bytoby:
%, { D7 (0) D2 £(0)
- =P lf (( d 4 s s i
Up 4 1 P(f())-'- n » 21 n2 +§

a warunki zbiezno$ci dla szeregéw o znakach jednakowych, by-
tyby:

http://rcin.org.pl



70 CZEiEGn

P=1 i f0)=1
Df(0) =1

D”-}:(O) =l
v !

Pordwnywajac je z rozwinigciem pierwszém, otrzymamy wa-
runki potrzebne, wyrazone przez logarytm stosunku; jakoz waru-
nek pierwszy P = 1, znaczy to samo co [ P = 0; zatém [P po-
winno znikac.

Drugi warunek /' (0) = 1, odpowiada { f (0) = 0. A Ze ma-
my daléj:

iy — DS (2)
BN PR

wige ezynige « = 0 i uwaZajac na warunki powyzsze, bedzie trze-
ci warunek:
Dilf(0)= 1.

Nastepny warunek otrzymamy, wiedzac ze:

_Jf (@) D%{2) — (D f (2))*

2
bt @)
a czynige @ = 0, otrzymamy:
D2lf(0) 1
Vg g
podobnie:
D3 Lf ) _ 1
i iR
i wogodle:
D" lf(O) 1
vl v

a ztad zbierajac razem, otrzymamy warunki:
e == lf(O):O
DIf© =

Dv lj(O) i
™

v!
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Dla szeregdw znowu ze znakami na przemian, bedzie:

SO =1 Ly =0

Df(0) =0 DLIf(0) =0
. . . . . co daje: . . . . .
D* f(0) =0 D* Lf(0) = 0.

Ztad mamy nowe prawo, ktore si¢ daje tak wyslowic:

1. Szeregi bedq zbieine, gdy rozwijajac logarytm stosunku
wyrazéw na szereg wedlug odwrotnosci z n, wykladnik czynnika przed
rozwinigeiem jest muiejszy od zera, a gdy wykladnik niknie ¢ staje
sig zero, szeregi bedg zbieine, gdy pierwszy wyraz rozwinigcia jest
wickszy od zera, a rozbieine, gdy wykladnik wickszy od zera, lub
pierwszy wyraz jest mniejszy od zera.

2. Gdy pierwszy wyraz jest rowny zero, to szeregi bedq zbie-
Zne, gdy pierwsza pochodna, podzielona pyrzez odpowiedni tloczyn
z liczb porzqdkowych, ktéra nie staje si¢ rowna odwrotnosei z liczby
1¢) rzedem bedqcé); dla szeregéw o znakach jednakowych lub zero, dla
szeregow o znakach na przemian jest wicksza od téj odwrotnosci
lub zera; w przeciwnym razie sq rozbieine.

To prawo tak przerobione, daje sie z tatwoscia stosowaé do
szeregow, ktérych wyraz ogélny, jest funkcya wyktadnicza z n.

A49. Warunki powyzéj otrzymane, wprowadzajgc do rozwi-
nigcia, otrzymamy:

Uy, 1 1 1
li¢n+14=n+21i2'+3);3_+"" (@)
a ztad warunki dla tego rodzaju szeregéw, przedstawig si¢ w na-
stgpnéj formule, oznaczajac przez v spétczynnik ktoregokolwiek
w yrazu, dla szeregéw ze znakami jednakowemi:

n (n...n adit o doiy ll: 4
2 UM +1 v s (S 34
a dla szeregéw o znakach na przemian:

u
Ll 2 = 0.
Up 41
Gdy stosunek wyrazéw dopetnia jednego lub kilku z tych
warunkow, szereg staje sie granicznym. Jakoz powyzszy szereg

daje: :
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’ 1 1 1 .

. s s e
: ’,u,L 2 e 2 g3n

un+l

ztad szcezegolne postacie stosunku szeregow, beda:

1 2n+1
u n on? 4
oEE R A (4 Napkd,
un—i—l
a wyrazy ich ogdlne s3:
1 1

= o e s o S 1 Y
o 1 1 21 +1

Przedtuzajac wyrazenie (a) do nieskonczonos$ci, otrzymamy
szereg graniczny gléwny, a ze druga strona staje si¢ wtedy

rowna:
o z( g 1,,)
n

przeto stosunek tego szeregu majgcego znaki jednakowe, be-
dzie:
Uy SRRE
RS T B
warunki za$§ zbiezno$ci dla szeregéw o znakach na przemian,
daja:

sa to stosunki szeregéw granicznych gtéwnych, dla obu ro-
dzai szeregdw takiez same, jak dla funkeyi algebraicznych.

$0. Zastosujmy to prawo do szczegdlnych postaci stosun-
ku wyrazow; i tak, gdy
Us

g = e¢f ™
Up -1
mamy:

U,

l — =j{n)

Up 41
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a gdy f (n) jest funkcya algebraiczng stopnia «, bedzie rozwi-
Jajac:

e — n% ‘ : f C(O) 3
l lvtrn—_*_:w =N (j (O) o 1 !’h el ‘
Warunki zhieznosci sq:

[ n*f(0) =0 u* f(0) =0
dla znakéw | «%f" (0) =1  dla znakow nt () =9

jednakowych: w1 (0) = 1 na przemian: u 1 (0) = 0

Poniewaz « jest stopien funkeyi f(0), przeto jakiekolwiek
jest @, f(0) nie moze by¢ zerem, gdyz @ nie bytoby stopniem
funkeyi; zatém gdy « jest wigksze od zera, wyraz pierwszy staje sig
nieskofczonym, a szeregi bedg zbiezne lub rozbiezne, wedtug te-
go jak 7(0) dodatne lub odjemne. Gdy « jest réwne zero, to jeszcze
szeregi beda zbiezne lub rozbiezne, wedlug tego jak f(0) dodatne lub
odjemne; gdy nakoniec @ jest mniejsze od zera, wszystkie warun-
ki stajp si¢ zero, i szeregi sa rozbiezne,

Dla szeregéw o znakach na przemian, gdy « > 0, szere-
gi beda dla powyzszéj przyczyny zbiezne lub rozbiezne, wedlug te -
2o jak 7 (0) jest dodatne lub odjemne; gdy «=0, bedg jeszcze zbie-
zne, gdy 7(0), dodatne; nakoniec gdy e <0, bedy rozbiezne.

A zbierajac to razem i uwazajac na znak funkeyi wyktadni-
ka, powiemy:

Szeregi tak ze znakami jednakowemi jak na przemian, ktérych
stosunck wyraza si¢ przez podstawe logarytmow, majaca za wykla-
dnik funkeyq algebraiczna; bedq 2bieine, gdy stopien funkcyi jest ré-
wny lub wigkszy od zera, a wykladnik dodatny; rozbieine, gdy wykla-
dnik odjemny; gdy za$ stopien funkeyi odjemny, szeregi sq za-
wsze rozbieine.

314. Niech bedzie szereg, ktorego stosunek wyrazow jest:

bonY + binV 4 o

T sl g

Uy +1

=l ay np' + nln}
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na mocy powyzszego prawa bedzie zbieznym, gdy v — 1 > 0, i
b ; A

,,;_0 ~ 0;to jest gdy oba spétczynnika a, i b, dodatne lub odjemne;

gdy za$ oba znakéw réznych,lub gdy v—u << 0, jest rozbieznym.

Zatém prawo zbieznodci dla funkeyi wykladniczéj, ktoréj
wykladnik jest funkecya algebraiczng utamkowa, jest prostsze
od prawa dla samych funkeyi algebraicznych lub logarytmo-
wych, i zalezy tylko od stopnia i spélczynnikéw pierwszych
wyrazéw funkeyi, a zupelnie nie zalezne od innych spélczyn-
nikow.

Godném takze uwagi, ze tego rodzaju szeregi nie maja
szeregow granicznych, lecz odrazu przechodza ze zbieznych
w rozbiezne.

32. Gdy stosunek wyrazéw ma postaé:

AR o O esNal)
o =r®
bedzie:

Uy,

l

—=9mLf(

Uy +1

oznaczajac przez e i3 stopnie funkeyi algebraicznych ¢ (n) i f(n),
i wylaczajac czynniki z n, bedzie:

¥ i e ¢ (1 ) sl/)’ln +Llf (1 ))

Uy 41 n l n s
a rozwijajac, otrzymamy:

By (0)

- B39 (0
Y rd n +w2!71" APREE
L kg el Wit i B
Unt1 i + nln & nZln thabe iy
AL . e ) R
l 2n% ln 2 n3 In

przeto warunki beda:
n*Inffp©0) =0
nln B 0 =1 it d,
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Tu trzeba rozrézni¢ dwa przypadki: albo 3 i ¢ (0) maja
znaki tez same, lub rézne.

1. Gdy A i @ (0) maja znaki tez same, to wyraZenie
pierwsze jest zawsze dodatne, igdy & > 0, staje si¢ dla n—o0
nieskonczone, a szeregi zbiezne; gdy o << 0, szeregi bedg roz-
biezne; gdy @ = 0, to ¢ (0) nie moze by¢ zerem, albowiem e
nie byloby stopniem funkeyi¢ (n); przeto jest dodatne lub odje-
mne, a zatém jakiekolwiek bedzie 3, szeregi beda zbiezne; a gdy
f = 0, to gdy ¢ (0) dodatne, szeregi zbiezne, gdy odjemne,
szeregi rozbiezne.

2. Gdy i ¢ (0) majg znaki rézne, to wyrazenia powyz-
sze sa ciaggle odjemne, i szeregi rozbiezne.

A zbierajac to razem i uwazajgc na znak funkeyi wyktadni-
ka, otrzymamy prawo:

Szeregi tak ze znakami jednakowemi, jak na przemian, kto-
rych stosunck wyrazow jest junkcyq wykladnicza, majqcq za pod-
stawe ¢ wykladnik funkcye algebraiczne; sq 2bieine, gdy stopien pod-
stawy © wykladnik sq jednakowych znakéw, a stopier wykladnika
wickszy od zera; gdy stopien wykladnika rowny zero, sa jeszcze 2bie-
ine, gdy wykladnik dodatny; w kaidym innym razie rozbieine.

53. Niech bedzie szereg, ktérego stosunek wyrazow jest:

Uy,

i‘n-f-l
tomamy 3 = 1, « = 11i ¢ (0) = ¢; przeto gdy ¢ dodatne,
szeregi sa zbiezne; gdy ¢ odjemne, szeregisa rozbiezne; gdy za$
¢ = 0,toia = 0, zatém gdy d dodatne, szeregi sa zbiezne,
gdy d odjemne, szeregi rozbiezne; a gdy d = 0, szereg roz-
biezny, gdyz stosunek staje si¢ stale jednoscig.

Podobnie szereg majacy za stosunek:

S

n

= (an+ b)(c" *a

Un41

Wy (q__n—{— l;)

gdzie # = 0,1 @ = 0, bedzie zbieznym, gdy ¢ dodatne; roz-
bieznym, gdy odjemne; a gdy ¢ = 0, bedzie zbieznym, gdy d
dodatne, rozbieznym gdy d < 0.
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4. Szereg, ktorego stosunek wyrazow jest:
W i (u—!—l)”a("ﬂ)

i‘n+l f (n)'?(")
gdzie oznaczajac stopnie funkeyi /i ¢ przez 31 «, a wyla-
czajac n i oznaczajac przez Py i ¢,, fy 1 f,; funkeye ¢ (n)
i@ (n41), f (n)if (n41) po wyrzucenin czynnika z »; i bio-
rac logarytmy, otrzymamy:

U,

445 ey 3
s rri gf'ﬂ"(fl)z"(m)%p?lj’z—“ guli |
oznaczmy daléj: .
P (n) = a, n* g ek g A SHRUE
to bedzie:
P a, +arnt+a, n?+ ...
P, =as + (@a, + a)n~! +

2

b

+ ;a(a-l)ao +2(e—1)a, 4 2a, I) ;L'—
podobnie gdy:
Ty =0y w3 byoaB-t 4L,
J>I == [J\,, +b, 1 -|—b2 i PR
Jai— DeE (Bl L0 ) Re b o
biorge logarytmy, bedzie:
¢ by 2b,0,—0b% D3{f,
iz ikbei g + 2pm Tt s
: (Bbo+0y) 2040, —by)+02—p02 D3,
l.fzzlo'*' T G iEy g i T AL S
bon 20%n 3n
a ztad wyrazenie stosunku zamieni si¢ na:
B SR sﬂlnaa‘,+a(ﬂ+albo) b o [
Up i §
+ ( )
ztgd warunki beda:
f*=ine g o W =0

ni=t @ (B4alby) = 1.
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z ktoryeh widzimy, ze dopoki e > 1, szeregi sg zbiezne, by-
leby 3 i e, byly tych samych znakéw, gdy znakow przeci-
wnych sa rozbiezne,; sa jeszcze zbiezne, gdy ¢ = 1, a nawet
gdy B = 0, byleby a, bylo dodatne, gdy za$ a, = 0, wyra-
zenie ¢ (n) przestaje by¢ stopnia @ i ma inna postaé, do kté-
réj mozna znowu stosowaé to prawo.

Wyrazenie powyzsze stosunku, odpowiada wyrazowi n mu
postaci:

& 1

T e
a zatém: szeregi kiorych wyraz ogdlny jest odwrotnoscia, z funkeyi
wykladniczéj, majacéjza podstawe iwykladnik funkeye algebraiczne,
sq 2biezne, gdy stopien podstawy i wykladnik majq tet same znaki i
gdy stopien wykladnika wickszy od jednosci; sa jeszcze zbieine,gdy ten
stopien rowny jednosci, jakikolwick jest stopien podstawy; a nawet
sbieine, gdy ten stogien jest zero, byleby wykladnik byl dodatny.

I tak, szereg, ktory za wyraz ogélny ma: (¥)

u

1
iy n4-1
n n
daje:
n+2
vnll S (g )L
tiy +1 *hi
"
to mamy ¢ = 0, 2 = 1,1 a, = 1; zatém stopief podstawy

1 wykladnika, majg tez same znaki, stopien wyktadnika réwny
zero, 1 wyktadnik dodatny, przeto szereg jest zbiezny.

d. Szeregi peryodyczne.

#3. [lunkeye trygonometryczne, elliptyczue, i t. p.,
W oglle funkcye peryodyczne, to jest zmieniajace sig stale,
W pewnych granicach, podlegaja tymze samym prawom.

(*) Patrz Catalan, ,,Traité ¢lémentaire des séries™ str. 19. Szereg
powyzszy podany jako rozbiezny.
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Jakoz oznaczmy w ogole przez ¢ f (n) funkeya peryodyczng
f, z jakiéjkolwiek funkeyi nieperyodycznéj f (n); to poniewaz
mamy:

Ty ="Fn) (,ll )
gdzie P (n) zawiera wszystkie czynniki z n, stajace sig nieskoi-
czénemi lub zero, a f (%) ma wartosci nieskonczone dla n=o
przeto bedzie:
tf(n) <t g P (n) f (37)1
tu mogy zaj$¢ trzy przypadki: albo P (n) staje sig z n nieskon-
czoném, lub zero, lub tez niknie.

Gdy P (n) ro$nie i staje si¢ nieskoriczone, funkeya # moze by¢
peryodyczng lub nie; gdy P (») ubywa stale do zera, gdy n=o,
funkcya # zmniejszajaca si¢ zrazu peryodycznie lub nie, konfczy
sig zawsze po przejsciu ostatniego peryodu nieperyodycznie
i dazy do granicy oznaczonéj wartoscia ¢ (0); nakoniec,
gdy P (n)znika, to f (71;), gdy » dazy do nieskonczonosci, dgzy do
granicy oznaczondj wartoscig stala f (0), a funkeya ¢ znowu
zrazu zmniejszajaca sie peryodycznie lub nie, bedzie w konu nie-
peryodyezna i zdazaé bedzie do granicy oznaczonéj wartoscig
1 1 (0).

W dwéch wige przypadkach, gdy P (x) staje sig zero lub znika,
funkcya peryodyczna £ koriczy si¢ nieperyodycznie i dazy do pe-
wnéj granicy; otz w tych dwdéch przypadkach, prawa zbieznosci
wyzéj podane $cidle si¢ dadzg zastosowadé, zaczawszy od wartosci,
dla ktoréj funkeya przestaje byé peryodyczna, i zdaza do pewndj
granicy.

A zatém mamy twierdzenie: szeregi kidrych stosunek wyrazéw
wyraza si¢ przez funkeye peryodyczne, z pewnych funkeyi, ktore
dla n = o dqgiq do zera lub ilosci staléj, sa sbieine lub rozbieine,
wedlug tychie samych praw, jak funkcye nieperyodyczne.

56G. 1 tak: niech bedzie szereg, ktorego wyraz ogdlny jest
postaci:
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1
U, = 5 (‘1—
LN T s
(1+ sty a) ? ( 1 + sty n_l)

stosufiek wyrazow jest:

Uy, a
e bl

gdy n = oo, stosunek ten dazy do jednosci, gdyz funkeya sty -3-

dazy do zera.
Poniewaz funkya ta jest peryodyczng od 21— = do — 21-" !

wigc peryod stanowi -, zatém mozne polozy¢:

=k T+ 0
. d 1 1
gdzie o zawarte W granicach od g™ do e

Funkeya:
Bty = = gt b 4 e
y n y n

dla n = 1 staje si¢ réwna sty », gdy » ro$nie, zamienia sig, lecz
jest pewna wartosc n, ktéra czyni stosunek% mniejszym od % 358
oznaczajac ja przez nyg, to bedzie:

o Wheey .

T S Bl 2
T T

a ze 2 o << z, prezeto ta warto$¢ bedzie:
’l! =iy k &+ 1,

zatém od n — 1,d0n, =2F& + 1, funkcya bedzie peryodyczng;
a zaczawszy od 2 k 4 1 do nieskoriczonosci, funkcya bedzie stale
ubywac i dazy¢ do zera.

Jakoz w téj granicy rozwijajac sty Z— na szereg, bedzie:

Uy a

a
b o e o ey, ST
Up 41 n n*
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dla #« = o stosunek ten'jest jednoscia, daléj gdy a > 1,
szereg majacy znaki jednakowe, bedzie zbieznym; gdy zasa < 1
bedzie rozbiezny, albowiem nastgpny wyraz odjemny; gdy sze-
reg ma znaki na przemian, bedzie zbieznym gdy a > 0, roz-
bieznym gdy ¢ < 1.

59. Pozostaje rozstrzasnal ostatni przypadek, gdy fun-
keya pod funkcya peryodyczng bedaca, rosnie z n 1 dazy do
nieskonczonosci; tu mamy znowu dwa przypadki: albo funkcya
dla réznych warto$ci » rosngeych, ma wartosci peryodyczne; lub
téz zmienia si¢ nieperyodycznie, lecz zawsze w granicach pe-
ryodu.

Gdy funkeya zmienia sig peryodycznie, to zbierajgc wyra-
zy stanowigce peryod w gruppy, i 0ZNAaczajac przez ¢, wyraz
a ty gruppy, wartosci tych grupp bedg z # dazy¢ do pewnéj war-
tosci, bedgcéj summy wartosci funkeyi w peryodzie, ktéra musi
by¢ oznaczong, i do tak utworzonego szeregu, mozna juz stosowac
prawa wyzéj podane.

58. Prawo powyZsze wymaga poznania warunkow, jakim
podlezaé winna funkeya 7 f (n), aby miata wartosci peryodyczne.
7 zatozenia funkcya f (n) nie jest peryodyczng; zalozmy, ze fun-
keya £ («) jest peryodyczng dla wartosci:

& = O, ("',26',31:’ ¥ b
tak, ze mamy:
t (kiva)=1(a).
Gdy funkeya f (n) jest algebraiczng, to aby:

t(a, 7’ +a; 0ot o ...)

5 Rtk ke 5 s :
bylo peryodyczném, musi by¢ a, = Z{ gdzie kiw sy liczby ca-

Ye, a wyrazenie powyzsze bedzie miato u wartodci réznych, al-
bowien:

ke : ke :
tf—n s a, 0 e b=l £.8;8°T &,
n o

)

z ktorych jednak kazda bedzie miata nieskoficzong ilos¢ wartosci

réznych, zmieniajac », znajdujace sie w dalszych wyrazach. Aby

wiec i te wartosci byly peryodyezne, potrzeba aby znowu:
http://rcin.org.pl
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ap = I»cli 16.:d;
Hd
Ztad wypada: ze aby funkcya peryodyczna miala wartosed
peryodyczne, wszystkie spilezynniki n w funkeyi f (n) powinny byé
wspblmierne z peryodem .
Aby funkcya miaka wszystkie wartosci réwne, potrzeba aby
ilosci stake u, 1., it. d. byly réwne jednosci, wtedy kazdy spot-

czynnik bedzie wielokrotny z peryodem, jakoz:
tken® 4 a0t .. )=t(a, n"1 +,.))
i nakoniec:
t(kezr i +a, Y=tk Cas)
i wszystkie wartosci funkeyi bgdg réwne # ( @, ), i bedg mialy
‘znaki jednakowe.

Aby funkeya miata wartoScize znakami na przemian, potrze-
ba aby w granicach peryodu, przechodzita z dodatnéj na odjem-
ng, i aby jeden ze spétezynnikéw byl rowny:
ke
2

gdy wszystkie inne wielokrotne wzgledem & albowiem wtedy
wszystkie wyrazy nikng, i pozostanie:

Ay —

/ ‘k2r (2n) + ay

{

l
|
f g g @nt1)" +a, ;:b ()
Kombinujac te warunki z soba, otrzymamy rozmaite kombi-
nacye zmian znakow i wartosci wyrazow szeregu.

5%. Nakoniec gdy funkeya pod funkcya peryodyezng be-
daca, ro$nie z n 1 dazy do nieskonfczonosei, a funkeya peryodycz-
na zmieniajgc swg warto$¢, nie ma wartodci peryodycznych, to
zawsze muszg one zawieraC sig w granicach oznaczonych pe-
ryodu.

Zatézmy wiec, ze wartoSci graniczne funkeyi, miedzy ktore-
mi moze sie zmieniaé, sa &, i &,, z ktorych &, jest granica nizsza,

1
http://rcin.org.pl



82 G 7.5 8100 11

a &, wyzszg; i Ze stosunek wyrazow szeregu wyraza sie przez
funkeya postaci:
Uy

- frovf|

to wartosci tego stosunku beda sie zmieniaé, lecz zawsze beda za-
warte miedzy:

Up +1

u 4 u
n halg g i "7<F2
Up 4+ 1 Up 41

Ztad zbierajac wyrazy po n tym, bedzie:

\ 1 1
Sn/\'”'n(l"'" +'2+"'
6% &
I
[t 9 )
S,,<n,,(1+ g o
& .
2 €y
gdy wige szereg ma znaki jednakowe, i gdy granica nizsza &, be-
dzie wigksza od jednosci, €, > 1, i szeregi beda zbiezne; gdy
& = 1, wyrazenie pierwsze w nawiasie jest nieskonczoném; dru-
gie skonczone, i szereg moze by¢ zbiezny; gdy zas$ ¢, <1, wyra-
zenie pierwsze staje si¢ nieskonczoném, i wszystko zalezy teraz
od granicy wyzszéj, Gdy & > 1. szeregi mogg by¢ zbiezne, gdyz
drugie wyrazenie w nawiasie, ma warto$¢ skonczong: gdy &, < 1,
azdo & > —1, gdy & > — 1, szeregi sg rozbiezne; lecz gdy
przy tych warto$ciach é,, & << — 1, szeregi znowu mogg byc
zbiezne; nakoniec gdy ¢, << — 11 & musi by¢ << — 1, i szeregi
sg wcigz zbiezne.
Gdy granica ¢ =: 1 lub & = — 1, rozwinmy wyrazenie po-

wyzsze na szereg co do 712—7, uwazajac P (n) za staly czynnik, be-

dzie:
Uy

!
Lt IPf(O)+I P/ Q) AR
Uy 41 n
poniewaz dla n = oo jedna z granic wartosci funkeyi # jest jedno-
$cig, wige dla téj granicy staje sig # P f (0) = 1,idla téj warto-
$ci funkeyi, mozna juz zastosowaé prawo zbieznoéci szeregéw, i be-
dzie dla szeregéw majacych znaki jednakowe:
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rPFO)=1
1"Pf(0)=2

A i ()

Zatém: gdy stosunek wyrazow szeregn wyraia sie przez fun-
keya peryodyczna, i gdy wyrazy maja z2naki jednakowe, ora: gdy
ta funkeya nie daiy z n do staléj granicy, lecz zmienia si¢ w sta-
tych granicach, szereq badzie 2bieinym, gdy granica niisza peryo-
du, bedzie wizksza od jednosci, lub granica wyisza mniejsza
od—1; a gdy te granice rowne odpowiedniéj jednosci, beda jeszcze
zbieine, gdy pierwsza z pochodnych 1éj funkeyi wzizta co do od-
wrotnosci z n, kidra nie staje siz rowna odpowiedniemu sobie ilo-
czynowi liczb porzqdkowych, jest od niego wisksza; gdy grafice
obie zawarte miedzy + 1, szeregi sq weiqi rozbieine; a w innych

praypadkach moga byé rozbieine lub zbieine.
60. Zbierajac wige przypadki tu otrzymane, bedzie:

ady &, jakiekolwiek &y . . . szeregi zbiezne
gyhranny A )

751 g*: ; i szeregi watpliwe
281 | o<l
R (fl oL ity szeregi rozbiezne
Exr=til : Rel gl ‘-
o ___1% e <<—1. . . szeregi watpliwe
HeEL—1 . . . ¢ jakiekolwiek szeregi zbiezne.

Przypadki wigc watpliwe sa, gdy ¢ > 1 a €, zawarte w gra-
nicach + 1, igdy & << — 1, a &, zawarte w tychze granicach,
gdyz w obu razach jedno z powyzszych wyrazei (a), jest nieskon-
czone, drugie skonczone. Dla tych to przypadkéw, prawo zbie-
znodci szeregéw nie daje sig zastosowaé, gdyz zmiany wartosci
wyrazéw zupelnie odbywajp sie nieprawidtowo lecz to juz sa
przypadki wyjatkowe i nieliczne. Powtdrzyé tu wypada (§ 4), ze,
gdy wyrazy szeregu daza nie do zera, lecz do pewnéj skonczonéj
granicy réznéj od zera, statéj lub peryodycznie zmienndéj, szeregi
sq, zawsze rozbiezne.

@1. Niech bedzie szereg, ktorego stosunek wyrazow jest:
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gt k dos? (n+1) o

R ¥ kwst’(n+l)o

gdy n ro$nie, stosunek ten zmienia si¢ migdzy granicami - i,

%
granica nizsza odpowiada wartosci kata (n+1) » = ; -
Gdy k<<1i>>0,szereg ten jest zbieznym; gdy zad £ >1i <0,

szereg jest rozbieznym, gdyzgranica stosunku A staje sie mniej-

sza od jedno$ci lub odjemna. Gdy & = 1, bedzie:
1 4 dos? n(l -+ }—)

‘ll il

T t 41 wst? n ( 1 o )
; S ; p ’
a biorgc pochodng tego wyrazenia co do .~ 1 czynige naprzod

(n+1) ¢ =;~ odpowiadajace granicy nizszéj, a nastgpnie n—owo
otrzymamy warto$¢ odjemng, a zatém szereg jest w téj granicy
rozbiezny.

Zatém szereg powyzszy jest zbiezny dla jakiéjkolwiek war-
tosci kata -, byleby % byto zawarte migdzy 011 (¥), w ktorych
to jednak granicach jest rozbiezny.

Lecz szereg, ktorego stosunek wyrazéw jest:

ntl,
'I
i 1 + % dos &
ey kwst“ fl

jest zbiezny w obszerniejszych granicach, jakOZ granice miedzy kto-

remi zamienia sig warto$¢ stosunku, sg tez same co wyzéj 5 1®,l

granica nizsza odpowiada wartodci 1111 e ; stak ze,gdy k<1
i k > 0 szereg jest zbiezny; lecz gdy % = 1, biorac pochodne te-
go wyrazenia co do 7, wprowadzajac wartosei dla ¢ dajace gra-

(*) Patrz: Catalan ,,/Traité ¢lémentaire des séries:** page 9.
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nicg nizszg, otrzymamy na warto$¢ téj pochodnéj 4 .2, zatém wa-
runek pierwszy daje 4 * = 1, czyli » = %A; ztad gdy & = 1, sze-

! ’ : : : 1
regi beda jeszeze zbiezne, gdy kat - jest stale wigkszy od g bro-

Rl s g 90 . :
mienia, czyli zawarty migdzy —- i 27; a rozbiezny, gdy o zawar-

te migdzy 0 i ~E:_° .

c. Szeregi urojone.

62. Wiemy ze kazde wyrazenie urojone daje sig sprowadzi¢
do summy algebraicznéj dwéch wyrazen rzeczywistych, z ktérych
Jedno ma za wspélezynnik warto$é urojona jednosci, ktora bedzie-
my oznaczaé przez i.

Zatém wyraz ogblny szeregu, majacego wyrazy urojone, daje
sig przedstawié pod postacia:

Uy = f (1) + ¢ ¢ (n) (a)
a szereg sam daje si¢ rozebra¢ na summe dwoch szeregow rze-
czywistych, z ktorych jeden ma za spotezynnik ¢ a ktérych wyrazy
ogolne sy:
v =f(m) i w, = ¢ (@)

Aby wige szereg taki maogl byé zbiezny czyli mie¢ wartosé
urojong, skoriczong, dosy¢ jest aby oba szeregi rzeczywiste byly
zbiezne,

Ztad mamy nastegpujace znane twierdzenie:

Zbieinosé szeregéw urojonych sprowadza sig do zbieinosci
szeregbw rzeczywistych.

A ze wedlug powyzszych zasad umiemy oznaczyé stosunki
zbieznodci szeregow rzeczywistych, nie udajac si¢ do moduléw
wyrazen urojonych; przeto i zbiezno$¢ szeregéw urojonych spro-
wadza si¢ do tychze samych warunkéw niezaleznie od modutéw
wyrazen urojonych.

&3. Wyraz ogolny (a) daje sig wyrazi¢ pod postaciy:

Uy =7, (dos &, + & wst o, )
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gdzie », jest modut wyrazu ogélnego i réwna sie:

e =1 f1(@®) + 9 ()
a szereg da si¢ rozebra¢ na dwa szeregi rzeczywiste majace za
wyrazy ogoélne:
T = (08 ‘0 g We = e WSt @,

Zatém aby byl zbieznym, dosy¢ jest aby te dwa szeregi by-
ty zbiezne.

Zbieznos¢ tych dwaich szeregdw sprowadzi¢ mozna do zbie-
znosci jednego szeregu. Albowiem gdy szereg moduléw 7, jest
zbieznym, widoczna jest ze i szeregi dwa powyZsze beda zbiezne
a ztad i szereg dany.

Lecz to twierdzenie nie daje sig odwrdcié i szeregi oba mo-
ga, by¢ zbiezne, chociaz szereg modutéw nie bedzie zbieznym.
Jakoz dwa szeregi powyzsze w ogéle sa peryodyczne co do zna-
kow, szereg za$ moduléw ma znaki jednakowe, a ze wyzéj do-
wiedliSmy, ze takie szeregi majg zawsze warunki zbieznoSci- zu-
pelnie inne, a mianowicie szeregi ze znakami na przemian maja
granice zbieznosci obszerniejsze; przeto szereg moduléw moze
by¢ rozbieznym, a jednak szeregi pierwsze beda zbiezne.

Niech bedzie szereg majacy za wyraz ogolny:

u, ;IL— dos n; + 7 wst
daje sie roztozy¢ na dwa szeregi majace za wyrazy ogélne:
e, 5 en
4n 4n 42
i 1

g DU R U T
Catidng 1 4ny 3
i oba sg zbiezne, wiec szereg dany jest zbieznym; gdy tymczasem,
szereg modutow ktorych wyraz ogélny jest:
1
Uy = —
jest rozbieznym.
Zatém: warunki zbieinosci otrzymane z szeregu moduléw, nie
sq wlasciwe do oznaczenia zbieinosci szeregéw urojonych.
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Whiosek. Ztad wypada, ze tylko wtedy zbiezno$¢ szeregu
modulow moze odpowiadaé zbieznosci szeregéw urojonych, kiedy
one majq wyrazy z jednakowemi znakami.

G4. Gdy warunki zbiezno$ci szeregu modutéw nie sg wla-
$ci we do oznaczenia zbiezno$ci szeregéw urojonych; tém bardziej
przeto nie mozna ich stosowaé do szeregéw rzeczywistych. Ca-
la wiec teorya sprowadzajaca poznanie zbieznosci jakichkolwiek
szeregow do zbieznosci szeregu modutéw, nie moze dawaé pra-
wdziwych i wtaSciwych warunkéw i musi prowadzi¢ do wypad-
kow blednych, jak to nizéj zobaczymy na przyktadach.

A ze w § 62 dowiedli¢my, ze zbiezno$¢ szeregéw urojonych
zalezna jest od zbieznoSci szeregéw rzeczywistych; przeto mamy
twierdzenie:

Zbieinodé szeregow tak wrojonych, jak yzeczywistych, poznaje
si¢ tylko z warunkéw sluzacych dla szeregéw rzeczywistych.

Tym sposobem cata teorya zbieznoSci szeregéw sprowadzo-
ng zostala na wlasciwg droge, a nie wiklajac sig w iloSciach urojo-
nych, czyni je wlasnie, zgodnie z poczatkowemi zasadami algebry
zaleznemi od iloSci rzeczywistych (¥).

(*) Pordéwnaj: Schlomilch. ,Compendium der hoheren analysis
Braunschweig 1862 edit 2, T. 1, kar. 183, § 40 o szeregach peryodycznych.

Catalan: ,,Traité élémentarie des séries.'* Paris 1860, page 30.
O szeregach urojonych i peryodycznych razem, § 44 do 52,1 t. p.
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ROZDZIAL PIATY.

ZASTOSOWANIE PRAWA ZBIEZNOSCI DO ILOCZYNOW
NIESKONCZONEJ LICZBY CZYNNIKOW.

65. Jako zastosowanie prawa zbieznos$ci, podamy jeszcze
prawo dla iloczynu nieskoriczonéj liczby czynnikéw.

Jakoz niech bedzie iloczyn czynnikéw zaczynajac od wyrazu
n go:

oy Up 41 Up 42 « .« (&)

Zawsze mozna przyjaé, ze czynniki sg dodatne; albowiem gdy
bytyby odjemne, iloczyn ich bytby co do wartosci ten sam, lecz byl-
by dodatny lub odjemny, wedtug jak ich liczba bylaby parzysta lub
nieparzysta.

Biorac logarytmy otrzymamy:

AR T S L T L (b)
gdzie mamy miedzy P, i /P, taka zaleznosé, gdy:
o S
Jger—il IPs=0
=0 [Py = — o,

Zatém: iloczyn nieskoriczonéj liczby czynnikow bedzie roz-
bieznym, gdy logarytm jego jest dodatnie nieskonczonym, w ka-
zdym innym razie jest zbieznym, a gdy logarytm jego staje sie
réowny — o jego warto$¢ jest jeszcze skonczong i rowna zero.

Ze za$ logarytmy czynnikéw iloczynu (a) sa zawsze dodatne;
przeto iloczyn czynnikow bedzie w tychze samych warunkach

http://rcin.org.pl



R O Z'D AT V. 89

zbieznym co i szereg logarytmow z jego wyrazow ztozony o zna-
kach jednakowych, i prawa zbiezno$ci szeregdw wyzéj podane,
Scisle tu zastosowacé si¢ daja, a ztad warunki beda:

(©

n‘...n —T 1] u=—1 =1
l (lllz,,_*_l ) ;ao

Pierwszy wychodzi na:

(“) g
Unt1]

a zatém iloczyny sg zbiezne, gdy stosnnek » tych czynnikéw jest
wiekszy od jednosci. '
Rozwijajac wyrazenie (c) bgdzie:

lu, i | 1
repl o= 1 B Rk b

a,
ne
i mozna powiedziéé, ze iloczyny nieskornczonéj licaby czynnikow be-
dq zbieine; gdy, rozwijajac stosunek logarytmoéw n tych czynnikiw
wedlug odwrotnosei 2 n, pierwszy spolezynnik rozwinigcia, ktéry
nie staje sig jednoscia, jest wickszy od jednosct.

6. Jako przyktad wezmy wyraZenie:

T 22 42 2l_2
8 (%) (0) (zu+1)

n ty czynnik:
( 2n )-" it
Uy = =t = o n TR
= 2n41 2.3

a ztad stosunek ich logarytmow:
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—

i vl

lu,

blido 5 17_

20 s St

o O o

jest funkeya algebraiczng; i podiug § 37, poniewaz pierwsze wy-
razy sg sobie réwne, wigc nastgpny spélezynnik licznika zmniej-
szony pierwszym, powinien by¢ wigkszym od drugiego spélezyn-
nika mianownika, to jest:

1 5 1 5
e e b

a zatém warunek dopelniony; iloczyn ten czynnikow jest zbiezny,
i jest prawdziwém wyrazeniem polowy stosunku okrggu kola do
srednicy.
@%. Gdy iloczyn czyonikéw ma postaé nastepna:
Pn = (o + o) (g +9) ... (s + v, ) (a)
gdzie ug u, . . . oty . .. 83 funkcyami z =, to zawsze mozna te-
mu wyrazeniu, dzielac przez iloSci wigksze, nadaé postac:

Py iesiong uiag ...u,.(l—{—l;o)(l—{—z»'--)... (1_*_}*,,) (b)
1

o Uy
a biorac logarytmy wypada:
{ P ilimgiebs ebiany ooy it g
3 & (1+-"")+...+l(1 +r")
Uy Un
a zatém, aby powyzszy iloczyn byt zbieznym, potrzeba i dostate-
czna, aby byt zbieznym kazdy z dwéch iloczynéw z osobna; jeden
zaczynajacy sie od w,, drugi zaczynajacy sie od (1 -+ ;0) Za-
0 .

tém: poszukiwanie zbieinosci jakieckolwiek tloczynu mozna zaws:e
sprowadzi¢ do poszukiwania zbieinosci dwich iloczynéw: jednego,
ktérego kaidy czynnik sklada sie z jednego wyrazu, i drugiego,
ktorego kazdy czynnik jest dwumianem majqcym za pierwszy wy-
raz jednosé, aza drugi funkcya dajacq si¢ rozwinaé wedlug od-
wrotnosci z n.
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8. Wedlug § 65 umiemy oznaczyé zbiezuosé iloczynu
czynnikow zlozonych z jednego wyrazu, pozostaje poda¢ prawo
zbieznoSci dla iloczynu czynnikéw dwumianowych postaci:

Per=(1 o). . (1 +05) (c)
gdzie v, daje sig rozwingé na szereg:

a, a,

i A R AN i
a ztad:
2a,+a
o1 = Q + + St = ";Ldi -

Zatém biorge stosunek logarytmow » tych czynnikow otrzy-
mamy:

: Vali (12_
R Z(H B +“+ 0
(4o 41) l(1+ao+ (:" * qz;a: s
[ 2

druga strona daje sig tak wyrazic:
i i fa i
(1 4+ v.) gyl Ko m 1+ao)n+(l+ao)nﬂ s
l4vw+1) LR )
(1+(10)n (1 +a )n2 5
Zaczynajac od wyrazu dostatecznie wielkiego, drugie wyra-
zy moga by¢ rozwinigte na szereg i otrzymamy jeszcze:

I(1 4 ag) +1 3 oot

IQ+ v _ (1+“°)+(14?F)E e

[(14va 1) b (d)
(1+a0)+ (1+a )n + Nall
A stosujac do tego prawo Gaussa, rozciggniete do wszy-
stkich spétezynnikéw rozwinigcia § 37; poniewaz pierwsze wyrazy
drugi¢j strony sa réwne, a nastepne daja:

1:*_*0* — (1 + a)= =

przeto:
o Z(l + ao) = O
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jest granicg zbiezno$ci i potrzeba aby logarytm odjemny byt
wigkszy od zera, zatém 1 - a, musi by¢ ulomkiem, to jest:

14+e0<<1 ap << 0

czyli:

14+ a,>0 |
zatém iloczyn powyzszéj postaci bedzie zbieznym, gdy wyrazy
v, dgzg dla n = oo do granicy zawartéj migdzy 0 i — 1; to jest
gdy w granicy staja si¢ odjemnym utomkiem a dwumiany daza
rowniez do granicy mniejszéj od jednoSci, a wiekszéj od zera.

Daléj, gdy granica ta jest — 1 szeregi w téj granicy staja

si¢ zbiezne, albowiem jest — 1 (0) =4 o = 0; W drugicj
granicy, gdy v, staje si¢ zero, powyzszy warunek bedzie dopel-
niony i szeregi moga by¢ zbiezne; jakoz aby znaleié dalsze wa-
runki, wprowadzmy w (d) a, = 0 a otrzymamy po uproszczeniu:

(1 +v _
i B
- 2ay—a? 3ay—3aa,+a?
AGOE T % AR ,
v 20— R—a] By e B0 —Bam+Bateay (0
2n 3 n?

ktore rozwijajac wedfug odwrotnosci z n, pierwszy spolezynnik
ktéry nie jest jednoScig, powinien by¢ wigkszy od jednoSci, aby
szereg byt zbiezny. Albo stosujac prawo Gaussa (§ 37); otrzy-
mamy uwazajac, ze pierwsze wyrazy sa tez same, drugie takze
sprawdzaja warunek, drugi albowiem :
2a,—a} 2a,—2a,—a?
nastepne spotezynniki daja dopiero po uproszezeniu:
2a; = a?% + 2q,
12a; = 6a, (20, + 3) — a, (4a%+ 9a; + 6) ()
Zatém a, moze byé jakiekolwiek, ale potrzeba aby a, a na-
stepnie a; dopelnialy warunkow (7).
Gdy a, = 0 musi by¢
Ay =
20y =—"0ay - 1:t.p-
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zatém musi byé a, > 0 a gdy a, = 0 musi by¢a; > 01it. p.
Gdy wiec @, = 0, warunki bardzo prosto wyrazajg sig, to
jest, aby iloczyn byt zbiezny, pierwszy spétcezynnik rozwinigcia dru-
giego wyrazu dwumianu, ktéry nie staje sig¢ zero, powinien by¢ ro-
zny od zera.
Podobnie znajdziemy, gdy drugie wyrazy dwumianéw sa
odjemne, nastepne warunki:

2ay = a, (2 — a))
12a; = Ga, (3—2a,) —a, (6—9 a, + 4a?)
a gdy @, = 0 warunki sa:

2ay=3a, it p.
tak jak wyzdj.

Zbierajac to razem, mamy prawo ogélne:

1. lloczyny zlozone z dwumiandw, ktérych pierwsze wyrazy
sq jednodciq, a drugie jakiekolwick bedq zbieine, gdy drugie wy-
razy dwumiandw, zbiegajq si¢ do granicy zawartéj miedzy 0 ¢ - 1
czyli maja za granice wlomek odjemny; a nawet sq zbieine za-
wsze w granicy — 1.

2. Gdy za$ wyrazy drugic dwumiandw, zbiegaja siz do gra-
nicy zero, iloczyny beda zbieine, gdy pierwszy z spdlezynnikow voz-
winigeia stosunku logarytméw dwich czynnikow na szereg wedluy
odwrotnosct z n, ktory nie staje sig jednosciq , jest wigkszy od je-
dnosct.

Takie jest ogdlne prawo dla tego rodzaju iloczynéw nieskon-
czongj liczby czynnikéw.

69. Obecnie znane prawo wyraza sie, ze dosy¢ aby drugic
wyrazy tych czynnikow:
Coy Vyy Vg o v o
skladaly szereg zbiezny (*).
A zatém wyrazenia:

(*) Bertrand: ,,Traité de calcul différentiel* pag. 409 i nastepne.
Briot et Bouquet: ,,Théorie des fonctions doublement périodiques* Paris.
1859, pag. 185 i nastepne.
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L e
vy okt Mm@
vatr Ul+vng1)

o b B %‘”:1-1‘*' .

powinny by¢ identycznie tez same, aby dawaly tez same warun-
ki, co widocznie by¢ nie moze.
Jakoz rozwijajac te wyrazenia otrzymamy:

W a,+a,n—‘+a,n2+...
Uttt @+ (@a—a)n v (ay—2a, + an—2 +
L149,)
LA+ vnp)

e 14 (2a2—a‘)n‘2+ ;4( —3a,0y + a3 )% &

a, + (2a2—2a,-—a2)u—‘+ (3a3_6a,2+3a,_3a,a2+3a‘+a3)n

do ktorych stosujac prawo Gaussa, dwa warunki pierwsze sa
identyczne dla obu iloczynéw, a trzeci warunek daje:
dla pierwszego & =a
dla drugiego 2a,=a%+2aq

Zatém widzimy tu, Ze dopiero w trzecim warunku si¢ ro-
znig; ‘pierwszy warunek jest obszerniejszy jak drugi, tak ze ilo-
czyny, dla ktorych
+ 2a,
.
sa rozbiezne rzeczywiscie; chociaz dzisiejsza teorya uwaza je ja-
ko zbiezne:

a>a;, @ <-

?0®. W wyrazeniach wstawy i dostawy przez iloczyn czyn-
nikow:

x? x2 2%
wst .1?‘—-1‘( 1— *j{2) ( 1— 17?2) oo o (1 —_— 7227'[2)
4 422 422
“"5'”“(1—?)(1 T Hn—) (1“ '(sz)

kazdy z czynnikow sklada sig z dwoch wyrazow, pierwszy jest
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jednodcia, drugi odjemny, i daje si¢ rozwing¢ wedtug odwrotno-
§ci z n, jakoz dla pierwszego jest:
e e ¥
R

A \ 22 Mt s
zatem igg =0 g — 01 a3 — goe przeto rozwiniecie to zbiezne

dla wszystkich wartodei, dla ktorych jest:
‘TZ
w0

to jest: zbiezne dla wszystkich wartoSci rzeczywistych, a rozbie-
zne dla wartoSci urojonych .
Drugie wyrazenie daje:
473 1
G "7

wdifd 1 3
4 S 7[2(7!2 7 IL:; + 471‘{
a zatém takze zawsze zbiezne dla wszystkich wartosei rzeczywi-
stych, a rozbiezne dla wartosci urojonych .
Nie mozna wigc wyrazen powyzszych stosowaé do wartodei
@ urojonych, gdyz one staja si¢ rozbiezne i nic nie wyrazaja,
a w podobny sposob stosowane, mogy prowadzi¢ do wypadkéw
btednych (*).

Un

czyli:

(*) Patrz: Bertrand. ,,Traité de calcul di. érentiel* pag. 416 i 41s;
gdzie w kofcu § 404 powiedziano, ze te wyrazenia stuza dla wszystkich war-
tosci rzeczywistych i urojonych x; a w § 408 z tych wyrazen wyprowadzone
inne, po wprowadzeniu w nie wartosci urojonéj dla .
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ROZDZIAL. SZOSTY.

OZNACZENIE LICZBY WYRAZOW, JAKA TRZEBA
OBLICZYC NA DANE PRZYBLIZENIE. — RESZTY
SZEREGOW.

91. Gdy znamy prawo, wedtug ktorego w kazdym przy-
padku pozna¢ mozemy czy szereg jest zbiezny, pozostaje podal
przyblizong jego warto$é, obliczajac pewng liczbg wyrazéw; co
otrzymamy, wykonywajac wskazane dzialania.

Dla skrécenia rachunkéw zwykle mozolnych, wazném jest,
naprzéd oznaczenie liczby wyrazéw, jakg potrzeba obliczy¢ na
dane przyblizenie; a nastgpnie w ilu eyfrach dziesigtnych potrze-
ba obliczyé kazdy wyraz, aby summa ich wydala dane przyblize-
nie. Zadanie wigc powyzsze rozpada si¢ na dwa.

1. Oznaczy¢ z danego przyblizenia liczbg wyrazow szeregu,
odpowiednia temu przyblizeniu, lub odwrotnie; 1

2. Oznaczy¢ ilo$é cyfr dziesigtnych, do jakiéj kazdy wyraz
powinien by¢ obliczonym, aby summa ich wydata dane przybli-
zenie.

Oba te zadania bedziemy sig¢ starali lozmzyac ogolnie opie-
rajac si¢ na teoryi zbiezno$ci szeregow.

9. Jezeli mamy obliczony szereg w liczbach dzieisg-
tnych, pewna liczba tych cyfr dziesigtnych wzieta od poczat-
ku, stanowi jego przyblizong warto$é; przyjetém jest, ze gdy
po cyfrze ostatniéj, ktérg zostawiamy, nastepna jest réwna
lub wigksza od 5, dodaje si¢ jedno$¢ do ostatniéj; przeto
biorac z obliczonéj wartosci szeregu « cyfr tak poprawionych
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méwi sig, Ze to jest przyblizona warto$¢ w u cyfrach, a te w cyfr
nazywaja si¢ dobremd.

Ztad juz wypada, ze obliczajac kazdg warto$é, aby miéé
w cyfr dobrych, potrzeba obliczyé u + 1 cyfr, dla wprowadzenia
potrzebnéj poprawki.

Oznaczajac wige zupelnie Scisty wartosé szeregu lub funkeyi
przez 8, wartoS¢ w u + 1 cyfrach dziesigtnych przez Sy 4 4,
a resztg cyfr przez Ay 4 4, bedzie:

S=8p+1+4+ Ap 41 (@)

Poniewaz Sy 1 1 mau + 1cyfrdziesigtnych, wiec Ap 4  musi
mié¢ przed pierwszg cyfrg w 4 1 zer; jakakolwiek jest ta cyfra,
byle mniejsza od 10.

Aze wyrazenie 10—+ obejmuje & zer przed jedno$cig, czy-
li ma @41 zer, a pierwsza cyfra jest 10; wypada ztad, ze:

Ap 41 << 10-04D
ztad bedzie jeszcze:

S < Bp 414 10~ (b)

Z drugié¢j strony, biorgc n wyrazéw szeregu danego i nazy-
wajac summe ich przez X w, , a reszte szeregu po ntym przez
R, ; bedzie:

S=3u, + Ra (c)
na mocy wigc powyzszego, gdy wyraz X u, bedzie $cisle obliczo-
ny, aby mié¢ przyblizong warto$¢ w w cyfrach dobrych, dostate-
czna i konieczna, aby reszta R, miata w zer przed pierwszg cy-
fra, ktora powinna by¢ jedno$cig, czyli powinno by¢:

Rn < 10—(}L+l) (d)

Wyrazenie to zawiera zwigzek szukany migdzy przyblize-
niem ¢ i liczba wyrazéw n szeregu, odpowiednig temu przyblize-
nin. Poniewaz zawsze wyrazenie (d) musi by¢ rozwigzane w licz-
bach catych, zatém mozna go zamieni¢ na rownanie i bedzie:

R, = 10-¢+D
biorgc logarytmy dziesigtnego systemu, ktére oznaczymy przez
L, otrzymaimy:
u=—(LRs +1) 1)
to jest: w obliczonéj wartosci szeregu o znakach jednakowych z n
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wyrazow, liczba cyfr dobrych jest réwnqg bezwzgl:dnéj wartosei lo-
garylmu reszty szerequ zwigkszoné) jednosciq.

To réwnanie rozwigzuje nam zadanie pierwsze lub odwrotne,
dla szeregéw o znakach jednakowych. ;

93. Pierwszy wyraz drugiéj strony wyrazenia (c) zawiera
summe n wyrazow, poniewaz mozemy kazdy wyraz obliczad
w bardzo wielkiéj liczbie wyrazow; aby wigc nie odbywac dzia-
fan niepotrzebnych, potrzeba oznacyé liczbe cyfr, do jakiéj do-
stateczna bedzie posuwaé dzialanie odpowiednie danemu przybli-
zeniu.

W tym celu kazdy wyraz u obliczmy znowu w m cyfrach dzie-
sigtnych i resztg cyfr oznaczmy przez B, bedzie znowu jak wy-
z8j:

u =, + B,
i takze na mocy powyzszego:
Brss 10w
a ztad:
%55 Uy of 1052
a obliczajac tak wszystkie wyrazy i dodajac bedzie:
2 Uy <Eun,m +n 10-m
a ztad wyrazenie (c¢) zamieni si¢ na:
S<Iuym + 210" 4 10-@+1)
aby to wyrazenie bylo zgodne z (0) potrzeba, aby = 10~ bylo
mnuiejsze, a przynajmniéj réwne 10—¢+, odyz w wartosci pozostaje
jeszcze 1 + 1 cyfr dobrych, a zatém otrzymamy rownanie:
n 10" = 10—®+h)

czyli:
Bt (0t s
albo biorac logarytmy zwyczajne, bedzie:
m—u =Ln-41 ©)

Roéwnania te rozwigzujg zupelnie drugie zadanie dla szere-
g6w o znakach jeduakowych, sg niezalezne od postaci szeregu,
i od reszty szeregu, i zawieraja nastgpujace ogdlne twierdze-
nie:

W szerequ o 2nakach jednakowych, przewyika cyfr w jakich
trzeba obliczaé kaidy wyraz nad dane prayblizenie, jest niezaleina
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od postaci szerequ i jego vesaty,i zawsze jest réwna logarytmowt
dziesigtnemu z liczby wyrazéw, powickszonemu jednosciq.

94. Dla rozwigzania zadan powyzszych mamy wigc dwa
réwnania:
u=—LR, —1

m=Ww-+Ln-41 3)
Pierwsze daje ilo$¢ wyrazéw =, gdy mamy dane przybli-
zenie w wyrazone w funkeyi reszty szerezu po n wyrazach. Dru-
gie daje znowu liczbg cyfr, w jakich oblicza¢ powinnismy ka-
zdy wyraz, wyrazong przez dane przyblizenie i logarytm z licz-
by wyrazow; a zatém gdy na dane przyblizenie u potrzeba obli-
cza¢ 10, 100,... wyrazow, to kazdy wyraz potrzeba nad dane
przyblizenie oblicza¢ w 2, 3, ... cyfrach wigcéj, co jak widzimy
jest bardzo malo.
Rugujac w z tych réwnan, otrzymamy:

i
= L (Rn—) @)
to jest zwigzek migdzy liczba wyrazow i liczby cyfr kazdego wy-
razu, w jakich odpowiednio do liczby wyrazéw, powinni$my obliczac
kazdy wyraz bez wzgledu na przyblizenie, aby nie posuwaé dzia-
Yan bezpozytecznie.

W ogdle rozwigzanie zadai sprowadza sig ostatecznie do
oznaczenia dla kazdego szeregu reszty po n wyrazach,igdy mamy
dang liczbg wyrazow, przyblizenie jakie one wyrazajg i liczba cyfr
w jakich potrzeba obliczaé kazdy wyraz, zaleza od réwnania pier-
wszego stopnia i daja si¢ latwo oznaczyé; lecz z danego przyblizenia,
oznaczenie liczby wyrazow, prowadzi do rozwigzania réwnai
wyzszych stopni, gdyz » wchodzi w postacie reszty szeregu.

Tez same prawa shuzg i dla szeregéw zc znakami na prze-
mian, jakoz szereg o wyrazach ze znakami na przemian, uwazaé
mozna jako szereg ze znakami jednakowemi, zbierajac kazde
dwa wyrazy wjeden, w ktorym n wyrazéw zawiera¢ bedzie 2n
szeregu pierwszego, a wige stosujac réwnania powyzsze do dru-
giego szeregu, otrzymamy liczbg wyrazéw, ktorg potrzeba po-
dwoic.
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95. Pozostaje oznaczy¢ wyrazenie reszty szeregu w funk-
cyi n.

Jakoz w rozdziale I dowiedliSmy, ze zbiezno$¢ szeregdw za-
lezy $ciSle od stosunku wyrazow, i szeregi zbiezne sg czterech
postaci:

1. Gdy stosunk rosnie i dazy zn do granicy wigkszéj od
jednosci:

2. Gdy stosunek jest staty i wigkszy od jednoSci,

3. Gdy stosunek ubywa i dazy z n do granicy wigkszéj od
jednoéei.

4. Gdy stosunek ubywaidazy zn do granicy réwndj je-
dnosci.

W tymze rozdziale w § 8 dowiedlismy, ze gdy szereg jest
zbiezny, reszta, zaczynajac od » wyrazu, zawarta jest dla szeregéw
pierwszego rodzaju migdzy:

u > Uy
R < —— i R —
n | n = e
gdzie « i &, sa wartoSci, pierwsza stosunka n wyrazow
uw . 2
o = {fn_’ druga jest wartoSciag tego stosunku dla » - w0;
n 4 1
a podstawiajac za ¢ i & wartoSei, otrzymamy:
u u
R<u—"-——, Rz - % e
A S | £ —1
un+l Uy +1 5

Poniewaz ta reszta wyraza si¢ tu przez wyraz = ty, lub sto-
sunek tych wyrazéw, ktoére sg zawsze znane; przeto granice resz-
ty sa zupelnie znane, i mamy nowe wyrazenie na tgz resztg.

Poniewaz wedtug réwnania (d¢) powinno by¢:

R 107442
zatém gdy granica wyzsza bgdzie mniejsza od 10-®+D to i grani-
ca nizsza bedzie téz mniejsza od téj iloSci, i R, musi by¢ takze
mniejsze, a zatém dla rozwigzania naszych zadan trzeba polozyc:

u
Ry e

Uy,

o, Ma s |
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mozna jeszeze opusci¢ jedno$¢ w mianowniku, co tém bardziéj
zados¢ uczyni réwnaniu (d) i bedzie ostatecznie:
R, = u, +1 (a)
Dla szeregéw drugiego rodzaju, gdy stosunek wyrazow jest
staly i rowny e, mamy wedtug § 8 Scisle:

R, —

Un 41
a opuszczajac dla téj saméj przyczyny jedno$¢ w mianowniku,
bedzie:
R, = u, +1
Dlaszeregow trzeciego rodzaju, dla ktorych stosunek wyrazow
ubywa do granicy wigkszéj od jednosci mamy (§ 8), podobnie:

Rn > ‘zl'n‘“ l Rn < :f:’

a—1 1
i dla tegoz celu biorge dla R, granicg wyzszg potozymy:
Us
Ru i ’é__‘l
czyli:
Ry X u,
€

Dla szeregu nakonicec czwartego rodzaju, gdy stosunek staje
si¢ rowny jedno$ci, mamy (§ 14):

R, i et i B e
al*—l 51—-1
gdzie a; =n (u . B ), a & jest warto$é tego stosunku dla
n 41

n=ow; Wwtym przypadku biorgc dla R, granicg nizszg, mo-
zna polozy¢:
nu
B s i
€
A gdy &, réwne jednoSci, trzeba wzigé wartoSci nastgpne, tak
ze ogolnie potozymy:
u u
R =—ic a8

l.l"
A zbierajac to razem, bedzie:
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1. Dla szeregéw, ktérych stosunck rosnie lub jest staly:
Ri = us 41 )
2. Dla szeregow ktorych stosunek ubywa, bedzie w ogole:
g n® u, ( 6)
80
gdzie &, jest warto$¢, pierwszego ze spdtczynnikow rozwinigeia
stosunku, wigkszego od jednosci, oznaczonego przez v.
Takie sa wyrazenia reszt, ktore potrzeba podstawi¢ w wyra-
zenie (3) dla rozwigzania zadan powyzszych.
Podstawjajac te wartoSci w réwnanie (3) otrzymamy:
1. Dla szeregéw o znakach jednakowych, ktérych stosunck
ro$nie lub jest staty: i
U+ 1= —Luy4
m—u=~Ln+1 @
2. Dla szeregéw o znakach jednakowych ktdérych stosunck
ubywa, bedzie:

m—u=Ln41 (8)
Dla szeregéw o znakach na przemian zbierzemy po dwa wy-
razy, oznaczymy liczbg wyrazéw za pomocg rownan (7) lub (8)
i te liczbe podwoimy.
$6. Jako przyklad weimy szereg [)Oit‘lci
1, 1
14+ ot ot @
bedacy postgpem ilorazowym; poniewaz stosunck jego jest staly,
przeto réwnania (7) dadzg:
#w+1l=@m4+1La
m— = Ln+41
a ztad fatwo otrzymamy w przyblizeniu:

m=—u+Lu—LLa+1
to znaczy: e, w postzpach ilorazowych liczba wyrazow, jaka trze-
ba braé na dane prayblizenie, jest rowna  stosunkowi danego przy-
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blizenia, powickszonego jednosciq, do logarytmu dziesigtnego sto-
sunkw postepu, zmniejszonemu jednosciq; liczba za$ cyfr, do ja-
kich trzebaby obliczac kaidy wyraz, jest vowna summie praybli-
genia danego i jego logarytmu dziesigtnego, zmniejszonéj logaryt-
mem podwijnym ze stosunku postepu i powickszonéj jednosciq.

I tak, gdy a = 10 bedzie:

n=u, m=u-+lu+1

jalk by¢ powinno; albowiem kazdy wyraz postepu takiego daje
nowy cyfre dziesigtng, a wige trzeba @ wyrazow, aby miéé u cyfr
przyblizenia.

2. Szereg wyrazajacy podstawe logarytméw naturalnych:

e:l—f—;—[—;!—{—-;!—I—... b)

ma wyraz ogélny:

i Ll

=

stosunek wyrazow:
Uy

=N
Up 41

przeto stosunek ro$nie do nieskonczono$ci; z reszty szereg jest
zbiezny, i zastosujemy warunki (7) ktére beda:
ft+1=L{xn + 1)
m— u=Ln 41
a ze wedlug wzoru przyblizonego Stirlinga:

nl= )/ omn (’ei)

gdzie e podstawa logarytméw; przeto podstawiajgc i obliczajac,
otrzymamy:
il 6 18 32 64 157
i 40 20 30 50 100
m =3 8 21 35 67 160
Ztad widzimy: ze zrazu wiecéj trzeba braé wyrazow jak
cyfr w daném przyblizeniu, az do 27 eyfr, a daléj przeciwnie,
mniéj wyrazow i w coraz mniejszym stosunku,
9%. WeZmy jeszeze szereg wyrazajacy m:
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1 i 1
n_1—3—+f5«—»74-+ KR (c)

a zbierajac po dwa wyrazy, otrzymamy:

1

1 o4
gt

a wyraz a ty bedzie:

+a53 + -

% AT

1
(4n+3)(4n+1)

Uy =
stosunek wyrazow:

=4 4 +
U,,+. 1
plzeto szereg jest zbiezny i ubywajqcy, 1& =2, a stosujac wzor
(8), i czynige v = 1, bedzie:

n

i :’Lg 9(dn+-3)(dn+1) &

czyli:

2 (4n+3) (4n+1) = n 100+
réwnanie drugiego stopnia, tatwe do rozwigzania, a opuszczajac
jedno$é, otrzymamy:

§ feL 109 — 34
Al
i tak, aby mié¢ przyblizenie w cyfrach dobrych 3 — 5
potrzeba obliczy¢ wyrazéw . . . . . 312 — 31246
a dla szeregu pierwszego . . . . . . 624 — 62490

Poncelet w ,,Mémoire sur Papplication de la méthode de mo-
yennes“ (dziennik Crellego T. 13) podal, ze dla 5 cyfr dobrych,
trzeba obliczy¢ okoto 50,000 wyrazow; widzimy wige, Ze o 12,500
wiecd).

¢8. Imny szereg bardzo zbiezny, podany przez Machi-
na, wedlug ktorego obliczaja zwykle stosunek okregu kola do
$rednicy, jest:

1 To folif 1 X060 1 fails XS IO B 3 M

B 5‘—‘3“(—5*) & 3‘(?) % § ~2397 3 (239) b
aby oznaczy¢ liczbg wyrazow na dane przybliZenie tego szeregu;
uwazamy w ogdle szereg:

;| doof (A8 3% i B L
B E"(?) i 5(1) o
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ktory ma za wyraz ogdlny, zbierajac po dwa wyrazy:
(4n+3)a*—(4n+1)

Up — (4n+1)(471+3)a4”+3
a stosunek wyrazow jest:

; ()

Uy o
gt at(1+..)

Zatém wszystkie powyzsze szeregi sg zbiezne i ubywajace do
statéj granicy a* wigkszéj od jednosci, zatém &, = a! i zastosuje-
my réwnanie (8), czynigc v = 0; jakoz bedzie:
| (4n+1)(4n43)att"
| (“@n+3)a*—4n+1) ’

a gdy a jest dosy¢ wielkie, mozna opusci¢ 4 » + 1 w mianowniku,
i bedzie:

u + 1= L {(4n+1)a*"+|
albo jeszcze proscidj;
= (4n+45) La
czyli:

i T ®

Zatém: aby z szeregu powyzszego obliczy ¢ @ w przybliZeniu
20 cyfr (*), potrzeba wzigé 14 wyrazéw szeregu pierwszego,
i 4 wyrazy szeregu drugiego, a kazdy wyraz pierwszego szeregu
potrzeba obliczy¢ w 22 cyfrach, a drugiego szeregu w 21 cyfrach.

Babinet w ,,Calculs pratiques* podaje ten rachunek, lecz nie
podaje naprzéd ilosci wyrazow potrzebnych, i jak widzimy, niepo-
trzebnie posuwa obliczanie wyrazow w drugim szeregu do 22
cyfr, kiedy jest dostateczna tylko miéé 21 cyfr.

Lagny obliczyt @ w 128 cyfrach, a Richter az w 333, do
obliczenia tego ostatniego przyblizenia potrzeba obliczyé okolo
236 wyrazow pierwszego szeregu, a 68 drugiego.

99. Mobwimy, ze szereg jest mato zbiezny lub bardzo zbie-
zny; podobne wyrazenia nieokreslone, w matematyce nie majg

(*) Patrz. Babinet. ,,Calculs pratiques appliqués aux sciences
d’'observation‘ Paris 1857, str. 117,
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zadnego znaczenia, aby poznaé czy szereg jest bardzo lub mato
zbieznym, potrzeba go poréwnaé z innym szeregicm.

0t6z do tego pordwnania moze stuzy¢ wyzéj podany postep
ilorazowy (§ 76), majacy za stosunek 10, albowiem dla tego tyl-
ko szeregu liczba wyrazéw jest zawsze réwna liczbie cyfr danego
przyblizenia i mozemy go nazwaé szeregiem normalnym.

Wigksza lub mniejsza zbiezno$¢ szeregu, wyrazi sig¢ wtedy
przez stosunek liczby cyfr "przyblizenia, do liczby wyrazow, po-
trzebnych do obliczenia na dane przyblizenie; i tak, oznaczajgc
zbiezno$é szeregu przez ), bedzie:

u
e
zatém zbieinosé szerequ jest to wartosé stosunku ilosci cyfr przy-
blizenia, do ilosci wyrazéw, ktore daja tof przyblizenie.

Postgp ilorazowy o stosunku 10 bedzie miat zbiezno$¢ ro-
wng jednoSci; wszystkie szeregi, ktoryeh zbiezno$¢ wigksza od
jednosci sa bardo zbiezne, ktérych zbiezno$¢ mnuiejsza od jedno-
Sci sg malo zbiezne.

80. Szereg (b) (§ 76), dajacy wartos¢ dla e, ma zbieznosc:

_Li(n+D!}—1
N n
7 samego wyrazenia tego widzimy, ze szereg ten z poczatku jest
malto zbieznym, a jego zbiezno$¢ bedzie réwna jednosci, gdy
n bedzie rowne okolto 27, a dla wartosci n wigkszych nad 27,
szereg ten jest bardzo zbieznym.

Podobnie szereg (c) (§ 77), daje na wyraZenie zbieZnoSci,

upraszczajac wyrazenie (d) i dzielge przez 2 n:
L(4n+3)
S SR
wyrazenie zawsze bedace utomkiem, przeto szereg mato bardzo
zbiezny.

Nakoniec szereg (e) (§ 78), sktada sig z dwich szeregéw:
pierwszego zbiezno$é otrzymamy, pamietajac, ze liczbe wyrazow
potrzeba podwoié, z wyrazenia (¢) dzielac przez 2n:

5
T &
i ( 4+ 2n) L5
i gdy bierzemy jeden wyraz, zbiezno§é wyraza si¢ przez 3,2. gdy
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liczbg wyrazéw zwigkszymy, zbiezno$¢ jego zmniejsza sig¢ i w gra-

nicy réwna 1,4 zatém jego zbiezno$¢ zawarta miedzy 3,21 1,4

t. j. z poczatku 3 X razy zbiezniejszy od szeregu normalnego.
Drugi szereg ma zbiezno$é:

5
S
3 _(2 3 2n)L239

1dla n=1, ) =108; agdy n— o, )= 4,8; przeto zbie-
Znosc¢ tego szeregu zawarta jest w granicach 10,8 i 4,8 i podo-
bnie maleje z liczba branych wyrazow, zatém jest 10 X do 4
razy zbiezniejszy od szeregu normalnego, przeto szereg ten jest
bardzo zbieznym.

Za zbiezno$¢ szeregu (e) ztozonego z obu, mozna braé poto-
we ich summy: zatém jego zbiezno$é bedzie zawartg migdzy 7
i 3;t. j. bedzie z poczatku 7 razy zbiezniejszy od normalnego,
a w koncu jeszeze 3 razy zbiezniejszy, przeto jest bardzo zbie-
znym, i moze stuzy¢ do obliczenia stosunku okrggu kota do
$rednicy.
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CZESC DRUGA.

RACHUNEK FUNKCYI GRANICZNYCH.

« ROZDZIAL. PIERWSZY.
ZASADY RACHUNKU FUNKCYI GRANICZNYCH.

S84. Umiemy tatwo z kazdéj funkeyi f (z), rézniczkujgc
kolejno, wyprowadzi¢ pochodne coraz wyzszego rzedu, a réznicz-
kujac n razy, otrzymujemy = tg pochodng, ktora oznaczamy
przez f* (z); pochodna ta jest pewng funkcya z iloSci w skiad
funkeyi pierwotnéj f () wehodzacych, i jeszeze funkeyg liczby n.

Jezeli teraz kazdg z tych funkeyi pochodnych podzielimy
przez iloczyn z czynnikéw od 1 do » otrzymamy szereg wyrazow
postaci:

1* (@) o1 ()

B B W(n+1)! i
gdy n powigksza sig, a ilosci w sktad f (¢) wechodzace nie zmie-
niaja sie, i nie maja szczegélnych wartosci; wyrazenia te z n ra-
zem muszy, dazy¢ wszystkie w ogéle do zera lub nieskoficzonosci,
gdy n przewaza w liczniku lub w mianowniku, a w szczegélnym
przypadku do ilodci statéj, gdy te wyrazenia sy stopnia zero co
do n.

Gdy wiee pochodna funkeyi jakiéjkolwiek, podzielona przez
iloczyn czynnikéw dazy do zera lub nieskonczonoéei, bez wzgledu

06p:
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na ilodci, ktore w sktad funkeyi wehodza, gdy rzed pochodnéj po-
wigksza sig i dazy do nieskonczono$ci; stosunek takich dwéch
wyrazei W granicy, przybiera posta¢ nieoznaczong; jakoz mamy:
L
Noo—1) " ml] T T 9 ®
a ze wiemy, ze takie wyrazenie musi mié¢ warto$¢ w ogole skon-
czong, ztagd wypada nastepujace twierdzenie:

Stosunek n tych pochodnych tui po sobie nastepujqcych,
waigty n razy w granicy, gdy n rosngce staje si¢ nieskonczone, uka-
zuje si¢ pod postaciq nieoznaczong, ¢ ma warto$é w ogdle oznaczo-
nq, niezaleing od n, a tylko od ilosci w sklad funkeyi wehodzacych;
czyli, ze wtéj granicy jest pewnq funkeyq szczegilng z ilosci
w sklad funkeyi danéj wehodzqeych, niezaleing zupelnie od n.

82. Otoz funkeyg te, jeszcze nam nieznang dotad, jako
stojacg na granicy funkeyi pochodnych, nazwiemy funkeyq gra-
niczng funkeyi danéj, lub prosto graniceng; dla oznaczenia téj
funkeyi przyja¢ musimy nowy znak G (pierwszg litera wyrazu
granica ), tak, ze majac:

y=1()

funkcyg graniczng oznaczymy przez:
Gy (@) = Gf(2) (@)
i bedzie to funkeya graniczna f (z) wzigta co do .

Podobnie:
Gf(z,y) (@), Gf(zy(y)
bedg funkeye graniczne f (2, y) wzigte co do « lub y.
Nakoniec, gdy funkcya graniczna przybiera dla zmienndj
« wartos¢ staty a, oznaczymy ja przez:
Gy (2)a
Znak G bedzie zarazem oznaczaé dzialanie, jakie wykona¢
nalezy, aby otrzymaé graniczng zadanéj funkcyi. Sposob jéj
otrzymania, i prawa, jakim podlega ta nowa funkcya, bedg objg-
te nowym rachunkiem, ktory nazwiemy rachunkiem funkeyi gra-
nicznych.
Twierdzenie wige wyzéj dowiedzione mozna napisaé:
G f () (2) = ("f"_'('”)) (1)
f* () |,
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to jest: ze stosunek n tych pochodnych, wzigty n razy, dla n—=
ma warto$é oznaczonq, i jest rowny funkeyi gramicznéj dani)
Junkeys.

To twierdzenie jest podstawg nowego rachunku, i jest catéj
ogolnosci jak tylko zagdaé mozna.

83. Wiemy, ze gdy wyrazenie dla pewnéj wartoSci zmien-
néj # ukazuje si¢ pod postacig nieoznaczong, funkcya ma war-
tosé stata, ktérg oznaczamy biorgc osobno pochodne wyrazow
ktére razem nikng, lub stajg sig nieskoniczone. Sposob ten nie
moze by¢ zastosowany do wyrazenia (1) dla znalezienia granicz-
néj fuukeyi danéj, albowiem biorac pochodne osobno z licznika
i osobno z mianownika co do n, otrzymamy:

d fr=1

. e o n—1
2 dn +1

wyrazenie podobne do (1), stajace si¢ nieoznaczoném dla n = oo,
i jeszcze zawiktane pochodnemi co do =; sposéb wige oznacze-
nia warto$ci wyrazen, ukazujgeych si¢ pod postacig nieoznaczony,
tu nie stuzy, i musimy szukaé¢ nowych sposobdw, dla znalezienia
granicznych funkeyi.

S84. Dlierwsze zasady rachunku funkeyi granicznych, otrzy-
mamy wprost z wzoru (1), jakoz gdy funkeya ma postac,

e O

gdzie a, jest ilosé stata, a y funkeya z «; poniewaz biorac pocho-
dne, mamy:

" =y
przeto:
n zn—l o n yn—l
Zn A yn
a ztad:
G(y+a)@=0Gy@ (2)

t. j. wyraz staly w funkeyi dandj, niknie w funkeyi granicané).
Gdy funkcya ma postac:

Z2=—a y
adzie « jest czynnik staly a y funkeya z @; poniewaz:
2 . y i
zll = yﬂ
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przeto:
(o S )
pnrGE "
zatém:
Gay(@) =Gy (x) (3)

t. J. czynnik staly w funkeyi danéj, niknie w funkeyi granicznéj.
85. DPoniewaz biorac pochodne funkeyi dangj:

, y=1(@)
otrzymujemy:
3/' f— fl
3/” — fr
yn-l — fn—1
= {n

tak, ze stosunck:
St A
yn oLy
dla n=oo jest funkcya graniczng nietylko danéj f (), lecz Je-
szcze kazdéj z pochodnych nastgpnych, zatém bedzie:

Gf(2)(2) = Gf'(z)(2) = GI"(2)(@) . .. = G " (2)(z) (4)
Jezeli z danéj funkeyi wyprowadzimy calki coraz wyzszego rze-
du, bedzie podobniez:
Ji@ da, i@ dat... [*f(z)de
wszystkie te catki majg za stosunek n tych pochodnych:

zatém bedzie:
G [ f(zx)dz(z) = @G [2{(x)dz*(@) . .. = G (@)(z) )
Wyrazenia (4) i (5) zawieraja nastepujace twicrdzenie:
Wizystkie jfunkcye pochodne ¢ calkowe coraz wyiszych rze-
dow, majac za pochodng dang funkeyq, majq jedng i tgé sama gra-
nicang, klora jest graniczng funkeyi dandj.

Ztad na odwrét wniesiemy, ze majac dang funkcyg grani-
czng, ona bedzie graniczng nieskoniczonéj liczby funkeyi, ktére
jednak maja miedzy sobg ten zwiazek, ze otrzymujg sie przezréz-

http://rcin.org.pl



112 078 %.¢ S

niczkowanie, lub catkowanie jednéj z funkeyi, ktorych dana jest
graniczng.
86. Gdy funkeya jest summa funkeyi algebraicznéj catxo-
witéj m go stopnia, i innéj funkeyi, postaci:
y=An (@) + f ()
to poniewaz biorge pochodng wyzszg od stopnia m funkeyi alge-
braicznéj, bedzie:
yr =1 (@
gdzie funkeya algebraiczna calkowita znika, a poniewaz:
?_lln—l - n fn—l
yn e fn
przeto przechodzac do granic, bedzie:
G {An (@) +f @)} (2) = G { (@) (2) (6)
t. j. Ze wszystkie funkecye algebraiczno-calkowite, wehodzqce do
skladu junkeyi jako oddzielne wyrazy, znikajq w graniczné).
8%. Gdy funkeya jest summg lub réznica dwdch funkcyi,
to mamy:

Y z=det
Uﬂ ol zﬂ i yﬂ.
przeto pochodne téj funkeyi, stale sg summg lub réznicg pocho-
dnych tych funkcyi, mozna wiec rozdzieli¢ osobno kazdy z tych
funkeyi sk¥adowych, i oznaczy¢ graniczng kazdéj oddzielnie, tak
ze funkcya dana, bedzie miata dwie graniczne. Zatém napi-

szemy:
(= Gz (2)

6@ g, m ™)
Podobnie gdy: :
U=l -t s oy
bedzie:
=Gy ()
Gu@{=Gz(x
—HOE

t. j. gdy funkeya bedzie summa lub réénicq kilkn funkeyi, ponie-
waz wszystkie pochodne sq stale summa lub roinicq pochodnych,
kaidéj z osobna funkeyi; przeto funkeya, bedqca summa lub ré-
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gnicq kilku funkeyi, bedzie miala tyle funkeyi granicznych, z ilu
sklada st wyrazow.
To twierdzenie moznaby jeszcze tak dowieSc:

Poniewaz:
U?l e y}l i__ zn
przeto: .
pat=la oo (st A at)
o i yn i 2"
co mozna napisa¢ pod dwiema postaciami:
n-1 yn—l
1S ¢ 1
i st gt L Sty T gn—1
o Wy e 7 L 2" o Zn 3
Rodld B 14 45
Y &3
n—1

a gdy przejdziemy do granicy dla » — s, to wyrazenia o

;% muszg zbiega¢ do téjze saméj wartosci, ktéra bedzie granica
tych stosunkéw; przeto wyrazenia w nawiasach beda réwne, a ze
pierwsze zamieniajg big na graniczne, przeto bedzie:
=Gy @)
e ( G z (z)
88. Gdy funkeya jest illoczynem dwoch funkeyi, bedacych

funkeyami z .
2 e y R
to poniewaz mamy:
=TS s
przeto na mocy powyzszego bedzie:

=G (y'2) (@)
GW”“% G (y) (=)
a ztad jeszcze bedzie: & )
(y ') (@)
G@@Ug_gwﬂ@)md

tak ze nakoniec mozna napisac:

S (=)@
69D 660

a ze:

y"
http://rcin.org.pl
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przeto bedzie ostatecznie: P
FI=G @ @ ;
G (y 2 (2) t: G (2) () (8)
to jest: funkeya bgdgea dloczynem dwdch lub kilku funkeyi, ma
tyle granicznych, z ilu sklada sig czynnikdw, i te graniczne sq rd-
wne granicanym kazdego po szczegdle czynnika.
Powyzsze prawo daje sig jeszeze dowieS¢ wprost, biorae po-
chodne, jakoz:
=9y ¥ 2y
v":yz” {_2]/1 o +Zy”

n (n ) 7
g8 3

"_yz"+llj”"l+ zn-2+._.+ynz

to jest: pochodne maja posta¢ rozwinigeia binomialnego, gdzie
zamiast poteg, wehodza pochodne odpowiednich rzedow.
Wyrazenie to dla »” , mozna dwojako przedstawic:

W — N z"—l n (n—l) Ul zn-

o= (_z/-}-n_/ +—»-12 Y z"+...)
n—1

[ —— } ! .1/ n (717—1) H )

v_g/(z+nz——y"+ 1.9 y +...‘

a ztad:

on—2
TN n gt (_1/ + (n—1) y/ i o+ )

P (y fny _z?_m Bk )
A ze wyrazenia w nawiasach dla » — oo staja si¢ réwne,
przeto bedzie:
A =6z (@)
Gov@ )Gy jak wyzé.
89. Gdy dana funkeya jest funkeya z funkeyi, to jest:
v: =1 (o) 2= 0 (z)

v=1(9 @)
mozna bra¢ graniczne dwojako, raz uwazajac z za zmienng nie-
zalezna, drugi raz za zmienng zalezng od .
W pierwszym przypadku bedzie na mocy powyzszych praw:

czyli:
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Gv(z) = Gf(2)(2)
W drugim przypadkn biorge pochodne, bedzie:
v =1 {2) ¢' (z)
przeto na mocy praw powyzszych, funkeya o' czyli v, bedzie mia-
fa dwie graniczne:

: =GQ (2)(2) =G (z)(z
e
pierwsza jest rowna granicznéj funkeyi ¢, druga jest graniczny
f' (2) co do @ Oznaczajac znowu ' (2) = »,, bedzie:
o =1"(2) ¢ ()
i znowu graniczna bedzie:
Gov(@) =Gt (2) ()
postepujac tak daldj, otrzymamy:
Gov(x) = GP1(2) ()
czyli oznaczajac {1 (2) przez v, , bedzie:
v! =1 (2) ¢’ (@)

ztad:
niy . il (z)
I Y@ @)
zatém:

bt s i e
S R
Zbierajac razem, otrzymamy: (e i o)
o (=69
OO _cte@ o
¢l
to jest: funkeya bedgea funkeyq z funkeyi x, ma dwie granica-
ne, jedna jest graniczng funkeyi, pod znakiem funkeyi bodg-
¢¢j, druga jest stosurkiem granicznéj funkcyi pierwszéj, uwa-
fajac drugq funkcyq za zmienng niezaleing i wzigté] co do téf
funkeyt, do pochodnéy pierwszéj téjie funlcyi, wzigtéj co do zmien-
nej w.
Prawo to najwazniejsze, jak zobaczymy daléj, mozna jeszcze
dowies¢ wprost, biorge stosunck = tych pochodnych.
Jakoz mamy:
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U' — fl (p/
v’l e fl Ui _+_ f/' q)l'.!
Il_f/ (plll + 3fll (pl ?" + fH (ps
o = f' (p i f" [(PJ 3 fm r(p] L R ALAR YR fn (P!n
gdzie wyrazenia [¢] sg zaleznie tylko od pochodnych Q.
Ztad mozemy napisac:
Byt "f,(Pn_l(f’ Se [(p] e ._)”
RN, e o o N T

n—2
nf"—‘(p'"-‘g 1 +£7T—T 2 +t

Ok i

n ( ‘n—1

v t"q)msl""i—n[q)]'*'-l
{ : |

a przechodzac do granicy gdy n — o, wyraZenia w nawiasach

staja sig réwne, i bedzie:

(n v”—‘) s (n (p"“)

Un ow ([)n @

i nor-t 1 [nfr1
S

gdyz @' nie zawiera n, co wyraza si¢ przez:

G g ()
Quﬁ
¢’

G v (z) ‘—
Jjak wyzéj.
DP. Gdy dana funkeya jest postaci:
v=f()  2=9@) y=y@
otrzymamy na mocy powyzszego:
TS F apbabab

|_ Gfo(y)
y'
a-Ze: ‘ i ;
rr '3
Gfg(y) f l’
¢

przeto podstawiajgc te wartosci, otrzymamy:
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g L 7 @)
Gilpy@)} @y ¢
_ Gl
y'e'
to jest: granicane potrijmé) funkeyi z fumkeyi sq trzy: jedna jest
réwna granicané) funkeyi trzeciéj; druga jest rowna granicznéj
funkcyi drugiéj, wzietéj co do trzeciéj a podzieloné) przez jéj po-
chodna; trzecia jest rowna granicanéj funkeyi pierwszéj, branéj co do
drugiéj, a podzielonéj przez iloczyn pochodnych z drugiéj i trzecidj.
Podobnie otrzymamy prawo tworzenia sig¢ granicznych, gdy
jest dana funkcya z funkeyi wielokrotnéj.

O1. Zbierajac to razem, otrzymamy nastgpujace prawo:

Kaida funkeya zloiona z innych funkeyi, ma za graniczne,
graniczne funkeyi w sklad jéj wehodzacych, lub 1é: jest stosun-
kiem granicznéj jednéj z fumkeyi, bedacéj funkeya =z funkeyi,
wzigté) co do funkeyi pod nig stojacéj do pochodnéj z tejie fun-
keyz.

- To prawo ogolne, obejmujgce wszystkie inne, jest gtéwna

podstawg rachuku funkeyi granicznych.
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OZNACZENIE GRANICZNYCH FUNKCYI O JEDNEJ
ZMIENNEJ.

92. Na mocy praw powyzszych, znajac graniczne funkceyi
prostych, potrafimy oznaczy¢ graniczne funkeyi jaki¢jkolwiek.
Nieeh bedzie najprzod funkeya algebraiczna najprostsza:
=l
tu odrézni¢ trzeba dwa przypadki: gdy = dodatne i catkowite ra-
zem, mamy stale biorge pochoedng rzgdu n > m:

' an
przeto:
n—1
ok R
Yy
a w granicy dla n = %, bedzie:
G2? (&) = o (10)

tojest: funkcya graniczna potegi catkowitéy ¢ dodatnéj ze zmiennd),
ma wartosé¢ stale nieskoriczenie wielka.
Gdy m jest jakiekolwiek, wyjawszy calkowite i dodatne,
mamy:
y* =m ? (m -n41) am—
ztad:
it n 1

== = —
! m—n 4 1 ma+1

a przechodzac do granicy, bedzie:
G o™ (2)=¢ (10"
nie majace wzgledu na znak iloSci »; zatém: graniczna potggi ja-
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kiejkolwicl ze zmiennéj, wyjqwszy dodatnéy i calkowité], jest vd-
wna saméj zmienné;.

93. Gdy mamy:
y=An(@
funkeyg algebraiczng catkowity stopnia m tego, to na mocy po-
wyzszego, i poniewaz pochodne wyzsze od = nikng, czyli stajy sie
zero, przeto:
@ Ay (D=0

co jeszcze zgadza sig, uwazajac Ze graniczna funkeyi A, , jako
zlozonéj z réznych wyrazéw, ktorych po szezegile graniczne sg
nieskonczone, musi by¢ takze nieskornczong.

Yaczac to z prawem § 86, mamy twierdzenie: funkcya alge-
braiczna © calkowita, w sklad innéj funkcyi jako osobny wyraz
wchodzqcea, niknie w granicznéj, sama za$ ma granicznq nieskori-
czonq.

Ile razy migdzy granicznemi otrzymujemy niektére nieskon-
czone, te powinny by¢ opuszczone z pod uwagi, jako powstajace
z funkeyi catkowitych, szczegdlniéj przy granicznych, majacych
wartosei skoriczone.

94. Niech bedzie funkeya postaci:

y = (f())"
czynige f (v) = 2, bedzie y — 2™ i na mocy § 89, bedzie:
s oo (=01 () ()
( .7/ (‘1) '_ giin (G)

z

Gdy wige m catkowite i dodatne, mamy:
G2 (g) =i
1 jakickolwiek bedzie f (z), otrzymamy:

G (f 2)" (2) :i g Bia)e) (11)

Gdy za$ m nie catkowite i dodatne razem, to:

(x zm (z) —
i bedzie:
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oy | =G (@) (@)
G (f ()" (2) |_f @
e (Y
to jest: graniczme potegi calkowitéj i dodatnéj = jakiéjkolwick
junkeyi, sa dwie: jedna nieskonczona, druga jest yowna granicznéj
saméj funkeyi; gramiczne za$ potegi, nie calkowitéj i dodatnéj
razem z jakiéjkolwiek Sunkeyi, sq takie dwie: jedna réwna gra-
nicznéj saméj funkeyi, druga rowna stosunkowi funkeyi, do jéj
pochodnéj.
I tak niech bedzie:
y=1(ax + b)!
ax + b

Gy(w):*a——

(1)

druga ma warto$¢ nieskonczong.
$5. Gdy funkeya ma posta¢ utamkowa:
1
T 9@
poniewaz mozna napisac:
U= a)="
przeto bedzie na mocy powyzszego:
(=G ¢ (2)()
{0
=5G) (12)

_ f@
¢ (@)

1
i@ @

Gdy mamy:

to bedzie:
- — (G0 ;

9@ ) =
P’ ()
to jest: granicane funkeyi ulamkowéj, sq w ogdle trzy: jedna jest
rowna granicznéj licznika, druga graniczné) mianownika, a trze-
cia jest stosunkiem mianownika, do jego pochodnéj.

I tak niech bedzie:
y o

1 +.’L‘-——.‘L’2
14+ 2-—a
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bedzie:
. N e
e L Rl o 7
dwie drugie nieskorczone.
96. Przejdziemy teraz do funkeyi logarytmowych:
=195
pochodna picrwsza jest:
ol gt
a wiec na mocy § 85 i 92, graniczna téj funkeyi bedzie:
Gelde o () — & (13)
_to jest: gramiczna logarytmu ze zmienndj, jest vowna saméj zmien-
néj.
Dla funkeyi:
y = log (f (v))
czynige z = f () bedzie:
f (1)
G log (f () () ( f'(«)
= G f (a)(x)
to jest: granicane logarytmu z pewncj j funkeyi, sq dwie: jedna vo-
wna graniczndj funkeyi, druga jest stosunkiem téj funkeyi, do jéj
pochodné).
Niech jeszeze bedzie:
_ y = f (log @)
czynige = — log . bedzie:
(log &y =

zatém: s
= Glbow (@) —a

=a2GT(2)(z)

to jest: graniczne junkeyi z logarytmu @ sq dwie: jedna jest samaq
iloseiq x, druga jest vowna gramicznéj funkcyi, wszictéj co do
logarytmu, pommoioné) przez «.
I tak niech bedzie:
y =log (ax 4 b)
ax + 0

a

Gfdmmﬂ@g (13"

Gyi(z) =

druga jest nieskonczona.
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®%. Niech bedzie funkeya wykladnicza:

Kl =
mamy:
yﬂ == e:r
ztad:
n—1
-
J/”l
a przechodzac do granic dla » — oo, bedzie:
(Xtez (2)i=i0 (14)
Podobnie gdy:
’ y — c“—’!‘
y'n—l e _t P
yﬂ f— ? (1—1'
n—1
n y AT
:I/TI
przeto:
Ge?= o

nie majge wzgledu na znak.
Zatém: graniczna funkeyi wykladniczéj, jest niezaleina od
x, © ma wartosé stala, réwnag nieskornczonosei.
Wezmy jeszeze wyrazenie:
 fnl
y* = a® log" a
nytaEt o T

¥ 0 ngd

a w granicy bedzie:
G a® (@) = (14")
Zatém: granicana funkeyi wykladniczé), dla jakiéjholwiek
podstaiy, jest nieskoriczona,
Niech jeszeze bedzie:

y = af @
na mocy § 89 bedzie, ktadge f (v) =z
=G1(@) (@
Gy ! i

poniewaz G a'® (f(x)) = w0 ; zatém, graniczne funkeyi wykladni-
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czd), ktéréj wyktadnik jest pewna funkeya, sa dwie: jedna nieskon-
czona, druga jest vowna graniczndj funkeyi saméj.
P8. Niech jeszeze bedzie:

y = (F (@)=
poniewaz mozna napisac:

y = ¢f(@)log F(2)
zatém graniczne bedg: .

Gy (v) 3 i (;‘; (f (@) log ¥ (2)) ()

Z tych pierwsze wyrazenie, jako iloczyn dwoch funkeyr, ma

Za graniczne:
=G f(2) (@)
o 1 g: G log F (2) (v)

ostatnie znowu wyrazenie, daje wedtug powyzszego:

= GF () (v)

= F@)

Zbierajae razem, otrzymamy cztery funkeye:

= 0
l =G (2)i(x)
Gy(2)y =6GF @ (2 (15)
l N )
- P
to jest: funkeya wykladnicza, majaca za podstaws ¢ wykladnik
- pewne funkeye z x, ma cztery graniczne: jedna nieskonczona, dwic
inne sa granicane funkcyi podstawy i wykladnika, a czwarta jest
stosunkiem funkeyi podstawy, do jéj pochodnéj.

I tak, niech bedzie: . PR
y=(az+10)
daje:

="
= &

Gy(.l‘) i a.v+b

a

99. Niech bedy funkeye trygonometryczne:
g —=Wal av' o ihy =dog e
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mamy:
yl=d Wit UrEk =k dogia
* =2 dos 2z Y=k Wetie
zatém:
ny"t! awstz adosa
g% o dMee. O Weta

przechodzac do granic bedzie:

Gwst z(2) = x

G dos z (x) = o (16)
t, j. graniczne wstawy i dostawy, sq niezaleine od x, 1 maja war-
to$é nieskoriczona.

Pedobnie:
y=istya' | y= dotz

przedstawia si¢ pod postacig:
wst @ dos «

— “dos a’ Y= Wste
zatém graniczne bheda:

= G wst @ (z)
3 sty « (v) d = G dos @ ()
__dos @
oW T
Opuszezajac graniczne majace warto$é nieskonczong, bedzie:
G sty @ (x) = dot z

G dot z () = sty = (16"
t. j. graniczne styczndj i@ dotyeznéj, sq na odwrit te same funkeye.
Podobniez: '
y = sie , y = dosie
Ponicwaz:
1 : 1
Y = { o mate OB . SSE
J dos &’ J wst @

przeto graniczne beda:
G sie z (z), = dot = 3
. ]
G dosie z (z) = sty « (16°)
t. . granicane siecandj i dosiccanéj sa dotycana i styczna tegod

Tk
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- Uwazmy jeszcze:
y = wst od «, y = dos od «

poniewaz:
wst od @ = 1 — dos «

dosod 2 = 1 — wst @
wige bedzie na moey powyzszego:
G wst od 2 (2) = o
G dos od z (2) = »
t. J. graniezne wstawy i dostawy odwrotné) tegos tuku, sa nicskon-
czone.

100. Wszystkic funkeye Yukowe, czyli odwrotne trygono-
metrycznym, jako majace pochodne algebraiczne, maja za gra-
niczne funkeye algebraiczne.

Niech bedzie:

y = tuk wst 2
y = tuk dos @
7 =AUk sty z
ich pochodne, jak wiemy sa:
1
¥ = ——
4 1/ 1—a?
o=
1% 12
)}
£ 1442
a ztad ich graniczne beda:
1—a?
G tuk wst @ (2) = fiah
G tuk dos # (2) = 12717
G tuk sty z (2) = - ")Z::“

hiorace za$ graniczne co do «* bedzie:
G tuk wst z (2%) = 1 — a?
G huk dost « (%)= 1 — a? (17)
G tuk-sty @ (2*) = 1 + a2
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to jest: graniczne funkeyi kolowych sa alyebraiczne, tak jak wszy-
stkie ich pochodne.

2101 WeZmy jeszeze funkeye elliptyezne, oznaczone przez
cakki:

E(e, 9) :f C?l/l—cz wst2 ¢ d ¢
0

P d(p

o P1—0c? \\st‘fp
9 d(p

n e
(45 G (1+a wst2 ) |/ 1—c2 wst2 ¢

¥ (("a P) —

pochodne ich co do ¢ sa algebraiczne, przeto graniczne co do
0, beda:

L ‘ 1—c? wst* ¢
GE (ic; ) ((P) "9 ¢2 wst P dos ([’
GF(e,p)(9) = e

2 c2wst (¢ dos ¢
Funkeya za$ Il ma dwie graniczne:
1—e¢® wst? g
2c2wstg dos ¢
G 1 (a,c, @) (9) { ¥ J
sy b Wi
l 2 awst ([ dos g (n
Biorge pochodne co do wst? ¢, wyrazenia tych granicznych

zmienia si¢ na:
-ctwst2 g

GE (¢, ) (Wst2 ) = »—*~—.;—- -
podobnie i dla innych funkeyi. Takie s3 rézne wyrazenia gra-
nicznych funkeyi elliptycznych, stosownie wzglgdem jakich zmien-
nych bierzemy graniczne.

102. 7 powyzszego szczegotowego rozbioru, wypadaja
nastepujace prawa ogélne:

1. Funkcye algebraiczne catkowite majg za graniczne nie-
skonczono$c; polaczone z innemi funkcyami,jako oddzielne wyra-
zy, nikng w granicznych.

2. TFunkeye algebraiczne niccatkowite i algebraiczno-prze-
stepne, majace pochodne algebraiczne, jak funkeye logarytmowe,
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kolowe i t. p. majg za graniczne funkcye algebraiczne, ktore wy-
razajg si¢ przez stosunek pewnych funkeyi w sktad funkeyi weho-
dzacych, do ich pochodnych.

3. Tunkeye wladciwe przestepne, t. j. odwrotne algebraicz-
no-przestegpnym, jak funkeye wykladnicze, trygonometryczne
i t. p. majg za graniczne funkeye przestepne, ktére wyrazaja sie
przez stosunek pewnych funkeyi do swych pochodnych w sktad
funkeyi danych wchodzacych, lub téz sa nieskonczone.

7 tego wige wypada ogdlne twierdzenie nastepne:

Funkeya jakakolwick ma za graniczna  albo nieskoriczonosé,
lub téz jest stosunkiem jfunkcyi pewnéj do jéj pochodnéj, w sklad
funkeyi danéj wehodzqed).

Twierdzenie to powiada, ze graniczne danych funkeyi nie
zaleza od innych pochodnych, jak tylko od saméj funkeyi, i jéj
pierwsz¢j pochodnéj. Nowe to i ogdlne prawo powinno zwricié
szezegllniéj naszg uwage, gdyz z niego jako proste wnioski wy-
prowadzimy prawa, do jakich doszedl Cauchy, uzywajac iloci
urojonych.

103. Gdy dang jest funkeya graniczna ¢ (v) i chcemy
znalez¢ szereg funkeyi, ktore maja te funkeye za graniczng,
oznaczmy jedng z nich przez y, mamy zwigzek:

7
el 4O
a zatém bedzie:
Yok
B
czyli:
paa!
y=¢e J%® (18),

t. J. Ze funkeya majaca dang funkeye za granicang jest réwna wy-
kladniczéj, ktoré) wykladnik jest calku = odwrotnosci graniczné;
¢ wszystkie funkeye pochodne i calkowe z té) funkeyi maja jeszeze
te funkeye za granicznq.
Gdy ¢ (2) jest iloScig stalg lub zero, bedzie:
¥ oo
a ze wiemy, ze ta funkeya ma za graniczng nieskorczonosé, a wiec
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¢ nic moze by¢ ani stale, ani zero, zatém wnie ma funkeyi, ktora-
by miala zevo lub ilosé stala za graniczng.

Ztad odwrotnie, gdy graniczna ukazuje si¢ jako stata lub
zero, musi wypadaé z funkeyi wyktadniczych, ktérych graniczne
wladciwie sg nieskoiiczone.

Niech bedzie:

g =ax+b

dx g :!
fa PR TR log (az +0) = log (ax +0)

zatém funkeya bedzie postaci:
g =(aa+b)
A4 Konczace ten rozdziat podamy wyrazenie funkeyi

aranicznych dla funkeyi, ktérych zmienna ma warto$¢ urojong.
Niech wiec bedzie:

xr
a

y =1
gdzie # ma wartosc:
@ =7 (dos f 44 wst 7)
mozna wige uwazaé « jako funkcya nowa z » i, lecz jak » it sg
niezalezne, wigc mozemy raz uwazaé », drugi raztza state,
i bra¢ graniczne co do # lub ¢, przeto pa mocy prawa graniczndj
funkeyi z funkeyi, otrzymamy biorac graniczne co do 7.

Gl = G!gﬁ)(”
aze :;:' = dos { + ¢ wst ¢ przeto:
G f () ()

S IOt sy

a mnozac przez dos ¢ — ¢ wst ¢, i rozktadajac summeg granicznych

na szczegblne, bedzie:

G f (@) () {=dos G f(2) () 19)

: |= wst £G f () (2) (8
to jest: ze granicane funkeyi zmiennd) wrojonéj, wzicte co do jé)
modulu, sa yowne granicznym funkeyi zmicnnéj rzeczywistéy, po-
mnoionéj przez dostawg i wslawe argumentu tlosei urojond).
3iorac znowu graniczne co do ¢ otrzymamy:
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G () (t) = f’#@
&'t

g dz :
ates = o= _r (wst ¢ — ¢ dos ¢), przeto:

dt
G f (2) (2)
r (wst £-—7 dos ?)

Gf(2) () =

a mnozac przez wst ¢ 4+ ¢ dos ¢, 1 rozdzielajge, bedzie:
dos ¢ G f (2) (@)
r
— Wst£Gf(2)(e)

r

Gt (2) (7) (20)

to jest: granicane funkcyi zmienne) urojonéj, wzicte co do jéj ar-
gumentu, sq¢ rowne graniczne) funkeyi zmiennéj rzeczywistéj, po-
mnozondj przez dostaws lub wstawe argumentu, ¢ podzielondj praez
modul.

W obu wigec razach, graniczne funkcyi zmiennéj urojo-
néj, sa co do wartoSci mniejsze od granicznych funkeyi téjze,
gdy zmienna jest rzeczywista; albowiem sg mnozone przez do-
stawy 1 wstawy pewnego kata, ktorych wartodci sg zawsze mniej-
sze od jednoSci.

Ztad wypada, ze wszystkie twierdzenia, stuzgce funkcyom
zmiennych urojonych, nic mogg by¢ stosowane do funkeyi zmien-
nych rzeczywistych, albowiem dadza wypadki za male lub za
wielkice,
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FUNKCYE GRANICZNE ROWNAN I FUNKCYI WIELU
ZMIENNYCH.

405. Niech bedzie dane réwnanie nierozwigzalne miedzy
zmiennemi @ 1 y:
(o, 9) =0

nie mamy wartosci y w funkeyi @, lecz biorac pochodne, otrzy-

mamy wyrazenie:
df
o dy dz

i R ((lt)
dy

a ze graniczna funkeyi y, jest ta sama co graniczna y' brana co
do @, zatétm w wartoSci na y' trzeba potozyé za y wartosé w ,
uczyni¢ redukeye i dopiero wyprowadzi¢ graniczng; mozemy za-
tozy¢ ze te podstawienia sa wykonane, i funkcyg t¢ przedstawic

W postaci:
df ]—
= —4 (—E/
ol df }
l(dz)l
( df ) df ]
G L)~ ([y ([1/

(/1 ([2 l
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a ze:
I afy’ (lf (!: f; (lif (ly) S (E (lﬁ __cl;’ i; dy
dy dx ([.L‘?l‘l/ g Jy"' Z[; ZZ’I/ da? dydze  dx

(af\} — df ¢ ,
da da
ﬂ a2 f 5 ilt_ a3 df  d2f _ﬁ _cl'-’_f_ }lg
__d=z ?Zz-?ij = dy da? dx W_/" wk dy dady | dx

df \?
da
dy

a podstawiajac za 4 wartos$é, otrzymamy jeszeze:
axr

(»([f)l’ 9 df df d*f o ( d!)2 df N ( df )'-' dat
dy|t  —de dy dady dz |  dy? dy | da?
| = TR g 7 i

a ztgd ostatecznie:
df { df\?
da | dy

i P A Er U ((lf )2 d*f ((lf )‘M‘-’f

1)

d 7d_1/” dady T \de il_y"’ N (l}} da?
takie jest wyrazenie na funkeyg graniczng, réwnania danego.
H406. Gdy réownanie ma szezegolng postac taka, ze jedna
& ; d*f
z pochodnych czgstkowych drugiego rz¢du znika np. - p o Y 0,

to wyrazenie granicznéj upraszeza sig, i bedzie:

df \?
(}'ly

bt Sl GE % RN W G

dy dyde — dx dy?
a wtedy rownanie dane musi miéé postaé, w ktoréj « wchodzi
w stopniu pierwszym, to jest: .
Py +ay(y =c
adzie ¢ jest ilos¢ stata.

Gdy pochodna 7_¢_l__f_

d = (0, bedzie:
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daf dt

;i
e S e
: dz dzdy  dy da?
a rownanic bedzie miato postaé:

@+ yy @) =c

rozwigzalng co do y, gdzie ¢ jest ilo$¢ stala.

Gy {a) =

Gdy pochodna o = 0 bedzie:
dady
df ( df )2
3 dz \ dy
Gy = raypar | [ay ¢t
(l )dy“ (dy (l.z-

Gdy jedna z pochodnyc razem z pocho-

2

d : : : : y
dng o staja sig zero, wyrazenia te jeszeze si¢ upraszezajq,
Cld

i otrzymamy, gdy E%Tf ot ) § (;lz lf,, Y
Z ( (lf)
Gy (@) = \dy
d"’f
(l_y-

a rownanie dane musi mié¢ postaé, w ktoréj = musi by¢ w sto-
pniu pierwszym, i jeszcze pochodna pierwsza co do y nie zawiera
x; przeto bedzie:

Q@) +az=c
réwnanie nierozwigzalne co do y, a rozwigzalne co do x, przed-
stawiajgce pierwiastki rownan algebraicznych i przest¢pnych,

: 12 12 A
Gdy -(—-f,) i -ﬂ = 0 to graniczna bedzie.
dy*  dady v
b dft
‘ o d
iy () — =T
dax?
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Zatém réownanie musi mi¢¢ y w stopnin pierwszym, i be-
dzie postaci:
y+yp(@)=c
jakoz i graniczna réwna jest stosunkowi pochodnych nastepnych,
jak by¢ powinno.

2f 2
Gdy jeszeze ('l—tq i _;_f =0, otrzymamy:
ax=
df
d
(‘l y (,7;) o --“_?‘zlljz_,f_.
dyde

zatém réwnanie musi miéé postac:
axy+c=0
gdzie a i ¢ sg state dowolne.
Nakonice gdy wszystkie trzy pochodne drugiego rzgdu sa
zero, graniczna staje sie:
iy (zf ="
1 powstaje z réwnania:
ay+ba=c
Jjak by¢ powinno, gdyz ono jest rozwigzalne co do y iz, i wyraza
sig przez funkcya algebraiczng catkowity, ktordj jak wiemy gra-
niczna jest nieskonczona.
20%. Rozbierzmy blizéj te przypadki, jakoz gdy réwnanic
ma postaé:
PH+ey@) =c

biorac pochodng i podstawiajac we wzér (21) otrzymamy:

i Yo ((PI_'_ 2 wr)z g
Gyl(2) = 2@+ ey —y @ +au) (22)

a dla wartosci szczegélnych @ = 0 i y =y, bedzie:
ot sl tig
Gy (‘L)ﬂ—‘( 9 (P, Y —y (P”).Vu
Rownanie powyzsze przybiera szezegdlng postac, gdy ¢(y) =y
ksztaltu

/

(a),

y+ oy () =c
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ktore daje ktadace za ¢ (y) i jego pochodng ich wartosci W powyz:
szém:

e (1 +a2y)?

Gz Yy ('C) 2 (1+-Z'w ) 17,}[_@ yﬂl}//
czyli: ]
e G A el

2yt (21/)’ 2 1;11//")
a dla wartosci » = 0 i y = ¢ bedzie:
: <A 1
G y ((L) = 72-‘1//,? (h)
I tak, wezmy nastepne wyrazenie:
12 y—a Wst y=c
adzie ¢ jest ilo$é stala; bedzie na mocy powyzszego:
g (1—adosy)*
G plals —2 dos y+a(1+dos y?)
adlaz =01y — ¢ bedzie:

—1
Gy (@0 =5 qos ¢
29 logy + awsty—=c¢

stosujae do niego wyrazenie (a ia') i upraszezajge, otrzymamy:;
(142 y dos »)*

Gy @)= S5 yF3 g dos y+a y? (14dost y)
adlaz=0iy = e bedzie:
1
GZ/ ()=

wst y + 2 y dos g )'
Gdy réwnanie ma postac:
Q@) +yw@=c
blOI{LC pochodne i podstawiajac otrzymamy:
1
CVO=5 Ty lzyp'g(pw'ify qu Fyy)
leez uwazajae, ze to réwnanie jest rozwigzalue co do y; jakoz:
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graniczna co do y prostsze ma wyraZenie, i rozpada si¢ na dwie:

‘— G g (@) ()

Y@

Y (z)
wigc powyzsze wyrazenic jako wigedj ztozone mozna odrzucic,
i samo réwnanic zawsze sprowadzi¢ do postaci rozwiazalnéj, po-
wyzszego ksztattu.

Gdy réwnanie ma postac:
@) +z=c

ktore jest nierozwigzalne co do y a rozwigzalne co do , daje po
uproszezeniu:

Gy (2)

2
Gym:~zu (c)

a ze réwnanie powyzsze przedstawia pierwiastki réwnan jakich-
kolwiek, zatém graniczne takich pierwiastkow, sg réwne stosun-
kowi z kwadratu pochodndj pierwszéj, do pochodnéj drugicj ré-
wnania danego.

To wyrazenie granicznéj mozemy otrzymac wprost sposobem
nastgpmm rozwigzmy réwnanie dane co do y i oznaczmy:

Yy =y (o)
Gy) =Gy () () =Gy (z) (z)

bedzie:

a ze mamy:

Vo=
przeto:
. Gy@) =Gy (y (@
a ze:
. 9 (y)
G @'t —_——
dr

1 jeszeze mamy:
d 0 2 d "
YW _ gy B = 2
dz dx 9y
podstawiajgc otrzymamy:

S aisl | NRADY i
Gy(r) = Ty jak wyzdj.
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I tak, niech bedzie:
19 gl =ic
bedzie: '
Gy@=—e =—(c—ua)
jak by¢ powinno.
2055 e logiy s w=¢ bedzie:
uwazajac ze:

=y ek
zatém: .
G i) =1

to jest graniczna réwna iloSei statéj i skoficzondj, co jak wiemy
7z § 103 znaczy, Ze graniczna jest nieskonczong.

Jakoz réwnanie dane mozna napisac pod postaciq:

y= ¢

ktore ma graniczng nieskonczong.

408S. Gdy mamy dang funkeyy zmienndj y, ktéra z inngy
zmienng jest zwigzana przez rownanie, to zachodzi¢ mogy trzy

przypadki:
Niech bedzie:
2=F ()
x 1y mogg byé¢ zwiagzane z sobg przez wyrazenia:
y=9 )
=1 (y)
t(2,9)=0

t.j. moze by¢ zwigzek miedzy « 1y rozwigzalny co do @ lub y,
lub nierozwigzalny.

Pierwszy przypadek przedstawia funkeya z funkeyi, ktorego
graniczng otrzymaliSmy w § 89; pozostaja tylko dwa ostatnic

przypadki.
Gdy wiee dany jest zwiazek migdzy « 1 y postaci:
z =1 (y)
zatozmy, ze rownanie to zostato rozwigzane 1 mamy:
y=9 (2)

to na mocy § 89 otrzymamy dwie graniczne funkeyi z funkeyi:
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Gz(m)‘=G(P(m)('z‘)

|- 6F@ G
, 9 (x)
a ze mamy:
ral eosnidls
(P (‘7") s ,{/}: (y)

1 pamietajac ze:
G o (@) () = GYg' (z) ()

zatém:
g Gz(z) =Gy~ (y (@
a ze:
o o Gyl ()
(I l‘l’ 1 (y) (J')— - q;;*({;)-‘ o
i - -
Gy oy = :;;;

zatém, ktadace za @' (z) warto$é, otrzymamy:
12
Gz (z) 5—_- e
|= v 6F ()
to sy dwie graniczne, ktore otrzymujemy w tym przypadkau.

Powyzsze wyrazenie, ktadge za @ warto$¢ pod znak grani-

czndj, zimienia sig na:
y .
GF@ @yl v ek
1 (y) (W) |
(=vGF (@

to jest: ze graniczne funkeyi jakiéjkolwick, wzictéj co do inné
funkeyi tdjie samej zmiennéj sq dwie: jedna niezaleina od funkeyi
dandj, a tylko od jfunkeyi co do ktorej bierzemy graniczne, @ jest
stosunkiem .kwadratu - pierwszéj pochodnéj do drugiéj pochodnéj
tejie funkeyi; druga jest iloczynem z pochodnéj fumkeyi co do
kioréj bierzemy graniczne, przez granicana funkeyi danéj co do sa-
mdj zmiennd).

Wniosek. Gdy fukeya dana F (y) ma graniczng nieskon-
czong (jakiemi sa: y» , e , wst my, dos my, it. p., gdzie n
calkowite i dodatne a m jakickolwiek); to druga graniczna jest

18
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zawsze nieskoficzona, a odrzucajac ja, otrzymamy tylko pier-
wszg; ztagd mamy twierdzenie:

Graniczna potegi calkowitéj i dodatnéj, funkeyi wykladniczj,
wstawy v dostawy duku wielokrotnego z pierwiastkn réwnania:

Y@ ==

jest taka sama jak i samego picrwiastku.

109. Przejdzmy teraz do przypadku trzeciego:

Niech bedzie dana funkeya:

z=1I(y)
zmiennéj y zwigzanéj z druga « réwnaniem nierozwigzalném:
f(z,;9) =0

jéj graniczne znajdziemy uwazajac, ze pochodna z z bedzie:
; dz __ dF dy

< jiigbes

de — dy dz
a ktadac za :ﬁy warto$¢ otrzymang z réwnania dragiego, bedzie:
3 .L
dft clfr —1
ol de Nh dF | \dy
RORRY: Wi | i < B
o as) |

Funkeya graniczna 2’ bedzie taz sama co z, zatém bedzie
jedna:

Gz (@)= G :;15 @) =GE () (@)

czyli:

a kladac za o' warto$¢ otrzymang z réwnania drugiego i uwaza-
jac ze druga graniczna bedzie taka sama jak w § 105, otrzymamy:
ol R
P GF (@
g UNUR R Sl 94"
G2p di (24)
dr
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df [ df \2
da dy)

N “(‘df)‘cz-zf"“ T AT

da rd_:/ (l.z't’ly da | dy* (dy) da?

Zatém graniczne funkeyi zmienné) zwiqzandj z druge réwna-
niem nierozwiqzalnem sq dwie: jedna niezaleina od funkeyi danéj,
jest granicana réwnania danego; druga jest vowna stosunkowi gra-
wiczné) funkeyi danéj do pochodnéj otrzymanéj z réwnania danego.

o () —

Wniosek, Gdy funkeya dana ma graniczng nieskoiiczony,
to jest: gdy jest potega catkowita idodatna y» , funkeya wykla-
dniczg ¢ , lub wstawg i dostawa tuku wielokrotnego ze zmienndj
dos my, wst my, to graniczna taki¢j funkeyi zmienndj, zwigzanéj
z drugg réwnaniem nierozwiazalném jest réwna granicznéj saméj
zmienndj.

140. Gdy mamy funkeya o dwoch zmiennych

e=F(zy
ktoréj zmicune sy zwigzane nicrozwigzalnie rownaniem
B, 1)) =10
uwazajac « za zmienng niczalezng i biorac graniczne co do @
otrzymamy:
o dz & dr dy § dF
dx dy dr de
Graniczue wige 2’ czyli 2 beda:

7 | QR
= G (ly (z)

G2 @
= G @

ostatnia jest graniczng réwnania danego i otrzymuje sig jak
w § 105. Pierwsza bedzie:

I

GZ(JL')J]

. dF
¢ ¥ = G oW
(l"/ / yl
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druga pozostanie w swéj wartodei; zatém otrzymamy podstawia-
jac za y' wartoSé:

lP‘

df IF
40z 0 (25)
G ¢ (@) §=, ot

dx

_ 0% - :
= @G 2 @ Jakw §105.

Zatém graniczne funkeyi o dwich zmiennych, zwiqzanych
z sobg réwnaniem nierozwiqzalném sq trzy: jedna jest niezaleina
od funkeyi i jest granicang réwnania danego; druga jest gramica-
na pochodnéj funkeyi danéj, wzictéj co do wx; trzecia jest stosun-
kiem granicznéj pochodnéj funkeyi danéj, wzictéj co do y, do po-
chodnéj samego y, wyciqgnictéj z danego rownania.

444. Niech bedzie dana funkeya o dwéch zmiennych nic-
zaleznych:

e=1(27)
uwazajac raz « drugiraz y za state, otrzymamy pochodne:
codoy D, (z) =T, codox D, (s) = Iy
D'y‘ (2) =pi% D: (2)i==1 "
n s n ) — fn
Dy (2) f,, : D" (2) :

Zatém funkeye graniczne beda wyrazone:

nfn—1
Gz(y) = \p ) =Gy @
Y @B

nfr—1
Gz(@) =\ =Gf(r,y) (2)
z o
Zatém graniczne funkcyi o dwéch zmiennych niczaleinych sa
dwie, ¢ réwne granicanym funkeyi co do kaidéj zmicnnd), wwaiajae
2 kolet druga za stalq. :
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Powyzsze prawo daje sig rozciagnaé bez trudnosei do funk-
cyi o kilku zmiennych; zatém: funkeya kilku zmiennych niezale-
dnych ma granicznych tyle, ile jest zmiennych niezaleinych w sklad
i¢j wehodzacych,

I tak, niech bedzie funkeya:

B
&
J¢j graniczue beda:
Gz ()= =z
Gz =y

w ich bezwzglednéj wartosci.
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ROZDZIAY. CZWARTY.
FUNKCYE GRANICZNE ROWNAN ROZNICZKOWYCH.

a. Rownania rézniczkowe o jednéj zmiennéj
niezaleznéj.

4142, Ogdélna postaé réownan roézniczkowych o dwach
zmiennych, z ktorych jedna jest funkeya drugiéj, wyraza sie przez:

f @y, yee ym)=0 . (@)
i jest wyrazeniem rézniczkowém pewnéj funkeyi z «, postaci:
y=F(a)

a ze wedtug § 85, funkcya sama y i wszystkie j¢j pochodne majy
t¢ samg graniczna, przeto rozwigzujac rownanie (a) co do naj-
wyzszéj pochodnéj y™ otrzymamy:

: y'=9@y...) S
a graniczna tego wyraZenia bedzie graniczng samdj funkeyi y

przeto:
Gy =Gy (v)
Gy(x) = Geg(a) (26)

to jest: ze kaide viwnanie réiniczkowe daje bez calkowania i bez
poznania jfunkeyi y, graniczna téj funkcyi wieznanéj, ktoré) ono
jest wyrageniem roiniczkowém, biorac granicang najwyiszé) po-
chodnéj znajdujacéj sig w rownaniv daném. Graniczne te nazwie-
my granicanémi rownan réintezkowych, cayli funkeyi, ktore one
wyrazaji.-

Graniczng te mozna jeszcze otrzymaé bez rozwigza-
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nia rownania (a); jakoz biorac pochodng rownania powyzszego
1 oznaczajac czastkowe pochodne przez f. , f, , f, i t. d.
brane co do 2, y, ' it. d. otrzymamy réwnanie:

fettyy +y' +0uy"+... 4ty =0 ()
rownanie zawierajace pochodna ™+ w pierwszym stopniu, roz-
wigzujac co do y™+!, otrzymamy wyrazenie:

M
A
oznaczajac przez M wszystkie wyrazy procz ostatniego w wyraze-
niu (). . Ztad biorac graniczne "+ otrzymamy graniczng y

y(m+l) FOR YN

= GM(2)
= Gfl1 m (.'l‘)
Gy (2 &
|52 27)
. T
gdzie pochodna:
; ’ df ") df df
(f11n) == U e 5 ym ‘7/17% ¥
! dx 2 dy yi dyf Y+:...

OtrzymaliSmy wige tym sposobem trzy graniczne, ktére po-
winny by¢ zawarte w wyrazeniu (26) wyzéj otrzymaném.

Takie jest ogdlne rozwiazanie co do oznaczenia granicznych
réwnan rozniczkowych.

Przejdziemy teraz do szezegolnych rodzai.

A43. WeZmy najprostsze rownanie rozniczkowe pierwsze-
go rzedu i pierwszego stopnia miedzy dwoma zmiennemi, rozwia-
zujace co do y', ono moze miéé trojaka postaé:

v =9 (@)
¥ =Y () (b)
y = f(zy (©)

Pierwsza posta¢ réwnania wyraza pochodng w funkeyi « i ca-
fa powyzsza teorya daje rozwiazanie na ten przypadek, jako#
poniewaz graniczna y' jest taz sama co y, przeto:

Gy (@) = Gg @ ()

Drugie réwnanie jest odwrotng funkcya pierwszéj; i grani-
czna jego bedzie: *

http://rcin.org.pl
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Gy (r) = Gy @

A ze drugg strong mozna uwazal za graniczng funkeyi

z funkeyi, przeto wedlug § 89 bedzie:
Lo Gyv@ _ G¥©@® (28)
¥ Y ()

to jest graniczna réwnania roiniczkowego pierwszego vzedu i pier-
wszeqo stopnia postact y' =y (y) jest stosunkiem graniczndj po-
chodnéj y* wzietéj co do y, do téjze saméj pochodné).

Nakonice, gdy réwnanie ma posta¢ (c) biorgc pochodng
druga bedzie:

: y' =1 + 1,y (1)
a ze:
t Gy (0) = Gy" ()
przeto:
= G I (2) (
y () = G15:(x) (29)
=Gy (@

Ostatnie wyrazenie jest tozsamoscia, dwa za$ pierwsze wy-
razaja graniczne funkeyi f', i f/, wzigtych co do , a ze te funk-
cye zawieraja zmienne « i y polaczone z sobg rownanien (c), wige
ten przypadek sprowadza si¢ do przypadku objetego § 110;
gdzie znalezlismy graniezne funkeyi F (z, y) dwdéch zmiennych po-
taczonych z sobg réwnaniem (c).

A 84 Jako przyklad i razem rozwinigcie téj teoryl wezmy
pod uwage wyrazenie (28),dajace graniczng rownania:

l——/
i w(y)

Gdy v (y) jest funkeya algebraiczng calkowity, wykladnicza
v, lub téz wstawy albo dostawy luku wielokrotnego zy, wtedy
oraniczna v jest nieskoniczona, i rownanie (28) daje graniczna nie-
skoficzong, przeto w szezegolnosei bedzie:
dy
12 =dla i 5.
Gy(r)==
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i
27 dla Tin = An (y)

Gy =»
d
3:/7 = e
Gy (2) 2=t it.p.
Gdy funkeya w (y) jest funkeya z funkeyi postaci:
Y~ A
gdzie Ay jest funkcya algebraiczna catkowita stopnia £ z samego
y, a m wyktadnik niecatkowity i dodatny razem; to biorac po-
chodng drugg bedzie:
&y
da?

32 . dlg

m— iA)
= AT @A () G

a podstawiajac warto$c z

2 1/:.—. .
= Ai 'w) A% @)

/majdziemy latwo graniczng funkeyi y, jednakze w jednym
przypadku otrzymujemy proste wyrazenie na tez graniczng, gdy
wykladnik »2 dopelnia warunku 2m — 1 =0 czyli gdy m = %

wtedy mamy:
I

dy 2
o P Ay (3/)

2
Zatém: gdy pochodna pierwsza wyraia si¢ przez funkeyq algebra-
ieznq bedgeg pod pierwiastkiem stopnia drugiego,to pochodna dru-
gajest zawsze algebraiczna, aZegraniczneich sq véwne, i rowne saméj
Junkeyi y, przeto granicana takiego réwnania bedzic nwskOnczona
7 tego twierdzenia wypada:
1. Réwnanic rézniczkowe postaci:
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wyrazajgce wst z i dos #, ma graniczng nieskoiiczong, co juz wy-
z6j dowiedliSmy.

2. Roéwnanie:

dy e
i e AL T R b
iz = 9V A—y) A—-Fy)
ma graniczng nieskonczony; a ze to wyrazenie jest funkeyg od-
wrotno-elliptyczng, oznaczong przez:
y=1@
przeto funkeya ta ma graniczng nieskonczong (*)
3. Wogdle kazde wyrazenie:
dy S
dir = VAn (.'/)
bedac funkeyg przestgpng odwrotng pewndj funkeyi, ma grani-
czng nieskoiiczong.

445. Jako drugi przyklad oznaczymy graniczne innych
dwoch funkeyi elliptycznych, oznaczonych przez réwnania skoii-
czone z funkeyi } («), postaci:

p@ =Vi-e
v (2) = V11—
obic mozna uwaza¢ za funkeye z funkeyi, przeto na mocy § 89,
bedzie:
G (@) @
12%@)
201 ()

Zatém mamy dwic graniczne, a #e jedna Gj, () (») jest nie-
skonczona, przeto mozna ja opudeié; a druga daje kiadge za
4 (=) warto$€ y, 1 upraszezajac:

Gu@@ |

AR ey
B PN . o ol
291/ 1— k2?2
podobnic:

(*) Patrz: ,Théorie des fonctions doublement périodiques par Briot
et Bouquet: Paris 1859.¢ — kar. 95 i nastgpne.
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AT RS
$iid ) 1-—k3y?
G v (~I)) (J') T e '*k"—' "::::,y":.
2k3y)/ 1—y?
Nalkoniec, trzecia funkeya oznaczona przez
i L (@)
W () = ——
kel ()
jako bedaca utamkiem, ktorego licznik ma graniczna nieskoniczo-
na, bedzie miata za graniczng:

G (@) @) = — V19"

Ztad wypada, Ze funkcya elliptyczna }, () ma graniczng nie-
skonczong, funkeye za$ w (2), v (2) 1 ¢ («) majg graniczne
skoniczone.

A4@ Szezegllne prawo dowiedzione w § 114 mozna ta-
two uogolni¢; jakéz gdy mawmy réwnanie:

m

¥y =M () (a)
gdzie A jest funkceya algebraiczng catkowity stopnia k z y, & wy-
k¥adnik = nie jest razem catkowity i dodatny, to biorge pocho-
dng drugg otrzymamy:

2m — 1

Y = miAy A
biorae pochodny, trzecig hedzie:
3/”’ = in : (2"1_1) Aim—-‘_’ A: + A:m—l A},: {!/'
czyli upraszezajac bedzie:
Yy =m Aiw2 ! (2m—1)A: + A A: !
wyrazenie, w ktorém czgs¢ w nawiasie jest funkeyg algebraiczng
i calkowitg, oznaczajac jg przez B bedzie:

3m—2

y”’ = m Az B »
a biorge znowu pochodng otrzymamy:

3m—2

g = m{Bm-A" A B+ A By
czyli upraszezajgce:

4m—3 2
Y= Ag fBm—2) A B+ AB'}
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a oznaczajac wyrazenie w nawiasie jako funkcyg algebraiczng
catkowita przez C, bedzie: y

4m—3
yv =m A C
a zatém w ogéle pochodna = ta wyrazi sig¢ przez:

(nm—n+-1) N

y* =.m A
odzie N jest pewna funkeya algebraiczna i catkowita. W szere-
gu tych funkeyi pochodnych, gdy wykladnik = dopehia wa-

runku:
nm—n+4+1=0
czyli:

1.2 3 4
§ 84 5
to jedna z pochodnych takiego wyrazenia i wszystkie nastgpne sa
funkecyami algebraicznemi i catkowitemi, a graniczna téj funkeyi
bedzie jeszcze nieskoriczong.

Ztad mamy nastgpujace godne uwagi twierdzenie: graniczna
réwnania roéiniczkowego pierwszego rzedu, w kidrym pochodna
wyraia sig przez potgge ulamkowa, ktord) mianownik o jednqg je-
dnosé jest wigkszy od licznika, z funkeyi algebraicznéj calkowité)
saméj zmienndj y, jest nieskoriczonaq.

to jest: gdy jest zawarty w szeregu liczb ST

b. Rownania rozniczkowe o dwoch i wiecéj zmiennych -
niezaleznych.

A4%. Rownania rozniczkowe o dwéch zmiennych sq albo
catkowite, albo czgstkowe.
Wezmy pod uwage naprzod rownanie rézniczkowe pierwsze-
2o rzedu catkowite, postaci:
dz =Xdz + Y dy (a)

gdzie X1 Y sg funkeye z .« iy, poniewaz to rownanie jest po-
chodng catkowityg réwnania:
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z=1f(z,y)
majacego wedlug § 111 dwie graniczne, ktére otrzymamy, uwa-
Zajac raz » drugi raz y za niezmienne, tak, Ze graniczne sa:
Gz(@=Gf(y @

Gz@ =Gty ()

a Ze znowu mamy:
dz d*z
Gz(z) = G le—(’z) =_G

qzz (@) At.d.

przeto wyrazenie (a) uwazajac w niém raz z, drugi raz y za sta-
e, czyli raz dz = 0, drugi raz dy = 0, daje:
Gz(@ =6GX (@)
Gz =GY(@
Zatém graniczne rownarn roiniczkowych calkowitych o dwéch

zmiennych niezaleinych sq dwie, réwne granicamym pochodnych
czqsthowych, wwaiajac raz @ drugi raz y za stale.

(30)

A48. Rownania rézniczkowe czgstkowe, wyrazajy sig,
oznaczajac przez p, ¢, pochodne czgstkowe pierwszego rzedu,
przez », s, t, pochodne czgstkowe drugiego rzedu i t. d, ogdl-
nie pod postacia:

Rolasance 0, te i liiisé s e 0
réwnanic to czynigc raz @ drugi razy stale, czyli czynigc raz
wszystkie pochodne czastkowe co do 2 réwne zero, drugi raz co
do y réwne zero, wyda dwa réwnania postaci:

B (o, 2 g HIgE B RS Y — ()
x x x
By e gl Rl Y= 0
@, Piyitig y )

ktore na mocy § 117, dadzg nam dwie graniczne, jedng wzigty
co do a, drugg co do y.

A49. Podobnym sposobem otrzymamy graniczne réownai
rozniczkowych, o wiclu zmiennych niezaleznych, co w kazdym
razie jest Yatwe 1 nie przedstawia zadnych trudnosci.
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Na tém konczac rachunek funkeyi granicznych, widzimy, ze
w kazdym razie znajdujemy bardzo latwo graniczne jakicjkol-
wiek funkeyi wyrazonéj w iloSciach skoificzonyeh, lub téz przez
rownanie rézniczkowe, i z catego ciggu wypada to ogolne pra-
wo, iZ:

Kaida funkeya ma pewng graniczng bedqeq albo mieskon-
czonoseiq, lub tés stosunkiem pewndj funkeyi w sklad funkeyi da-
néj wehodzqedj, do jé pochodnych, a nigdy nie jcst zero lub tlo-
seiq stala, dopdki ilosci zmienne niec majq szczegdlnych wartoser.
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CZESC  TRZECIA.

TEORYA ROZWIJALNOSCI FUNKCYI.

i2®. Zasadzajac sic na rachunka funkeyi granicznych
1 na teoryi zbieznosci szeregéw wytozonych w dwdich pierwszych
czgSciach, mozemy teraz zajaé si¢ rozwigzaniem ogélnego zada-
nia rozwijania funkéyi na szeregi.

Teorya rozwijania funkeyi na szeregi, jest jedng z najwa-
zniejszych podstaw rachunku wyzszego, opierajgc sie na niéj do-
chodzimy mnéstwa prawd, lub do ni¢j sprowadzamy ostatecznie
rozwigzanie prawie wszystkich zadai tego rachunku, a jednakze
ta teorya obecnie przedstawia wicle watpliwosci i niedostate-
cznosci; takiemi sg migdzy innemi: niepewno$¢ co do zhieznoSci
szeregow w samych granicach, czyli jak nazywamy w punktacl
czyli wartosciach  krytycznych; zalezno$¢ zbiezno$ci, nie od sa-
méj funkeyi, lecz od reszty szeregu, ktéra powinna dazy¢ do zera
z liczbg danych wyrazow, it. p. Jakkolwiek na tém polu wie-
le niedostateczno$ei wyjasnita teorya Cauchego, jednakze wpa-
dla w drugg ostateczno$é, gdyz wprowadzajac w ich rozwigza-
nie iloSei urojone, uczynita wypadki zalezne od tych ilosci, przez
co trudne a czesto niepodobne do otrzymania.

Otoz te niedostateczno$ei, nietylko zupelnie usuwa rachu-
nek funkeyi granicznych, zastosowany do rozwijania funkeyi na
szeregi; lecz jeszeze wyjasnia wiele miejse watpliwych i odkry-
wa nam nowe prawa rachunku.
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A 7 to zastosowanie daje nam prawa ogélne, wedtug jakich
funkeya zdolng jest nietylko rozwingé sig¢ na szeregi zbiczne,
uszykowane wedtug potgg rosngeych zmienndj, ale i na inne ich
rodzaje; dla tego one stanowiq: Ogélng teoryq rozwijalnosci funk-
cyi, ktoréj czgseia rozwijaniem na szeregi zbiezne, tu szczegolnie
si¢ zajmiemy.
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ROZDZIAY. PIERWSZY.

NOWA POSTAC WZORU ROZWIJANIA FUNKCYI NA
SZEREGI ZBIEZNE, USZYKOWANE WEDLUG POTEG
DODATNYCH PRZYROSTU ZMIENNEJ.

424. Gdy uwazamy funkcya w zwigzku z szeregiem jéj
odpowiednim, warunki zbieznosci szeregu sg zarazem warunka-
mi, pod jakiemi funkcya daje sie rozwina¢ na szereg, to jest da-
ja dwie warto$ci graniczne zmienndj, migdzy ktéremi szereg zo-
staje ciagle zbieznym, a funkcya w tych granicach daje sig S$ci-
$le przedstawic przez tenze szereg, czyli jest zdolng rozwinac sie
na szereg.

Rozwijalnosé wige funkeyi jest to jéj wlasnosé, ze w pewnych
granicach daje sig wyrazié¢ przez szerey 2bieiny; a granice zbie-
znosci szeregu otrzymujg sig, jak wiemy z § 24, ze stosunku
n tych wyrazow, réwnajac go z + 1; dla otrzymania wigc tych
granic potrzeba zna¢ prawo tworzenia sig wyrazow szeregu, czyli
posta¢ wyrazu ogélnego. Granice rozwinigcia funkeyi powinni$my
otrzymac z saméj funkeyi nie przechodzac do jéj pochodnych, i tak
otrzymane granice powinny by¢ tez same jak i szeregu. Otrzyma-
nie granic rozwiniecia funkeyi z saméj funkeyi jest bardzo wazném
w rachunku, albowiem daje mozno$¢ wprost oznaczenia granic
zbieznosci szeregu, bez jego otrzymania i bez oznaczenia prawa
tworzenia sie wyrazow, ktére w ogdle jest trudném do oznacze-
nia, zwtaszeza dla funkeyi wieeéj zawiklanych.

122, Granice rozwinigcia funkeyi bardzo tatwo si¢ otrzy-
mujg przez zastosowanie rachunku funkeyi granicznych. Jakoz
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gdy mamy dang funkeya i jéj odpowiedni szereg uszykovany
wedlug poteg rosnacych zmiennéj, to granice zbieznoSci szere-
gu, jak wiemy wyrazaja sie, rownajac stosunek n tych wyrazow
szeregu, tuz po sobie idacych dla n —w0 z + 1; a ze stosunek
ten wyraza sie jeszeze przez funkeyg graniczna, zatém oznacza-
jac graniczna funkeyi danéj za pomocg rachunku funkeyi grani-
cziych, i réwnajac ja ze zmienng porzadkujacg, otrzymamy za-
dane granice zbieznosci szeregu, wyciagniete wprost z funkeyi,
nie znajac weale wyrazow szeregu.

Takie jest proste rozwiazanie zadania oznaczenia granic
zbieznosci szeregu, i razem rozwinigcia funkeyi.

Pozostaje tylko zastosowac to'rozwiazanie do szczegolnych po-
staci szeregow, na ktore rozwijac sig moze funkeya.

4123. Teorya rozwijania funkeyi na szeregi, zawarta jest
w znanym wzorze Taylora, ktory przedstawia to rozwinigcie
funkeyi danéj wedtug przyrostu ilosci zmiennéj.

Dowad twierdzenia zawartego we wzorze Taylora, jest tro-
jaki: w pierwszym bez zaktadania zadnych warunkoéw dochodzi-
my kolejno jego postaci, dopelniajac ja reszta; drugi sposob po-
dany przez Lagrange’a, w ktérym dowodzimy naprzod, jaka po-
winno miéé forme rozwinigcie, i nastepnie do oznaczenia jego
spotezynnikow uzywamy metody spolezynnikéw nieoznaczonych;
lecz tn dowod potrzebuje zatozenia warunku, iz zmienna a zo-
staje dowolng i nie ma szczegolnych wartosei; trzeci nakoniec
podany przez Cauchy jest: oznaczenie naprzod warunkow, pod
jakiemi funkeya daje si¢ rozwinagé na szereg zbiezny, a naste-
pnie otrzymanie rozwiniecia przez zastosowanie metody spotezyn-
nikow nicoznaczonych. W dzisiejszém stanowisku nauk matema-
tycznych, dowod Cauchego jest naj$cislejszym.

Dopelnienie szeregu reszta nic nie znaczy, albowiem gdy
szereg zbiezny, reszta niepotrzebna; gdy szereg jest rozbie-
zny, sam nic nie znaczy a reszta réwniez niepotrzebna;
a gdy nie wiemy czy szereg jest zbiezny czy rozbiezny, re-
szta dodana nic nas nie uczy, i nie zapéwni nas o zbiezno-
$ci szeregu; dopiero gdy ja obliczymy dla danych wartosei zmien-
néj, dowiemy si¢ ze szereg jest rozbieznym lub nie, lecz ona nie
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daje nam granic, miedzy ktéremi szereg powinien byé zawsze
zbieznym.  Trzeci dowdd Cauchego wypelnia whasnie ten niedo-
statek ogdlnéj teoryi, i naprzod dowodzi, pod jakiemi warunkami
funkcya moze byé rozwinigta na szereg. W teoryi Cauchego roz-
Winigcie na szereg jest niejako rzecza podrzedna, jest wnioskiem
pewnych prawd z wtasnoscei funkeyi wypadajacych, pozbawione
przeto swéj ogolnodci bezwzglednéj.

A jednakze prawda ta jest niezalezna od postaci funkeyi, jest
026lng, a tylko granice sg zalezne od nidj; dla tego téz wielka
mysl Lagrange’a uzycia jéj za podstawe teoryi funkeyi, nie jest
pozbawiona prawdy, lecz tylko brakuje jéj stakéj podstawy. Do-
wod Lagrange’a grzeszy tém tylko, iz naprzod zakltada, Ze
zimienna x nie moze mié¢ szezegoélnych wartosei, i tym sposobem
odrazu $cie$nia ogolnosé¢ prawa rezwiniecia.

Takie jest obecnie stanowisko téj prawdy w nauce.

424 Zaczniemy wiec teorya rozwijania funkeyi na szereg
od' podania nowéj postaci tego wzoru.

Niech bedzie dana funkeya f () zmienndj @, ktoréj war-
toS¢ jest jakakolwiek, i oznaczmy przez h przyrost téj zmiennéj
a; potrzeba rozwinag¢ nowg warto$¢ funkeyi f (« + /) na szeregs
wedtug rosnacych poteg przyrostu /. :

Poniewaz sama zmienna @, jak i nowa wartosé¢ @ + A po-
winny zostawaé jakiekolwiek; przeto konieczném jest, aby nie
wprowadza¢ zadnych warunkow, i nie $ciesniaé ogolnosci rozu-
mowania, wprowadzenie ilosci dowolnéj, ktora zostajac dowolng,
powinna by¢ zalezng od wlasnosci funkeyi; niech wige bedzie no-
wa dowolna wartosé zmiennéj », ktorg oznaczymy przez x + a
gdzie a jest to przyrost skonczony téj ilosci, zreszta jakikolwiek,
tak ze gdy x bedzie miato szczegdlng jaka warto$é, @ + «a
zostaje zawsze zupelnie dowolne; gdy 4 bedzie miato szcze-
golng wartos¢, & — a bedzie miato znowu warto$¢ zupetnie do-
wolna.

Tak wiec wprowadzajac ilo$¢ dowolng a, funkeya f(z + /)
daje sig rozwinaé na szereg wedtug poteg rosnacych z ilosci do-
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wolnéj 2 — a i majacych spotezynniki zalezne od dowolnéj ilosci
z+a postaci: (¥)

f(z+h) = A+B (h—a) + C (h—a)> + D (h—a)* +... (a)

gdzie ilo$¢ h — a wedtug ktoréj rozwija sie funkcya na szereg,
mozemy nazwacé ilosciq porzadkujacq a (T +-a) wartoscia poczatko-
wq 2mienné)., ' :

Stosujac do téj postaci znany dowdd Lagrange’a tatwo do-
wiedziemy bez zadnych $cie$nien, ze forma tego szeregu nie mo-
ze zawiera¢ ani poteg odjemnych ani utamkowych i koniecznie
musi by¢ powyzszéj postaci.

Zatézmy naprzod, Ze h — a wszystkie wyrazy nikng i bedzie:

A=1f(z + a

pierwszy wiec wyraz jest samg funkcya, gdy w niéj potozymy «
za h. Daléj szereg ten' nie moze mié¢ poteg utamkowych, al-
bowiem kazda potega utamkowa ma tyle wartosci réznych, ile je-
dnosci w jéj mianowniku; a ze pierwszy wyraz rozwiniecia jest
taz sama funkeya, gdy za & potozymy a ilo$¢ dowolna; przeto ten
wyraz musi zachowac te wszystkie rézne wartosci, a kombinujgc
je z wartosciami réznemi wyrazu majacego potege utamkows,
szereg dawatby wartoSci réznych daleko wiecéj niz posiada sama
funkeya, co by¢ nie moze; a zatém nie moze by¢ poteg utamko-
wych.

Nie moze by¢ poteg odjemnych, albowiem czynigc /= a nie-
ktore wyrazy stawalyby sie nieskoriczonemi, i szercg miatby
wartosci nieskoniczone, gdy pierwsza strona przez polozenie
h = a zostaje dowolng zupelnie. Zatém nie mogac zawieral
poteg ani utamkowych ani odjemnych, musi mié¢ tylko postac (a).

Poniewaz tylko ta forma szeregu jest konieczng, zatém dla
znalezienia spotezynnikow rozwiniecia, rozniczkujac kolejno co do
L otrzymamy:

(*) Patrz. Lagrange: ,,Lecons sur le calcul des fonction. Paris,
1806.“ Lecon seconde, page 8, i nastepne.
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“i('?dj g, B BB B e
M(ﬁ/:- L O % el

dr f (.T e h)
: v |
i ¥ %
a poniewaz a zostaje dowolne, zatém zakladajac i = a, wszy-
stkie wyrazy nikng, procz pierwszych, ktére pozostaja zalezne od ilo-
$ci dowolnéj a, 1 otrzymamy:

ol (.1' a)

df (z+41h)
e ( dh )u
S 1 [d*(z+h)
RV ( dh? )

g 17 df (x+4h)
N Sl ( dhn )
A ze mamy:
fdn f @4k _ (d @

i )*(@ )Iﬂ_‘ ki

przeto jeszcze:
o i" (J,”—{—a)
n.

a podstawiajac te wartoéci, otrzymamy wzor:

sl (/

f(@+4h) =1 (r+a) + f'(z+a)+ f” (z + a)+ .

4 -!“) f* @4a) + . (1)

Taka jest posta¢ rozwinigeia funkeyi na szereg, ktory na-
zwiemy gldwnym; pozostaje jeszcze oznaczy¢ stala dowolng a
wprowadzona jako poczatkowy przyrost zmienndj.
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125. DPoniewaZ szereg moze byé zbiezny i rozbieiny,
przeto dowod powyzszy potrzeba jeszeze uzupetnié, dodajac gra-
nice, miedzy ktoremi szereg bedzie zbieznym.

Poniewaz szereg (1) ma by¢ zbieznym, przeto stosunek »
tych wyrazow musi koniecznie w granicy gdy n = o by¢ réwny
jednosci, gdy szereg ma znaki jednakowe; — 1, gdy znaki naprze-
mian, jak to dowiedlisSmy w czedci 1 § 24; zatém aby powyZszy
szereg byt zbieznym, musi by¢:

W N
( (h—a) 1" (24a) )w 5
czyli wylgezajac b — a bedzie:
PR 1 ‘ n 11";" (z+a) )
= ( (z+a) ; ’m
to jest L — a musi by¢ mniejsze od tych granic, czyli zawarte
miedzy temi granicami w przechodzie przez zero.

A ze druga strona jest Scisle graniczng danéj funkeyi
dla wartosci # + «, ktora umiemy zawsze znalez¢ za pomocy
rachunku funkeyi granicznych, przeto otrzymamy jeszcze:

h—a+GI(2) (@) (2)
1 to sg granice dla & migdzy ktéremi szereg nasz zostaje zbie-
znym, a ze ilos¢ a jest dowolna, przeto mozemy zawsze bra¢ ta-
kg, aby dopehiata warunku (2). Réwnanie warunkowe (2) na-
zywac bedziemy réwnaniem zbieinoset szerequ, 1 widzimy e roz-
wijanie funkeyi na szerveg sktada si¢ z dwéch czesci, z szeregu
samego i rownania zbiezno$ei, ktére razem wzigte sktadaja pra-
wo rozwinigeia funkeyi na szereg w najogdlniejszém znaczeniu,
a ktore daje sie tak wystowié:

Kazida funkeyq moina rozwinaé na szereg, uszykowany we-
dlug poteg rosnacych przyrostu zmienndj, wedlug dowolnéj poczal-
kowéj wartosci tego przyrostu w postaci (1) © miedzy gramicami te-
go przyrostu, oznaczonemi summaq i roinica poczatkowéj dowolnéj
wartosei tego przyrostu i funkeyi granicznéj danédj funkeyi dla  po-
czq‘tkoz'vefj waitosct zmiennd), 1 vbjetemi rownaniem zbieinosci (2).

Tak dopelniony wzor (1) nie przestaje by¢ zupelnie ogol-
nym, albowiem wzor (1) daje prawo rozwinigcia, a rownanie (2)
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daje wartosc ilosei dowolnéj a, warunek w iec (2) uzupelnia do-
wodzenie, znoszac dowolnos¢ ilosci a.

Gdy 4 i @ dowolne, rownanie (2) daje zwigzek migdzy temi
ilosciami, lecz gdy « i & dane z rownania (2), otrzymamy wartosci
dla a szezegolne, zado$é czynigee warunkom zbieznosci szeregow.

186. Rownanie powyzsze (2) daje dwie wartosci dla 4,
oznaczajac je przez hy i h,, bedzie:
hs = a + G L (@) (@)zta
by —a—GHf () (.il’).r+a
biorge Foznice tych ilosei, otrzymamy:
hy — by = 2 G £ (Z) ()24
Poniewaz rozeiaglosé, w jakiéj funkeya daje sie¢ rozwinaé na
szereg zbiezny, mierzy sig réznicy wartosei 4, i 4y, tak ze od &,
do A, szevegi sa zbiezne, oznaczajac wige te roznice przez g, be-
dzie: : ‘

8 =2 G 1 (@) @ ®)
to wyrazenie bedziemy nazywali rozciqgiem zbicinosci szeregu
lub rozwiniecia funkeyi na szereg i powiemy Zze:

Rozciag rozwiniecia junkeyi, jest véwny podwojonéy funkeyi
graniczndj wzictdj co do zmienndj dla wartosei poczqthowéj rozwi-

neecta.

12%. W rachunku funkeyi granicznych widzieliSmy, ze
f}mkcyu dana moze mié¢ kilka granicznych, stosownie do posta-
ci funkeyi w sktad danéj funkeyi wchodzacych. Kazda z tych
granicznych da osobne granice rozwinigcia, a granicami funkeyi
danéj beda te z nich, ktore daja rozeigg najmniejszy objetych
granicami innych funkeyi. Albowiem biorac wartosci wieksze
od tych najmniejszych granic, jedna przynajmnié) z funkeyi
w sktad danéj funkeyi wchodzacych da szereg rozbiezny, prze-
to szereg juz nie moze wyraza¢ funkeyi.

7 tego twierdzenia wypada, ze graniczne dajace granice
nieskoiiczone, przy innych dajacych granice skofczone, musza
by¢ odrzucone.
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1 tak, niech bedzie funkeya:

I
(az+b)°
b e et s : i
(cx+d)(ma—+n)”
ta funkeya ma za graniczne § 97.
x40
Gy@)=— 2"
a
o exAd
Gyl =+ —_—
G y s 7_nx+7z

m

Ztad rozwijajac y na szereg wedlug wzoru (9) dla poczy-
tkowéj wartosci @ = 0, potrzeba wybra¢ miedzy wartosciami
dla a:

b
S
a
d
T =9 —
¢
"
@XEEe

m
najmniejsze za granice, albowiem one bgda objete wszystkie-
mi innemi.

428. W rachunku funkeyi granicznych (§ 119) dowiedli-
$my, ze graniczna funkeyi wyraza si¢ przez stosunek pewnéj
funkeyi, w sktad danéj funkeyi wchodzacéj, do swéj pochodnéj
pierwszéj, lub téz jest nieskonczong. Gdy graniczna jest nie-
skonczong, granice sa + oo, a zatém szereg w caté] rozciagto-
Sci jest zbieznym. W drugim przypadku, oznaczajac w ogole
przez ¢ (z) te z funkeyi, ktéra daje najmniejsze granice, ro-
wnanie granic mozna napisac: ‘ ;

="a%¢ q%(fj-jj
¢’ (*+a)

Rownanie to obejmuje nastepujace twierdzenie:

Granice rozwiniecia funkeyi na szereg, wyraiajq si¢ w ogo-
le przez summg lub roinice poczatkowéj wartosci przyrostu
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i stosunku jeduéj = funkeyi w sklad danéj funkeyi wehodzacé),
Etora daje rozciag zbieinosci najmniejszy, objety vozciagiem in-
nych funkeyi, do jéj pochodnéj dla wartisci poczqtkowéj zmien-
néj, lub w szezegilnym przypadku moga byc obie nieskorczenie
wielkie, gdy graniczna ma wartosé nieskonczong.

7 tego twierdzenia wypada nastepujacy wniosek:

Rozwinigcie funkeyi na szereg, w ogole zalezy tylko od
stosunku pewnéj funkeyi do jé pochodnéj, a weale nie zalezy
od dalszych pochodnych. Wazne to prawo czyni rozwijanie
funkeyi zalezném tylko od stosunku funkeyi do jéj pochodnéj.

429. Jakiekolwiek beda miaty wartosci « ik, a jeszeze
moze by¢ dowolne, lecz musi hy¢ zawarte w granicach obje-
tych réwnaniem (3). Aze « jest dowolném, wiec zmieniajyc
a w tych granicach, otrzymamy rézue rozwinigcia; mozna wigc
a bra¢ takie, aby rozciag rozwinigcia byt maximum, co otrzy-
mamy rownajac. jego pochodna do zera, to jest bedzie:

d G,f_( T) “\x\’.l"“}"d =0
da i

ezyli:

_ {d Gt () ()

( WL e

Jota

Aze 7z rachunku funkeyi granicznych wiemy, ze grani-
czna albo jest nieskonczona, albo jest stosunkiem pewnéj fun-
keyi w sklad funkeyi danéj wchodzacéj do swéj pochodnéj,
zatém:

1. Gdy graniczna jest nieskoriczona, rozcigg jest nie-
skorficzony i szereg jest zbiezny w caltéj rozciagtosei od 4 »
do — . S i

2. Gdy graniczna jest stosunkiem pewnéj funkeyi do jéj
pochodnéj, oznaczajac ja przez ¢ (z) bedzie:

. 2 ([)

_ G f(z) () = a

a biorac pochodng co do z i ktadac za 2,  + a otrzymamy:
g2~ Pgpit==0
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czyli:
(p (’r‘

(I): b ([,u
ztad w tym razie granice maximum beda:

(s i ( (I:: )
(P zta

o B )
o ¥ B
g ((P“ lxta

Tak wige ilo$¢ dowolna a wprowadzona do wzoru rozwi-
nigeia, rozwigzuje zarazem zadanie dotad niepodobne do roz-
wigzania w rachunku, powigkszenia granic zbieznosci szeregu.

Ilo$¢ a jeszcze rozwigzuje drugie zadanie powigkszenia
saméj zbieznoSci szeregéw, albowiem a zostajac dowolném
w granicach rozwijalnosci, mozemy jéj nadaé takg wartos¢, aby
szereg byt najzbiezniejszym; ta wartos¢ jest dla tego szeregu
a = h, lecz wtedy szereg zamienia sie¢ na tozsamos$¢, zatém
mozemy bra¢ a tak blizkie %, o ile chcemy.

a rozcigg:

A430. Jezeli ilosci @, & i « dopelniaja warunkow zawar-
tych w réwnaniu zbieznoSci i gdy a jest stale, jedna zs zmien-
nych zi/Z lub obie razem, moga zmienia¢ si¢ w granicach
wyrazonych przez toz réwnanie, i szereg bedzie zawsze zbie-
znym; lecz moze by¢ pytanie, czy szereg jest zbieznym dla
tych wartosci granicznych?

Otoz w tych przypadkach czyli dla tych wartosci, ktore
niekiedy -nazywamy krytycznemi, z, h i a maja szczegélne war-
tosci, a szeregi zamieniaja sie na szczegélne, ktoremi zajmo-
waliSmy sie w CzeSci pierwszéj. Aze te wartoSci dopelniajg
jeszeze réwnania zbieznoSei, przeto stosunek wyrazow, dazy do
granicy réwnéj jednosci, gdy » dazy do nieskonczonosci, a w tych
przypadkach teorya zbiezno$ci szeregéw wytozona w Czesci pier-
wszéj rozwigzuje zupelnie zadanie, inie zostawia nic watpliwego.

Zatém w kazdym razie, teorya nasza podaje Yatwe sposo-
by poznania zbieznoSci szeregéw nawet w granicy.

A34. WeZmy pod-uwage wzor gtowny (1) majacy gra-
nice i rozciag:
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hsva 4G f (@) (Z)oa
B 2 G f((L') (m)z-}-a

W pierwszém wyrazeniu uwazajac @ za state, a hiaza zmien-
ne, a w drugiém gia za zmienne, widzimy 7e to sa-réwnania
rozwigzalne co do 4 ig, a nierozwiazalne co do a; dopdki a
dowolne, wyrazaja pewne linie krzywe paraboliczne lub hy-
perboliczne, majace a za odcigte,a & lub g za rzedne, krzy-
we te sa zupelnie podobne, albowiem mamy:

1 : 1
/L=,a¢2g czyli ht2g:a

Jezeli wige Oz i Oy beda dwie osie wspotrzedne (fig. 1)
i na Oz liczymy a, zaczgwszy od OA =z, a na Oy &; to “pro-
wadzac przez punkt A linig réwnolegta od linii, dzielgeéj kat
migdzy osiami na (lwle rowne czesci, linia ta bedzie mié¢ za
réwnanie:
h=:a

a biorac na rzednych odpowiednich odcigtym czesei MN = M N’
= Gf(2) (#)z4o punkta N i N’ beda naleze¢ do krzywych daja-
cych granice 4, albowiem bedzie:

PN=a+ Gf (@) @)ota = A

PN =a—Gf(2)(@)eta = L

tak ze gdy jedna wartos¢ 4 daje linia krzywag NQR, druga linig
krzywg N'Q R’ i obie beda takie ze linia prosta M M’ bedzie Sre-
duicg dla obu, t. j. dzieli¢ bg(lue cieciwy rownolegle od osi y na
dwie rowue czescel,

Rozciag zas g bedzie wtedy przedstawiony przez cieciwy za-
warte migdzy temi krzywemi, i rownolegle od osi rzgdnych, albo-
wiem NN —=PN — PN’ =2G f(2)(@)ste = &

Krzywe te mozna nazwaé granicznem:. Punkta krzywych
granicznych, dla ktorych g = 0, schodza si¢ w jednym punkcie
na linii MM’ jako na ich $rednicy. Odcigtéj tego punktu odpo-
wiada punkt na linii krzywéj danéj, ktory biorac za poczatek
rozwiniceia, rozwinigcie to nie stuzy, i zawsze daje szeregi roz-
biezne, i to dla jakiéjkolwiek wartosci ilosci /.
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Gdy rozcigg ma warto$¢ N N odpowiadajacy odcigté) AP —e¢,
przenoszac NN’ na o$ odcietych, tak aby punkt M padl na T,
koice linii NN’ odetng na osi # dwa punkta p, p' przez ktore
prowadzac rownolegle od osi v, linie te obejma czes¢ krzywdj da-
néj, ktora dla poczatkowéj wartoéci OP da sie rozwinaé na sze-
reg zbiezny. _

Gdy ta poczatkowa warto$¢ zmienia sie, zmieniajg si¢ i wai-
tosci granic, i coraz inne czgsci krzywéj, objete zostana grani-
cami zbieznodci. Zatém dla kazdéj poczatkowéj wartosei przy-
rostu zmiennéj sg dwie granice odpowiednie: jedna zawsze doda-
tna, druga odjemna, i obejmujace czesci krzywéj objete szere-
giem zbieznym. A zmieniajac te poczatkowa wartosc, szereg
zbiezny bedzie przedstawial coraz inne czgSci krzywéj, tak ze
cata krzywa jest objeta szeregiem (1).

132. Nazywajac b — a = k, a poczatkowg wartos¢ ro-
zwinigcia @ 4 a = &, do rozwiniecia bedzie funkeya f (& +-k), gra-
nice jéj beda:

: b=+ Gt (®
a rozciag:
g=+2GEEE) i

Zatém kazde rozwinigcie zalezy od postaci i szczegdlnych
wartosci funkeyi granicznéj f (¥) czyli f(x).

Gdy wigc ilodci k, & i g bedziemy uwazaé¢ za zmienne i do-
wolnie zmieniaé, rozwinigcie ktore przedstawi sie pod postacia:

e ; : ].,.n Fis
FEFR =1 F Z,,. e

bedzie doswiadezaé zmian w granicach rozwijalnosci.

7 réwnania dajgcego granice wypada, ze szereg zostaje za-
wsze zbieznym, gdy k przybiera wartoSci zawarte miedzy gra-
nicami wyznaczonemi przez to réwnanie; a.ze te granice sa so-
bie réwne, i ze znakami przeciwnemi, wige ilo$é & ma za $rodko-
wa wartosc¢ zero, i tak téz byé powinno, albowiem szereg bez
wzgledu na warto$é & dla k = 0 sprowadza sig do wyrazu pier-
wszego, 1 nabywa wartosci gdy k& roénie dodatnie lub odjemuie.
Zbieznos¢ wiec zalezy tylko od postaci funkeyi graniczuéj. Gdy
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wige funkeya graniczna dla wartosci szczegolnych &, staje sig ze-
ro, to irozciag jest zero, wiec:

GI@® @ =0
Y

granice staja sie zero i zbiegaja sie obie do wartosci k= 0, dla
ktordj jak wiemy szereg znika i przestaje byé zbieznym, jakaby-
kolwiek warto$¢ miato k dla tych szczegélnych wartosei &, na-
stepuje wiec przerwanie zbieznoSci szeregu, krzywe graniczne
schodzg sie w jeden punkt, i na krzywéj danéj wskazuja szcze-
golne punkta.

Gdy & poczawszy od téj szezegolnéj wartosci & zmienia sig
dodatnie lub odjemnie, funkeya graniczna i rozciag nabywaja
skonczonych wartosci, i jedna z granic bedzie dodatna, druga od-
jemna, tak ze warto$ci zmiennéj niezalezndj k miedzy ktoremi fun-
keya bedzie rozwijalng na szereg, beda &+ ki & — ki wartosc
$—k gdy &ros$nie musi byé wigksza od téj wartosci &, albo
St kgdy & ilbyW:l musi by¢ mniejsza od &; albowiem gdyby to
nie miato miejsca, i te szczegdlne wartosci przeszty warto$é &,
wtedy od wartoscei &,do & — k lub &4k szeregi bytyby zbiezne, co
by¢ nie moze, bo dla & szeveg juz znika i daléj jak wiemy jest za-
wsze rozhieznym.

Granice wiec zbieznodci odpowiadajace danym wartoSciom
ilosci k& nie moga przechodzi¢ wartosci dla & ktora czynitez gra-
nice zero. Krzywe graniczne rozchodzg si¢ symetrycznie, i sze-
reg bedzie zbieznym, dla pewnéj czeSci linii krzywéj dandj, za-
wartéj miedzy dwoma rzednemi odpowiedniemi odcigtym dajgcym
te granice, a ady odcigta poczatkowa zmienia sie, te granice
zmieniajy sig, i coraz inne cze$ei krzywéj obejmuja, zawsze nic
przekraczajac punktu, ktérego odeigta & czyni rozciag zero. Gdy
& ro$nie, moze rozeiag ros$é do nieskoficzonosei, lub téz dojsé do
maximum, i znowu ubywaé do nastepnéj wartosei, ktora znowu
czyni rozciag zero.

Gy rozeigg rosnie z ¢ do nieskoficzonosei, granica jedna nie
moze przejsé wartosei ogolnéj & gdyz szereg przestaje by¢. zbie-
nym; druga rosnie wraz z & i musi sie stawac takze nieskonczo-
na.  Wartos¢ ta & daje dla funkeyi pewna wartosé, do ktoréj do-
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siega granica druga, i ktoréj znowu nie moze przejsé, gdyz sze-
reg staje si¢ rozbieznym. Miedzy temi wartoSciami, cze$¢ fun-
keyi daje sie rozwinal na szereg zbiezny.

Gdy rozcigg z 3 rosmie dochodzi maximum, i zmniejsza
sig nastgpnie, zawsze granica jedna nie moze przejsé war-
tosci &, dla ktoréj rozciag znika, druga granica zbliza sig do
nastepnéj wartosci szczegolnéj & ktora czyni tenze rozciag zno-
wu zero, i nie moze jéj przejs¢ dla téjze saméj przyczyny, tak
ze dla kazdéj wartosci poczatkowéj & mamy dwie granice dla £k,
ktore nie mogg przejs¢ pewnych granic gléwnych, ktore dajg
k=0 lub k = % i rozciag zero lub nieskonczony. Granice te
ktorych granice odpowiednie danéj poczatkowéj wartoSci zmien-
néj przejsé nie moga, nazwiemy granicam: rozwijalnosci funkeyi,
lub téz granicami rozwijalnosei; nazywajac tamte granicami ro-
awinigeia funkeyi lub zbieinosei szeregu.

Granice wigc rozwijalnosci sa to szczegolne wartosci granic,
miedzy ktoremi funkeya daje si¢ rozwinac zawsze na szereg zbie-
zny, biorge dla ilosci porzadkujacéj wartosci zawarte migdzy
granicami zbieznosci szeregu.

Zatém dla danéj wartoSci poczatkowéj otrzymujemy dwie

" granice dla ilosci porzadkujgcéj, ktorych ta ilos¢ przejsé nie mo-
ze; zmieniajac wartos¢ poczgtkowa zmiennéj, granice dla ilosci
porzadkujacéj zmieniaé sig bgdg miedzy granicami rozwijalnosci
funkeyi.

Granice rozwijalnoSci otrzymamy, czyniagc rozciag rowny
zero lub nieskonczonosci, to jest:

GE@@®=0

GIE (==
te dwa rownania zawieraja wszystkie granice rozwijalnosci, i ra-
zem daja wszystkie wartosci szczegolne dla poczatkowéj wartosci
zmiennéj.  Wartosci wiec te sprawiaja przerwanie rozwijalnosci
funkeyi. gdyz za temi granicami funkcya nie daje sie rozwinaé
przez dany szereg, i dla danéj poczatkowéj wartosci zmiennéj,

A38. Poniewaz rachunek funkeyi granicznych uczy nas
ze graniczna danéj funkeyi wyraza si¢ w ogole albo przez nie-
skonczono$é albo przez:
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9 (z)

¥ ()

gdzie ¢ () jest jedng z funkcyi w sktad danéj funkeyi wchodza-
ca, przeto wartosci dla @ sprawiajace przerwanie rozwijalnosei,
otrzymamy z dwéch systematow rownan, jednego dajacego roz-
ciag zero:

G () (@)=

@ (x)=0 i Q! (&) ="
drugiego dajacego rozciag nieskonczony:
P (@) =w i 9 (z)=0

Biorac pod uwage pierwsze réwnanie i rozwigzujac, otrzy-
mamy dla » wartosci, ktore moga dac dla ¢’ (x) rozmaite warto-
sei. Gdy ¢’ («) dla téj wartosci @ bedzie skonczone, wtedy roz-
ciag bedzie zero, i warto$¢ ta daje przerwanie rozwijalnosci.
Gdy ¢ (z) bedzie nieskonczone, wtedy rozciag jest zero, i war-
tos¢ @ daje znowu przerwanie rozwijalnosci. Gdy nakoniec
¢’ () — 0 wtedy rozciag bedzie nieoznaczony a biorac pochodne

“obu wyrazow osobno, rozciag przedstawi si¢ pod postacia:
P (@)
i gdy ¢'" («) nie jest zero, wtedy rozciag jest zero, i wartoséi te
dla z daja jeszeze przerwanie rozwijalnosci. Lecz gdy ¢/ (x) =0
Znowu rozcigg nieoznaczony, i trzeba przejs¢ do nastepnych po-
chodnych, i tak daléj.

W ogole wigc wszystkie wartosci otrzymane z wyrazenia
¢ (x) = 0 daja przerwanie rozwijalnosci funkeyi bez wzgledu ja-
kakolwiek bedzie warto$¢ pochodnych.

Drugi warunek ¢ (z) = « daje zawsze przerwanie rozwi-
jalnosci funkeyi jakiekolwiek bedzie ¢'(z) nawet gdy ¢'(x) = o,
albowiem wtedy rozcigg mié¢ bedzie postac nieoznaczona, a biorac
pochodne obu wyrazow bedzie:
¢ (x)

¥ (@)

i podobnie jak wyzéj rozciag bedzie zawsze nieskofczonym, aby

tylko wszystkie pochodne nie stawaly sie nieskoificzone.
http://rcin.org.pl
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Nakonicc - gdy @ (x) ma warto$¢ skonczong dla warto$ei
szezegolnych @ a funkeya pochodna ¢’ () — o, rozciag jest ze-
ro i nastepuje przerwanie rozwijalnosci. Gdy zas pochodna ¢ ()
= 0 rozciag jest nieskonczony, i jeszcze nastepuje przerwanie
rozwijalnosci.

Przeto: przerwanie rozwijalnosci nastepuje wtedy, gdy fun-
keya lub jéj pochodna, ktore wyznaczaja granice rozwijalnodci
Junkeyi danej, staja sie zero lub nieskornczone.

A134. Funkeya f («) doswiadeza przerwania ciagtosci, gdy
dla szczegolnych wartosci « staje sig nieskoficzong lub urojong.

Gdy funkeya f(«) dla' nieskoniczonéj wartosci x staje sie
nieskonezona, jakiekolwiek beda wartosci pochodnych zawsze
dla téj wartosci « funkeya do$wiadcza przerwania ciagtosei, a ze
gianiczna téj funkeyi G f (z) (2) staje si¢ takze nieskonczong,
wige przerwanie cigglosci sprowadza przerwanie rozwijalnosei.

Gdy funkeya dla skoficzonéj wartosci « staje si¢ nieskon-
czong, musi miéé postac:

Y (z)

¢ ()

- gdzie dla té) wartosci, v (x) musi by¢ skonczone, a ¢ (v) = 0;
pochodna tego wyrazenia:

f (‘J‘) =

f (z) = f’i?r'”,",,_a,l’i,""l
([ﬁ

rowniez staje si¢ nieskonczong.

Graniczne tego wyrazenia sa:
‘ =G ¥ (z) ()
e_ ¢ (z)

9'(z)
z ktorych pierwsza ma warto$¢ skonczong, gdyz vy (z) jest skon-
czone, druga daje przerwanie rozwijalnosci, wiec warunek ¢ ()
= (0 sprowadza w funkcyi danéj przerwanie ciagltosci i zarazem
przerwanie rozwijalnosci.

Gdy funkcya dla skonczonéj wartosci  przechodzi z rzeczy-
wistéj wartosci na urojona, musi mié¢ postac:

1

. n
f@=yy
http://rcin.org.pl
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gdzie w jest skonczong, ¢ staje si¢ zero dla téj warto-
SCi Z. »
Pochodna tego wyrazenia jest:

 §
7 oY LY 1 YpS
(p 2n

ktéra dla ¢ = 0 staje si¢ nieskoficzong.

Biorac graniczne, bedzie:
T Gy () (2)
juiiz)

P (x)
ktore dla ¢ = 0 maja: pierwsza warto$¢ skonczong, druga jest
zero, wige warunek ¢ = 0 sprowadza razem przerwanie ciggto-
sci i rozwijalnosci funkeyi.

Gf(z)(x)

Zatém warunki o= 01 = %, wyrazajac przerwanie rozwi-
jalnodci funkeyi, sg razem warunkami przerwania jéj cigglosci;
podobnie waruki ¢ = 0i ¢* = dajg takze przerwanie rozwi-
jalnosci i ciaglodci funkeyi.

Ztad wypada nastepujace twierdzenie:

Rozwijalnosé funkeyi na szeregi, zalezy $cisle od cigglosei
Junkeyi, i jéj pierwszéj pochodné, a nie zalesy zupelnie od pocho-
dnych nastepnych.

A35. Prawo wyzéj dowiedzione sprowadza rozwijalno$é
funkeyi, do ciggto$ci saméj funkeyiijéj pochodnéj, i pozwala
prawo rozwijalnosci funkeyi jeszcze tak wyrazic:

Funkeya emiennéj & da sig rozwingé na szereg zbieiny uszy-
kowany wedlug poteg rosnacych ilosci porzadkujqcéj, dopiki ta
ilosé nie przechodzi wartodci zawartych migdzy granicami, dla
ktoryeh jedna z funkeyi w sklad funkeyi danéj wchodzqea, a da-
jaca granice najmniejsze objete granicami innych, i jéj pierwsza
pochodna, przestaja byé ciagle ¢ skonczone.

22
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Twierdzenie to jest podobném do stawnego twierdzenia Cau-
chego, ktérego dowiddt inng droga, uzywajac iloSci urojonych,
a ktoére tak daje sig wystowié: (*)

Funkcya jakakolwiek rzeczywista lub urojona zmienndj
rzeczywistéj lub urojonéj o, da si¢g rozwing¢ na szereg zbiezny,
uszykowany wediug poteg rosngcych z z, dopéki modul z @ za-
chowa warto$¢ nizszg od najmniejszego z moduléw, dla ktorych fun-
keya lub jéj pochodna pierwsza przestajg by¢ skoiiczone i ciggle.

Oznaczenie najmniejszego modutu, ktore jest w ogéle tru-
dne do znalezienia, i zalezne od ilo$ci urojonych, zamienia sig
w naszéj teoryi na szukanie funkeyi granicznych przez rachunek
tych funkcyi i jest zawsze dziataniem na iloSciach rzeczywi-
stych, w tém to teorya nasza ma widoczng wyzszo$¢ nad teorya
Cauchego, i sprowadza, ze tak powiedzie¢ mezna poszukiwania
tego rodzaju na wlasciwa droge.

136. Gdy dang funkeyg y = f («) mamy rozwingé na sze-
reg zbiezny dla warto$ci urojonych «, to kladac:

o = r (dos ¢ + ¢ wst ¢)
wiemy z § 105, Ze graniczne réwnajg sig:
Gy (x) =dostGf(r) (r)
Gy(z) =wst?Gf(r)(r)
zatém granice dla » migdzy ktoremi szereg bedzie zbiezny, dla
poczatkowéj wartosci r = a beda:
r=a+ wst £ Gf(r)(r)a

a rozciag
g=2wst£Gf(r) ("

gdy za$ « jest rzeczywiste i réwne », bytoby jak wiemy:
r=a+ GI() (M

a rozciag:
g=2Gf()(r)a

(*) Patrz: L’abbé Moigno ,,Lecons de caleul differentiel et integral
Paris 1840.% Lekcya 17, § 85.
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Zatém gdy zmienna x jest rzeczywista, granice zbieznosci
funkecyi sg widocznie obszerniejsze, jak gdy « urojone, i roz-
cigg zbieznosci wigkszy; a ztad wniesiemy, Ze oznaczenie gra-
nic rozwinig¢cia funkeyi rzeczywistych, za pomoca iloSci urojo-
nych jest niescistém, jako dajace niewlaSciwe granice, i teorya
Cauchego jako oparta na iloSciach urojonych, prowadzi¢ musi
do wypadkéw zamatych lub zawielkich, tam gdzie si¢ oznacza
granice rozwinigcia funkeyi rzeczywistych, za pomocy iloSci uro-
jonyceh, jak to nizéj (§ 170, 204) na przyktadach zobaczymy. (*)

(*) Patrz: L’abbé Moigno ,,Legons de calcul differentiel et integral.
Paris 184)“. Nota druga.
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ROZDZIAY. DRUGL

SZCZEGOLNE POSTACIE WZORU OGOLNEGO ROZWIJANIA

FUNKCYI NA SZEREGI ZBIEZNE. — SZEREGI TAYLORA,

MACLAURINA, ABELA I BERNOULLEGO, ORAZ STIRLINGA
I BOOLEGO.

13%. We wzorze ogélnym (1), réwnanie zbieznosci zawic-
ra w sobie trzy ilodci @, 4 i a; lecztak, ze one czyniac h — a =1k
i@ +a = dajg si¢ sprowadzi¢ do trzech réwnan nastgpnych.

h—a=kEk
r+a=¢ (a)
k=2 GE(H®
gdzie widzimy, ze dopdki ki & zostaja dowolné, zwigzek ostatni
nie traci ogdlnosci, azeby za$ ki & zostaty dowolne, zwigzek
migdzy ilosciami @, % i a nowy, nie moze by¢ dany w formach:
f(h—a)=0 v S f@+a)=0 ) ()

h—a=1(x+a) |, 1er =219 ,
a gdy % i @ majg warto$ci oznaczone, nie moze by¢ migdzy niemi
a ilo$cig a zadnego zwigzku, albowiem zwigzek ten dawalby ozna-
czong warto$¢ dlaa, aztad % i £ miatyby oznaczone wartosci przez
dwa pierwsze réwnania, ktére w ogdle nie dopetniatyby réwna-
nia trzeciego, iszereg przestalby by¢ zbieznym.

Ztad widzimy, ze dwa sg rodzaje zwigzkow, jakie mozemy
wprowadzi¢ do wzoréw (11 2), jedne nie psujace ogolnosci szere-
géw, drugie zatracajace te ogolnosé, zawarte w nastepujacych
dwoch twierdzeniach:
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1. We wzorze glownym (1) moéna miedzy ilosciami z, h i a,
zalodyé jakikolwiek zwiqzek, byleby nie formy (b); a wzir nowy
zlqd otrzymany nie stract ogolnosci wzoru (1).

2. W kazdym innym razie, wzér nowy traci ogélnosé, i mo-
e sig zdarzyé, ze przestaje byc zbieinym, gdy dla wartosci da-
nych yéwnanie zbieinodci nie ma miejsca. ,

Wedlug tych zasad postepujge, podamy naprzéd wzory,
ktére nie tracg swéj ogdlnosei.

438. Najprostsze z takich warunkéw sq:

a):(), h=0 lub h=a

Jakoz czynige w (1) z = 0 i & zamieniajac na , otrzymamy

nowg ogolna postac:
f(w)::f(a)—}-? ' (a) “ “) £ (a) ..

po gy X (4)
e n!“) el

z=ua* Gf()(2).

Wzér dajacy rozwinigcie saméj funkeyi zmiennéj, i rownie
ogolny zawierajacy nastepujace twierdzenie:

Kaida funkeya daje sic rozwingé na szereg, wedlug dowol-
néj poczatkowé) wartosci zmiennéj, uszykowany wedlug poteg ro-
snacych roznicy zmiennéj od jéj poczqtkowé) wartosci, miedzy gra-
nicams 1) zmiennéj, objetemi réwnaniem zbieinosci.

Biorac wiee wartodci dla = i a zawarte w granicach wyzna-
czonych rownaniem zbiezno$ei (4), otrzymamy szereg zawsze
zbiezny, a rozciag zbieznosci wyrazi sig przez:

o= 2 1 (2) (),
biorgc dla a wartoSci dajace maximum rozciagu, otrzymamy

granice rozwijalnosci funkeyi, w jakich ta funkcya daje sig ro-
zwina¢ dla danéj wartosci .

439. Jezeli zatozymy L = 0, a a zamienimy na — a,
otrzymamy rozwinigcie funkceyi f (z) wedtug dowolnéj ilosci o dla
poczatkowéj wartosci (z — «) postaci:

http://rcin.org.pl



174 cZESC I

; a a?
f (@) =1 (@—a) + 2 f" (x —a) + of f“ (@—a) + . ..

. (5
...+%!~f"(a:—a)+.. )

a=+Gf(@) @ |

Wyrazenie godne uwagi, dajace rozwinigcie funkeyi z, we-
dtug poteg rosngcych dowolnéj iloSci dla poczatkowéj znanéj
warto$ci (z — a), byle a sprawdzalo réwnanie zbieznosci.

A140. Nakoniec, gdy potozymy & = z, otrzymamy:

(w

£ 20) — f (@+a)+ Pw+@+-“|

(6)
Fiph Lesar - (z+a) + .

9
z=a *+ G (2) (@)

Wyrazenie podobne do (5), dajace rozwinigcie funkeyi t (2x)
dla poczatkowéj war toacn dowolnéj z + a, i wedlug poteg doda-
tnych ilosci z — a.

Przegladajac te wzory uwazamy, ze pomigdzy nimi nic ma
dotad znanych, a ztad wypada ten wniosek, Ze wzory znane mu-
sz nalezéé do szeregéw powstajacych z uszezegdlnien drugiego
rodzaju, to jest ktore niszczg ogdlnosé szeregu (1).

f141. Drzejdziemy teraz do drugiego rodzaju warunkow,
ktore niszeza 0golnosé wzorow.

Najprzod zatézmy ¢ = 0 otrzymamy z (1):

ML S t'()+2, () + . ]

It

T A

Je
hi= % Gtim) (&)

Wzér ten przestaje widocznie stuzyé, gdy wartosci 1 /A sa
szezegolne i nie dopetniaja rownania zbiezno$ci, albowiem roz-
cigg zbieznosci jest: 7
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2= 2% G 1 {2)(a)

1 zalezy od iloSci @, zatém moze si¢ zdarzy¢, ze wartoSei z czy-
nig te funkeya zero, i szereg przestaje by¢ zbieznym; jest wigc
szczegolnym przypadkiem (1). Zatém w ogéle ¢ nic moze byc
zero, jak tylko w szczegolnych przypadkach, w ktorych 41z sg
dowolne, i zawarte w granicach oznaczonych réwnaniem zbie-
znosci; lub gdy sa oznaczone, lecz dopelniaja warunku tém ro-
wnaniem objetego, wtedy funkeya da si¢ na ten szereg roz-
winag.

Szereg ten jak widzimy jest szeregiem Taylora, lecz z tg ro-
Znicg, ze reszte szeregu zastepuje tu rownanie zbieznosei. Sze-
reg wige Taylora, jest szczegblnym przypadkiem naszego wzoru.

A142. Powyzsze wzory otrzymane zostaty zakladajac je-
den tylko warunek, teraz wprowadzimy we wzor (1) dwa wa-
ranki: =01 a=0 Iub téz we wzér (4) sam warunek ¢ = 0
otrzymamy:

f (2)=£,0) +';' 1 (0) + ; £ (0) 4 ... + l“, fr (0) +...
@ =+ Gf(@) (@)

@®)

Pierwsza czes¢ tego wzoru jest szeregiem Maclaurina, w kto-
rym reszte zastgpuje tu rownanie dajgee granice szeregu. Wzor
ten wiec w téj postaci nie wpada w blad, albowiem réwnanie
granic pokaze nam niemoznos$¢ zaltozenia ¢ = 0. Jego roz-
ciag jest:

g =262 (2

i gdy # = 0 czyni ten rozciag czyli graniczng zero, gra-
nice sa zero i szereg nie stuzy; trzeba wiec wroci¢ do sze-
regu (4), ’ ¢

143. Nakoniec czyniac z = 01i /A — 0 otrzymamy z (1).

f(0)=f 2.4 <
) =1 (a) — 1 (@) + o1 (a) —...
— e GO T
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Wzor ten mozna jeszcze tak wyrazic, przyjmujac znakowa-
nie granic Sarrus’a: (*)

z 2?
/ fe)=af (¢) — ar 1R () fol s Y
0 3 (9)
o =1HVE fa) ()
i wyraza rozwinigcie funkeyi lub catek oznaczonych; co dowodzi
tego twierdzenia, ze gdy zmienna z dopelnia warunku zawarte-
go w réwnaniu zbieznosci, réznica wartoSci funkeyi, gdy « zmie-
nia si¢ od 0 do z, daje sie rozwing¢ wedtug poteg dodatnych z,
i pochodoych co do .
Jest to wzor Bernoullego, i widzimy Ze takze bardzo uszcze-
golniony, i stuzy dla przypadkow objetych rownaniem zbieznosei.

A144. Kazda funkcya f(z), gdy « powigksza sie o przy-
rost , mozna jeszeze rozwinaé pod inng postacig, nie mniéj wa-
zng, zawsze wprowadzajac ilosé dowolng «, wedtug poteg rosna-
cych réznicy & — a i ilosci wielokrotnie wehodzacéj & postaci:

f(@+0k) = A + (h—a) B + (h—a)(l—a—2 b) C+-. ..

eooF+ (h—a)(h—a—nb)y*-t N + ... i

ze ta forma jest mozliwa Yatwo dowies$é, naprzod iz ona dopdki
a i b dowolne, nie moze zawiera¢ ani poteg odjemnych ani ulam-
kowych, a czyniac ilo$¢ dowolng & = 0 zamienia si¢ na forme
(a) wzoru gtéwnego (§ 124), a rozwijajac kazdy czynnik zawiera-
jacy b przejdziemy jeszeze do postaci (a): tylko spotezynniki A,
B, C, i t. d. musza mié¢ inng postal. ,

Wzér ten wigc jest mozliwy pod wzgledem formy, a ze za-
wiera po drugiéj stronie iloé¢ dowolng a, przeto dopdkia dowol-
ne, rozwinigeie moze miéé miejsce, a pochodne biorge co do £
otrzymamy:

(*) Znak / jest znakiem podstawienia podwéjnego, a réznica war-
tosci funkeyi dla dwoch wartosci granicznych zmiennéj « oznacza sie przez

/{ Y, (@), to jest: /a/ Y, (@) = £(b) — £ (a).
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df“(fl;fl)=3+2(h—a_b)c+... +a(b—a—b)(h—a—nb)*~? N+...
g Bosos. cn(n—1) (h—a—20) (hi—a—nb)—3 N + ..

7 (l/l"

A czynige w daném rozwinigciu 2 = a, a w nastgbnych po-
chodnych kolejno 4 =a + b, h = a + 2b. . . otrzymamy war-
tosci spotezynnikow:

A=1(+ a)
‘df(z—}—h)) oy
Bi— z dh ’-H_b_f (@ 4+ a+0)
s Y P el o s ,
S ;am— g5 A h 420

1 ‘d" f(m+h)l

N == ',-l!' l———-’m—*— ’a-i-ﬂb b f" (-Z' + a + n b)

n'

majac posta¢ n go wyrazu, tatwo znajdziemy granice tego szere-
gu; jakoz biorge stosunek n — 1 do n go wyrazu dla n = o«
ofrzymamy:

( (h—a—(n—1)b)*~? n fa—1 (.z’+a+(n —1)b) )

| (h—a—nby»—t  °  f* (z4-a-+nbd) ’m =zl

a gdy n = oo,z tego stosunku otrzymamy:

h = {(a+nb) * G f (2) (2)atatnnr }oo

na granice wartosei zadane, tak Zze wzér ten rozwinigcia bedzie
miat postac: :

23
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f(m + ]l) —

/ h—a)(h-a—-20
f(x—]—a)-i—“ i ﬁ(x+a+b)+(~-l)(‘2,“ 20 (0 +at20) .

(/z —a)(h—a—nb)*!
n!

f* (24-a+nb) (10)

h = {(a+nb) + G f (2) (Z)@tatn)} o

Taka jest forma ogélna wzoru podobnego rozwinigcia; pozo-
staje tylko zastanowic si¢ nad postacig granic.

4145. Granice dla 2 wyrazaja si¢ przez nb, za ktére po-
trzeba potozyé warto$¢ dla n — oo ; gdy wigc ilo$¢ & nie jest ze-
ro, warto$¢ nb jest nieskonczong; a ztad nieskoificzonemi sg
a + nbizx+ a+ nby; gdy za§ b —=0 szereg zmienia forme,
przyjmuje posta¢ wzoru (1),a granice stajg si¢ nieoznaczone, lecz
one zmieniaja si¢ takze i przyjmuja posta¢ (2). Gdy wigc b nie
jest zero, forma granic wlasciwie bedzie:

h=oo4+GI(2) (@), (10)

i widzimy Ze, jest niezalezna ani od x, ani od «, ani od 4, i powin-
na dawaé tez same granice jak wzor (1) to jest:

hi=at GT(2) (Oepet

co widocznie nie moze byé, jak tylko dla szczegdélnych postaci
funkeyi.

A ze dowiedliSmy, ze tylko funkeye algebraiczne catkowite
wyktadnicze, a z trygonometrycznych wstawa i dostawait. p.
majg graniczne niezalezne od z i nieskoniczone; przeto wzor (10)
stu2y dla tego rodzaju funkcyi, a nie stuzy dla zadnych innych.
Ztad mamy twierdzenie nastgpujace:

Funkeye, majgce graniczng jedng i nieskosiczona, daja
st rozwingé¢ na szereg (1) wedlug poteg rosnqcych przyrostu
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emniejszonego loscia dowolna, wielokrotnie w sklad poteg i pocho-
dnych wchodzacq.

A46. Poniewaz graniczne sg niezalezne od a, przeto
mozna polozy¢ a = O iotrzymamy wzor prostszy, zamienia-
jacbnaa:

(h

f(z4h)= f(z')+ f’(J:+ a)+ — 2a) f (z +2a) + .

(11)

ol n—1
h (h nna) £ '(8-4n0) +

ha= i

i stuzy tylko dla funkeyi, ktérych graniczne sg nieskonczone.
Jest to wzor podany przez Bertranda (*) bez zadnego zastrzeze-
nia jako ogodlny; tymczasem jak widzimy, stuzy tylko dla
funkcyi algebraiczno-catkowitych, wyktadniczych, wstaw, do-
staw i t. p.

Czyniae f (¢ + h) = (¢ + a)™ otrzymamy wzér Abela.
(@+a)"=z" +ma(x+0)"-' +

m (m

1) s (a—2b)@ + 2By 4 . 12)

m — calkowite i dodatne.
gdzie réwnanie granic mozna zastapi¢ juz warunkiem ogranicza-
jacym wyktadnik.

Widzimy wiec, ze wzory te sg bardzo w zastosowaniu ograni-
czone, a z dowodu samego wzorn wynika, ze powigkszajac liczbe
dowolnych, mozemy otrzymaé nowe szeregi, jakie np. podat

() Bertrand: ,Traité de calcul différentiel Paris, 1864. Page
323 i 324.
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Burg (*) wprowadzajac n dowolnych, lecz poniewaz te ilosci nie wply-
waja na granice, albowiem rownanie zbieznosci jest od nich nie-
zalezném, zatém podobne rozwinigcia sa nieuzyteczne, a wprowa-
dzenie tylu dowolnych zbyteczne. Takie jest prawdziwie zna-
czenie wzoru (10) i jemu podobnych.

A4%. Szukajmy jeszcze warunkow zbiezno$ci dla szeregu
Stirlinga majgcego forme: (*¥)
f(z+h)—f(@)=0f(@z)+ AL} ' (@+h)— (@) + ...
Tt A i (P @) — 1 @)+ .

gdzie spétezynniki rozwinigcia otrzymamy, uwazajac, ze one sg
niezalezne od postaci funkeyi f (z); jakoz czyniac f (r) = e,
1 zmieniajac A na x, bedzie:

(ef:fj —1— Ap—Ae®Ad— ., ..

b ( Dn(e" ac—l) )0

n!

zatém:

a ztad wyraz n ty ma forme:

e AR F AR L (Dn ( Y ))
ni A | o

czyli ze szereg dany sklada sie z dwoch szeregow, ktore maig za
wyrazy ogdlne:

0, :{L"fn,("fj_,@_ g (Dn ( Z ))
n! L A

S PP @
- (o]

i potrzeba, aby oba te szeregi byly zbiezne; jakoz stosunek wy-
razoéw pierwszego daje si¢ wyrazi¢ po uproszczeniu przez:

(*) Burg w ,,Journal fiir Mathematik* T. I. r. 1826, str. 367 — 368.
(**) Bertrand: ,,Traité de calcul différentiel® § 333.
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U RV R o ¥
w = ween (D)l =),
ot _m Fl@tl) D\ @
-3 e )

a mnozac i dzielac przez n i wyrazajac przez funkcye graniczne
w granicy gdy n — «o, pamietajac ze stosunek staje sig 1owny
+ 1, bedzie:

G f (2) (@)epa 7— @0

h=+ ot
Gf(‘L)(.L)L.*-/.G 1 @
h=+ ——— oo'“' i

Oba wige szeregi majg te same granice, i wyrazajg si¢ przez
iloczyn dwéch granicznych.
Jakakolwiek bedzie graniczna saméj funkeyi f (), mamy
graniczna drugiéj:
G( & )( )‘—G.L(.L)~'L
(# ol

z tych druga graniczna dla 2 — 0 ma wartos¢ zero.

Zatém jakakolwiek bedzie graniczna funkeyi f (x) zawsze
te granice sg zero, i szereg ten przestaje istnie¢, czyli nie ma
zadnego znaczenia.

Gdy funkeya f () ma graniczng nieskonczong, wartosc licz-
nika ukazuje sie pod postacia nieoznaczona, lecz mianownik be-
dac nieskonczonym, jakikolwiek bedzie licznik, zawsze ta war-
to$¢ granic bedzie zero. Dopiero w szczegolnym bardzo przypadku,
gdy nieoznaczona wartos$c liczilika jeszcze jest nieskoniczong, grani-
ce ukazuja sie jeszcze pod postacig nieoznaczong, i tylko dla te-
g0 szcezegllnego przypadku funkeyi, szereg moze stuzyc.

Widzimy wiec, ze szereg Stirlinga w ogole nic nie znaczy,
1 nie powinien by¢ uzywanym.

Szereg powyzszy nawet nie jest zbieznym dla funkeyi ¢* , ja-
koz stosunek wyrazow daje:
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Uy B e DR e —1y
dla n = o jest:
=+ G (ezh-—-—l)o CZyll h=0

granice wigc sg zero i szereg nic nie wyraza.
A48, Szukajmy jeszcze warunkow zbieznosci dla szeregu
Boolego (*) majacego forme¢ podobng do powyzszego:
f@+h) —f(2) = Ak F (@+h) 4+ (@) + - ..
A (B ()4 ) + .
gdzie znowu, poniewaz spétczynniki sg niezalezne od postaci fun-

keyi f (x), przeto czquc f (z) — ¢® i zmieniajac &k na x, otrzy-

many:
w'ze, +1)—A0+A1J:+A2x‘+
zatém:
e —1
1D ——
( a(e* +]))0

n!

g

a ztad wyraz n ty bgdzie'
ke 1] .
gk g “z’(e'i Ty I CHBT D)

rozlozymy go na dwa wyrazy, uwazajac je jako wyrazy ogolne
dwoich szeregéw, a biorac stosunek wyrazéw otrzymamy:

vy - n fom (r+h) D"—‘r j‘—;l

o. h P (et+h) D* \ze D)),
a przechodzac do granic dla » = o, otrzymamy:

it
Gf (r) (@)es G ( “) (@)o
h = + - Y8 2 s WNNRS

) 0
podobnie dla drugiego szeregu.

(*) Bertrand: ,,Traité de calcul différentiel. § 334.
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A ze:

= 1 (J‘):.’t

|=¢e +pw="F

oG (.:r):oo
G

e —1
o ¥

ktore dla # = 0 daja wartosci:
& 0, 2
przeto najmniejsze granice sg zero, i znowu szereg przestaje wy-
raza¢ funkcya zupelnie, dla téjze saméj przyczyny jak wyzéj.
I tak, gdy funkeya f () = €= bedzie:

i I 8 0 4 5ok

0 T heP Db \ae +1)),
czyli:

h=£6 (G Tm),=

zatém nawet dla funkeyi e® majgcéj graniczne nieskoiiczone, ten
szereg nie stuzy. Oba zatém szeregi Stirlinga i Boolego nic nie
znaczg, i powinny by¢ zupetnie wyrzucone z rachunku.

149. Jezeli funkeya f (2), w ktoréj powigkszamy « o ilos¢
urojong yi rozwiniemy na szereg wedlug wzoru Taylora, otrzy-
mamy:

2 4
f(e4yi) = £ (2) — 5 @) + ;1) — ..

+y1 'f’ (x) — 3/ f’“ e 1' (@) —

——

a rownanie zbieznosci:

yi=+Gf(2)@)
czyli:

y = +iGf(@))

Jezeli oznaczymy czeS¢ rzeczywista tego rozwinigcia przez
X a czgS$¢ urojong przez Y bedzie:
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u=Ff(z4+yd)=X+1Y (a)

naprzod funkeye X i Y sg zalezne od siebie, chociaz « i y zosta-
ja niezalezne; jakoz biorac pochodna X co do @, mnozac przez
dy i catkujac, otrzymamy:
dX
dx

podobnie dla Y, przeto wyraZenie (a) mozna dwojako napisac.

g5 sihdX!
u:)\+1fa—5 dy
u:f%dm-{-iY

Ztad wige wypada, Ze granice obu szeregéw zalezg od X i

- lub Y i d¥—, a ze te granice zalezg od ich funkcyi granicz-

dy = yf(z) — -’/ T 1 (@) % -’/ P ().

nych, a znowu wiemy, ze graniczne funkeyi i ich pochodnych s
tez same; przeto granice obu szeregow X i Y sg tez same.
Pozostaje wiee oznaczy¢ granice szeregu X lub Y.
Uzywajac sposobu wyzéj podanego w § 122, \wyla/ 0gol-
ny szeregu X jest:

2n
Uoy — :;‘n' % (.T)
2n+4-2

s 8 o L AR
o 1 (2n+2)! ; (@)

przeto ich stosunek jest:

N L 1)(2n+ 2) i)
4 7f?nf{-2 ((ll')

Uon4-2 y-
co mozna napisa¢ mnozac i dzielac przez {2+

u 1 @n4D)f"  (2n+2) ot
;,;_*_; 7 y-a T T T T - TR
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a przechodzae do granic bedzie:

v = £ |G f @)
takie sa granice funkeyi X i Y rzeczywistych; czyli jeszeze:

y = = (Gf(x)w)
dla szereglw rzeczywistych, a dla urojonych:

y=+iGf(0)@)

Ztad wypada nastgpujace twierdzenie:

Rozwijajac na szereg funkeya, w ktoréj zmienna przyjmuje
wartosci urojone, wedlug poteg rosngeych czesci urojoné, granice
zbieinoset lego szerequ sq urojone, i wyraiajg sig przez wartosci
rzeczywiste funkeyi granicanéj, pomnoione przez ilosé urojong i.

Whiosek. Zatém nie potrzeba szeregéw urojonych rozbie-
ra¢ na dwa szeregi rzeczywiste, i dochodzi¢ ich zbieznoSci oso-
bno, jezeli one pochodza z funkeyi, w ktéréj zmienna przyjmuje
warto$¢ urojona. Gdy za$§ szereg urojony powstaje z potacze-
nia dwéch lub kilku szeregéw réznego poczatku, wtedy dopiero
potrzeba dochodzi¢ kazdego z osobna, tak jak to i dla funkeyi
rzeczywistych ma miejsce.

To twierdzenie i ten wniosek sprowadzaja wbrew przeci-
whnie dzisiejszemu postepowaniu zbiezno$¢ szeregéw urojonych
do rzeczywistych, i usuwaja cala nauke moduléw, a zastgpuja ja
prawami stuzacemi dla funkeyi rzeczywistych.

450. Zbierajac to wszystko coSmy dotad powiedzieli wy-
pada: ze wprowadzenie ilosci dowolnéj a w rozwinigcie jest konie-
czném, gdyz przywraca téj teoryi cala, ogélnosé, dozwala roz-
szerzy¢ granice rozwinigcia funkeyi, i powigkszy¢ zbiezno$¢ sze-
regu, a ztad wyniklo ze wszystkie szeregi dotad znane, jak Tay-
lora, Maclaurina i t. p., sg tylko szczegélnemi przypadkami na-
§26¢0 Wzoru, i jeszeze niezupetnemi w swéj formie, i Ze nie
wpadaja w blqd, lecz przyczyna tego lezy w tém, Ze niewlaei-
wie ich stosujemy do przypadkéw, dla ktorych nie stuzg; tak

23
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7ze mnasza teorya tlumaczy dobrze i ten przypadek dotad nie
jasny.

Kazdy z tych znanych Wwzoréw otrzymat nows forme przez
odrzucenie reszty szeregu, mato przydatnéj do gléwnego celu
rozwinigcia funkeyi na szereg zbiezny, a zamienienia jéj na ro-
wnanie zbieznosci, ktore powinno by¢ dodane do kazdego wzo-
ru, a ktore otrzymujemy za pomoca rachunku funkeyi grani-
cznych.

Nakoniec teorya nasza daje nam najwiasciwszy sposob oce-
nienia zbiezno$ci kazdego szeregu i kierowania si¢ w badaniach
podobnego rodzaju, a wyrzucajac szeregi nie majace znaczenia,
oczyszeza rachunek z mnéstwa bledéw, ktore weisnely sie do
niego w braku dostatecznéj kontrolli.
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ROZDZIAY.  TRZECL

WZOR ROZWIJANIA FUNKCYI NA SZEREGI ZBIEZNE,
WEDLUG POTEG ODJEMNYCH PRZYROSTU ZMIENNEJ. —
SZEREGI CAUCHEGO I LAURENTA.

A4534. Wzor (1) posiada, gdy « dowolne zupetng ogdélnosé
i wyraza funkeyy w caléj jéj rozciaglosci; jednakze gdy wprowa-
dzamy migdzy a, 2, i A pewne warunki, wzor uszczegélnia sie,
przestaje by¢ ogdlnym, i stuzy tylko w granicach objetych ro-
wnaniem zbieznoSci, tak ze czeS¢ tylko funkeyi zostaje przez te
wzory uszezegOlnione wyrazong, inne za$ czgSci nie daja sig
przez nie wyrazié. Z téj przyczyny podamy tu inng jeszcze
posta¢ wzoru, (1) ktéra w tych razach moze byé bardzo uzyteczng.

Niech wige bedzie funkeya f («), gdzie znowu @ zmienia sig
o przyrost &, a funkcya nabywa wartosci f (x 4 /)i wezmy po-
czatkowy warto$¢ funkeyi f (# + a), gdzie a jest dowolne zupel-
nie; funkeya f (z + /) da si¢ rozwina¢ na szereg wedtug po-
teg rosngcych z ilosci dowolnéj 21—t — a—1 postaci:

f(@+h) =A+B (A —a=1) 4+ C(h-' — a1+ ... (o)

gdzie A, B, C . . . sg spéleczynniki zalezne od postaci funkeyi
dansj.

Aby dowies¢ mozliwosci téj drugiéj postaci rozwinigeia, do-
sy€ jest dowiesé, ze szereg ten nie moze zawieraé¢ ani poteg od-
jemnych ani utamkowych, i ze dla wartosci 2 bardzo wielkich
moze zawsze by¢ zbieznym, a rozbieznym dla wartosci 2 bardzo
malych, zupelnie przeciwnie jak postac (a) wzoru gtéwnego (§ 124)
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I
Za¥ézmy naprzod, ze h = a, wszystkie wyrazy nikng i mu-
si by¢: s
- A = f (z+a)
spoteczynnik wigc pierwszy jest to sama funkcya, gdy w niéj
potozymy a za h.

Wzoér ten nie moze miéé poteg ulamkowych, albowiem ka-
zda potega ulamkowa ma tyle warto$ci réznych, ile jednosci
w mianowniku ulamku; a Ze pierwszy wyraz rozwiniecia jest to
taz sama funkecya, gdy za % potozymy ilo$¢ dowolng a, przeto
ten wyraz musi zachowac te wszystkie wartoéei, a kombinujac je
z wartoSciami réznemi wyrazu majacego potege utamkowa, sze-
reg dawatby wartoSci réznych daleko wiecéj, niz posiada sama
funkeya, co byé nie moze, a zatém nie moze miéé poteg utam-
kowych.

Nie moze _miéé poteg odjemnych, albowiem czynige & — a,
wyrazy niektére stawatyby sie nieskonczone, i szereg miatby
wartos¢ nieskoriczong, gdy pierwsza strona jest dowolna.

Zatém nie mogac zawiera¢ poteg utamkowych ani odjem-
nych, musi mié¢ postaé (c), poniewaz ta forma jest mozliwg; prze-
to dla znalezienia spétczynnikow biorac pochodne co do A—1 czyli

to jest co do odwrotnosci z 4, otrzymamy:

df(z+h) Ba i) et ihi

/i

1,
h’

Ein—f%—tnh—) =n!N4 ...
‘ (/)
a czynige h — a wszystkie wyrazy nikng i otrzymamy:
A=f(z+a)
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‘ df(z+h) Q
B | (B
l (l (71,_) ’a
: A f (a+4-h)
e el
ORRE B ( ;) |

@

dr f (z4-h)
k T
i |

Oznaczajac pochodne brane co do odwrotnes$ei przez znak

u dotu, tak ze:
ar f(x PR
et 0 ,(,,'A), = fn (m)

o]
X
i uwazajac ze:
n f (x4h » f(z
(_l‘—f(L+ L)' o ‘ d t(l‘*) z =z fﬂ (-’L'+/l)
1 n ) 1 n
d | d |
h T ki
przeto bedzie:
. o5
N = ¥ f, (x+a)

i podstawiajac te wartosci otrzymamy wzor nowy:

a“_)'-’

fo(z+a)+ ...

h—1—

e (/,L—l sl 9—1)"

n!

" (h—1—
erards

T i) (13)
Taki jest szereg dopelniajacy (1), pozostaje jeszcze ozna-
czyC¢ jego rownanie zbieznosci.
45%. Rownanie zbieznosci tego szeregu, oznaczymy na
zasadzie prawa § 122 o zbieznoSci szeregdw z wyrazu n go:
Jakoz:

ik e 1)
U, = Y o0 ,,;',‘_i,_ t, (z4a)
!
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a ze stosunek wyrazow, aby szeregi byly zbiezne musi by¢ réwny
+ 1 dla n — oo przeto bedzie:
nfy (z+a)
h—t—aNH)f, (z+a) s b
gdzie pierwsza strona powinna by¢ wiegksza ciagle od + 1, gdy
szereg ma by¢ zbieznym.
A ztad:

T e as S
i pierwsza strona teraz wedilug uwagi § 17, musi by¢ mniejsza
od strony drugiéj, czyli zawarta migdzy granicami temi w prze-
chodzie przez warto$é a—1
A ze drugi wyraz drugiéj strony jest stosunkiem pocho-

hl—qgl+ oy B (.’L'—f—a) )

dnych branych co do 3 przeto Scisle rowny granicznéj funkcyi f
wzietéj co do odwrotnosci z z dla ¢ + a, i rOwnanie zbieznoSci
bedzie:

k== a1 ek () ( 1—)
R

a odwracajge to wyrazenie i pamigtajac na uwage § 17, otrzy-
mamy jeszeze:
a

h= — : (13
1 +aGf(r)( )

adzie h jest teraz wigksze od tych granic, a zatém zawarte mig-
dzy temi granicami w przechodzie przez nieskonczonosc, to jest
szereg powyzszy jest zbieznym dla wszystkich wartosci od:

—mrrw-r——do-{-w
]—i—aGf('c)( )
K do — o
1—aGtr)( )
z+a

i jest zawsze zbieznym dla & — + »
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Zatém szereg ten ma granice rézne, i odwrotne granicom
szeregu gléwnego (§ 124) i mozna go nazwaé dla tego szeregiem
dopelniajacym. :

Jego rozciag zbiezno$ci wyrazi si¢ przez:

2a2Gf () (—1)
« z4a

el ot (L)
Y Jata

A 7ze granice teraz zawieraja miedzy soba nieskoriczono$¢,
zatém gdy granice staja sie obszerniejsze, rozciag ten musi
byC¢ coraz mniejszym, zupetnie odwrotnie jak dla szeregu gho-
wnego.

g:

453. Wiemy, ze graniczna albo jest nieskonczona, albo
stosunkiem funkecyi w sktad funkeyi danéj wchodzacéj do jéj
pochodnéj.

1. Gdy wiec graniczna jest nieskonczong, rozciag jest Sci-
le zero, zatém granice stajg si¢ takze zero, i szereg jest zbie-
zny dla wszystkich warto$ci zmiennéj od zera do + =

2. - Gdy graniczna jest stosunkiem funkeyi do jéj p ochodnéj,
oznaczajge ja przez ¢ (x) bedzie:

yelp=l-

Gt (2) ( g ) " :[,EJ, &

€ zta l) \'l'+(l)

a ([J'

@ tag
20 g ¢
([/l'.’. _a‘Z(P‘J
to jest, ze granice zbieznosci znowu wyrazaja sie tylko przez pe-
wng funkeya i jéj pochodna, a nie zalezg od pochodnych dal-
szych.

a ztad:

o
(=]

454. Jakiekolwiek beda wartodci @ i 2, a bedzie do-
wolne, lecz zawarte w granicach objetych réwnaniem zbiezno-
$ci.  Miedzy temi to granicami mozna zawsze zmieniaé a a ztad
szuka¢ takich wartosci dla «, ktoreby czynity rozciag po za
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granicami zbiezno$ci minimum, gdyz wtedy rozcigglo$é¢ zbie-
7znoéei bedzie maximum. Zatém:

1. Gdy graniczna jest nieskonczona, rozciag jest zero
i szereg jest zbiezny w caltdj rozciaglosci od + o do — 0.

2. Gdy graniczna jest stosunkiem pewnéj funkeyi do
swéj pochodnéj, to maximum znajdziemy, réwnajac do zera po-
chodng co do a rozeciggu i otrzymamy rdéwnanie:

‘1 L 2 2 3
&9, =0 9L IN YEP )R, =0

ktore da warto$¢ dla dowolnéj e, dajaca wminimum rozciggu
czyli najobszerniejsze granice.

455. Nie wchodzac w dalszy rozbiér tego wzoru, kto-
ry zupelnie bylby podobny jak dla szeregu (1) (§ 131—135)
przejdziemy do szczegélnych jego postaci godnych uwagi w za-
stosowaniach. Jakoz we wzorze powyzszym nie mozna klasé
ani @ ani & rowne zero, gdyz wyrazy jego stajg sie nieskoiiczo-
ne, lecz przeciwnie trzeba ktas¢ rowne nieskorczonosci; jakoz
ktadac ¢ = oo otrzymamy:

hook h=4

: Airgkss s
flath)=t(o) + 5 fi () + 5 ST

ok
+ g fa () F . (14)

Wzor rozwinigcia funkeyi, wedtug poteg ubywajacych przy-
rostu dla warto$ci A zawartych migdzy granicami wyrazonemi
przez odwrotnosci z warto$ci funkeyi granicznéj wzigtéj co do

Lo @b e
T

v

Wzér ten nie stuzy dla funkeyi, ktérych graniczna co do
i g T R :
= staje sie zero, gdy @ — o, dla funkeyi za$ dla ktorych gra-

niczna jest nieskoriczona, on jest zbiezny dla wszystkich war-
tosei 2 jak by¢ powinno.
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A56. DPoréwnywajac ten wzér ze wzoremTaylora (7. § 141),
widzimy, ze granice dla % zupelnie sa rézne; przeto moze zda-
rzyc sig, ze te granice zachodzg na siebie, w tym wigc przy-
padku dla wartosci % zawartych migdzy temi granicami, fun-
keya da sig rozwingé na szereg zbiezny wedtug poteg rosng-
cych i ubywajacych i, Jakoz w téj rozciggltosci oba szeregi
sa zbiezne, i dodajac je otrzymamy wzor:

f(x+h)=;§2"; f« (z) + 2 f, (%)

h=+ Gf(z)(z) do h=+

(1)
Gf(z) (w)

=]
dajacy szeregi zbiezne dla wartoSci 2 zawartych miedzy gra-
nicami obu szeregéw, lecz rozbiezny dla wartosci blizkich ze-
ra i nieskonczonos$ci.
153%. DPowyzsze wzory odejmujac, uzywajac znakowania
Sarrusa dla oznaczenia réznicy warto$ci funkcyi dla  dwdch
wartosci zmienndj, i kladge - = a, otrzymamy:

[1@0=35re-FFte
7

oo [

e 2]

a = + Gifi@)(z)doa = +

Wzér dajacy rozwinigcie funkeyi, lub catek oznaczonych
wedtug poteg rosnacych i ubywajacych ilosci dowolndj a.

158. We wzorze (14) ktadac zamiast + oo, — = i odej-
mujac, otrzymamy jeszcze zamieniajac X na a.

+ o =%
IRCED N (ACE R (w))
1 (17)
k= % - do /:,—_—+»~« e

Gf(z) ( ; )J Gf(z) (

1
z
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Wyrazenie godne uwagi dajace rozwinigcie réznicy dwoch
wartosei funkeyi dla 2 = + oo wedlug poteg odjemnych iloSci
dowolnéj a dla wszystkich funkeyi, dla ktorych zadna z gra-
nicznych nie staje sig zero dla @ = + .

Wzoér ten moze bardzo dobrze stuzy¢ do oznaczenia war-
todci catek oznaczonych w granicach od + wwdo — .

159. Jezeli we wzorze (13) uczynimy A= » a a za-
mienimy na — a bedzie:
: T a2
f(o) = f(®x—a) + ——l—-f, (z—a)+ 72"'—1'2 (z—a) + ...

i (18)
a
F it o f, (x—a)

1
U b
G f () (TL )
jest to” rozwinigcie wedtug poteg odjemnych ilosci dowolnéj a.
A poréwnywajge go z podobnym wzorem (5), gdy granice ich be-

dg zachodzi¢ na siebie, to dla téj czeSci funkeyi mozna te wyra-
zenia odjac od siebie i1 bedzie:

Y. S af, (x — a) a* f* (2 — a)
e, PR
: A
G f (.c)( X )
@&
a czyniac = a otrzymamy jeszcze wzor godny uwagi:
® L gy () ar f* (0)
z s s 2 s _Z ol G
1 (19)
ef@ ()
) ( ;

0

a = hi-

r—a

= e P2 dD. g = &

r—a

z=*Gf@)z)p do z=+

mogacy stuzy¢ do oznaczenia jak powyzszy calek oznaczonych
w granicach od « do «
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160. A gdy polozymy jeszcze z = 0,1 zamienimy a na
- a-otrzymamy:

() = 1@ — T £y @+ % (@) —
1

a =+ ———

Gf(m)A(M;--):_

() =f@— 4 @+ 3" @—..

a =+ Gf @@
i gdy granice tych szeregéw zachodza na siebie, czgs¢ funkeyi
w tych granicach da si¢ rozwing¢ na oba szeregi zaréwno, i odej-
mujac je otrzymamy:

l: f(z) = 2( g TLh (“) E(jl‘)ni:—fj—@
1

=+ Gi@@. do aiw

Wzor dajacy znowu rozwiniecie réznicy wartodci funkeyi dla
wartoSci x, zero i nieskonczonéj, wedlug poteg rosnacych i uby-
wajacych ilosci dowolndj, a, i dajacy si¢ dobrze stosowaé do
oznaczenia calek oznaczonych w granicach 0 i

A464. Gdy we wzorze (13) potozymy = = 0, a & zamie-
nimy na « bedzie:

f(au)=f(1>)+ f(ao)+ fg(oo)...

(20)

—n 21)-
i ‘E""!’ fa () i

1
AT G

 Gf(x) (;I

Wzér podobny do szeregu Maclaurina, a gdy ich granice
zachodzg na siebie, dodajge otrzymamy:
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1 an "
(@)= 5 % Z TP (0) + Z e () ;
A (22)

MMH

@

Zatém funkcya daje sig rozwing¢ wedlug poteg zmienndj,
gdy na to granice pozwalaja, trojako wedtug poteg dodatnych,
odjemnych, iobu razem.

162. Gdy te szeregi odejmiemy od siebie, otrzymamy
jeszeze: A
S an 2"
L f(z) = ETf (0)—2 Tt ()
1 (23)
ot (1]
&£ co
wzor dla rozwinigeia wartosci funkeyi, wzigtéj w granicach 01w,

A z wzoru (21) zmieniajac o na — oo i odejmujac od tegoz,
bedzie:

wp —_'-, G f((v)(m)o (lO LS

1 1
TR

dajacy takaz warto$¢ funkeyi, wzigtéj w granicach + «
Wzory powyzsze (16,20 i 23) napisane wsposéb:

$7l K v—n
> r b S i)
1 ‘* (2D)

Gwﬁ)

a

g =+ 0Gf@)(c) do z =+

wyrazaja whasno$¢ funkeyi, zawierajaca nastgpujace twier-
dzenie:
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Summa poteg dodatnych zmienndj funkeyi, rozmnoionych
przez odpowiednie spilezynniki z pochodnych téj funkeyi dla war-
tosci v = 0, jest réwna summie poteg odjemnych téjée zmienndj,
pomnozonych przez spélezynniki z pochodnych, branych co do od-
wrotnosci ze zmiennéj w grawicach ¢ zmienndj, wyznaczonych
przez wartoses funkeyi granicznych, jednéj wzieté) co do téj zmien-
néj, dla jéj wartosei zero, drugiéj wzigtéj co do odwrotnosci zmien-
néj, dla jéj wartosci nieskorczonéj.

Mozna wyprowadzi¢ wiele podobnych wzoréw, wprowadza-
jac warunki nowe miedzy iloSciami a, 4 i a, ktore dla Yatwosci
ich otrzymania, opuszczamy.

16€3. 7 tego coSmy tu dowiedli wypada, ze funkcye daja
si¢ rozwingé na szeregi w trojaki sposob, to jest wediug poteg
dodatnych lub odjemnych, albo téz dodatnych i odjemnych ra-
zem, ilosci porzadkujacéj (t. j. przyrostu zmiennéj lub téz saméj
zmiennéj,) pod warunkiem zawsze, ze ilo$¢ porzadkujaca spraw-
dza réwnanie zbieznoSci, to jest nie przechodzi granic tém ro-
wnaniem wyznaczonych. 7 pomiedzy tego rodzaju wzoréw, zna-
ny jest tylko wzér kapitana Laurent, ktory jest uogélnieniem
wzoru Cauchego, dajacego rozwinigcie wyrazone przez calki
ozhaczone, postaci:

PR = ,727%‘";:_ :"f (b ) =% do
gdzie » jest modut zmiennéj urojondj, mniejszy od modutu gra-
nicznego R, w granicach ktérego funkeya f (2) daje si¢ rozwinaé
na szereg zbiezny, (czyli jest synektyczna); ¢ argument ilosci
urojondj.
Poréwnywajac ten szereg z szeregiem Taylora, mamy:
n!

2% '
18 o) — Tt fo f (z24red ) e—0i dg

TEIN
a biorge stosunek funkeyi pochodnych, otrzymamy:
2z

$ | f(zFret) e=(r=D8i dg
15 105= &, 0

fr R e
f f (s47e) e=n0i do
0
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przechodzac do granicy dla n = oo, pierwsza strona jest grani-
czng, a rozwijajac f (z + »¢¥ ) wedtug poteg ilodci re® (§ 149)
i calkujac otrzymamy:

2 » o[,
f nf (z47e¥ ) e do= ALY
0

n!

zatém druga strona jest identycznie réwna pierwszéj, to jest ze
wzor Cauchego, ma za réwnanie graniczne:
h=+ G f(2) ()

bez wzgledu jakie jest », gdyz ta ilo$¢ rzeczywiscie niknie z sze-
regu, tak ze ten szereg nic wiecéj nie wyraza, jak szereg Taylo-
ra, tylko w zawiktanéj formie przedstawiony.

164. Laurent uogdlnit szereg Cauchego, zastosowal do
przypadku, gdy funkcya daje sig rozwina¢ wedtug poteg odje-
mnych i dodatnych razem, i podal w postaci:

. 2 : T Nl 2 . b rn LT ; )
i(z)———" 27[,." f f ('reel )e—n 't d@ + ‘Q—Ez—"‘-‘[ f(reat ) enot (lH
id 2 0

gdzie r jest wzigte migdzy dwoma modutami R i R/, migdzy kto-
remi szereg zostaje zbieznym.

Rozwijajac f (ref), bedgce w pierwszéj calce, przez wzoér
Maclaurina wedlug poteg z reb; a tez sama funkeya, beda-
ca pod draga catka, przez wzor (21), otrzymamy identycznie sze-
reg (22). Wzér wige ten réwnie jak powyzszy, z ktérego po-
wstal, maja te niedogodnosci, iz w zawiktanéj formie przedsta-
wiajg rozwinigcie i nie daja granic wlasciwych, gdyz ilos¢ » do
nich wprowadzona nie ma, jak widzieliémy, zadnego zwigzku
z granicami szeregu, ktore sa od niéj niezalezne.
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ROZDZIAL. CZWARTY.

PRZYKEADY OZNACZENIA GRANIC ZBIEZNOSCI
I ROZWIJALNOSCI FUNKCYI O JEDNEJ
ZMIENNEJ.

165. Wiemy, ze wszystkie powyzsze wzory rozwijania
funkeyi na szeregi, fatwo stosuja si¢ do wszelkiego rodzaju
funkeyi, o jednéj zmiennéj niezaleznéj. Z drugiéj strony umie-
my znalez¢ graniczng kazdéj z tych funkeyi, a zatém otrzymamy
zawsze granice zbieznoSci szeregu, i rozwijalnoSci funkcyi na
szereg. W tym wige rozdziale zajmiemy si¢ tylko oznaczeniem
granic rozwijalnosci funkeyi na szereg, ktore, jak wiemy zalezac
od ciagtodci funkeyi, musza sig Scisle tgczy¢ z wlasnoSciami sa-
mdéjze funkeyi; dla tego oznaczenie granic ma swe zastosowanie
w roztrzasaniu funkcyi pod wzgledem jéj wrasnosci, i w wielu
razach moze rozstrzygna¢ zachodzace tu watpliwosei.

Niech bedzie dana funkeya:

y=Vepa+t ¢
ktora, uwazajac « i y za spotrzedne, wyraza parabole (fig. 2),
majgcg poczatek w punkcie A na osia, ktorego odcieta OA—_—.égl ;
a rzedna w poczatku OB = ¢; parametr téj paraboli jest p,
i znajdziemy go, od punktu A promieniem OB odcinajac na OB
punkt & i prowadzac przez punkta A i 6 koto majace Srodek na
osi a, to promien tego kola jest parametrem, a AA’ = 2p. Ruze-
dna paraboli y dla poczatkowéj wartosei odcietéj @ —= a daje sie
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rozwing¢ na szereg (4. § 138) wedlug poteg rosngeych z @ — «
miedzy granicami:
z2=a+ Gy (2)

aze:
R e w8
Gy @) = ~E]
zatém granice te sg: ;
2
gk o AR 0
+ 2p
czyli od:
S 1 e s
@xi= 2 do r=2a+ 2p
a rozciag zbieznoSci jest: :
gl ol

P

Granice rozwijalnosci funkeyi otrzymamy z warunkow:

. g =04 plioe
czyli:

2
pises Ly ey
2p

7 tego widzimy, ze poniewaz granica nizsza jest niezale-
/ma od iloSci dowolnéj a, przeto ta funkeya czyli krzywa daje sig
stale rozwinaé na szereg zbiezny, zaczynajac od wierzchotka pa-
raboli t. j. od punktu A; biorac te granice dla » za rz¢dne, a a za
odcieta, to pierwsza daje linig prosta MN rownolegly od osi

2

w odlegtosci AM = — 7;;)— poprowadzong, druga granica daje
linig prostg MN’ przechodzacg przez punkt tenze M i przez sro-
dek linii AO. CzeSci rzednych QQ’ zawarte migdzy temi dwiema
lintami dajg rozcigg zbiezno$ci, a przenoszgc te rz¢dne na o$ a
tak, aby punkt Q padl w A, punkt przeciecia R rzednéj z osia @
padnie zawsze w poczatek spélrzednych, a punkt Q odetnie na
osi @ odlegtos¢é OR’ i prowadzac przez punkt R’ réwnolegly od
osi 7, linia ta odetnie czeSei krzywéj ABC i AB'C’ dajace sig roz-
wing¢ na szereg zbiezny, wedlug tego jak bierzemy wartos¢ y do-
datng lub odjemna; czesci za linig CC’ potozone az do nieskon-
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czonosci, nie moga rozwingé sie na szereg wedlug poteg rosna-
cych. Gdy teraz wezmiemy jedng warto$¢ dodatng y pod uwa-
ge, to szereg wyraza tylko czg$¢ krzywéj AB/C’ i gdy a zmniej-
sza sie¢ az do zera,rozcige zmniejsza sie, i dla ¢ = 0 staje si¢ ro-
wny b’ i obie granice sy réwne, a czg$¢ krzywéj AB'C’ bedzie
objeta szeregiem; gdy « staje sig odjemne, rozciagg sig jeszeze
2

zmniejsza i dlaa = — - % staje sie zero; jest to punkt kryty-
czny, szereg niknie i nie wyraza krzywéj, a zatém wierzcholtek
paraboli nalezy do punktéow przerywajacych ciagtos¢ i rozwijal-
no$¢ funkeyi, i tak téz rzeczywiscie jest, albowiem gdy a daldj
zmniejsza sig, rzedna staje sie urojona, i szereg jeszcze wyraza
parabolg urojong stykajaca sie z dang wierzcholkiem.

Gdy @ znowu rosnie dodatnie, granica druga rozszerza si¢
ciggle i dla @ = « szereg wyraza caly czes¢ AB'C’ do nieskoii-
czonosci krzywéj, a zatém granice zbiezno$ci szeregu, sg zale-
zne od ai zmieniaja sie; lecz granice rozwijalnosci funkceyi sa
niezalezne od a, i oznaczone tu dwoma punktami, wierzchot-
kiem paraboli i ostatnim jéj punktem w nieskonczonosci, ktore
to punkta rozwigzuja ciggtos¢ funkeyi, pierwszy przez urojonosc,
drugi przez nieskoficzono$é. Gdy wige a zostaje dowolném, wi-
dzimy, ze zmieniajac dowolnie a, cala parabola daje sie wyra-
ziC przez szereg zbiezny. .

186. Jezeli cheemy otrzymaé szereg, dosy¢ uwazac, ze:

Y= (=1 (2n—3)! 57’",

2n—1
a ztad szereg zadany bedzie:
v 2n—3 . p* (z—a)"
Bt 2(-— B el ifeaggiytan
n ’l/
: i Ja
adzie y, = (2pa+q)?, a granice jak wyzéj.
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Gdy ¢ = 0 otrzymamy:

S -3  prar
y=a +Z(" AR A

(] 2
P,
f o 2p ‘
zatém cze$c tylko funkeyi zawarta miedzy wierzchotkiem para-
boli i pionowa w odlegtodci @ = 2%7 poprowadzona, daje sie

rozwing¢ na szereg zbiezny, wedtug poteg dodatnych z 2, a re-
szta krzywéj nie moze byC wyrazong przez powyzszy szereg.
W tym wiec razie potrzeba rozwing¢ na szereg wedtug poteg
odjemnych, jakoz mozna napisac:

=V . |/2p + ¢ (fL)
w g
a uwazajac ) @ za stale i rozwijajac tylko drugi czynnik, gra-
nice beda teraz:

e=etsay (L)
H i

aze:

przeto granice rozwiniecia co do odwrotnosci z x, gdy @ = «,

beda:

2
e
i szereg bedzie zbieznym dla wartosci @ zawartych miedzy -
)
9’ ?
i 4+ oo, i miedzy — 2 1 — w;azatém w granicach wia-

dnie nieobjetych granicami szeregu pierwszego, i wyrazac bedzie
Scisle drugie czgSci paraboli az do nieskoficzonosci, i cze$¢ uro-
jona za wierzcholkiem bedaca.
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183. Wezmy jeszeze rownanie ellipsy: (fig. 3)

a‘ly‘2+ [,2‘1.2 = a"l[)'.l
czyliz
Tl'_
‘I/ = 7(‘7 (a"’—-l‘z)‘

rownanie to daje sig rozwinaé na szereg zbiezny, uszykowany
wedtug poteg rosnacych ilosci porzadkujacéj @ — &, dla poczat-
kowéj wartosci # = ¢ migdzy granicami, ktére otrzymamy, wie-
dzgc iz

Wy IR a*—a?
G (a*—a*% (1) = — (i
zatém:
o H.
E—=2£ % = 9%
czyli:
e 4al 3¢ — 2
G i oA e S vt
a rozcigg rozwijalnosci jest:
RN
R R G :

granice i rozciag sa drugiego stopnia wzgledem ¢ i wyrazaja hy-
perbole. Pierwsza granica », daje dwie gatezie QM i Q'M’ as-
symptotyczne do osi y i przechodzace przez punkta Mi M/, dla kto-
rych OA=AM, gdyz kladac ¢ = a, 2, =a; druga granica daje podo-
bnie dwie gatezie drugiéj hyperboli NM i N'M‘, przechodzace takze
przez punkta M i M'iassymptotyczne do osiy; arozciag g daja cieci-
wy zawarte migdzy temi krzywemi rownolegte od osi y. Prowadzac
linija OM, ona dzieli kat miedzy osiamina dwie rowne czesci, a grani-
ce z, i, migdzy ktoremi rozwinigcie ma miejsce, sg zawsze jedna
mniejsza od ed druga wigksza od ed, a przenoszac cbana o$ odcig-
tych tak, aby punkt ¢ padt zawsze w O, to d padnie w ¢, a granice
padna, jedna przed A, druga za punkt A i obejmg czeS¢ krzy-
wéj rzeczywista od A ku O i cze$¢ urojona od A ku 2 dodatnemu.
Gdy ¢ = - a mamy punkta M i M/, rozeiag jest zero, a rozwi-
nigcie nie stuzy, czyli ze krzywa nie daje sig rozwingé na szereg
http://rcin.org.pl



204 czESCE il

wedlug poteg rosngcych zmiennéj. Gdy ¢ od wartosci + a ro-

$nie dodatnie lub odjemnie, rozciag ' 0’ rosnie, i obejmie tylko

czes$¢ urojong po za punktami A i A‘,albowiem krzywe QM i Q'M

sa styczne do linii poziomych przez punkta M i M’ przechodzy-
cych, a granica nizsza ry zawsze wigksza od a,gdyz mamy:

(¢—a)?

b= == Fa—

2 2¢

wyrazenie zawsze dodatne, gdy & > a i rowne zero, gdy ¢ = a;

wige punkt &’ odpowiadajacy granicy nizszéj po potozeniu linii

¢'b'a’ na OA¢’ pada zawsze za punkt A.

Gdy & ubywa od warto$ci & = a, rozciag b a rosnie, a gdy

¢ = (O staje si¢ nieskoficzonym, i obejmuje czgS¢ rzeczywisty

ellipsy od A ku O i czes¢ urojong od A ku z dodatnemu, tak ze

gdy 3¢2 = a?, czyli & =%~ a)/3, to jest gdy punkt & pada w P,
gdzie gatez NM przecina o$ z, granice sy @ — z al/8, &, =0

i potowa ellipsy objeta jest szeregiem, a gdy ¢ :é a, granice sg:

s = .- a, &, —=— al cala ellipsa objeta zostaje szeregiem, i czes¢

3
hyperboli urojonéj w odlegtosci 2 a od punktu A. Dopdki wiec

ilo$¢ dowolna nie znika z rozwinigcia, rozwinigcie to wyrazac¢. za-
wsze moze caly ellipse, i nawet byperbolg urojong, a jéj granice
wyznaczajy, si¢ przez hyperbole assymptotyczne do osi y.
Czynige rozeiag zero lub nieskoiiczony, granice sj:

e=+a dla=ig==0

&==10:] £—= ala . o —"60
wartoSci te wyznaczaja punkta AA‘Y, B,B‘i punkta w nieskon-
czonosci, sg to granice rozwijalnosei téj funkeyi i zarazem pun-
kta przerwania ciggtosci ellipsy,pierwsze catery przez urojonosc,
a punkta w.nieskoniczonosci nalezg do hyperboli urojondj.
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168. Rownanie powyzsze ellipsy, mozna jeszeze rozwi-
na¢ wedtug poteg rosngeych iloSci 22, gdyz ta funkeya jest pa-
rzysta, jakoz biorac graniczna co do «* bedzie:

Gy (@) = — (a*—2?)
ztad:
a? = &% 4+ (a>—¢?)
czyli:
w3 y=ia% &2 2063 42
¥ 2
@y =t d My — + J 2 i a

a rozeigg:
g =2 (a*—¢?)

W tém rvozwinigeiu granica jedna x, jest statg, i réwna =+ a,
daje wiec dwie linie proste DD’ i EE“ (fig. 4) rownolegle od osi @
w odlegtosci a poprowadzone.

Druga granica wyraza hyperbole DCE i D’C’E’ przechodzaca
przez punkta D,D’i E,E/, ktorych wsp6lrzedne sa (a, a), i maja-

cq wierzcholki w odleglo$ci OC == g @ }/'2; rozeiag wyraza si¢ zno-

wu przez czeSei rzednych, zawarte migdzy liniami prostemi
DD’ i EE’ i hyperbola; i tak gdy & = Oc granice sg cb i ca a roz-
ciag ba.

Gdy ¢ = + avozciag staje sie zero, obie granice maja tez
samg wartoS¢ « i dla punktéw poczatkowych A i A’ rozwinigcie
miejsca nie ma; jakoz w tych punktach krzywa do$wiadcza
przerwania cigglosci przez urojonosé. Gdy &, poczynajac od
& = + a, rodnie, granice sg rzeczywiste i zawarte miedzy liniami
DD i CD lub C’'D’; Iub miedzy EE’ i krzywag CE lub C’E’ i rosng,
razem z & aze granica nizsza zawsze jest stala a, przeto roz-
cigg zbieznoSci obejmie krzywa urojona od punktu A ku 2 do-
datném lub od A’ ku 2 odjemném, a zatém gdy ¢ > a rozwinig-
cie nie wyraza ellipsy. Gdy za$ & zaczynajac od ¢ = + a uby-
wa, rozeiagg znowu rosnie, i granice zbieznoSci obejmuja czesé
ellipsy miedzy punktami A;A’ i poczatkiem wspotrzednych, a nie
obejmuja czesci urojonych, gdyz granica wyZzsza przypada stale
na punkt A.
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ii

Gdy ¢ ;~a )/ 2, granice stajg sie:

X, =iF ot 0

arozciag g = a i cala ellipsa objeta jest szeregiem. Gdy & ma
1
‘)

i zawsze czgS¢ krzywéj od 0 do a daje sig wyrazi¢ przez toz
rozwinigcie.

‘Wartosci dla ¢, ktore dajg rozcigg zero lub nieskonczony,
sa: & = + a dajg g =0, sa to punkta A i A’ wierzcholki osi
wielkiéj ellipsy i granice rozwijalnosci funkeyi; ¢ = + oo daja
¢ = =,s3 to punkta nalezace do hyperboli urojonéj.

Ztad nastgpne mozna wyprowadzi¢ twierdzenie:

Rozwijajac na szereg rzednq ellipsy, odniesione) do $rodka
i osi, wedlug poteg parzystych rosnacych odeicté), szeveg zlad
otrzymany bedzie z2bicinym, dla wszystkich wartosei odcisté) x
eilipsy, gdy rozwinizcie dopelnione jest wedlug poczatkowd) war-

wartosci mniejsze od - a ]/2, granica druga staje sie urojona,

tosci &, zawartéj miedzy O ¢ 35 a)/ 2; to jest wedlug wartosci

muiejszé) od 0,7071a ezyli 7/, osi wielkiéj ellipsy.
169. Wezmy jeszeze rownanie hyperboli (fig. 5).
a /

y:

ma+n

Granice zbieznosci szeregu, na ktory rozwinic sie ta fun-
keya, znajdziemy uwazajac ze:

g ma+n
Gy = ————
¥ m
zatém:
m a-n
e R e + 4
2 m
czyli:
2ma+n n
Wt S e &) = — —
m g e
1
g =2 n q-}-n
m
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Granica nizsza @, jest stata i niezalezna od a, zatém biorac
a za odeieta a z, za rzedna, z, bedzie wyznaczone przez linig pro-

sta DM, réwnolegta od osi , w odleglosci CD = — ’:;li poprowa-

dzona. Druga granica wyznacza sie takze przez linig prosta
DM, przechodzgca przez punkt D i w odlegtosci Oa’ = Oa, prze-
cinajaca oS rzednych, rozciag wyraza sig przez czesci rzednych,
zawartg miedzy temi liniami. Zatém cze$é krzywéj zawarta
miedzy assymptotg LL‘, i punktem oznaczonym w odlegtosci ro-
wnéj rozciggowi QQ’ wzigtemu na osi odcietych od punktu C ku
A, bedzie objeta szeregiem zbieznym.

Gdy a = 0 granice sa:

n n
A s ALY

i czgs¢ tylko gatezi BA, mianowicie czgs¢ zawarta migdzy assym-
ptota LL/ i rzedng QQ’, poprowadzong w odlegtosci OP = OC, da
sie wyrazi¢ przez szereg zbiezny, uszykowany wedtug poteg ro-
sngeych zmiennéj.

Granice rozwijalnosci funkeyi sa:

a =i BT g
m

ktore daja rozciag zero i nieskonczony, i odpowiadaja przer-
waniu ciagloci w obu razach przez nieskorniczono$c.

A490. Niech bedzie rownanie:

14 2~ 2

Yy = ——— .

gl

ktore mamy rozwina¢ wedlug poteg rosnacych zmiennéj z
Granice tego rozwiniecia oznaczymy pamigtajac ze:

1+ &—a®
Goate = 5w
zatém: :
1 4+ x—a°
=+ Gy()y =+ ('7717";3.?_-72 )0
czyli:

@i=—=2 1
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Dochodzae granic za pomoca metody Cauchego, to jest
szukajac najmniejszego pierwiastku dodatnego réwnania, ktore
daje moduty pierwiastkéw réwnania #? — # — 1 = 0, musimy
rozwiaza¢ réwnanie stopnia trzeciego.
Jakoz ktadac za z wyrazenie:
& =0 (dos & + ¢ wst )
otrzymamy po rozdzieleniu czesci rzeczywistych od urojonych:
14+ ¢dosa— ¢g*dos3 a=0
owste —3wst3 =0
co po wyrugowaniu « prowadzi do réwnania:
S+ 0t —1=0
a ktore daje za granice z = + 0,869; a zatém granice nasze sg
obszerniejsze, i szereg jeszeze wyraza funkeya dla wartosci od
+ 0,869 do + 1 (¥); a szukanie samo jest polgczone z wielg
trudnosciami, wymagajac elliminacyi migdzy dwoma réwnania-
mi, i rozwigzania réwnania stopni wyzszych, jak w obecnym
przykladzie.
A'24. Rownanie logarytmiki (fig. 6)
y = log (c+2)
assymptotyeznéj do linii AB, poprowadzonéj w odlegtosci AO= —¢
i przecinajacéj oS rzgdnych w odlegtosci OD = log c¢; roz-
winie si¢ na szereg uszykowany wedtug poteg rosnaeych dla
warto$ci poczatkowéj # = «, w granicach wyrazonych przez:
z=a + (¢c+a)
czyli:
&y = 2 a+-c, ;= —C

g =2(+a)

granice i rozeiag sa pierwszego stopnia wzglgdem a, przeto wy-
razajy sig przez linie proste; granica nizsza jako niezalezna od

(*y Patrz: Catalan ,,Traité élément. des séries* pag. 76, § 129.
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a daje prostg LM, poprowadzong w odlegtosei AL — — e.
Druga daje linia prosta LM, a rozciag wyraza sig przez czesei
rzgdnych migdzy temi liniami zawarte. Czgéé wige kizywéj za-
warta migdzy assymptoty AB, i rzedng poprowadzong w odle-
glosci od punktu A ku z dodatnemu, réwnéj rozciagowi QQ’ wy-
razi sie przez szereg zbiezny.

Gdy a = 0 granice sa:

Iy =c Z = —c¢

i szereg obejmuje tylko cze$é krzywéj zawartéj miedzy assym-
ptota a rzedna poprowadzong od poczatku w odleglosci = ec.
Dla @ = — ¢ rozciag jest zero, granice réwne i szereg nic nie
wyraza, i tutaj téz jest przerwanie ciggtoSci przez nieskonczo-
nos¢. Gdy a bedac wigksze od ¢ ro$nie, coraz wigksza czesé
krzywéj daje si¢ wyrazié przez szereg, tak ze a = o« jest gra-
nicg znowu, dla ktoréj rozcigg staje si¢ nieskonczony, i odpowia-
da przerwaniu ciggtosci funkeyi przez nieskonczonosé.

49 2. Rownania wykladnicze, lub wstawy i dostawy zmiennéj a:

o = Ly = wWebar y —=dos &

daja, sie rozwing¢ na szereg uszykowany wedlug poteg rosnacych
zmiennéj, dla poczatkowéj wartosci jakiejkolwiek; gdyz grani-

ce ich sa:
r=a+r o =1 o®

poniewaz:

Zatém funkeye te w caldj rozcigpgtoSci daja sie wyrazic
przez szereg zbiezny, czyli Ze szeregi te stanowig zarazem
orzeczenie tych funkeyi.

41%3. Rownanie:

4= allot
da.]L sie rozwina¢ na szereg zbiezny, dla poczatkowdj wartoscn
— @ w aranicach, ktdre oznaczymy wiedzac Ze:
Gy (@) =styaw

a zatém:
o= LTSW.aq

21
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a rozcigg:

g=2stya
lecz” gdy zatozymy a = 0 lub a — 7k granice szeregu stajg sig
rowne; i rozcigg zero, ztad wypada to twierdzenie:

Funkeya  dot x nie daje sig rozwingé na szereg zbieiny we-
dlug poteg rosnacych saméj zmiennéj dla poczqtkowéj wartosci 1éj
zmiennéj zero, ani wedlug poteg wyraienia (x — ki) dla po-
czqtkowéj wartosci & = k.

A zatém rozwinigcie postaci:

ol =t e L a0

1 gt = (a)

gdzie B;, B, . . . sa liczby zwane Bernoullego, nie ma zadnego
znaczenia, i dla jakichkolwiek wartoSci # zawsze jest rozbiezne.

Warto$¢ ta z — 0 wskazuje, iz nastepuje w funkeyi przer-
wanie ciagtosci w tym punkcie, jakoz biorac pochodne mamy:

__axdos

wst @

i dos @ &

T wstz | wstia
wst @ — @ dos @
T o s el e el
wst a3
adla @ = 0 jest:

0
.’/:’0’ 3/'-‘:°°, .”/”:'0

a zatém pierwsza pochodna staje sie nieskonficzona, nastepuje
wiec rzeczywiscie przerwanie ciaglosci i wzor (a) jest niepraw-
dziwy.
Wyraz nty jest:
22/1 B" &
T W o e
(2n—1)!(2n)!

u,

a ztad stosunek wyrazow:

Uy (n41)@22+1) B, i
Un it 9 Baer e a?
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i ten stosunéek powinien by¢ dla jakichkolwiek wartosci @ mniej-
szy od jednosci w granicy gdy n =— o« ; a zatém powinno byc:

L) Borka el

2 A B,. +1 12 n+ 1
gdzie « jest ilo$¢ skonczona, a ztad:
2n+1) (n41)°
e B e
2

Bn+l oy
a ztad otrzymamy jeszcze:

2 (S !
i " .(2n+17)»._
27! onr
takiéj postaci powinno by¢ wyrazenie liczb Bernoullego, aby
szereg powyzszy byt rozbiezny.
Wyrazenie za$ przyblizone dla liczb Bernoullego (*) postaci:

_ @n)2n+1)!

2 B" b 72271-—1 7'[2" (b)
daje na wyraz ogolny:
g
Uy = 2 7-[‘.’1( e
a stosunek wyrazow:
Uy n?

Uy o 1 z*
a zatém szereg ten bylby zbieznym dla warto$ci # mniejszych
od 7r, gdy tymczasem widzimy, ze on jest zawsze rozbieznym;
przeto wyrazenie przyblizone liczb Bernoullego (b) jest niezgodne
z wypadkami tu otrzymanemi.
4194. Podobniez wyrazenie:

&

e |
daje si¢ rozwinaé na szereg wedlug poteg rosngeych z z — a dla
poczatkowdj wartosci @ = a, a granice otrzymamy pamigta-
jac ze:
‘ e —1
Gy@ ="

(*) Patrz: Bertrand ,,Traité de calcul différentiel.“ § 212.
http://rcin.org.pl
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=
igdy a = 0 rozciag jest zero. Ztad mamy twierdzenie nastg-
pujace: ;
Funk('ya

@
g nie daje stz rozwingc na szereg 2bieiny wedlug

poteg 9oancych zmiennéj; dla poczatkowéj wartosci x = 0.

Zatém szereg podawany we wszystkich dzietach rachunku
WYyzszego:
x & B, & By o

g TR o o St o e (c)

gdzie B, B; . . . sg liczby Bernoullego, nie ma zadnego zna-
czenia.

Dla téj wartosci # = 0 nastgpuje w funkeyi przerwanie cig-
glodci, co funkcya sama lub jéj pochodna powinny wskazywac,
jakoz mamy:

&
ITeE
Al B Seids Mol
e | (¢ —1)?
r(e’ M- —1)

r Rl 2 1 TN e NN B
. (& — 1)
a dla ¢ = 0 mamy:
0 : * 0
Y= i Y =0k e

Zatém pochodna pierwsza ma warto$¢ nieskoriczong, na-
stepuje wige rzeczywiScie przerwanie cigglodci, i wzor (c) jest
nieprawdziwy.

Wyraz n ty szeregu (c), przyjmujac dla B, warto$¢ przy-
blizong,
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| s (2n)l(2n4-1)!
W 2n—-l 7728
wyrazi si¢ przez:
an
Un == "9tn—1 gon
ztad: 4

U _(27‘[‘“’
Up 41~ &

a zatém szereg powyzszy powinien by¢ zbieznym dla wartosei @
mniejszych od 27, co jest nieprawda.

Wyrazenie wigc dla liczb Bernoullego nie jest Scisle, i nie
powinno by¢ uzywane jako dajyce wypadki nieprawdziwe.

Dwa twierdzenia dopiero co dowiedzione, godne s3 ze
wszech miar uwagi, i rzucajag watpliwosé co do wszystkich wy-
padkéw otrzymanych przy pomocy wzoréw (a) i (c), ktore okazaty
sig jako nie majgce Zadnego znaczenia, jak nie mniéj ze wzir
przyblizony (b) dla liczb Bernoullego, jest nieprawdziwy, jako
prowadzacy do wypadkow fatszywych. Zreszta mozemy tu je-
szeze dodaé, ze wlasnie dla tego, ze funkceye te nie dajg sig roz-
wina¢ wedtug potgg rosngeych z a, rozwijaja sig dla téj wartosci
na utamki wspétmierne, co Scisle zalezy od tego, Ze graniczne
ich sg zero. Nasza wigc teorya odkrywa tu wiele watpliwosci,
i daje stalg podstawe tego rodzaju poszukiwaniom, ktére mno-
74, sig bez zadndj dotychcezas kontrolli (*) :

195. Niech bedzie:
f () = (e—a)" @ ()
gdzie m jest wyktadnik catkowityi dodatny, ¢ () ma wartosé
skonczong dla z = a, potrzeba rozwing¢ f (a + A) wedtug wzoru
Taylora.
Poniewaz:

G f(2) (@) =Go (@ (@

(*) Bertrand: ;,Traité de calcul différentiel* §§ 304, 305, 306, 326,
333, 334, 387, 388, 411, 412, 413 i t. p., gdzie z wzordéw (a) i (¢) wiele innych
wyprowadzonych zostalo.
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przeto:
h =+ G @) ().

Zatém funkcya dana daje sie rozwingé na szereg Taylora,
w granicach objetych tém réwnaniem. Rozwinigcie otrzymamy zna-
nym sposobem, b\ioradc pochodne funkeyi f (z), lecz prosciéj kta-
dac * = a + A bedzie:

t(a+h) = k™ (a+ )
i rozwijajac tylko funkeya ¢ (a + %) ktéréj graniczna jest taz
sama jak wyzéj uwazajac h™ za stale.

196. W powyzszéj funkcyi zatézmy, ze m jest ilos¢
calkowita i odjemna, to mamy:

e o (=G 9@ (@)

G f (=) (2) l=-"'—“
a czynigc ¢ = a druga graniczna zero i granice staja-sie zcro;
przeto funkeya nie daje sie rozwinaé na szereg dla wartosci
x — a. Jakoz sama funkeya staje sie nieskonczong, i to jest
jeden z przypadkow, gdzie wzor Taylora nie daje sig¢ stoso-
waé, wtedy potrzeba si¢ uda¢ do wzoru gléwnego (1.§ 124).

W tym razie jednak funkeya daje si¢ rozwinaé na sze-
reg wedlug przyrostu X, tylko pod inna formag.

Jakoz czyniac ¢ — a -+ L bedzie:

f(a+h) =lm@ (a+1)
i uwazajac A" za stale, rozwiniemy funkeya ¢ (@ + &) w gra-
nicach:
h=2G@ ()
rozwinigcie to jak widzimy, bedzie miato potegi odjemne z /.

W tym przypadku nastepuje przerwanie cigglosci funkeyi
przez nieskonczonos¢, gdyz sama funkcya staje si¢ dla z = «
nieskonezong.

19%. Zalézmy jeszcze, ze w powyzszéj funkeyi m jest
ulamkowe, to mamy:
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L—='Q

G f () (@) ‘l b

i znowu graniczna staje si¢ zero dla @ = a; przeto wzor Taylora
rozwijajac te funkcya wedlug przyrostu 4 dla poczatkowéj war-
tosci f (a) nie shuzy, gdyz granice jego stajq sig zero, i trzeba
udaé sig do szeregu gtownego. W tym razie jednak mozna je-
szcze otrzymac rozwinigeie w innéj formie, jakoz czyniac z=a-h
otrzymamy:
f(ath) =g (a+h)
i uwazajac o™ za stale, a rozwijajac ¢ w granicach:
e i G (/7 (‘T)a

otrzymamy rozwinigeie zadane, ktore bedzie miato potegi utam-
kowe.

W tym przypadku funkeya ma warto$¢ zero, a pochodna
staje si¢ nieskoniczong dla @ = a, i jest przerwanie ciggtosci
przez przejscie z rzeczywistych wartosci w urojone.

1%8. Niech jeszcze bedzie:
t(l) 5 ([‘/ .L‘) + e ;1:'

1
gdzie ¢ (z) funkcya majaca skonczone wartoscidla z=0,¢ * zag

staje si¢ wraz ze wszystkiemi pochodnemi zero dla = 0; trze-
ba rozwingé t@ funkeya na szereg Maclaurina,

A ze (§ 98):
=G @ (2)
8 b §
G f («"){ =G —@ =2z
s S

przeto dla @ = 0 jedna graniczna staje si¢ zero i daje granice ze-
ro; przeto rozwinigeie nie ma miejsca, chociaz sama funkeya ¢ ()
moze by¢ rozwinieta w granicach.

z2=* G @ (2)
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1
Warto$é « = O czyni funkeyg e = ijéj wszystkie pochodne
zero, i dla téj wartosci jak latwo sig przekonaé, nastgpuje
przerwanie ciagtodci przez urojono$é, albowiem czynigc:
1

z

Y i

mamy:
1

r=— =
log y

igdy y ma wartoci odjemne, x urojone i krzywa nie rozcigga
sig za punkt z =0 iy = 0,1 w tym punkcie przerywa sie.

Widzimy wiec, ze we wszystkich przypadkach wyzéj po-
danych, réwnanie zbieznosci wskazuje nam zawsze niemoznosé
rozwiniecia wedtug wzoru Taylora lub Maclaurina, z przyczyny,
ze szezegblna warcos¢ jednéj z iloSci wychodzi po za granice wy-
znaczone réwnaniem zbieznosci, jak by¢ powinno.

Teorya wigc nasza ttumaczy dobrze te przypadkii usuwa
z rachunku wyrazenie niejasne, szereg wpada w blad; dowodzac, ze
w przypadkach takich wzory Taylora i Maclaurina, juz z samego
zatozenia przy ich otrzymaniu, nie powinny by¢ stosowane.
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ROZDZIAY. PIATY.

POWIEKSZENIE GRANIC ZBIEZNOSCI I SAMEJ
ZBIEZNOSCI SZEREGOW. — WZOR EULERA. —
RESZTY SZEREGOW.

1%9. PowiedzieliSmy (§ 129), ze wprowadzenie iloSci do-
wolnéj do wzoru ogélnego dla rozwijania funkcyi na szeregi
zbiezne, ma jeszcze te korzyS¢, ze pozwala rozwigza¢ dwa za-
dania dotad nierozwigzane ogdlnie, powigkszenia granic zbie-
znosci i saméj zbieznoSci szeregow.

Gdy funkcya jest rozwinieta na szereg, czeS¢ jéj w ogodle
jest wyrazong, czyli objeta przez szereg w granicach wskaza-
nych réwnaniem zbieznoSci; wazng wigc rzeczg jest poznac
czy te granice moga by¢ powiekszone. Zadanie to widocznie
w dzisiejszym stanie nauki, nie daje si¢ rozwigza¢, albowiem
szereg Taylora nie wskazuje nic takiego, i nie obejmuje ilo-
§ci dowolnéj, ktoraby mogta daé to rozwigzanie. Nawet ilo§¢
dowolna wprowadzona do wzoru Taylora, w niczem go nie
zmienja, dopiero dodanie réwnania zbieznoSci, daje zupelne
rozwigzanie zadania, ktére jest przedmiotem tego rozdziatu.

A80. Wezmy pod uwage rozwinigcie ogélne funkeyi f(z)
wedlug poteg rosnacych iloSci porzadkujacéj i+ — a, dla po-
czatkowéj wartosci = + a (§ 124).

*

f(e+h) = f(24a) + 2 (h {7 (24 a)
h=a+Gf (.’L‘) (0’).r+a
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Poniewaz ilo$¢ a jest dowolnd, zatém zmieniajac ja otrzy-
mamy rozmaite warto$ci dla granic, a ze dowiedliémy w § 129,
ze aby te granice byly najwigksze, potrzeba aby rozcigg
zbieznosci:

g =2 G (@) @rta
byl maximum, zatém te warto$¢ znajdziemy, roéwnajac jego po-
chodng do zera, co daje:
T(zlg‘ =0 eayli e
r+4a

A Zze wiemy, ze graniczna jest nieskonczona, lub jest sto-
sunkiem pewnéj funkeyi danéj do jéj pochodnéj, zatém:

1. Gdy graniczna nieskonczona, rozcigg jest nieskonczo-
nym, i daje juz najwieksze granice, bo rozciagajace sie do nie-
skoniczono$ci, i szereg wyraza w caléj rozciaglosci funkeya.

2. Gdy graniczna jest skofczong, i pewna funkea z z
w sktad funkeyi danéj wchodzaca, oznaczajac ja przez ¢ (z)
bedzie:

(4G 1) (@)
} dx

G f (2)(a) = (;}P

a ztad:
dGf(2) (@) _ ¢*—qg"
de 5 g2
zatém rozciagg maximum, otrzymany z warunku:
. i o q’
g2~y =0 czyli .,/', = [,
¥ !

Ztad wypada nastepujace twierdzenie:

Granice zbieinosci sq najwicksze, gdy graniczna ma wartosé
nieskonczona, lub gdy za jéj wartosé skoriczong bierzemy stosunek
pochodné) pierwszéj do pochodidéj drugiéj funkeyi, ktéra wyzna-
cza te graniczna, i sq to granice rozwijalnoser funkeyi.

Granice wiec rozwijalno$ci funkeyi, sa wladciwie warto-
$ciami maximum granic zbieznoéci szeregu, na ktéry rozwija
sie funkeya.
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W tym przypadku oznaczajac te wartos¢ dla a przez
a,, granice beda:

Takie jest ogdlne rozwigzanie tego zadania, ktérego za-
stosowanie nie przedstawia zadnéj trudno$ci.

A8S14. Z powyzszéj wlasnoSci szeregéw wypada, Ze zmie-
niajac a zmieniaja si¢ granice tak, ze z dwdch szeregow
w ktérych zmieniamy a, dla pewnych wartosci jeden moze
by¢ zbieznym, drugi rozbieznym; i w tém tylko znaczeniu,
trzeba uwazaé zadanie uczynienia szeregéw rozbieznych zbie-
Znemi.

Zatém zmieniajac ilos¢ dowolng a, moZna zawsze szereg
rozbiezny dla pewnych warto$ci zmieni¢ na zbiezny; lecz nie
idzie za tém, aby rozbiezne mialy znaczenie i mozna je uzy-
wat. Przyezyna tego polega na tém, Ze granice zbieznoSci,
Jak widzieliSmy, moga zmieniaé si¢ i dazy¢ do granic rozwi-
jalnosci, ktorych dopiero przekroczyé nie moga.

Zatém mozemy wyprowadzi¢ nastgpujgcy godny uwagi
whniosek.

Szeregi rozbieine moina przez zmiang ilosci dowolnéj a, za~
mienié na 2bieine, w granicach rozwijalnosci funkeye.

Widzimy wigc, ze nie btadza ci geometrowie (*), ktorzy
mowig o uczynieniu szeregéw rozbieznych zbieznemi; albowiem
to jest mozebne w granicach rozwijalnosci funkeyi, i do tego stuzy
nam ilo$¢ dowolna a. P

482. Rownanie zbieznosci daje nam dwie wartosci gra-
niczne, za ktore nic moze przej$¢ zmienna porzadkujaca, i mig-
dzy ktoremi zmieniajac sig, daje szeregi wiecéj lub mniéj zbie-
zne, jakoz dla wzoru ogdlnego jest:
b= a+ G f (2)(@)rsa
h=a— Gf@)@te

=

=

(*)Porownaj: Catalan ,Traité élémentaire des séries“ page 121, nota.
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im wigcéj & zbliza si¢ do granic, tém szeregi sa mniéj zbiezne,
zatém najzbiezniejsze powinny by¢ dla $rodkowéj wartoSci; ja-
koz ta wartoS¢ jest:

===
i ta warto$¢ daje rzeczywiscie szeregi najzbiezniejsze, gdyz wszy-
stkie wyrazy nikng, i warto$¢ szeregu sprowadza si¢ do pier-
WSZego wyrazu.

Zatém zadanie powigkszenia zbieznoSci szeregu jest nieozna-
czoném izasadza sig na tém, aby dla a nadawaé wartosci bardzo bliz-
kie 2. Zadanie wigc to moze by¢ bardzo rozmaicie rozwigzane,
wedlug warunkéw znoszacych jego nieoznaczono$é, a ktére juz
zalezg od postaci funkeyi, dla tego to prawidla state nie moga
by¢ dane, albowiem one muszg si¢ zmienia¢ z postacia funkeyi.

Zadanie wyzéj rozwigzane powigkszenia granic zbiezno-
§ci, rozwigzuje cze$¢ tego zadania, albowiem czyni zbieznemi
szeregi dla wartosci, dla ktérych pierwotnie nie byly zhiezne.

Inne rozwigzania mogg zalezec:

1. Albo na przeksztalceniu szeregu na inny przez zmiang
ilosci a,

2. Albo na przeksztatceniu szeregu na inny, przy tychze
samych wartosciach a,

3. Albo na obu razem przeksztalceniach.

Pierwszy rodzaj przeksztatcenia szeregéw juz poznaliSmy.

483. Najwazniejsze z drugiego rodzaju przeksztakcen jest
nastgpne. We wzorze gtownym (§ 124) czyniac &1 — a = k be-
dzie h =k + a i mozna napisac:

Rl
f(ethta) = f (eta) + 3 7 1 (o)

n!
k= + G 1 (2) @)
a zamieniajac k na — k granice si¢ nie zmieniaja, i otrzymamy:
kn
f @ta—h) = f@at Y (1175 & (o+a)

a ze granice sa niezmienne, przeto te szeregi mozna dodac i od-
ja¢ od siebie i bedzie:
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x+-a+-k k“n-—l

x.i_,t,_(;) it (271 1)’ el i ]

: . (&)
x+k4-a t—f—a—-—k 2n f
T+ [ Tw=12) gy ™ o

p + G f (2)(@)sta
Szeregi wyrazone tylko przez potegi parzyste lub nieparzy-
ste przyrostu.
Ktadac z = 01 czynige k£ = @ otrzymamy:

a+x -1 ko
=13 iy e
9
a{-x a—x -’L’2" " (
| f@ + | f@= 22@1)!‘ 2 (a)
2=+ Gf(2) (@
Gdy jeszcze mozna potozy¢ a — 0 otrzymamy:
X & 2n—1 ol 4
|— f (.’L‘) 5 2 (2n 13| ! (0)
x ; B ( (3)
£ (a) 4 fn:?Z' "(0)
|0 (z) + Io (@) (2n)!

ai= %G1 (z) (@)

Mozna jeszcze daléj posunaé zbiezno$¢ szeregéw przez po-
dobpe przeksztakcenia, biorac na ki wartosci urojone; lecz
aby te przeksztalcenia byly uzyteczne, potrzeba aby funkcya sa-
ma mogla da¢ wartoSci rzeczywiste, co juz Scisle zalezy od po-
staci funkeyi.

A8S4. Jezeli teraz do przeksztalcen powyzszych, dodamy
zmiang iloSci dowolnéj lub zmiennych, otrzymamy przeksztatce-
nia trzeciego rodzaju.

Zmiana ilo$ci w szeregach powyzszych moze by¢ dowolna,
w granicach oznaczonych réwnaniem zbiezno$ci; te dowolno$¢ ogra-
niczaja jeszceze wrasnosci saméj funkeyi, od ktérych wiasnie za-
lezy wprowadzenie przy powiekszeniu zbieznosci tego a nie inne-
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go przeksztatcenia w pierwsza strong tych szeregow czyli w sa-
mg funkcya.

Migdzy innemi przeksztalceniami podajemy te, ktore otrzy-
mamy z wzoru (2) § 183, gdy potozymy za x

it X e
ytz
Jakoz otrzymamy z pierwszego szeregu:
(a+1)y+-(a—1)s.

+. 2n—1 A
TS =l et R
(a—tyy4-(at1) 5 ytz @n—1)t
S R
e =261 @,
Jezeli jeszeze potozymy y — z = b, bedziey +2—=2y — b
lub y+2=2 2+ ¥; a ztad:

2ay —b(a—1)
:‘7;0* : ( l) )?n 1 fll——l (0)
(@) =2 — 4)
R 8 2y—0b (2n—1)! =
2940
Py SRR, il
T @) 4e) s
"ax+b(n+1)
;z+b ( b )2;;-1 fr1 (q)
’L) = I L s TR b8 5
2az+b$a:l_)_ 23+b (2”_1)' 5 )
2540
2 U — 4
et A @n

a gdy jeszcze rownanie zbieznosci dozwoli potozy¢ a = 0, bedzie:

b
27—{—7) g b n—1 f2”—l (0)
At (‘22‘+b) “@n=1)! ®)
240
b
ERF U= ) (o
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We wzorach (51 6) granice y iz beda sie rozciggac od tych
wartosei, do nieskonczonosSci.

A85. Rownanie powyzsze zastosujemy do funkeyi loga-
rytmowych, dla dania przyktadu tego rodzaju przeksztalcen.

Jakoz biorac f (#) = log « iktadac a = 1 wzor (4) zamie-

ni si¢ na:
- g N Rt YL A
o Z y+z (2n—1)!
ktéry ma postac:

P SRS T . LA U FRR!
z 2zy+7+3 y+z + s

dlauproszczenia w pisaniu, oznaczymy go nadal znajac forme sze-
regu przez:

[0 !QQ

11:22 iR

4 (J—{-’
¥ i AT ) @
y+z v

Poniewaz z wiasnosci funkcyi logarytmowych wypada, ze
logarytm iloczynéw réwna sie¢ summie logarytméw kazdego
czynnika, przeto polozymy:

y = (@+a)z+b)a+to) . ..
z = (x+a)(@+b )@+ . . .
co dla uproszczenia oznaczymy przez:
y={[a] [0] [c]...
z'=[nflu&'] [¢] ...
gdzie [a], [b], [c]. . . sa to dwumiany majgce wspolny wyraz
a drugie dodatne a, b, c. . it. d.

W niczém nie naruszymy ogélnosci, czyniac jeden z czynni-

kéw a+a'=a, ktéry zmieni sig teraz na [0] i bedzie:
y = [a—a] [b—a'] [e—a'].
z2=[0] [b'—d'] [¢'—a'] ...

Jeszeze nie naruszymy ogoélnosci, czynige o' = (a—a') z",
jakoz bedzie:
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!/:,Llw[l)— ][e—a]_'

a—a' a—a

e= (0] |¥'=# | {4=2. ..
¢ a—a'|la—a

Zatém bez zepsucia ogélnosci tych wzoréw, mozna wyraze-
nia y i z sprowadzié do prostszéj postaci, w ktorych pierwsze
czynnikisa z i« 4 1. A zatém mozna polozy¢:

y={[1] [a] [8] .
2:==[0] [m}:[nl...s

Oczywista jest rzecza, ze wzor (7) bedzie najzbiezniejszym,
gdy y — 2 bedzie iloScig statg, a wigc powyzsze wyraZenia po-
winny dopelia¢ tego warunku, arozwijajac je, wszystkie spot-
czynniki powinny by¢ sobie réwne précz ostatnich; zatém:

(=

y—z=abc...—mnp...=A (a)

a ztad:
y+z=2z+4abc...—mnp...=2z2++A
lub:
y+z=2y—abe.., 4+ mnp.. =2y—A

wzor (7) zamieni si¢ na:

e =2 D s )

et 2 (2 1] {aﬁbj".’ i ;A)

ktorych granice oznaczymy uwazajac ze:
A

o |
Ytz

A== (y+2)
to jest: ilo$¢ stala A powinna by¢ zawarta miedzy (y 4 2) 1 —
(y -+ 2); a zatém naodwrot y - = powinno by¢ wieksze tak odje-
mnie,jak dodatnie od A, czyli:

C)

czyli:
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y+z=1tA do +to
czyli:

lub:

2z=—AHA do '+ w
= A+A - do'+ w0

Takie sa wzory ogélue najzbiezniejsze dla logarytméw, ida-
jace szeregi zbiezne od pewnych wartodci az do + w.

Pozostaje tylko oznaczyC postacie y i z aby dopetnialy wa-
runku (a).

A86. Z powyzéj podanych wzoréw ogolnych latwo jest
otrzymaé szczegétowe, dla rozwijania locarytmow na szeregi
zbiezne.

1. Jakoz gdy wyrazenia y iz sg pierwszego stopnia, be-
dzie wzoér prosty:

o2 2w a) ®

2[00=—1+1 do *+
co atwo przemieni¢ na wlasciwg forme:
la,ip%';? ) 2m—t 1 ; %
z 2 2rt1]  2n—1 (99
P {0do +
fgi T ( —1do— w

szereg przestaje by¢ zbieznym dla wartosci od 0 do — 1, zre-
sztg zbiezny dla wszystkich wartosci dodatnych i odjemnych az
do nieskonczonosci, i jest najzbiezniejszym ze wszystkich szere-
géw dajacych logarytm liczby, z danego jednego logarytmu.
2. Gdyyiz sg drugiego stopnia i sktadaja sie z dwich

czynnikow, to jest:

y =[] [a]

z = [0] [m]

a i m muszg dopeiniaé¢ warunku:

, 1 4+a=m
i daja forme:
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”£J%J“22(OHMJ ) (10)

ktora jest ogélna dla tego rodzaju wyrazen.

Szereg po drugiéj stronie bedzie tém zbiezniejszym, im a
mniejsze; a ze a nie mozna uczyni¢ zero, wiec czyniac réwne 1,
otrzymamy szeregi najzbiezniejsze postaci:

(1)?
Al 45 4
‘T 22( 2102 +) (11)
jakoz czynigc « — 1, 2, . . . otrzymamy:
2.2 i
i) )
4.4 1 A

Wzor (10) daje logarytm liczby z danych trzech logarytmow,
wzor za$ (11) z danych dwéch logarytmow; zatém daje z dwéch
logarytméw szeregi zbiezniejsze, jak powyzszy z trzech.

18%. 3. Gdy yizsa trzeciego stopniai sktadajy sie
z trzech czynnikéw, warunki sa:
a+b+1 - m+4n
abta+b - mn

ktére potrzeba rozwigzaé w liczbach catych, co atwo dopeic
1 otrzymamy:
a=t m=1t —t+ 1.

b= (F—1)t—1), n=1ft —1 +1
Ztad otrzymamy formg rozwiniecia:

[ a—1)r—1)]
OJE— 1)+ J[e—1) £ 1]

) - 1)
2 S[oJaE )+ 1[e(— D)+ 1)+ (—1)¢—1) | (12
Wzér najogélniejszy dajacy zwiazek miedzy szesciu loga-

rytmami.
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Szukajgc minimum licznika ilosci porzadkujacéj szeregu,
otrzymamy ¢ = ¢' = 2;zatém najzbiezniejsze tego rodzaju szere-

gi 83 postaci:
[1144] _
LoBE=2D ([01{3]2+2) e

z (x+3)+ 2 = a3+ 622+ 9w 42
= (z+2)((x+2)*—3)

przeto daje sie jeszeze napisaé tak:

[1] (4] ; pok.. y
fosr = 2, ([2]“2]2-31) S
a czynige @ 4 2 = y bedzie:
[—1)%2] 2
Larae s ity o TR
(—2iiip = 2D, ([011[012~3z)
w téj postaci jest podany przez Borda; to jest:
(r — 12 (@+2) 2
ST 5 ek (w(af-’—3))

np. czynigc z = 3. 4. 5. . . . otrzymamy:

225 1

‘1o —22 (9)*

1 36 o\ (1), 3
2.52 26 52

427 At id
5_56.,._22(55)_1 35 1 LD

Wzér (13) ma te jeszeze wlasnosé, ze wyrazenie pod znakiem
summy - daje si¢ przez 2 podzieli¢ i daje z trzech logarytméw
czwarty. Nadajac dla ¢i¢ inne wartoSci otrzymamy szeregi
mniéj zbiezne, jak latwo si¢ przekonac.

a ze:

A88. 4. Nakoniec gdy yi 2 sa czwartego stopnia i skta-
daja sie z czterech czynnikow:
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y = [1lal[b]lc]
2 = [0][m][n][p]
y i 2 muszg dopelnia¢ nastepnych warunkow:
[ a4bgc+1l = m4n+p
ab+(a+b)e+a+b+c = mn+(m+n)p (b)
abe+ab+-(a+-b)e = mnp

ktore potrzeba rozwigza¢ w liczbach catych, co wykonywajac
otrzymamy nastepne ksztalty dla tych iloSci:

(a)

a=f1(2B—1) m = B (¢ (B—1)+1)
b=t (P—-1)—1+1 n—=f@Et—1)+1 (c)
c=p# B p=p83t2A-1+1

abe =2 £ (2 f—1)B t+1) 1Bt (B—D—D)+1}
Szukajac warto$ci minimum dla iloczynu a b ¢, uwazajac 3it
za dowolne, otrzymamy (3 = 2 it =1; jakoz czyniac naprzdd
f = 2 otrzymamy:

a=—io¢ m =2 ({+1)
b=t —1 n=—=+41¢t-1
c=2(2¢+1) ==

abe =12 ¢t (4 #—-1)
i najzbiezniejsze szeregi:
[11[2¢—1][4¢+-2]167]

0120+ 21(41— 11[6/+11~
9 cp g wieipr BHE LT v
2 [O][2l+2][4!—1][6!+1]+ side—1) | (9
a czyniac jeszcze t — 1, otrzymamy wzor najzbiezniejszy tego

rodzaju:
1p{6
L .[,, B ]
[01(31141(7] 2( [013] [7]+1s )
lub proéciéj:

o =2 AR o 4D
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wzor najzbiezniejszy dajacy z pigeiu logarytmow szosty dotad
nieznany.

Czynige # = — 1, otrzymamy wzory mniéj zbiezne; jakoz
forma ogélna jest:

[Il—1)2t42080
[OFe+ 20 2e—1Be+ 1]

" ' 31 ,
NGO e s = LD
gdzie czynige = 2, mamy forme (15); a czym@c t = 3, bedzie:
p (H208)9] "
jogsto] =2 D, | orspto] + 2 ) 1
gdzie czyniagc @ -+ 5 = p i odwracajac, otrzymamy szereg po-
dany przez Haros, dajacy z szeSciu logarytméw siédmy, gdy (15)
jest zbiezniejszy znacznie i daje z pigciu logarytméw szosty.
RozszerzyliSmy sie tutaj nieco wigcéj nad potrzebe dla tego
gléwnie, aby pokazaé jak stosowaé si¢ winien sposéb szukania
szeregéw najzbiezniejszych, i widzimy, ze musi si¢ zmienia¢ sto-
sownie do postaci funkcyi danéj.
189. Jezeli w szeregu danym:
S=Xu, a* (18)

B as Up—1
Uy %

uszykowanym podtug poteg rosngcych z z i poczatkowéj warto-
Sci @ uczynimy:

B = ot ()
szereg zmieni sig na:
SR .y”)n
(1+y,

SRR B o
1—}—7/ M &

a rozwijajac potegi z i zbierajgc razem spolezynniki tych sa-

1+
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mych poteg z y, latwo zamienimy go uwazajac, Ze summy tych
spotczynnikéw sa kolejnemi réznicami, ktére oznaczymy przez
A'u; A%2u it d., na:
y S = e T a
a réwnanie zbiezno$ci znowu zmieni si¢ na:
— + gf : 4
v==(Tp),
gdzie widzimy, ze naraz i forma wzoru i granice jego zostaly
przeksztatcone.
Gdy granice pozwalajg potozyé z = 1 wtedy y = %, we-
diug (a) i bedzie:
S =i #, (20)

szereg ktory zamieni sig na:

Atmin,
= 2 s (21)
(E”_‘ﬂ) duly o
A u; o

Ostatnie to przeksztatcenie jest znaném przeksztatceniem
Eulera; dodaliSmy tu granice i widzimy, ze ono prowadzi do
zmiany naraz formy szeregu i granic.

Gdy szereg dany jest rozbiezny, zdarza sig, ze szereg Eulera
jest zbiezny; ztad powstaje znany paradox, ze szeregi rozbiezne
mozna uczyni¢ zbieznemi i naodwrét: paradox ten dopiero tiu-
macza nam dobrze dodane granice i pokazuja, ze to zalezy od
zmiany iloSci dowolnéj, ktéra pociaga za sobg zmiang i powig-
kszenie granic zbieznosci.

Gdy wolno jest polozy¢ x = 1, czyli gdy « zawarte jest
w granicach objetych obu rownaniami zbieznosci, wtedy i tylko
wtedy mozna przeksztatcenia Eulera uzywac do takiego szeregu
w zaltozeniu ¢ — 1.

190. Powyisze przeksztatcenie zastosujemy do szeregu:

L LR

e

W =l
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poniewaz:
A* uy = (1—a)
przeto wedlug wzoru (18), bedzie:

3 (et

}—;—E—+1 ety - z=1 2

Stosujac to samo przeksztal@nie do szeregu ostatniego,

otrzymamy nowy:
+8
—— 4_ %
4 %=1 E ( i )

=g d. it. d.
Wszystkie te przeksztatcenia mozna otrzymaé wprost kia-

dac:
AR e
oy a+1
Jjakoz bedzie:
o T y—a\"
S = @) =5 =1 +2 (m)
y=ax*(atl)
gdzie czynigec ¢ — 1. 2. 3. . . otrzymamy przeksztatcenia wyzéj

otrzymane, i wiele innych nie objetych powyzszemi przeksztal-
ceniami (*), ktérych granice zawarte sa miedzy granicami rozwi-
jalnoSci téj funkeyi.
A914. Niech jeszcze bedzie:
283

S=2e+ 25+ .+ 2T 4

szereg zbiezny w granicach + stosujac wzor przeksztatcenia

5

Eulera, czyli kladac @ = — znajdziemy szereg:

1’+
8§—29 2 3 2 2n41
= .’/‘f‘“?jfl +---+’27’{_'_'1‘3/ + ...

(*) Patrz: Catalan, ,,Traité élément. des séries.”“ Pag. 12
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adzie granice sa:
y2 el |
czyli: &
= A lubs ye—2

zatém szereg drugi zbiezny w granicach obszerniejszych.

Bertrand zaktada dla obuz = — 1iy = — é -, iprzycho-
dzi do szeregow: (*)
23 2
2 + B e

VR i I R TR Ve B T e B
SRR
pierwszego rozbieznego a drugiego zbieznego; a ze drugi wyraza
Scisle ¢ 3, przeto powiedziéC mozna, ze i pierwszy wyraza !l 3;
i wnosi ztad, ze przeksztatcenie Eulera, prowadzi do wypadkéw
paradoxalnych, ze szereg rozbiezny moze przedstawia¢ funkcyg.
Jest to tak rzeczywiscie, dopdki nie mamy wzgledu na réwnanie
zbieznosci, leczjak tylko do szeregu dodamy réwnanie zbiezno-
$ci, widzimy, ze warto$¢ # — — 1 nie mozna wprowadzac do
szeregu pierwszego, jako niedopelniajaca réwnania zbieznoSci,
jakkolwiek ona dopelnia rownanie zbieznoSci drugiego szeregu.
Przeksztatcenie wiec Eulera, nie prowadzi do wypadkéw parado-
xalnych, jak tylko uwazamy na réwnanie zbieznoSci szeregow.
I tak, czyniac y = — —i L e aif otrzymamy, gdy a
jest liczba calkowita wigksza od 3, oba szeregi zbiezne, ktére beda
wyrazaé teraz tez samg funkcyg i tak bedzie:

sof LA L

= [ P

a a

(*) Bertrand: ,,Traité de calcul différentiel* pag. 255.
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a 7e drugi szereg wyraza Scisle jak wiemy/ ( a—+1~), przeto i pier-

wszy wyraza tg sama warto$¢, jest rzeczywiScie przeksztatcony
na drugi, i paradox znika zupelnie.

A92. Jakkolwiek umiemy powigkszy¢ granice zbieznosci,
i powiekszy¢ samg zbiezno$¢ szeregu, wiemy jednakze, ze szereg
kazdy dla szczegélnych wartoSci zmiennéj zawartéj migdzy gra-
nicami zbiezno$ci, daje szeregi szczegdélne mniéj lub wigcedj zbie-
zne, wedlug tego jak warto$¢ szczegélna zmiennéj, zbliza sig lub
oddala od granic zbieznoSei.

W praktyczném znaczeniu te z tych szeregéw zastugujg na
uwage, ktore sg bardzo zbiezne, czyli ktorych zbieznos$é jest
wigksza od zbieznosci szeregu normalnego (§ 79). Miedzy wiec
granicami zbieznosci, zawarte sg inne granice szczuplejsze dla
kazdego szeregu, ktore daja szeregi bardzo zbiezne,a ktére mozna
nazwac granicami zbieinosci normalnéj

Dla uzupetnienia téj teoryi, pozostaje zatém podaé rozwig-
zanie nastepujacego zadania.

Majac dany szereg, oznaczyé gramice zbieinosci normaln
dla ilosei porzqdkujacéj, migdzy ktéremi szereg dla kaidéj warto-
dei tlosei porzadkujqcdj, zostaje ciqgle bardzo zbicinym.

W § 79 powiedzieliSmy, Ze zbiezno$¢ szeregéw mierzy sie sto-
sunkiem liczby przyblizenia do ilo$ci wyrazow dajacéj toz przy-
blizenie, i ten stosunek dla szeregu normalnego jest jedno$cia,
dla wszystkich za$ innych jest zmienny, i ro$nie lub ubywa
z liczbg branych wyrazow, zaczynajac od pewnéj liczby wyrazow
dla ktérych jest jednoscig.

Stosunek ten réwny jednosci dla pewnéj liczby wyrazow, be-
dzie odpowiadal coraz innéj liczbie wyrazéw, w miarg jak ilo$¢
porzadkujaca bedzie zmicniaé swa wartosé, a w miare jak ilo$¢
porzadkujgca bedzie oddalaé sig od granic zbieznosci, stosunek ten
réwny jednosci, bedzie odpowiadaé coraz mniejszéj liczbie wyra-
zOw, czyli bedzie zbliza¢ sig do wyrazu pierwszego szeregu.
Szereg wiee bedac zbieznym w pewnych granicach, bgdzie tém
wigeéj zblizaé si¢ do normalnego, im stosunek ten réwny jednosci
ze zmiang wartosci ilodei porzadkujacdj, bedzie odpowiadac co-
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~ raz mniejszéj liczbie wyrazow, tak ze gdy ten stosunek od po-
czatku zaraz szeregu staje si¢ jednoScig, to szereg najwigcé]
bedzie sig zbliza¢ do normalnego i da nam zadane granice.
Dla otrzymania wige granic zbieznoSci normalnéj, musi byé
(§ 79):
u

faattiy ()

n

a gdy znowu dla kazdéj wartoSci zawartéj miedzy granicami
zhiezno$ci, stosunek szeregu zawsze ro$nie; aze dla szeregéw
ktérych stosunek rosnie, wedlug wzoru 5 § 75, mamy:
All' A (L u"+1 + 1)
zatém, uwazajac na warunek (a), bedzie:
Ungg = 10~0+D
Aze znowu zbieznos$¢ normalna, musi zaczynac si¢ od wyra-
zu pierwszego, aby szeregi byly zbiezniejsze od mnormalnego;
przeto trzeba potozy¢ n — 0, i bedzie:
' 1
— + 3 <,
. wS=rg ®
co da nam granice zbieznosci normalnéj,
Jakoz stosujac to do szeregu gtéwnego, poniewaz:

y
o= 5 (a-a)
zatém:
1
= Lo sl
: ‘=X 1or (@ +a) (22)
dla szeregu dopelniajacego, poniewaz:
h—1_ g1
w="-"7%"1 (¢+a)
zatém: 3
1!
o SRS R 1L e
e S el (23)
Ztad dla szeregu Taylora bedzie:
1
i ST A8 %
o IS 8
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dla szeregu Maclaurina:
1
=0 ©) (25)

&

np. szereg: ; .
€T €T &

CERE A TR

jest zbieznym jak wiemy dla wszystkich wartosci z, lecz bardzo
zbieznym w granicach:
o= 0
ktére sa granicami zbieznosci normalnéj.
Szereg znowu:

g 1 1
(4 ~1+*$'+—2'!—z7+..-

jest rownie zbieznym dla wszystkich wartosci @, lecz bardzo
zbieznym w granicach zbieznosci normalnéj:
&=+ 10
w przechodzie przez nieskonczonosc.
A193. WidzieliSmy w Czesci pierwszéj (§ 8), ze reszta sze-
regu, koiiczac go na wyrazie n tym, zawarta jest zawsze migdzy:

. O T PPEL,

A= a——l e SR Py

a stosujac to do wzoru gtownego (§ 124), gdzie:
Uy = _({',—_a)’:_ f* (z+4a)

!
i uwazajac ze:
PO o) (n+41) t* (2+4a)

Up 41 (h—a) fr+1 (z4-a)

U 1
g ("'””)w: L G (0) (@eta
to reszta bedzie zawarta miedzy:

g 1 b (IL—_a)"'Hf" (z4a)
(n+1) * (24a) [
FH (2+a) — (h—a) n!
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e 1 (h—ay+1f" (24-a)
T G (@) @)eps — (h—a) n!
a 0znaczajac przez:
k= Bt I tata)
T ihenp o Rl e
ko = Gf (@) @eta — (h—a)

to reszte mozna wyrazic przez:

(e — k) o+ kg (h—a)yrtt f* (x 4 a) |
WY VR TRt B s 20

— (h—a)

gdzie o jest to liczba zawarta migdzy 01 1.
Takie jest nowe wyrazenie reszty szeregu, przydatném byé
moze do oznaczenia przyblizenia, gdy obliczamy »n wyrazow.
Wprowadzajae warunki uszezegélniajgee ilosci @, h i «
otrzymamy podobne formy reszty dla innych wzordw.
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ROZDZIAL. SZOSTY.

ROZWIJANIE NA SZEREGI ZBIEZNE ROWNAN I FUNKCYI
O WIELU ZMIENNYCH. — SZEREGI LAGRANGE’A,
LAPLACE’A 1 BURMANNA.

A194. Pod jakgkolwiek postacig bedzie dany zwigzek mig-
dzy dwiema ilo$ciami, z ktérych jedna jest niezalezng, zawsze on
musi by¢ wyrazony przez réwnanie miedzy temi zmiennemi roz-
wigzalne lub nie co do jednéj z nich.

Gdy réwnanie jest rozwigzalne co do jednéj, to rozwigzujac
otrzymamy wyrazenie funkeyi o jednéj zmiennéj, i to coSmy wy-
z€¢j powiedzieli, tu si¢ w catodei stosuje.

Gdy rownanie jest nierozwiazalném, moze zawiera¢ nietyl-
ko same ilo$ci, lecz ich pochodne; w kazdym razie rozwijanie na
szereg, tatwo moze by¢ dopetnioném.

Niech wige w ogole bedzie dane réwnanie:

f(2,y9) =0 : (1)
w ktorém y potrzeba rozwing¢ wedtug zmiennéj z. Roéwnanie to
oznaczajac pewng dowolng warto$é¢ dla @ przez e, da nam war-
tos¢ dla y — 8 i mozemy rozwija¢ funkeya wedtug poteg rosng-
cych z z — « dla wartosci poczatkowych y — iz = «.

Jakoz biorac pochodne bedzie:

y' :d_y: 0 ,(l_f ‘ df

dz dz " dy
a ztego otrzymamy wszystkie dalsze pochodne, ktore potrzeba
whozy¢ zaf (a), f (a), f (a) i t. d. we wzor (4. § 138), biorac je
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dla wartosci € = « i y = 3, przeto rozwinigcie latwo oznaczy¢,
a réwnanie zbieznosci bedzie:

z=0+ Gy ()

Gy@ =Gy (z)
przeto na mocy § 105, otrzymamy

df [ dfy?
! dz (dj) ] )
o S DY SR T R T 2d‘-’f[ )

|25 d@“(ﬂ) Jf—(dy‘) S

a rozciag g bgdzxe rowny podwojonéj ilosci zawartéj w nawiasie.
To sa granice zbiezno$ci, dla réwnan tego rodzaju.
Granice rozwijalnodci znajdziemy, szukajac wartosci czy-
nigeych rozciag zero lub nieskoiczony; jakoz one bedg zawar-
te dla g =— 0 w réwnaniach: |

a ze jak wiemy:

& =0+

df df .
& dy :
lub:
azf daf dEhv o
v e taR K I, meeindh dody T
dla g = « w rownaniach:
s dlooi;
i dgj oh
lub:

; (l‘-',fi df df i (lf_ (lzf df\* d¥"
dady de dy de| dy*  \dy| da?® —

Warunki te rozwigzane dadza wszytkie wartosci rownania,
jakie przerywaja wuvgalnosc jego na szereg zbiezny. -

Gdy mamy d =0 die'p=aiy=170a d%skonczone,

lub odwrotnie; to jakiekolwiek beda wartosci pochodnych czastko-
wych drugiego rzedu, rozciag bedzie zawsze zero. Albowiem gdy one
maja wartosei skonczone, mianownik w wyrazeniu (2) bedzie skon-

oL

5 ; Hafal. ¥
czonym,a wartos¢ rozciagu zero. Gdy I nie jest zero, dwa dru-
da
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gie wyrazy sg zero, mianownik jeszeze skonczony, i rozciag ze-

2

: d? . U et
ro; nakoniec gdy g = 0 rozciag staje sig¢ nieoznaczonym, lecz
ax=

biorgc pochodne co do x bedzie:

a*t

da

st
dr?

g=2

; : ; =ldld i 483
wyrazenie, ktore bedzie zero, dopoki e nie stanie si¢ zero, co
a.r
gdy nastapi, znowu rozciag nieoznaczony, i udamy si¢ do naste-
pnyveh pochodnych; zatém rozciag jest zawsze zero, dopdki
wszystkie pochodne razem nie sa zero.

]2

) & f e P M
Gdy przy S 0 pochodne czastkowe drugiego rzedu Ty

S AL S , : : 1
lub = staja sig nieskoniczone, dwa pierwsze wyrazy mianowni-
¢ 2

o
ka ukazujg sig pod postacig nieoznaczong, lecz sa w ogole skoni-
; it :
czone, i jeszeze rozciag zero. Gdy przy (T = 0 jeszcze
ae
df
dy

FaeH ) df B
cigg jest zero. Gdy pochodna T lub dy staje si¢ nieskoiiczo-

-— 0, podobnie dowodzac jak wyzéj znajdziemy, ze zawsze roz-

ng, rozciag staje si¢ nieskonczonym.

A zatém, jakiekolwiek beda wartosci pochodnych drugiego
rzedu 1 nastgpnych, granice rozwijalnoSci réwnania na szereg
otrzymujemy, gdy pochodne czastkowe pierwszego rzedu zrow-
namy z zerem lub nieskonczono$cia. Podobnie rozbierajac do-
wiedziemy, ze granice rozwijalnoSci réwnania otrzymamy, gdy
pochodne czgstkowe drugiego rzedu zrownamy z zerem lub nie-
skonczonoscia.

We wszystkich tych przypadkach, jak to okazaliémy dla fun-
keyi o jednéj zmiennéj (§ 134), wypada, ze pochodna pierwsza
lub druga do$wiadczajg przerwania cigglo$ci, przez nieskoiiczo-
nos¢ lub urojonodé; zatém granice rozwijalnoscei odpowiadaja
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przerwaniu cigglosci pochodnéj pierwszéj lub drugiéj tychze ré-
wnan. -

Ztad mamy nastepujace twierdzenie.

Jedna z dwdch zmiennych zwigzanych rownaniem nierozwiq-
zalném, daje siz rozwingé na szereg uszykowany wedlug poteg ro-
snaeych drugidj emiennéj, dopoki ilosé porzqdkujaca zachownje
wartosci zawarte miedzy granicami, dla ktorych pochodne czq-
stkowe pierwszego i drugiego vzedu wie staja sic zero lub nie-
skoriczone.

Prawo proste i dajace w kazdym razie za pomoca rachunku
funkeyi granicznych, wartosci Zadane granic.

Wystowienie tego twierdzenia, mozna zmieni¢ na nastepne:
jedna ze zmiennych daje si¢ rozwing¢ na szereg zbiezny we-
dhug poteg drugiéj, dopoki wartosci iloSci porzadkujacéj nie prze-
chodza granic oznaczonych ciggloScia pochodnyeh pierwszego
i drugiego rzedu. Twierdzenie to tak wystowione, odpowiada
znanemu twierdzeniu Cauchego, co do rozwijalno$ci funkeyi sa-
méj w granicach ciggtosci funkeyi, i jéj pochodnéj pierwszéj;
jakoz tu funkeya ijéj pochodng zastepuja pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu.

4195. Rownanie (1) daje sig zawsze przedstawi¢ w postaci:

y=a+zy(y
igdy ¢ (a,y) nie zawiera w, czyli gdy rownanie ma postaé
szezegolng:

y=a+zqp(y @)
y daje sig bardzo symetrycznie rozwingC na szereg wedltug po-
teg rosngeych « za pomocyg znanego wzéru Lagrange’a dla war-
tosci poczatkowych zmiennych z — 0 iy = a.

Lecz trzeba uwazad, ze réwnanie (3) jest rozwigzalne co do a:

sl T

. 9P ,
a rozwijajac a co do y, rozwiniecie Lagrange’a wychodzi na od-
wrdcenie szeregu danego, i dla tego téz moze stuzyé na ten

przypadek.

http://rcin.org.pl



ROZDZIAE- VI 241

Granice zbieznoSci tego szeregu znajdziemy, biorge pocho-
dne czastkowe réwnania (3) ktore sa:

dy " de
&f & dz f e
WS TR =T agen

a podstawiajgc w réwnanie granic (2) dla wartosci dowolnych
a i 3 bedzie:
PRRRMEST. . o

12 9'— (2 (p:z__q) q)“) (%,3)
takie sg granice, gdy wartoSci, i y sa dowolne.

Dla wzoru Lagrange’a, ktory jest rozwinigciem dla wartosci
poczgtkowych z —= 0 iy = a; trzeba polozyé & = 0, # — a i be-
dzie: J

=0 +

1
= 3¢ @ )
Wyrazenie to granic bardzo proste i godne uwagi, jest od-
wrotnoscig, z pochodnéj funkeyi ¢ wzigtéj dla wartosci y — a;
lecz zarazem dowodzi, Ze ten szereg jest uszczegélnionym i nie
stuzy, gdy  wychodzi z granic objetych tém wyrazeniem.

196. Gdy mamy rozwingé za pomoca wzoru Lagrange’a
funkeya:
z=F(y) )

zmiennéj y, zwigzanéj z drugg réwnaniem (3), to granice zbiezno-
4ci szeregu otrzymamy, uwazajac ze graniczne (§ 109) sa:

Gz(m)zyi, GF (y) (%)

df | df \2

‘ wl@)
Gt (S (df T of df\edx
e R e

zatém dla otrzymania granic zbieznosci, potrzeba wzigsé te
31
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z powyzszych warto$ci granicznych dla & = 0i y — a,ktéra da-
je wartosci mniejsze; zatém granice beda: :

2=+ @“LT)G F () (9)s
SR 1 : (6)
T 29'()
i z tych wezmiemy najmniejsze.

Zalém funkeya ilosci zmienné) zwiqzanéj z drugg rdwnaniem
(3) da sig rozwingé na szereg Lagrange'a uszykowany wedlug
poteg rosnacych zmiennéj, dopdki ta ilos¢ zachowa wartosci za-
warte migdzy mniejszemi z wartosci granic wyznaczonych przez
réwnania powyésze (6).

Whniosek. Gdy funkcya ma graniczng nieskoiiczong, to
ja odrzucimy i mamy twierdzenie:

Wizystkie junkeye zmiennéj y zwiqzanéj z druga réwna-
niem mnierozwiqzalném, ktorych graniczne sq nieskonczone, jako
to: kaida potega calkowita i dodatna, funkcya wykladnicza,
wstawa 1 dostawa {uku wielokrotnego zmienndj it. p. daja sie
rozwingé na szereg 2bieiny uszykowany wedlug poteg rosnacych
emienndj niezaleinéj & w tych samych granicach, w jakich sig roz-
wija samo y z yownania danego.

49%. Rozwinigcie y na szereg zbiezny przez wzor La-
grange’a zwigzanéj ze zmienna « réwnaniem jest wlasciwie roz-
winigciem jednego z pierwiastkéw tego réwnania dla danéj war-
todci «; wazng wiec jest rzecza poznaé, ktory z pierwiastkow jest
objety tém rozwinigciem.

Otoz granice zbieznosci rozwiazujg zupelnie to pytanie.

Jakoz, poniewaz te granice sy zawarte miedzy +

24 @)

hogumpge 1

2 ¢ (a) 2 @' (a)

jak @ jest dodatne lub odjemne, jest to pierwiastek sgeiedni pier-

wiastkowi odpowiedniemu 2 = 0, dodatny lub odjemny, wedtug
tego jak a, bierzemy dodatne lub odjemne.

Tu widzimy, Ze rozwiniecie Lagrange’a daje jeden z dwoéch
pierwiastkow blizkich pierwiastkowi @ — 0, i innych weale nie

czyli miedzy 01 + przeto stosownie
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daje; cheac je znalezé, trzeba si¢ udac¢ do ogélniejszego rozwi-
nigcia podanego w § 194.

198. Laplace zastosowal szereg Lagrange’a do ogdlniej-
széj postaci funkeyi, lecz zawsze w granicach tych samych,
oznaczonych dla szeregu pierwszego. Jakoz wzor Laplace’a roz-
wija dowolng funkcya:

w="F () (M)
zmienndj y zwigzanéj z drugg x, réwnaniem:
y=f(a+z ¥ (y) ®)
dla wartosci = 0iy = f (a) = b. A oznaczajgc:
z=a+ 29 (y) (a)
mamy:
v = Fi{f(2)) (b)

to jest: mamy rozwingé funkcya F (f) zmiennéj z, zwigzanéj z z
réwnaniem (8). Graniczne téj funkcyi sg teraz:

1
= GF () (4
‘ o (¥ (»

Gu(r))— é.l Gf(2) (2)
= G2 (.Z)

zatém granice tego szeregu beda, podstawiajac wartosci za
Y1z dlax = 0iy = b, wyciggniete z réwnan (8) i (a):
= o T E ) (@
S @e©)
G ) (e

M 11 @
& = 1 L
290

z ktorych potrzeba wzig$¢ najmniejsze; granice te sy takiez sa-
me jak dla szeregu Lagrange’a, tylko przybywa trzecia zalezaca
od postaci funkeyi f.

A199. Nakoniec Burmann podat rozwiniecie funkcyi na
szereg wedtug poteg rosnacych innéj funkeyi tejze zmiennéj, wy-
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wodzac go z szeregu Lagrange’a; jakoz rozwijajac wedlug wzoru

tego funkeyg F (y), gdzie y zwigzane z # réwnaniem:
y=a+zP Q)

wedlug poteg #, to rozwinigcie mozna uwazac jako dopelnione we-

dlug poteg:

z= —— =1(y)
$o =1
f (y); gdzie funkeya ta musi miéé postaé:
f6) = )

Granice zbiezno$ci tego rozwinigcia, wyrazaja si¢ przez fun-

kcya graniczna:
GF(y) @)
ktéra na mocy § 108 daje: - b
fr2
GE) ) )7
=1 GF (y) ()

azef(y= e 9 @) ) zatém ktadac wartos¢ za f* i £ dla wartosci
g—01y—a otrzymamy:
1
oo+ GO
© 99

z ktérych wezmiemy te, ktore sag mniejsze.

Wszystkie wige te wzory rozwinigcia sg szczegllne a nie-
ogodlne, i zalezne $cisle od warto$ci poczatkowéj a, otrzymanéj z ro-
wnania danego dla # — 0; przeto nie stuza, gdy warte$é z wy-
chodzi za granice wyzéj wskazane (*).

200. Gdy mamy rozwina¢ na szereg funkcya o dwdch
zmiennych:

(*) Poréwnaj: Schlomilch. ,,Lompedxum der hoheren analysis.*
Braunschweig. T. 2. 1865, kar. 96. 0 szeregach Burmanna i La-
grange’a.
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e=Fiiy) , (a)
zwigzanych z sobg réwnaniem nierozwigzalném:
f,y)=0 (b)

dla poczagtkowych warto$ci dowolnych z — a i y — b,sprawdza-
jacyeh réwnanie (b), wedlug poteg rosnacych ktéréjkolwiek z ilo-
Sci wzigtéj za porzadkujaca z — a lub y — b, granice zbiezno-
§ci otrzymamy, rownajac te porzadkujaca z funkeya graniczng,
dajaca wartoSci najmniejsze dla tych zmiennych. A ze w tym
przypadku graniczne wedlug § 111 sa trzy, a mianowicie:

-6 L@

Gz){= G%(z)

dy
=4y = Az
G d.l:( )
zatém otrzymamy réwnania zbieznogei:

dF

(a b)

v—a*if = 2 ©
t (a, ¥)
r~aHG¢M)’
( bea, 0y
% ktorych potrzeba wzigsé dla granic wartoSci najmniejsze.
Przeto otrzymamy nastepujgce twierdzenie:

Funkeya o dwéch zmiennych zwigzanych z sobg réwnaniem,
daje sig rozwingé na szereg zbieiny, uszykowany wedlug poteg ro-
snacych jednéj z ilosei wzieté) za porzqdkujqcq dla wszysthich war-
tosci téj zmiennéj, zawartych miedzy granicami oznaczonemi przez
wartosci najmniejsze, jakie dajg rownania zbieinoser,

2014. Gdy mamy rozwingé¢ na szereg funkecyg o jednéj
zmiennéj wyrazong pod postacia catki:

[i(x) de
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rozwiniemy funkeyg f (2) na szereg wedtug poteg ilosci (z — «)
dla poczatkowéj wartosci funkeyi f (a), postaci:

f@=1()+ “T°F (@) +...

a mmozac przez dz i catkujac, otrzymamy:

jf(w)d:c:C—{-(m—Ialf(a)+('z;!a)z f (@) ik ()

potrzeba tylko podaé jego réwnanie zbieznosci.
Jakoz réwnanie zbieznosci zawsze wyrazi si¢ przez grani-
czng danéj funkeyi, to jest:
z=a+ G[f@) @ (b)

a ze wedtug § 85, graniczna calki jest taz sama co pochodnéj,
zatém réwnanie zbiezno$ci bedzie:

2 =a* G @

202. Podobnym sposobem tatwo rozwingé na szereg we-
dlug poteg rosnacych, kazde réwnanie rézniczkowe rzedu i sto-
pnia jakiegokolwiek.

Jakoz gdy réwnanie jest rozwigzalne co donajwyzszego rzedu
pochodnéj postaci:

y=F @y y,¥"...) (a)
z tego wyrazenia roézniczkujae, Yatwo otrzymamy wszystkie na-
stepne pochodne, i oznaczajac je dla wartoSei ¢ = a przez

YayY'a- . ., Obrzymamy rozwiniecie:

—a (a: a)

i
V.= Ya + T]/'a. e

v+ (v)

wyrazone w funkeyi wartosci spotezynnikow poczgtkowych
YasYa- .« gD, ktore zostaja dowolne.

Réwnanie zbieznosci tego rozwiniecia jest:
z=a* Gy (2.
http://rcin.org.pl
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a ze wedtug § 85, graniczna funkeyi y i wszystkich pochodnych
Jjest taz sama, przeto otrzymamy:

z=a* Gy™ (2), (©

Podobnie wedtug § 113, znajdziemy réwnanie zbieznoSei
dla rozwinigeia réwnania rézniczkowego, nierozwigzalnego dla
pochodnéj najwyzszego rzedu, albowiem biorac nastepng pocho-
dng réwnania danego, otrzymamy réwnanie rozwigzalne co do
téj nastgpnéj pochodnéj, i zastosujemy do niéj rozwinigcie po-
wyzsze.

203. Gdy rozwijamy nakoniec na szereg funkeya o dwaich

zmiennych niezaleznych:
2z =1z, 9)
wedtug rosngeych poteg obu zmiennych, dla poczatkujacych
wartoSci « i 0 jakichkolwiek, otrzymamy na granice uwazajac
z za stale, wyrazenié:
y=b+GF(@y @a v

a uwazajac y za stale, wyrazenie:

z=a+ GF ( Y) (2)a, »)

i Yaczac oba te warunki, bedziemy mieli wartosei graniczne dla
z iy, miedzy ktéremi, gdy one beda zawarte, szereg bedzie zbie-
znym,

Podobniez tatwo rozciggna¢ powyzsze prawo do funkeyi
o wielu zmiennych, tak skonczonych jak catkowych, lub rézni-
czkowych.
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ROZDZIAL SIODMY.

PRZYKEADY OZNACZENIA GRANIC ZBIEZNOSCI ROWNAN
I FUNKCYI O WIELU ZMIENNYCH.

204. Podawmy tu kilka przykladéw, a najprzéd weZmie-

my pod rozbiér zadanie przedstawione réwnaniem:
ytawsty =0

ktére wyraza ruch elliptyczny planet, gdzie y jest anomalia ex-
centryczna, b anomalia $rednia, 2 stosunck mimosrodu do osi
wielkiéj orbity.

Z réownania tego potrzeba y rozwing¢ na szereg dla poczat-
kowych warto$ci « — 0 i y = b, uszykowany wedfug poteg ro-
snacych iloSci ; zatém na mocy § 194 bedzie:

— (1—a dos y)*

G0 = 5 Gos y+a(1—8 dos?y)
adla # = 01y = b, bedzie:
: d.
Gy @on == 3355
Zatém granice zbiezno$ei tego szeregu beda:
r = % — L
g o 1 )
a rozciag:
N
e
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Gdy & bedzie miato wartosci zawarte od O do %, to grani-

ce dla 2 bedg zmieniac si¢ od + —;— do + oo . Ztad naodwrét wypada,
ze dla jakiéjkolwiek wartodei iloSci 0, szeregi bedy zawsze zbie-
zne, gdy « bedzie mniejsze od ; czyli 0, 5.

To wyraza wigc twierdzenie: ze szeregi ktore wyraiajq pier-
wiastki ruchu planet, uszykowane wedlug poteg rosnqcych mimo-

srodu, sq zbieine dla wszystkich wartosci tegoé mniegjszych od % .
Oznaczajac potowy osi ellipsy przez a i b, mimo$rod przez e,
bedzie (fig. 7):

a a 0OA
zatém: :
c 1 . 1OR 1 3 1
i daje o =3 ozyli OE == 9 OA

Jest to ellipsa, ktoréj ogniska przypadaja w $rodku pét osi
wielkiéj. A ze gdy ¢ = O ellipsa zmienia si¢ na kolo, zatém
wszystkie ellipsy majgce za granice koto i ellipse, majaca ogni-
ska w $rodku osi wielkiéj, maja te wlasno$¢, ze ich czedci skla-
dowe daja si¢ rozwingC na szeregi zbiezne, uszykowane wedtug
poteg rosngcych mimosrodu dla wszystkich wartosei tych ezesci
sktadowych.

Inne za$ ellipsy majace wigksze splaszczenie, czyli wigkszy
mimosréd nie maja téj wlasnosei, i w tym przypadku tylko cze-
sci krzywéj CAC’i DA‘D’ beda objete szeregiem zbieznym, dla
czeSci zaé DC i D'C’, szeregi beda rozbiezne.

Laplace pierwszy te granicg oznaczyl na 0,66195 przez po-
rownanie tego szeregu zinnemi, ktérych granice wprost mozna
oznaczyé, lecz porownanie takie nie daje prawdziwéj wartosci.
Cauchy przyszedt do téj saméj granicy jak Laplace, uzywajac
ilosci urojonych do dowodu, co jak wiemy (§ 64 i 104) nie prowa-
dzi réwniez do wypadkoéw $eistych, Granica ta jak widzimy jest za

32
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wielka, i szeregi od 0,5 do 0,66195 nie sa rzeczywiscie zbie-
zne (*).

Rozwiazanie powyzsze wypadajace z naszéj teoryi, godne
uwagi przez swag prostote dowodu i wypadku.

205. Gdy w rownaniu powyzszém chcemy rozwingé na
szereg nie y, a jedng z funkeyi y, postaci:

", e, wst my, dos my,

gdzie n catkowite i dodatne, m jakiekolwiek; to na zasadzie wniosku
§ 196, poniewaz te funkcye maja graniczne nieskonczone, przeto
beda mialy granice takiez same, jak sama funkcya z.

Lecz nie tak jest, gdy mamy rozwing¢ na szereg potege
odjemna, lub ulamkowa, albo logarytm z y; funkecye te nie
dajg sie w tych samych granicach rozwina¢ na szereg, albowiem
mamy teraz dwie graniczne:

G f (y) (@) g:y

T S
T 2dos y
a dla wartosci y = b granice staja sie:
0y = l)
B .
e ol Y

gdy b zmienia sig, granice te rozmacicie si¢ zmieniaja, jakoz
bedzie:

(/:O...—Z' T ;TI
.7’,:0 :;[ 7T 27'[.

1 .
=5 . ) ; 0 S irgcn g 01

granice pierwsze rosng ciagle, gdy drugie peryodycznie si¢ zmie-

(%) Patrz. Cauchy, ,Exercices Analyse et de Physique Mathé-
matique:** Paris 1840, tome 1, page 280 i nastepne.
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niaja. Dla wartosci 4 od 0 do g1 Ma wartosci zawsze mniejsze

e T % P
od ay, a dla wartosci 6 od 3 do o, a, ma za granicg mini-

mum —-.
2

Zatém szeregi rozwiniecia poteg odjemnych, ulamkowych,

logarytmow z y, dla b zawartego migdzy 04 ﬁ2’ sq 2bieine, gdy

x mniejsze od by dla wartosci zas b > *2~, sq zawsze zbieine, gdy
nie przechodzi 0,5.

Pierwsza cze$¢ tego twierdzeniat. j. dla potegi catkowitéj i
dodatnéj, funkeyi wyktadniczéj, lub wstawy i dostawy tuku wie-
lokrotnego z y, dowiedziong zostala po szczegéle dla kazdéj
funkeyi przez Laplace’a. Cauchy dowiédt ogdlnie téj whasnosci
zawsze dla wartosei mimos$rodu od 0 do 0,66195. Druga za$
czgS¢ tego twierdzenia dla poteg odjemnych, pierwiastkow i lo-
garytmow z y nie byta dotad dowiedziona; podajemy ja wiec ja-
ko dopelnienie twierdzenia Laplace’a.

206. Réwnanie: -
) M b
y— 5 2P =b (a)
powstajace z réwnania:
1
V1-2 b a+a?
daje sig rozwing¢ na szereg dla wartosci poczatkowych 2 =0

i y = b wedlug poteg rosngcych « za pomoca wzoru Lagrange’a,
a granice zbieznosci beda, uwazajac ze:

y:

G y ({lf) g (1—-.2)y)-
2 R 8 P
i
aztad dla 2 = 01y =10 bedzie:
1
r=%g
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Zatém gdy b — 0 i gdy réwnanie zamieni sig¢ na:

to$ci, gdyz granice staja si¢ nieskoficzone. Gdy & powigksza
sie, granice sig zmniejszajg; a gdy b = oo, granice staja sig
Zero.
Gdy mamy dang funkeyg o dwéch zmiennych:
3 (v)
1—ay

zwigzanych powyzszém réwnaniem (a), to toz samo znaczy, jak
tatwo sie przekonaé co:

z =

1
T Vigtbers
albowiem réwnanie (a) daje: -4
y=1+)1—-2bz + o*
Granice zbieznoSci funkeyi z beda w liczbie trzy:

(©

6 » () 3= G liigoyisc L
dx y
~  n dz N
Gz)=G dy i
o) d 1—ay)?
Gz@)=G "('l‘gj (¢) = — ( ill)
: & 2?/(1._72 u/)—@
adlaz =0iy=10 bedzie:
il B9 s aaic o)
T=4 3 B=2 0, T=x 5

Z tych najmniejsze granice sg ostatnie, i te stuzy¢ bedy dla
funkeyi, zatém ta funkeya rozwija sie na szereg w tych samych
granicach, co i samo y.

Biorac wprost granice wyrazenia (c), bgdzie:
1—2bax + x*

2 (b—ux)
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adla 2z = 0iy= 0 bedzie:
il
granice takiez same jak wyzéj.
20%. Wezmy jeszcze réwnanie:
y—axlogy=1~0

dla poczatkowych wartosei @ = 01y = 0, y daje sig rozwingé
na szereg w granicach, ktére otrzymamy z wyrazenia:

\ £ y —a)
V= 50— akey

ztgd:

zatém gdy z bedzie mniejsze od ; b,szeregibeda zawsze zbiezne.

Gdy mamy:
y — e = b
dla tychze samych warto$ci poczatkowych:
AL . ot
Gy@= aa=am)
ztad:
D= <+ _1. =
Ems .

Gdy 0 jest dodatne, i gdy ros$nie od 0 do nieskoficzono-
$ci, granice dla z ubywaja od + %do zera, 1 szeregi beda za-

wsze zbiezne w granicach zaleznych od 0, a dla b = « stajg sig
rozbiezne. Gdy za$ b jest odjemne, i gdy ro$nie od zera do o,

; 1 ’ Sgat .
granice z rosng od g do nieskoficzonosci; i szeregi bedg zawsze

zhiezne dla warto$ci « mniejszych od %
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208. Wzor Lagrange’a szezegolniéj daje sig zastosowaé
do rozwigzania réwnan algebraicznych, jakoz kazde réwnanie
stopnia n go:

o5 (@)=10 (1)
mozna napisac tak:

& Puet (@) =a, (2)
gdzie ®,_; oznaczg wielomian stopnia n — 1, a a, wyraz staly ro-
wnania, i mozna zawsze rozwing¢ z na szereg zbiezny, ulozony
wedtug rosngcych poteg spotezynnika a, dla wartosci poczatko-
wych @y = 012z = 0 i rozwinigcie bedzie miato postac:

i
gnif =
n
‘41_261 ‘ (pn——l )
n! ( dan ,so
¢o ogolnie oznaczymy przez skrocenie:
2, =2 ag Pr_1 (0)
a granice zbieznoSci beda:
(O} ok
G — * et B A (a)
2(/)17;—1 0 2“2
A zatém szereg bedzie wyrazaé jeden z pierwiastkow danc-
2o réwnania, gdy a, bedzie zawarte migdzy granicami powyZsze-
mi;a ze gdy a,=0 mamy z=0, i gdy «a,roénie ku jednéj z granic,
« takze rosnie i szereg przedstawia te warto$¢ x az dopiki «,

ay

2a;
dzy zero i pewng wartoscia; jest wiec to pierwiastek blizki zera,
i dodatny lub odjemny wedtug tego, jaki ma znak wyraz staty a,
przeniesiony na strone druga, czyli znaku przeciwnego z osta-
tnim wyrazem.

nie dojdzie do wartosci ; przeto pierwiastek zawarty jest mie-

Istmeme tego pierwiastku zalezy od wartosci a, igdy
a(,> pierwiastek ten przestaje istnie¢, gdyz go szereg prze-

staje \vyrazaé, a granicy tego istnienia jest warunek:

s o B
2 a, a,= a
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Réwnanie (2) bedzie dopelioném, gdy dla a, = 0 weZmiemy
dla « jeden z pierwiastkw réwnania ¢, (#)=0 a oznaczajac go
przez «, mozna dopetnié rozwinigcie # wedtug poteg a, dla war-
tosci poczatkowéj ¢, byleby a, zawarte bylo w granicach daja-
cych ten szereg zbieznym.

Pozostaje tylko znalez pierwiastek réwnania ¢, _; (2) = 0,
ktére mozna napisac:

% Pus (@) = ay 3)
i wedlug powyzszego znajdziemy jeden z jego pierwiastkéw
przez rozwiniecie:

ty =X a; Pns(0)

w granicach:

AP

a; == Zl;; (b)
gdy wiee @, dopetnia warunku (b) szereg dajacy e, bedzie zbie-
znym, a zafém aby rozwiniecie drugiego pierwiastku miato miej-
sce, koniecznym jest warunek:

2a; ag <<af

Tak daléj postepujac dowiedziemy tatwo, ze aby wszystkie
pierwiastki mogly by¢ rozwinigte na szeregi, spotczynniki ré-
woania powinny dopetnia¢ warunkow nastepnych:

206, a4, fEas
2 a; a5l (¢)

[5 o o |
2ty ey <= G vy

lecz odwrotnie nie ma miejsca, a uwazajac ze kazdy warunek
niedopelniony, sprowadza¢ musi dwa pierwiastki urojone; zatém
odwracajac te warunki, otrzymamy twierdzenie:

Lle kwadratéw ze wspolezynnikow jest mniejszych od podwd-
nych iloczynow z sasiednich spélezynnikiw pierwszym, taka jest
podwijna ilosé pierwiastkéw urojonyeh w réwnaniu.

I tak, w réwnaniu:

10 (-‘62— 2:1'+ 3)2=.7;4 e 4.1‘3—-,— 1022 — 12.?‘—{— 9-0
mamy:
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16 << 20
100 > 96
144 << 180
przeto wszystkie cztery pierwiastki s urojone.
20 (22—2a+3)(2*— 20— 3)=at—4a’~-4a®4-0r 4-9=0

daje:
16> 8

16 > 0
Qe 72
przeto dwa pierwiastki sg urojone w tém réwnaniu.
209. Niech dang bedzie funkeya elliptyczna (§ 101)

’D - — — - —
E (e, 9) :f V1-ct wstt ¢ d ¢

0
rozwijajac funkeyg pod znakiem catkowym wedlug wzoru (1, § 200)
w zalozeniu @ = 0, otrzymamy:

¥4 1: o4 1 ?
E(e g =0 — g cf wst? o d g — 2 c‘fwst*(pdrp—-—...
0

a poniewaz rozwinigcie nastgpuje wedlug wst? ¢ i graniczna
(§ 101):

G V1= o wsth g (wst? ) = 1—c2wst! g

c?

dla ¢ = 0 ma wartosc oy przeto réwnanie zbieznosci jest:

1 . 1
wat? g ==+ o czyli wstgp =+ -
Zatém szereg powyzszy jest zbieznym dla wartoSci wst ¢,

: ) 1 .
zawartych migdzy —i — —. A Zec jest excentryczno$cig elli-
) ke 8 a

psy, ijest zawsze utamkiem; przeto i— jest liczbg wieksza od

jednosei, to jest granice dla wstawy sa wigksze od jednosci, 4 za-
tém szereg powyzszy jest zbieznym dla wszystkich wartodci ¢,
jakakolwiek bedzie wartos¢ c.
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ROZDZIAL.  OSMY.

POROWNANIE TEORYI FUNKCYI GRANICZNYCH
Z TEORYA FUNKCYI CAUCHEGO.

2142. Do ukonczeniu zastosowania rachunku funkeyi gra-
nicznych, do rozwijania funkcyi na szeregi zbiezne, podamy
tu kilka twierdzen, ktére wynikajg z poréwnania naszéj teoryi
funkeyi granicznych z teorya funkcyi Cauchego.

Wiemy, ze funkeya ilo§ci zmiennéj x jest skoriczonq, gdy dla

wszystkich wartosci z rzeczywistych i skonczonych nie staje sig
nieskonczenie wielkg.

Twierdzenie 1. Funkcya graniczna funkeyi danéj jest za-
wsze skonczona,

Albowiem w rachunku funkeyi granicznych dowiedli$my, ze
graniczna jest stosunkiem pewnéj funkeyi, w sklad funkeyi da-
néj wchodzacdj do swéj pochodnéj, a dla szczegélnych postaci
funkeyi, jest nieskoriczona.

Gdy wiec funkcya dana F (z) staje sie nieskonczong dla
skonczonéj warto$ci zmiennéj @ — @, musi koniecznie miéc
postac:
¢ (z—a)

w ktoréj f(2) ma wartos¢ skonczong dla z =a, a @ (x — a)
staje sie zero dla tejze wartosci.
A ze graniczne funkeyi takiéj sy.

ui=F (@)=
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; 240. Roéwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu nazwane
Riccatego:
Yy + ay® = ba™
mozna rozwingc na szereg (b, § 202) w zalozeniu z = 0 iy = yo;
Jakoz biorac pochodne mamy:
L
y! =2at 98
y"'=— 3l adys

Yy =+ nlar yatt
zatém bedzie:
Y=yl —ay,ata* yga* —adyda® + ...}
gdzie wyraz n ty ma forme bardzo prosta.
Uy, = an yrtt g

Réwnanie zbieznosci tego szeregu znajdziemy, uwaza-
Jjac ze:

G &)= -‘Z = __._‘Z/_._._
y (@) ¥ Tapirben
dla 2z = 0iy = y, daje:
I
Gy@o=——
aYo
zatém:
1
z=* —
ayo
co téz otrzymujemy ze stosunku wyrazéw n tych, jakoz:
s
Unt1 G Yo &

réwnajac z + 1dla » — =, daje tez samg co wyzéj wartos¢, jak
byé powinno.

244. W § 116 dowiedliSmy ogdélnéj wiasnosci, ze funkeye
wyrazone przez réwnania rézniczkowe postaci:

¥ = G

gizie A (y) jest funkeya algebraiczna z y, do ktérych nalezg
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wstawa, dostawa, funkeya elliptyezna 2 (), i t. p., maja gra-
niczne nieskonczone; przeto te funkeye dajg sie rozwingé na
szeregi zbiezne dla wszystkich wartosci z, i te szeregi moga by¢
wzigte za ich definicye.

Zatém, nietylko funkcye -calkowite, wykladnicze, wstawy
i dostawy {ukdw wielokrotnych, lecz jeszeze elliptyczna 1 jéj podo-
v—1

v

gebraiczanéj calkowité] saméj funkeyi, maja ogdlng wlasnosé, ze
ich graniczne sq nieskonczone, i vozwijaja sic na szeregi dla
wszystkich wartosci zmienné) x, czyli e te szeregi sa definicyami
tych funkcyr.

Wazne i godne uwagi to twierdzenie, odkrywa nam wilasno-
§ci catego szeregu funkeyi, ktére mogg by¢ wziete za podstawe
ich teoryi; tak jak funkeya ), (z) stuzy za podstawg teoryi funkeyi
elliptycznych (¥).

bne, ktérych pochodne sq prerwiastkiem stopnia

z funkeyi al-

(") Patrz: Briot et Bouquet. ,,Théorie des fonctions doublement
périodiques et en particulier des fonctions elliptiques.® = Paris 1859,
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= Gf(2) @
= Gpleaa @) e 2
¢ (e—ay (@) = 0=
Pierwsza jest graniczng funkeyi f (z) ktéra ma wartosci
skoniczone dla # = a, druga jest graniczng funkcyi ¢ (2) i jest
skoniczong dla z = @, a mianowicie réwna zero, dopéki ¢’ nie

zero, gdy za$ ¢’ = 0 graniczna staje si¢ nieoznaczong, lecz bio-
rac pochodne, bedzie:

Gu@) !

Gy @—a) @ = 2
b 4

1 znowu ma warto$¢ zero dla # = a, dopoki ¢// nie jest zero. Tak
daléj postepujac dowiedziemy, ze funkcya ta nigdy nie moze staé
sig nieskonczong, a zatém jest zawsze skoiiczong.

243. Mowimy ze funkeya jest ciagle, gdy dla wszy-
stkich warto$ci skorniczouych @, nie nabywa wartoSci urojo-
nych.

Twierdzenie 2. Funkcya graniczna funkcyi danéj jest za-
wsze funkeya ciagla.

Albowiem, gdy funkcya dana przestaje by¢ ciggly dla war-
toSci skonczonéj = a, to musi miéé postac:

u="F (@ =1{(@)lp@-a)"

gdzie f (x) zostaje ciggly dla z=a;a ¢ (z — a) jest funkceya,
ktéra zmienia znak, gdy « przechodzi przez warto$¢ z = a; a m
wyktadnik utamkowy.

A ze graniczne téj funkeyi sa:
(=61 @)
=G g (@—a)" () =

Gou(z) Pl -id)
¢’ (@—a) -

z ktorych pierwsza jest graniczng funkeyi f (z), ktora jest ciagla
dla warto$ci « = a, druga jest graniczng funkeyi @ i jest skon-
czong dla jakichkolwiek wartoSci @, a w przechodzie gdy = =a
staje sie zero, jakiekolwiek bedzie ¢, jak to dowiedliSmy wyzéj;
przeto graniczna ma zawsze wartos¢ skonczona dla wartosci
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2 = a przerywajacéj ciaglos¢ funkeyi danéj, przeto graniczna
funkeyi danéj, jest zawsze ciagla.

244. Cauchy nazywa funkcyg monogeniczna (monogene)
kazda funkcya, ktoréj pochodna pierwsza ma wartos¢ jedna,
i oznaczong dla wartosci szczegélnych zmiennéj.

Twierdzenie 3  I'unkcya graniczna danéj funkeyi jest za-
wsze funkeyq monogenicang.

Albowiem dowiedliSmy (§ 104), ze graniczne jakiejkol-

wiek funkcyi urojonéj sa rzeczywiste, a ze funkcya rzeczy-
wista:

n=T(2)

jest zawsze funkcya monogeniczng, albowiem ma zawsze jedng
oznaczong wartos¢ dla pochodnéj, a tg jest:

du ke
-
jakoz czynigc:
2=z gyt
bedzie:
dz —=dx + ¢ dy
a ze’
du = D, I (2) (de + 7 dy)
przeto:
du i o
- D) =R ()

zatém graniczna jest zawsze monogeniczna.

2145. Funkeya zaczynajgc od wartosci z = a moze naby-
waé wiele wartosci, czyli moze zmieniac si¢ poczawszy od @ = a
w kilku kierunkach, tak ze idac po ktérymkolwiek z nich, mo-
zemy znowu dojs¢ do wartodci innéj » =0, dla ktéréj kilka
z tych kierunkéw schodzg sie z soba. Cauchy cze$¢ funkceyi za-
wartg miedzy temi wartosciami zmienndj, doSwiadczajacg zmian
W pewnym oznaczonym kierunku nazywa monodromiczng, (no-
nodrome), w téj czesci jéj rozciaghoSci.

Twierdzenie 4. Funkeya graniczna jest zawsze funkeyaq mo-
nodromicznag.
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Funkceya dana I (z), aby mogta miéé dla warto$ci oznaczonéj
« wartoSci rézne, musi by¢ pewng funkecyg z funkeyi wspot-
miernéj, oznaczmy ja przez:

== 1 ()= @ (f{z))

gdzie f (#) jest funkeya wspétmierna czyli monodromiczna, a o
funkcya z funkeyi f nie majaca téj wlasnosci. A ze wedlug § 89,
graniczne funkceyi z funkeyi sa: .

57 ‘: G f('l) (@)
G u (@) |__G@f() @)

z ktorych pierwsza ma dla wartosci # jedng i oznaczong war-
tos¢, bo taka ma i sama funkcya f(z), druga sprowadza sig
do granicznéj saméj funkeyi @ (y), co do y branéj, ktéra nie po-
siada téj wlasnoSci. Gdy wiec funkcya @ (y) ma wiele warto-
sci, to koniecznie w przechodzie wartosci, gdy « zmieniajgc sig
ciagle przechodzi przez # = a, w funkeyi musza znikaé wyrazy
dajace wiele wartosci, i poczynajgc od téj wartosci pewne wyra-
zy, dajace wiele wartoSci i znikajace dla @ = a, w funkeyi naby-
waja wartosci; oznaczajac te wyrazy przez ¢ (y), a inne przez
v (y), bedzie:
P =v@+9Q

a ze graniczne takiego wyrazenia sg:

' ‘:G?l[!(y)
G¢MQZG¢m

przeto znowu graniczna wyraza sie przez funkeya szczegdlng ¢
oddzielnie uwazang.

Funkeya wigc ta ¢ nie posiada juz zadnych innych wyrazen,
jak tylko te, ktore nabywaja wiele wartodci dla oznaczonéj war-
tosci y. A Zze wiemy, Ze graniczna jest nieskonczong, lub sto-
sunkiem funkeyi do jéj pochodnéj, przeto:
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2

R
gdzie w obu razach graniczna ma juz warto$¢ oznaczona, ijedng,
a zatém jest monodromiczng.

246. Cauchy nazywa funkcye ktore sg skoinczone, ciggle
monogeniczne i monodromiczne, funkcyami synektyeznemi (sy-
nectique) a zatém z powyzszych twierdzein wypada:

Twierdzenie 5. Kaida funkcya graniczna danéj funkeyi,
jest skonczong, ciagla, monogeniczna, i monodromicang, czyli
jest funkeya synektyczna w caléj swéj rozcigglosc,

A ze funkcye graniczne otrzymuja sie z funkeyi danéj we-
dlug pewnych prawidet rachunku funkeyi granicznych, zatém ni-
czem innem nie sg, tylko pewnemi funkcyami w sktad funkeyi
danéj wchodzacemi, a Zze sg zawsze synektyczne, chociaz dana
moze nie by¢ synektyczng; przeto musza zawiera¢ w sobie wszy-
skie wtasno$ei synektycznosci w funkeyi danéj zawarte. Tym
sposobem wlasno$ci synektycznosci funkeyi, potrafilismy za po-
mocg rachunku funkeyi granicznych wyciagnaé z funkeyi.

Teorya wige Cauchego, tak dalece zgodng jest z nasza, ze
w twierdzeniach Cauchego, dosy¢ jest podstawi¢ zamiast funkeyi
synektycznéj w czescei plaszezyzny, jé) funkeyg graniczng. Dwie
wige te teorye schodzg si¢ z soba, chociaz wyprowadzone sy
z innych poczatkow,

Zamiast dochodzi¢ wszystkich tych wlasnosci funkeyi, do-
sy¢ jest wedlug naszdj teoryi, wyciggnac z funkeyi danéj fun-
keya graniczna, ata juz w sobie zawiera¢ musi Wszystkie te
wlasnosei.

24%. Powyizsze orzeczenia stanowig podstawy teoryi Cau-
chego, a twierdzenia powyzsze dowodza, ze wszystkie te wha-
snosci funkeyi, zastgpuja si¢ w naszéj teoryi jedném orzeczeniem
funkeyi granicznéj. :

Opierajac sig na tych orzeczeniach, Cauchy dowiddt wiele
piegknych twierdzen, ktore sa prostemi wnioskami z naszéj teo-
vyi: niektére z nich tu podamy:
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Twierdzenie 6. Gdy funkeya jest synektyczna w pewnégj
czesei plaszezyany, wszystkie jéj pochodne sa takie funkcyami syy-
nektycznemi w téjie saméj rozciqglosci.

Twierdzenie odpowiednie: Funkcya i wszystkie jé pochodnne
jako téz i calki, maja jedna i tqé sama granmicana.

Obacz § 85 rachunku funkcyi granicznych.

Twierdzenie 7. Funkcya synektyczna nie moie byé stalda
w pewnéj czesci plaszezyzny tak maléj jak cheemy.

Twierdzenie odpowiednie: Graniczna nie moie miéé wartoo-
et stald) lub zero, jak tylko dla szczeqiolnéj wartosci zmiennéji,
ijest zawsze pewna funkcya zmienndj, lub ma wartos¢ nies-
skornczona.

Obacz § 103, rachunku funkeyi granicznych.

Twierdzenie 8. Funkcye algebraicane calkowite, wykladnii-
cze, wstawy 1 dostawy luku wielokrotnego ze zmiennéj, sa funn-
keyami synektycznemi w caléj rozciagloser plaszezyzny.

Twierdzenie odpowiednie: Funkeye wyiéj wyszczegolnionne
maja graniczng nieskornczona.

Obacz § 93, 97 1 99 rachunku funkeyi granicznych.

Twierdzenie 9. Gdy funkeya jest synektyczna w caléj rozz-
ciaglosei plaszczyzny, daje sic rozwinaé na szereg zbieiny, dlda
wszystkich wartosei 2miennéj.

Twierdzenie odpowiednie: Gdy funkcya ma granicang niee-
skoriczona, daje siz rozwinqé na szereg zbieiny, dla wszystkiceh
wartosct zmienné).

Obacz § 172 Czedci trzeciéj.

Twierdzenie 10. Gdy funkcya jest synektycana w czesci plaa-
szezyany, daje sic rozwingé na szereg zbieiny, w té) czesei plaa-
s2C2Y2ny.

Twierdzenie odpowiednie: Kaida funkcya nic majgca graa-
nicznéj nieskonczonéj, daje si¢ rozwinqé na szereg zbieiny, w graa-
nicach wyznaczonych przez odpowiednia wartosé funkeyi graa-
nicznéj.

Obacz § 125 CzeSci trzecié).
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248. 7 poréwnania tych teoryi, tu w gtéwnych swych
rysach zestawionych wypada, ze rozwijanie funkeyi na szereg
zbiezny w. teoryi Cauchego, jest zawiste naraz od wszystkich
wlasnodci funkeyi, ktére trzeba poszukiwaé dla kazdéj warto$ci
z osobuna, gdyz ta teorya nie daje wprost granic; dla tego téz
rozwijanie funkeyi na szereg, pomimo swych pigknych twier-
dzefi, Cauchy uczynit zawistém od poszukiwania modutéw, gdy
zmiennéj nadamy warto$¢ urojong, zawartego w twierdzeniu na-
stepujacym.

Twierdzenie 11. Kaida funkcya daje sie rozwingé na sze-
reg zbieiny, wedlug poteg rosngcych zmienné), gdy ta zmienna
zachowuje wartosci zawarte w kole zbieinodct, zakresloném, pro-
mieniem rownym najmniejszemu modulowi téj zmiennéj, czyniqe
ja urojona.

Twierdzenie odpowiednie: Kaida funkcya daje sie rozwi-
nqé na szereq zbieiny, wedlug poteg rosnqgeych zmiennéj, dla war-
todci téj zmienndj zawartych w réwnaniu zbieinosci, kidre otrzy-
mujemy réwnajqe lg zmienng z wartosciq funkeyi granicané) dla
o= 0.

Twierdzenie Cauchego kaze szuka¢ modutu najmniejszego,
co wymaga: zmiany zmiennéj na urojong, rozdzielenia réwnania
na dwa, elliminacyi i oznaczenia najmnigjszego dedatnego pier-
wiastku réwnan stopni wyzszych zwykle lub przestgpnych.
Nasze twierdzenie daje wprost granice zbiezno$ci, i to zawsze
przez réwnanie stopnia pierwszego, i zarazem daje granice roz-
wijalno$ci funkeyi, to jest wartosci w ktorych funkeya do$wiad-
cza zmian w swym biegu.

Zreszta co do znaczenia samego wzoru podanego przez Cau-
chego dla rozwijania funkcyi na szeregi, to podaném juz zosta-
to w § 163.

249. Lecz najwazniejszém twierdzeniem Cauchego jest
to, w ktorém dowiédt ze zbieinosé funkeyi zalezy od cigglosei
Sfunkeyi saméj i jéj pochodnéj pierwszéj, bez wzgledu jakie maja
wartoset inne pochodne.

34
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Pigkne to twierdzenie, jest wnioskiem z wlasno$ci funkeyi
granicznych, jak to dowiedliSmy w § 134, lecz potrzebuje byé do-
petnioném. Jakoz w czgSci pierwszéj dowiedliSmy, ze dla sa-
mych wartosci granicznych, to jest dla punktéow zwanych kryty-
cznemi, zbiezno$¢ zalezy od wszystkich pochodnych az do nie-
skonczonoéci, a ztad taczac to prawo z powyzszém, otrzymamy
nowe twierdzenie:

Twierdzenie 12. Zbieinos¢ funkeyi gdy zmienna zewarta
jest miedzy granicami objetemi réwnaniem zbieinosci, zaledy tylko
od cigglosci saméj funkeyi i jéj pochodnéj pierwszéj; zbieinosé zas
dla samych wartosci granicznych, jest zaleing naraz od wszy-
stkich pochodnych, az do nieskoriczonosci.

To twierdzenie jest ostatecznym wypadkiem naszéj teoryi,
i wyjasnia nam bardzo dobrze tg szczegolnosé, dotad niewyttu-
maczona, zawarta w twierdzenin Cauchego; dla czego zbieznos¢
funkeyi niezalezng jest od wyzszych pochodnych nad pier-
wsza; albowiem dowodzi, Zze ta niezalezno$¢ rozeigga si¢ tyl-
ko do warto$ci migdzy granicami, a dla samych granic nie ma
miejsca. ‘ ]

220. Na zakonczenie, nie od rzeczy bedzie zwréci¢ uwa-
ge na catos¢ przedmiotu i rzuci¢ kilka ogdélnych uwag.

Widzimy, ze nasza teorya zupetnie jest zgodna z teorya Cau-
chego, chociaz wychodzi z nowego poczatku, a dazy nie wikla-
jac sig ilosciami urojonemi do tegoz samego celu, Owszem jax
widzieliémy, poszukiwania nadzwyczaj upraszezaja si¢, prawd
przybieraja formy symetryczne, i wiele watpliwosci i niepe-
wnosci znika z rachunku, a w badaniach otrzymujemy wy-
borna kontrolle, i mozna dodaé, nanka zwraca si¢ do wlasci
wego zrédla.

(Cze$¢ pierwsza niniejsz¢j pracy, jest czescig czysto algebra-
iczna, ijako dopelnienie nauki o szeregach, powinna wej$¢
wykladow wyzszé) algebry. Dwie drugie czedci stanowia czei
rachunku wyzszego, i powinny by¢ uwazane za nowa jego gala:,
za dopetnienie rachunkéw roézniczkowego i calkowego, a odkry-
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waajaic nam nowe funkeye, ktore sg tez same dla catego szeregu
funnkscyi catkowych i rézniczkowych, rozciggnigtych w obie strony
doo mieskoniczonosci, stanowig rzeczywiscie trzeci rachunek, skta-
dapjarcy z niemi doskonaty calo§é. Z odkryciem jego otwiera sig
noowie pole poszukiwai, a mianowicie:

1. DPrzejrzenie wszystkich prawd wyprowadzonych w ra-
chhumku a opartych na rozwijaniu funkeyi na szeregi, o ile one
zggalzajy sig z prawami rozwijalno$ci funkeyi na szeregi i zbie-
znnosici szeregdw, i usunigeie z nauki niezgodnych z temi prawa-
mii, z ktorych kilka wykazaliSmy w ciagu tego dziela.

2. Zastosowanie tych praw do rozwinigcia funkeyi na sze-
reegii peryodyczne, na ulamki ciggle i na iloczyny nieskoficzo-
nedj liczby czynnikéw.

3. Nakoniec zastosowanie funkcyi granicznych do poszuki-
wyamia wlasnosei ogolnych funkeyi wyrazonych przez réwnanie
réézmiczkowe, a ztad do oznaczenia postaci, jaka funkeya pierwo-
tona. przyja¢ powinna, czyli do oznaczenia catek réwnan rozni-
czzkiowych.

Pierwsze proby w tym ostatnim przedmiocie oparte na teoryi
Clawchego, rozwinigte zostaly sposobem ubocznym dla szczegdélnych
prosstaci réwnan rézniczkowych, w dziele Briota i Bouqueta ,, Théo-
rrie des fonctions doublement péryodiques Paris 1859 livre VI
((o calkowaniu réwnan rézniczkowych za pomocg funkeyi elli-
potyseznych). Nasza teorya prowadzi wprost do rozwigzania tego wa-
zimexgo zadania, albowiem, poniewaz graniczne funkeyi jakiejkolwiek,
jeaak: rowniez wszystkich jéj pochodnych sg tez same; przeto grani-
czzme rownan rozniczkowych, ktore umiemy bardzo tatwo otrzy-
ma, dajg nam graniczne funkeyi pierwotnych, sprawdzajécych
rréwnanie rézniczkowe, 1 zarazem niektére z funkeyi w sktad fun-
Kceyi pierwotnéj wchodzace; i tak: gdy ta graniczna jest nieskon-
czong, funkecya pierwotna musi byé algebraiczng, wyktadnicza,
lluby téz inng, z tego rodzaju; gdy za$ jest pewna funkeya, ta fun-
lkeyya jest sama funkcya, w sktad funkcyi pierwotnéj wcho-
wzegey.
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W obu razach wskazuje nam wlasnosci funkeyi pierwo--
tnéj, i zarazem prowadzi do postaci, jaka funkcya pierwotna.
przyjaé powinna. .

Zadanie wige oznaczenia wiasno$ci i postaci funkcyi wyra-
zonych przez réwnanie rézniczkowe, do rozwigzania ktérego
sprowadzajg si¢ obecnie wszystkie usilowania geometréw, zdol--
ne jest do zupetnego rozwigzania za pomoca funkeyi granicznych,,
a rachunek funkeyi granicznych, prowadzac wprost do rozwig-
zania tego zadania, otwiera nowe drogi ku dalszym poszukiwa-
niom, i postepom rachunku wyzszego.

KONIEC.
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