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STEROWALNOSC DODATNICH UKEADOW DYSKRETNYCH
Z OPOZNIENIEM OD STANU I STEROWANIA *

Wojciech TRZASKO", Rafat KOCISZEWSKI™

* Politechnika Biatostocka, Wydziat Elektryczny
ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok, e-mail:wtrzasko@pb.bialystok.pl

* Politechnika Biatostocka, Wydzial Elektryczny
ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok, e-mail:rafko@pb.bialystok.pl

Streszczenie: W pracy rozpatrzono dyskretne dodatnie
uklady liniowe stacjonarne z opézZnieniem od stanu i wejscia.
Podano warunki, jakie musi spetnia¢ dyskretny uktad z op6z-
nieniem, aby byt on ukladem dodatnim. Sformulowane zostaty
warunki sterowalnosci dla przypadku, gdy op6zZnienie od
stanu i wyjscia jest réwne jednosci. Rozwazania zilustrowano
przyktadem.

Stowa kluczowe: uklady liniowe, uklady dodatnie, uklady
dyskretne, sterowalno$¢, op6zZnienie.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich sktadowe wektoréw wymuszen,
warunkéw poczatkowych, stanu i wyjscia przyjmuja
tylko warto$ci nienjemne. Przyktady dodatnich uktadéw
liniowych sa podane w monografii [5] oraz cytowanej
tam literaturze.

W teorii ukladéw dodatnich zamiast przestrzeni linio-
wych korzystamy z teorii stozkéw. Teoria uktadéw
dodatnich jest wigc dziedzina znacznie trudniejsza
i mniej zaawansowana od klasycznej teorii ukladéw
liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich ukfa-
déw liniowych stacjonarnych z opdznieniem od stanu
jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach,
np. [3, 4]. W pracy [6] rozpatrzono problem osiagalno-
$ci 1 sterowalnosci dodatnich uktadéw dyskretnych
oddzielnie dla przypadku opézZnienia od sterowania oraz
od stanu.

W niniejszej pracy rozpatrzymy problem sterowalno$ci
dyskretnych dodatnich ukladéw liniowych stacjonar-
nych z jednym opéZnieniem od stanu i wejscia. Wyko-
rzystujac rezultaty prac [3, 4, 5] podane zostana warun-
ki, jakie musi spetnia¢ dyskretny uklad z opéZnieniem,
aby byl on ukladem dodatnim oraz sformutowane zo-
stana warunki sterowalnoS$ci.

"Prac¢ wykonano w ramach pracy wlasnej G/WE/1/04 finan-
sowanej przez Komitet Badann Naukowych.
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2. WPROWADZENIE

Niech R™™ bedzie zbiorem macierzy o wymiarach

nxm o rzeczywistych elementach oraz R" = R™,
Zbiér macierzy o wymiarach, ktérych elementami sa
liczby rzeczywiste nieujemne bgdziemy oznaczaé przez

R™™ . przy czym R? =R, Zbiér liczb catkowitych
dodatnich bedziemy oznaczaé przez Z,.
Wezmy pod uwagg dyskretny uktad liniowy z opézZnie-

niem od stanu i sterowania, opisany réwnaniem stanu i
wyjécia

X, =Agx; +Ax, +Bou;,+Bu,,, iec Z,_, (la)

y; =Cx; + Du,;, (1b)
gdzie x,€R", u,eR”, y,eRP, Ay e R™",
A ER™, B,eR”™, B, eR”", CeR"™,
De RP™,
przy warunkach poczatkowych

x_;=x(-)eR", i=0], (2a)
u_, =u(-Hhe R". (2b)

Rozwiazanie réwnania stanu (la) z warunkami poczat-
kowymi (2) ma postac [2]

x; =®@)xy +@G(i - DA x_+P(E-D)Bu_,
i-l

+ Y (®(i-1- By + @i -2~ j)Bpu;, )
j=0
gdzie
@G)=Z"(d, - Ay - Az7) 2} @)

jest macierza podstawowa (tranzycyjna).



Spetnia ona réwnanie
<l>éi +1) = Ay®@) + 4, P3G ~1) (= P()A) + DG -1)A))
&)

z warunkiem poczatkowym

®©0)=1,, ®@{)=0dlai<O. 6)

W ukifadzie (1) dodatnim (wewnetrznie) dla kazdego
nieujemnego ciagu sterujacego u; € RY', i€ Z, oraz
dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczatkowych
x,€RY, i=01, wuw_,eR}, zachodzi x,eR} i
y; € R? dla wszystkich i€ Z, .
Twierdzenie 1. Uklad dyskretny (1) jest dodatni wtedy
i tylko wtedy, gdy
A, € RY™(k =0,),
B;e RY™(j=0)),
Ce RV, De R,

)

Dowdd. Petny dowéd podany jest w pracy [4]. Wynika
Z poniZszego zapisu:

£ lewt, g=|" e, @
i 8
|4 A = [By, B

oo s
c=[c o] D=[p o] (9b)

W tym przypadku réwnania (1) mozemy napisaé w
postaci ’

%, =A% +Bi, iez,, (10a)
y; =C%, + D, (10b)
gdzie n =2n, m=2m i
~ Xo iAo~ L) F
R = eR:, u,= e R, no(11
0 [x—l] + 0 ["-1] + ( )

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowaé, ze
rozpatrywany uklad jest asymptotycznie stabilny i osig-
galny.

Uklad (1) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie miejsca zerowe wielomianu cha-
rakterystycznego i

det(zl; — A) = det(z%I, - Agz-A;) =

(12)
= ZZn +a2,,_1z2"—1 +--+a;z+ag

leza w otwartym kole jednostkowym na plaszczyZnie
zmiennej zespolone;j.
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Uklad (1) nazywamy osiagalnym, jeZeli dla kazdego
stanu x, € R} istnieje taka liczba naturalna N i ciag
wymuszefi u; € R} dla i=0,1,2,..N—~1, ktéry prze-

prowadza uklad (1) z zerowego stanu poczatkowego (2)
(x=x7=0, u_ =0 ) do zadanego stanu koricowe-

go x; € R}.

W pracy [4] podano nastgpujacy warunek dostafeczny
osiggalnosci.

Twierdzenie 2. Uklad dodatni (1) jest osiagalny, jezeli
istnieje taka liczba naturalna N € Z, , Ze rzad macierzy

Ry, o postaci

Ry =[¥(N -1),¥(N -2);-- ¥ ).¥(©0)] (13)
jest rtéwny n, gdzie
¥(i) = B(i)B, + (i - 1B, (14)
oraz 4
RI[RyRY T e RYm, (15)

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Zal6zmy, ze uklad (la) jest dodatni, tj. A e R™",
By, € R™™, B, R™™ oraz warunki poczatkowe (2)
sa nieujemne, tj. x_;,xo € R} i u_ € RY.

W oparciu o prace [5, 6] mozemy sformutowaé nastepu-
jace definicje sterowalnosci.

Definicja 1. Uktad dodatni (1) nazywamy sterowalnym
do zera, jezeli dla dowolnego niezerowego stanu po-

czatkowego x_;,x,€ R} i sterowania poczatkowego
u_ € Ry oraz stanu koficowego x, =0, istnieja:
liczba naturalna Ne€ Z, i ciag wymuszefi u; € RY,

i=0]l,.,N -1, takie, ze uklad (1) jest sterowalny do
zera w N krokach.

Definicja 2. Uktad dodatni (1) nazywamy sterowalnym,
jezeli dla dowolnego niezerowego stanu poczatkowego

x_,xo€ R, i sterowania poczatkowego u_ € RY
oraz dowolnego stanu koficowego x, € R}, istnieja:
liczba ciag wymuszefi

u; e Ry, i=0]1,...,N -1, takie, ze ukiad (1) jest stero-
walny w N krokach.

paturalna NeZ, i

Celem niniejszej pracy jest podanie warunk6w koniecz-
nych i wystarczajacych sterowalnosci uktadu dodatnie-
go (1).



4. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Dla zerowego stanu koficowego x, = xy =0 rozwia-

zanie réwnania stanu (3) mozna napisa¢ w postaci

0= O(N)xy +O(N —DAx_; + (N -1)Bu_, + Ryul,
(16)

gdzie R, ma posta¢ (13) z W(i) dane wzorem (14) i

L)
Uy

u) = € RNV, an

Un

Dla u) =0 i Ry€R™ oraz dowolnych niezero-
wych warunk6éw poczatkowych (2) réwnosé

—®(N)xy ~B(N -1)Ax_—®(N-1)Bu_, =Ryul,
(18)

moze by¢ spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy lewa
strona réwnania (18) bedzie réwna zero, tzn. zachodza
zaleznosci

P(N)=0, ®(N-DA, =0, ®(N-DB, =0. (19)
Zgodnie z twierdzeniem Caleya-Hamiltona macierz A
(9a) spelnia swoje réwnanie charakierystyczne (12).
Wobec tego

AV =g, A™ — . —aA-aqyl. (20)

W pracy [3] wykazano, ze macierz stanu ukiadu (10a)
@) PiE-DA,

mozna zapisa¢ w postaci
, A )
] [tb(i -1) ®G- 2)A1]
' 21

gdzie ®(i) ma postaé (5).
Ponadto zachodza zaleznosci:

o) D04,
®0) 0

U

P(2n) = —a3,,P2n-1) -...—a; P(1) — 2, (0), (222)
®(2n-1) =—-a,,,,P2n-2)-...—aq;(0), (22b)

gdzie a; (i=0,1l,...2n-1) sa to wspélczynniki wielo-
mianu charakterystycznego (12).

Z powyzszego wynika, ze zaleznodci (19) bedg réwne
zero, jezeli wsp6lczynniki wielomianu charakterystycz-
nego (12) sa réwne zero, tzn. a; =0 (i=0,,...2n-1) i

A% =0,

Z wlasciwosci macierzy nilpotentnej wynika, ze
A% =0, gdzie u jest indeksem nilpotentnosci
i w ogblnym przypadku u < 2n.

Z powyzszego wynikaja nastepujace twierdzenia.

229

Twierdzenie 3. Uklad dodatni (1) jest sterowalny do
zera w:

a) N =2n krokach wtedy i tylko wtedy, gdy ma-
cierz A (9a) ma tylko zerowe warto$ci wiasne.
b) N = u krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

A (9a) jest nilpotentna z indeksem nilpotentnosci
u .

Twierdzenie 4. Dodatni uklad (1) jest sterowalny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest on osiagalny i macierz A (9a)
jest nilpotentna.

Dowéd. Przeprowadzenie ukladu (la) z dowolnego
stanu poczatkowego x_,xo€ R} i u_ € Ry do
dowolnego stanu koficowego x, € R} mozna rozbi¢

na dwa nast¢pujace zadania:

1. sprowadzenie ukladu ze stanu poczatkowego (2)
do zera — spelnione warunki twierdzenia 3,
2. przeprowadzenie ukladu z zerowego stanu poczat-

kowego do zadanego stanu koficowego x ; € RE.

- spelnione warunki twierdzenia 2. 8]

Jezeli jest spelniony warunek (15), to ciag wymuszen
u()e RY, i=01l,...,N-1, ktéry przeprowadza uklad
(1a) z dowolnego stanu poczatkowego (2) do zadanego
stanu koficowego x, € R}, mozna wyznaczy¢ ze wzo-
ru(3, 4]

uy =Ry[RyRY1'x;, (23)
gdzie wektor u@' ma posta¢ podang wzorem (17).

Powyzsze rozwazania mozna tatwo uog6lnié na przypa-
dek dodatniego uktadu dyskretnego z wieloma op6Znie-
niami od stanu i sterowania.

5. PRZYKEAD

Wyznaczy¢ ciag sterowan przeprowadzajacych dodatni
uklad z opéZnieniem od stanu i wyjécia, opisany réwna-
niem stanu (1a), o macierzach

000 000 0 1
Ay =|0 0 L[ A =|0 O O, By={1} B, ={0]},
000 1 00 Y 0
(24)
z zadanych warunkéw poczatkowych
xo =[123)7, x_ =[212]", u, =1, 25)

do niezerowego stanu koficowego x 7 =[45 61".

Najpierw zbadamy osiagalno$¢ tego ukladu przy zero-
wych warunkach poczatkowych.



Obliczajac ze wzoru (14) macierz (13) przy N =4
otrzymamy

0010
R, =[¥(3),¥Y(2),Y(1),¥©0)]I={0 0 0 1| (26)
1 000

Rzad macierzy (26) jest réwny n =3, a wi¢gc warunek
konieczny osiagalnosci rozpatrywanego ukladu w
N =4 jest speliony. Latwo sprawdzi€, ze warunek
(15) jest tez spelniony. Uktad (la) o macierzach (24)
jest wigc osiagalny w 4 krokach.

Nast¢pnie nalezy zbadaé sterowalno$¢ tego ukladu do
zera. Macierz A€ ‘Rﬁ rozpatrywanego ukladu o postaci

0000000
001000
A=[AO-A1],200010'0’ @n
I, 0] |1 00000
010000
001000

jest nilpotentna. Latwo sf)rawdzié, ze indeks nilpotent-
noéci jestréwny u =5, tj. A' =0 dla i > u=5.

Zauwazmy, Ze wielomian charakterystyczny (12) ma-
cierzy (27) ma postaé

det(el; - A) = z6. 28)

Z warunkéw twierdzenia 3 wynika, Zze uklad (la) o
macierzach (24) jest sterowalny do zera w
N = <2n=5 krokach.

Oznacza to, Ze rozpatrywany uktad jest sterowalny w 5
krokach i dla N =5 ciag sterowah @] nie zalezy od

warunk6w poczatkowych i moZna go wyznaczy¢ ze
wzoru (23).

Obliczajac ug ze wzoru (23) (przy N =5) otrzymamy

0 05 0] (2.5]
0 0 1[4] |6
uy =R5[RsR{17'x; =[0 0 0f5[=| 0 | (29
1 0 of6] |4
0 05 0] [25]

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikéw wyznaczy-
my rozwigzanie réwnania (1a) o macierzach (24) przy
warunkach poczatkowych (25) oraz ciagu wymuszef
ug =2.5, uy =6, uy =0, us =4, u, =2.5.

Ze wzoru (1a) dla i = 0,],...,4, odpowiednio otrzymamy

1 2.5 6 0 4
X =55, x,=| 8 |, x3=|1},x,4=|5 |, xs=|5}
2 1 1 2.5 6

W celu pokazania, ze ciag sterowan nie zalezy od.wa-
runkéw poczatkowych, wyznaczymy rozwiazanie réw-
nania (1a) przy nast¢pujacych warunkach poczatkowych.

X, = [110]T, X, = [210]T, u_; =5 i ciagu wymuszefi
ug wyznaczonego ze wzoru (29).
Ze wzoru (la) dla i =0,),...,4, odpowiednio otrzymamy

0

5 25 6 4
X1=2.5, X2= 8 ,X3=1,X4= 9 ,X5=5.
2 1 5 2.5

Oznacza to, Ze wyznaczony ciag wymuszeth przeprowa-
dza rozpatrywany uklad z dowolnego nieujemnego

‘stanu poczatkowego do zadanego stanu koricowego,
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przy czym posrednie stany b¢da w og6lnym przypadku
rézne.

CONTROLLABILITY OF POSITIVE DISCRETE-TIME
LINEAR SYSTEMS WITH DELAY IN STATE
AND CONTROL

Abstract: In the paper the positive discrete-time linear
systems with delay in state and control is considered. Neces-
sary and sufficient conditions for positivity are given. Condi-
tions for controllability are established in case of delay in state
and control is equal to one The considerations are illustrated
by an example.

Literatura

[1] Bustowicz M. (1981) Controllability of linear dis-
crete-delay systems. Proc. Int. Conf Functional-
Differential Systems and Related, Zielona Goéra-
Blazejewko, Topics I, 47-51.

Bustowicz M. (1983). O pewnych wlasciwosciach
rozwiazania réwnania stanu dyskretnego ukladu z
opéinieniami. Zesz. Nauk. Polit. Bialostockiej,
Elektrotechnika, Biatystok, nr 1, 17-29.

Buslowicz M., Kaczorek T. (2004) Osiagalnosé
dodatnich uktadéw dyskretnych z jednym op&Znie-
niem. Mat. XIV Krajowej Konf. Automatyzacji Pro-
ceséw Dyskretnych, Gliwice-Zakopane.

Bustowicz M., Kaczorek T. (2005) Reachability and
minimum energy control of positive discrete-time
linear systems with multiple delays in state and con-
trol. Zgtoszone na IFAC 2005.

Kaczorek T. (2000) Dodatnie uktady jedno- i dwu-
wymiarowe. Oficyna Wydawnicza Politechniki
Warszawskiej, Warszawa.

Xie G. and Wang L.(2003) Reachability and con-
trollability of positive linear discrete-time systems
with time-delays. In: Positive Systems (Benvenuti,
De Santis and Farina (Eds.), Springer-Verlag, Ber-
lin Heidelberg,. 377-384.

(21

31

(4}

(5]

(6]






