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IDENTYFIKACJA NIECALKOWITEGO RZEDU POCHODNE]
ROWNANIA BAGLEY’A-TORVIKA

Piotr OSTALCZYK, Radostaw CISZ

Politechnika k.6dzka, Wydziat Elektrotechniki i Elektroniki, Instytut Automatyki
ul. B. Stefanowskiego 18/22, 90-537 L.46dz,
e-mail: postalcz@p.lodz.pl; ciszr@ncts-centrum.mofnet.gov.pl

Streszczenie: WW pracy zaproponowana zostata metoda
identyfikacji niecatkowitego rz¢du réwnania rézniczkowego
Bagley’a-Torvika. R6wnanie to opisuje ruch drgajacy elasto-
meréw.

Stowa kluczowe: Ré:miczka niecalkowitego rzedu, uklady
liniowe.
1. WPROWADZENIE

W ostatnich latach coraz powszechniej wykorzystuje sig
pojecie rézniczki niecatkowitego rz¢du rzeczywistego w
zagadnieniach modelowania zjawisk fizycznych
(7,8,12,13] oraz projektowania ukladéw odpornych
(9,10,11] Roézniczke te, zwang réwniez réZniczka
Grunwalda-Letnikowa definiuje wz6r
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gdzie 0<n<1 jest rzedem r6zniczki funkcji y(r)
a ty,t (tg<t) oznaczajg odpowiednio dolng i gérna
granicg rézniczkowania. Wykorzystujac wz6ér (1) og6l-
nie rozwaza si¢ liniowe, stacjonarne réwnanie réznicz-
kowe postaci

i“i % Dr* Y(t)]= uft) 2

gdzie n;>n;_y>-->n; >0 sa dowolnymi rzedami

pochodnych. Rézniczke t¢ oblicza si¢ numerycznie jako
(4.13]
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- gdzie h jest krokiem obliczen, a wsp6lczynniki a,(")
zdefiniowane s nastepujaco
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Nalezy nadmieni¢, ze warto§ci rzgdéw moga by¢ dodat-
nie lub ujemne. W przypadku tych ostatnich mozna
méwi¢ o catkach niecatkowitych rzedéw. Dokonujac
jednostronnego przeksztalcenia Laplace’a réwnania (2),
przy zerowych warunkach poczatkowych otrzymuje sig
(12,13]

®

Dopuszczenie niecatkowitych rzedéw w opisie dynami-
ki uktadu prowadzi do konieczno$ci identyfikacji nie
tylko wspélczynnikéw réwnania lecz réwniez niecal-
kowitych rzed6w. Wsp6lczynniki moga by¢é identyfi-
kowane przy wykorzystaniu znanych metod identyfika-
cji. Identyfikacja rzed6w, szczeg6lnie w przypadku, gdy
dane pomiarowe obarczone s3 szumem pomiarowym,
Jest zagadnieniem trudniejszym.

W pracy zaproponowano metode identyfikacji jednego
niecatkowitego rzedu w réwnaniu Bagley’a-Torvika
opisujacego drgania materialéw elastyczno-sprezystych
(14,15}

2. ROWNANIE BAGLEY’A-TORVIKA

Liniowe, stacjonarne réwnanie rézniczkowe Bagley’a-
Torvika [1,2,3] ma nastgpujaca postaé

azy, D y(t)+ ajy, DM y(t)+ ag y(t)= u(t)

gdzie

()




Zakladajac zerowe warunki poczatkowe, rozwiazanie
tego réwnania mozna wyrazi¢ nast¢pujaco

)= ]G(t.--‘t')l(f)if Q)

gdzie

s (2t (k) _a
Gle) Z o ) Eysan. 51:( 3 ‘] ®
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a I‘(z) oznacza funkcje gamma. Przebieg jednego roz-

wigzania dla wymuszenia skokowego pokazany zosta-
nie w ponizszym przykladzie obliczeniowym.

2.1. Przykiad
Rozwaza si¢ réwnanie (6) , w ktérym przyjgto

ny =2, n1=l,5
'a2 =l, a1=0.5, ap =0.5

Funkcja wymuszajaca jest funkcja skokowa
u(t)=0.51(¢)

Numeryczne rozwigzanie réwnania (6), przy zerowych
warunkach poczatkowych i kroku obliczen h=0.5
pokazane zostalo na rys. 1 (linia ciagta). Na tym samym
rysunku pokazano (linia przerywana) odpowiedZ ele-
mentu oscylacyjnego o tych samych wspéiczynni-
kach.[S].
dzy(,) i)
@ =Gt = e o¥(t)=ule) (10

Daje si¢ zauwazy¢ zdecydowany wplyw rzedu réwnania
na posta¢ odpowiedzi skokowej. Wyzszy rzad pochod-
nej drugiego od lewej skladnika réwnania powoduje
wigksze oscylacje w odpowiedzi

Caass)

Rys. 1. Rozwigzania réwnan (6) (linia ciagla) i (10)
(linia przerywana)
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3. IDENTYFIKACJA RZEDU ROWNANIA BA-
GLEY’A-TORVIKA

Zaproponowana metoda okre§lenia niecatkowitego
rzedu zaklada aproksymacje pochodnych za pomoca
réznic wstecznych [4]

d*y() _ Yk =2Yk1+ Vi an
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Podstawiajac wzory (11) i (12) do réwnania (6), po
elementarnych przeksztalceniach otrzymuje sig

Yk
L,(()m) al(‘m)] yk:-l = (13)
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Z zalozenia o zerowych warunkach poczatkowych wy-

nika yg = y; = 0.Dalej wprowadza si¢ oznaczenie
1+ agh® 2 1
Je= _J#L Yk +h_2 Vet =7 Y2+ e (14)

Réwnanie (13) przyjmuje postaé
Yk
= h™M
Lz("l) . ("l)] yk 1 =53 & (15)
a)
Yo

dla k=23,.--. Biorac pod uwagg poprzednig chwilg

czasu k-1 r6éwnanie (15) moze byé przedstawione
Jako
) Yk
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[0 a(()"') a;ﬂl) ot - (16)
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Eaczac réwnania (15) i (16) eliminuje si¢ czlon A™
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Yo
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(18)

Biorac pod uwagg posta¢ wspélczynnikéw (4) réwnanie
(18) dla k=34,--- ma posta¢ wielomianu stopnia &

zmiennej ng. Jednym z zer kazdego wielomianu musi

byé liczba rzeczywista réwna rzgdowi réwnania, czyli
wzdr

nf e nf 4 rgnl 405 =0 (19)

Wszechobecne zakiécenia w wektorze danych pomia-
rowych

Yo

oraz bltedy obliczefi numerycznych spowodowane duza
czulo$cig wartodci zer wielomianu na jego wspéiczyn-
niki, wymagaja specjalnych procedur numerycznych
[6), a za warto$¢ rzedu nalezy przyjaé warto$é $rednia z
obliczonych wartosci rzedéw ny;

I
2 mi

= "=ll (20)

4. IDENTYFIKACJA WSPOLCZYNNIKOW
1 RZEDU

Nalezy zauwazy¢, ze w procesie identyfikacji rze¢du
zalozona byla znajomo$¢ wspélczynnikéw réwnania
a;,ag € R. Procedure identyfikacji nalezy zacza¢ od
identyfikacji tych wspéiczynnikéw, zaktadajac np. rzad
n; =1. Po okresleniu wspélczynnikéw oblicza si¢ rzad
a nastgpnie ponownie wspdlczynniki i td. Nalezy za-
uwazy¢, ze nieznane wspélczynniki réwnania wplywaja
liniowo na warto$¢ rozwiazania. MozZna zatem zastoso-

waé dowolna metode ich identyfikacji. Opisany cykl
obliczen przerywa odpowiednia warto$§¢ kryterium
dopasowania pomierzonych odpowiedzi do wartosci
uzyskanych droga symulacji.

Schemat blokowy procesu identyfikacji przedstawiony
jestnarys 2.

v

Dane

Yo, Y1, . ¥ h

ldentyfikacja
wspélczynnikéw

!

ldentyfikacja rzgdu

Nie dopasowane

Kryterium
dopasowania
modelu

4N

Dopasowane

)

Rys. 2. Schemat blokowy identyfikacji rzgdu i wspét-
czynnikéw réwnania Bagley’a Torvika

4.1. Przyklad obliczeniowy

Zaklada si¢, ze zebrano dane pomiarowe ze p=100
zakl6conych przebiegéw odpowiedzi jednostkowej
uktadu opisanego réwnaniem rézniczkowym (6). Prze-
biegi pokazane zostaly narys. 3

Unit step responses

) 5 10 r; % * 20
Tima{s]

Rys. 3. Przebiegi odpowiedzi jednostkowych ukladu

opisanego réwnaniem rézniczkowym Bagley’a-Torvika.



Po przyjeciu kg, =38, i odrzuceniu rozwigzan wigk-
szych od 2 i mniejszych od 1 (uktad bylby wtedy nie-
stabilny) dla zakléconych odpowiedzi skokowych
otrzymuje si¢ zbi6r rozwigzan, pokazanych na rys. 4

25

05p

o 100 20 300 400 500 600 700
Numar obliczonej wartosci a1

Rys.4. Wartosci niecaltkowitego rzedu réwnania réz-
niczkowego Bagley’a-Torvika

Wartos¢ srednia otrzymanych wartosci wynosi
ny =1.4499

Tytulem por6wnania otrzymanego wyniku z danymi
pomiarowymi, na rysunku 5 pokazano jeszcze raz za-
ki6cone odpowiedzi oraz odpowiedZ uzyskang droga
symulacji, dla rzedu (21).

Unit step responses

2 1 = L )
0'20 [ 10 15 2 p-3 0

Timel[s}

Rys. 5. Odpowiedzi zaki6cone (linie przerywane) oraz
odpowiedz symulowana dla rzgdu ny =1.4499.

5. PODSUMOWANIE

Badania ostatnich dwudziestu lat wykazuja, 2e coraz
wigcej zjawisk fizycznych lepiej opisywanych jest za
. pomoca réwnat rézniczkowych niecatkowitych rzedéw.
Dlatego istotna jest identyfikacja nie tylko wspéiczyn-
nikéw tych réwna, ale réwniez ich rzed6w.
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Abstract: In this paper an identification method of the
fractional-order of the Bagley-Torvik differential equation is
proposed. Assuming that the noised unit step responses data
are given, a set of polynomials is created. Their one root is
considered as an fractional order of the system.
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