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OSCYLACYJNE PROCESY CZASOOPTYMALNE

Katarzyna MAJEWSKA

Politechnika Krakowska, Wydziat Inzynierii Elektrycznej i Komputerowej
ul. Warszawska 24, 31-155 Krakéw, e-mail : kbm@pk.edu.pl

Streszczenie: W niniejszej pracy przedstawiono rozwia-
zanie problemu sterowania czasooptymalnego nieliniowym
i nieciaglym obiektem dynamicznym. Uwzgl¢dniano opory
ruchu zalezme zaréwno od polozenia jak i predkosci obiektu
sterowanego. Przyj¢to cel potozony w poczatku uktadu wspét-
rzednych. Pokazano, ze dla pewnych wartosci funkcji oporéw
ruchu proces sterowania czasooptymalnego jest procesem
oscylacyjnym - trajektorie czasooptymalne okrazaja cel nie-
skoficzona ilo¢ razy i osiagajg go w skoficzonym czasie.
Zaproponowano struktury sterowania czasooptymalnego oraz
sub-czasooptymalnego.

Stowa kluczowe: Sterowanie czasooptymalne, sterowanie
procesem nieliniowym

1. WSTEP

Przedmiotem badan sa urzadzenia przemystowe nazy-
wane mechanizmami pozycyjnymi. W opisie dynamiki
tych urzadzefi nalezy uwzgledni¢ opory ruchu, ktére
moga zaleze¢ od polozenia i/lub predkosci mechanizmu.
W pracy przedstawione zostanie pewne osobliwe zjawi-
sko wystgpujace w procesie czasooptymalnym, a to
czasooptymalne trajektorie oscylacyjne. Zjawisko to dla
pewnej funkcji oporéw ruchu zaleznych tylko od poto-
Zenia mechanizmu pozycyjnego opisane zostalo w pracy
[3]. W niniejsz¢j pracy bada¢ bedziemy wspomniane
zjawisko dla funkcji opor6w zaleznych zaréwno od
polozenia jak i predkosci obiektu sterowanego.

Jako model matematyczny obiektu przyj¢to nastgpujace
planarne nieciggle réwnania rézniczkowe:

{56=)’, x(0) = x 1)
)"=f(x’)’)+u’ y(o)—_-yo
A, x>0, y>0
, X<0, 0
fay={tr *¥=0 >0 @

A;, x<0, y<0
Ay, x>0, y<0

la|<1,i=1,2,34

przy czym zmienne x, y okreslaja odpowiednio pozycje
i predkos¢ mechanizmu, f stanowi nieciaglg funkcje
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opisujaca opory ruchu, u jest mierzalng funkcja steruja-
ca, takaze|u|< 1.

Problem czasooptymalny systemu (1), (2) bedzie rozu-
miany typowo, jako przeniesienie dowolnego stanu

poczatkowego z =(Xg,¥,) € R> do dowolnego
stanu docelowego (celu) z; =(x,y )€ R? w mini-

malnym czasie t* < o .

W niniejszej pracy rozpatrywaé bedziemy cel nieru-
chomy potozony w poczatku ukladu wspéirzednych, tj.
z; =0=(0, 0).

2. ROZWIAZANIE PROBLEMU
CZASOOPTYMALNEGO

W rozdziale niniejszym podano twierdzenia o sterowa-
niu czasooptymalnym oraz opisano pewne nietypowe
zjawiska zachodzace w procesie sterowania czasoopty-
malnego.

Twierdzenie 1 [4]
Dany jest obiekt sterowany (1), (2). Sterowanie czaso-

optymalne u"*, przeprowadzajace dowolny stan poczat-
kowy z,€ R?> do stanu docelowego z, =(x,0),
x € R' jest typu bang-bang, tj. u* = -1 lub u* =+1.

| |

Trajektorie Koricowe, tj. trajektorie generowane stero-
waniem u = t1 i osiagajace cel z; =0 = (0, 0), zdefi-
niowane sa zwigzkami:

2
+_ R 4
T = {(x, y):x —-——2(1 7 A4)’y < 0} , 3)
- y?
T = {(x,y) x= —Z(TAZ)J 2 0} 4

Dla badanego obiektu udowodniono nast¢pujace twier-
dzenia:




Twierdzenie 2 [4]
Dany jest obiekt (1), (2) oraz stan docelowy polozony w
poczatku uktadu wsp6irzednych, tj. z, =0=(0,0).

Teza a) Jezeli wartodci funkcji oporéw ruchu spetniaja
warunek ' '

2(1-A)
A2
'A2 < #,

14 [PA=A)

to czasooptymalne przejscie ukladu ze stanu poczatko-
wego zo€ T~ do celu odbywa si¢ bez przelaczenia

sygnatu sterujacego wzdluz Trajektorii Koricowej T ~.
Teza b) Jezeli wartoéci funkcji oporéw ruchu spelniaja

warunek
2(1+ Ay)
Ay - f___;_
_ Vd-4)
1+ 2(1+Az3)
(1-43)
to czasooptymalne przejscie ukladu ze stanu poczatko-
wego zge T* .do celu odbywa sig, bez przelaczenia

Ay

v

sygnalu sterujacego, wzdtuz Trajektorii Koficowej T .
Teza c) Jezeli wartosci funkcji oporéw ruchu spelniaja

warunki .
2(1-A 2(1+ A

Al+ 21) AS— 23) .
1-A] . (1-A))

Ay > — == 1 A2 —pF——=—,
2(1-A) 2(1+ 4;)
1+ 3 14 f——dc
1- A 1-4)

to czasooptymalne przejscie ukladu ze stanu poczatko-
wego Zp€ T~ do celu odbywa sig, przy dwéch przela-
czeniach funkcji sterujacej u= T 1, wzdluz trajektorii
oznaczonej jako To, , a mianowicie:

Stan przemieszcza si¢ po trajektorii rozwiazania
q,(t;zy) do punktu z,€ Q,\Y*, gdzie nastepuje
przelaczenie sygnalu sterujacego z u = +1 na u = -1,
nastgpnie przemieszczenie stanu odbywa si¢ wzdluz
trajektorii rozwiazania q_(#;Z;), ktéra dazy do przecig-
cia z Trajektoria Koficowa T* w punkcie z p» gdzie
nastgpuje przetaczenie sygnatu sterujacego z u= -1 na
u = +1, w koficu z punktu z, stan osiaga cel z, poru-

P
szajac si¢ wzdiuz trajektorii rozwiazania q.(#;z p) ,
czyli wzdtuz Trajektorii Koncowej T* (rys. 1).

Teza d) Jezeli wartodci funkcji opor6w ruchu spetniaja
warunki
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2(1+ Ay) 2(1-4)
Ard (1-a3) @ i—Azl
Aj<s—3 2 A, —L 3
2(1+Ay) 2(1-4)
RS Y - o = 1+ 2

to czasooptymalne przejscie uktadu ze stanu poczatko-
wego zo€ T* do celu odbywa sig, przy dwéch przeta-

czeniach funkcji sterujacej u='1, wzdluz trajektorii
oznaczonej jako Tg, , a mianowicie:

Stan przemieszcza si¢ po trajektorii rozwiazania
q_(;z;) do punktu z,e€Q,\Y™, gdzie nastgpuje
przelaczenie sygnatlu sterujacego z u=-1 na u=+1,
nast¢pnie przemieszczenie stanu odbywa si¢ wzdluz
trajektorii rozwiazania q, (7;z,), ktére dazy do przecig-
cia z Trajektoriq Konicowa T~ w punkcie z,, gdzie
nastepuje przelaczenie sygnatu sterujacego zu =+1 na

u=-1, w koricu z punktu z, stan osiaga cel z, poru-

szajac si¢ wzdluz trajektorii rozwiazania q_(f;z p) .

czyli wzdluz Trajektorii Koficowej T~ (rys. 2). =i

pX
T+

Rys. 1. Trajektoria Tg,

AY

X
Zo
q+ i T+
¥ Zs
e

Rys. 2. Trajektoria Tq,

Nalezy zwrdci¢ uwagg, ze w zaleznosci od wartosci
funkcji oporéw, czasooptymalne przejécie obiektu ze
stanu poczatkowego lezacego na trajektorii koncowej do



celu odbywa sie z jedna lub dwoma operacjami przela-
czenia sygnalu sterujacego.

2.1. Czasooptymalne procesy oscylacyjne

Twierdzenie 3 [4] .

Dany jest obiekt (1), (2) oraz stan docelowy potozony w
poczatku ukladu wspélrzednych, tj. =0=(0,0).
Jezeli funkcja oporéw ruchu spetnia warunki

20-4) ,2(_—1+A3
oV 1-4) oya-4h

{ A) /2(1+A3)
-4 (-4}

to wéwczas istnieje trajektoria oscylujaca wokét celu

TQ (rys. 3), startujaca ze stanu poczatkowego z,€ T~

i osiagajaca cel w skoficzonym czasie, po wykonaniu
nieskoficzonej ilosci okrazen celu.

A 2B |

T+

Rys. 3 Trajektoria oscylacyjna TQ

Whniosek 4

Jezeli funkcja oporéw ruchu spelnia warunki (5) to
czasooptymalne przejscie obiektu (1), (2) ze stanu
zge T™ [lub T*] do poczatku ukladu wsp6irzednych
0 = (0, 0) odbywa si¢ wzdtuz trajektorii zbieznie oscylu-
Jjacej wokdt celu, ktéra jest trajektoriq rozwiazania cza-
sooptymalnego. u

3. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH

W rozdziale niniejszym przedstawione zostana wyniki
obliczen numerycznych ilustrujace Wniosek 4.

Tabela 1 zawiera wspélrzedne stanéw
Zo =(xy,y9)€ T, czasy T, bedace czasami przejécia
obiektu z punktu z, = (x5,y,) do celu z; =0 wzdluz

trajektorii T, oraz czasy T, bgdace czasami przejécia
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=0 wzdluz
trajektorii TQ oraz wzgledna procentowa réznicg cza-

obiektu z punktu z; = (x5,y,) do celu z;

Lo w100%, dI i
= , dla wybranych warto$ci
T,
funkcji  oporéw ruchu f{x). Obliczenia potwierdzaja
wnioski zawarte w poprzednim rozdziale, ze czasy

przejscia obiektu wzdiuz trajektorii oscylacyjnych "fQ

T
séw AT = 2p

sa krétsze niz czasy przejscia obiektu wzdluz trajektorii
minimalnoczasowych T, .

Tabela 2 zawiera wspélirzedne stanéw z, € T~ , wsp6l-
rz¢gdne stanéw z,€ T~ (po wykonaniu jednego okra-
Zenia celu), czasy T, bgdace czasami przejscia obiektu z
punktu z, =(x,,y,) do punktu z,
trajektorii bez przelaczenia, tj. wzdtuz Trajektorii Kon-
cowej T~ , czasy T,,; bgdace czasami przejécia obiektu
z punktu zj = (xg, ) do punktu z,

(xp,yp) wzdluz

(xp, yp) wzdtuz
trajektorii TQ oraz wzgledng procentowa réznice cza-
-T,

0
funkcji oporéw ruchu f(x,y).

sow AT = 0= Tosel 1009 , dla wybranych wartosci

stanéw
0 wzdluz tra-

Tabela 1. Czasy przej$¢ obiektu ze
2o =(x5,¥5)€ T~ do celu z, =(0,0) =

jektorii oscylacyjnej -'fQ

wartosci fix,y) zg = (xp. ¥p) Ty Toee 1T (%)

A= 0.7,
A=0.7;
As=08;
Ay=-09
A=-09;
A;=0.7;
A3=0.8;
A=-07;

Ay=-07;
A;=0.8;
Ay=0.9;
A=-0.9

Ay=-09;
A,=0.8;

(-6.6667,2) 6.6469 | 6.5032 2.16

(-6.6667,2) 6.0815 | 5.9782 1.70

9.2337 | 8.4670 830

(-10,2)

A:=08 ¢10,2) 7.9698 | 7.8056 2,06
3=0.9; ”

A=-07

Ay=-07;
A=09;
A;=08;
A=-09
A, =-09;
A;=09;
Ay=0.8;
A=-09

(-20,2) 14.4840 | 12.8670 11.16

(-20,2) 14.1055 | 12.4739 11.57

Wyniki zawarte w tabt_:laéh 1 i 2 pokazuja, ze trajektoria
oscylacyjna TQ juz po wykonaniu jednego okrazenia

zbliza si¢ znacznie do celu, a czas przejscia obiektu

wzdluz niej jest kr(')'tszy od czasu przejscia wzdtuz Tra-




jektorii Koficowej, a takze krétszy od czasu przejécia
wzdluz trajektorii To, .

Tabela 2. Czasy przej§¢ obiektu z zy =(x.y,) do
z, =(x,,y,) wzdluz trajektorii oscylacyjnych TQ

Wartosci

fxy)

A=-
0.7;

1T
[%]

T,
P °

zq z Teet

A=0.T7;
A3=0.8;
A=-09

A=~
0.9,
 Ag=0.7;
Ay=0.8;
Ag=-
0.7;

Al =-
0.7;
A= 0.8;
Ay=0.9;
A=09

(-6.6667,2) 0,0.02) 6.6087 6.4467 25

(-6.6667,2) (0, 0.05) 6.4957 5.8249 103

(-10,2) (-0.01, 0.07) 9.6430 8.1647 153

Ay=-
0.9;
A;=0.8;
Ay=09;
A=-0.7

-10,2) (-0.01, 0.06) 9.7105 1.5797 21.9

A=-
0.7;
A=09;
Ay=0.8;
Ay=-09

-20.2) (0.05,0.1) 19.0175 12.2349 357

A=-09;
A,=09;
A;=0.38;
Ay=-09

(-20,2) (-0.05,0.1) 19.0204 11.8629 376

4. ZAMKNIETE UKLADY STEROWANIA

Zgodnie z zasada Regularnej Syntezy [1, 2] mozna
skonstruowaé czasooptymalng funkcje¢ sterujaca typu
bang-bang realizujaca tezy zawarte w Twierdzeniu 2.

4.1. Zamknigty ukiad sterowania

czasooptymalnego

Dla tezy a i b Twierdzenia 2 otrzymujemy nastgpujacq
funkcje czasooptymalnego sterowania zamknigtego:

5 +1, (x,y)e T'UR}
u(x,y)= e
-1, (x,y)e T"UR;

przy czym Trajektorie Koricowe T* i T~ zdefiniowane
sg formulami (3) i (4), natomiast zbiory R} , R}
opisuja wzory:
R; ={(X,Y)1(X',y)e Tl =>x>xl}
T={(x,):(x,)eT, > x<x)

przy czym czasooptymalng krzywq przelqczen T, two-
128 Trajektorie Koncowe, a mianowicie T, =T~ UT",
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Dla realizacji zamknigtego systemu starowania zgodnie
z tezq c) Twierdzenia 2 jedng z galezi krzywej przeta-
czefi tworzy zbi6r stanéw z,, w ktérych nastgpuje
pierwsze przelaczenie funkcji sterujacej. Krzywa ta
definiuje nastepujacy wzér:

T

5

(©6)

Yy, 2 0}
przy czym

a_=(1-A)-(1-A)1+ ,—2(1'—";))
1_A4

B.=21-A ) -a(1+A4Ay)

{(x 3z, =L A) = )
T 21— Alalt(+ Ay + A1)

Druga galaz krzywej przelaczen utworzy Trajektoria
Koricowa T*. Zauwazmy, 2e krzywa przelaczen T,
nie tworzy 2adne z rozwigzan systemu (1), (2).

Czasooptymalna funkcja sterujaca uktadu zamknigtego
bedzie podobnie jak w poprzednim przypadku

, +1, (x,y)e T'UR}
u(x,y)=
-1, (x,y)e T, UR},

przy czym

R;l ={(X’Y):(X',y)6 T" =>x>x‘}
R1+l ={(xJ)1(xl,Y)E T" =>x<x'}

natomiast czasooptymalnq krzywq przelgczenn T, wy-
znacza zwiazek Ty, A o

Dla realizacji zamknigtego systemu starowania zgodnie
z tezq d) Twierdzenia 2 jedna z galgzi krzywej przela-
czen tworzy jak poprzednio zbiér stanéw z., w ktérych
nastgpuje pierwsze przelaczenie funkcji sterujacej. W
tym przypadku krzywa definiuje formuta:

T;

s

Q)
¥y, < 0},

2(1+4,)
1- A2

o [B-a’a+a))
21+ Aple, *(1-A)+ B, ]

{(xs,ys) £ )

przy czym

o, =1+ A) -1+ A0+ )

B, =201+ A)* -aZ(1- Ay

Postgpujac tak samo jak w przypadku tezy ¢ Twierdze-
nia 2 otrzymujemy:



- +lv (xv }')G T:UR;I
u(x,y)= - .

przy czym

Ry ={(xy):(x.y)e Ty > x>x}

R;’II ={(x'y) 5(x.,y)€ TIII — x<x']

natomiast czasooptymalnq krzywq przetqczen Ty wy-
znacza zwiazekT; = T U T;. Oczywisci druga
galazZ krzywej przelqczen utworzy Trajektoria Koncowa
T~ . Zauwazmy, ze jak poprzednio krzywq przelqczen
T, nie tworzy zadne z rozwiazaf systemu (1), (2).

4.2. Zamknigty uklad sterowania
sub-czasooptymalnego

Synteza struktur sterujacych wedlug rozwigzania czaso-
optymalnego zawartego w Twierdzeniu 3 i we Wniosku
4 napotyka, z technicznego punktu widzenia, na bardzo
wysoki stopieni trudnosci. Dodatkowo dla oporéw ruchu
spelniajacych warunki (5) nie znamy réwnan czasoop-
tymalnych krzywych przetaczen i zmuszeni jeste$my
stosowa¢ struktury sub-czasooptymalne. Przy tworzeniu
struktury sub-czasooptymalnej istotnym faktem jest
wlasciwo$¢ procesu oscylacyjnego zawarta w poniz-
szym wniosku.

Whiosek 5
~ Z faktu zbieznodci trajektorii oscylacyjnej TQ wynika,

iz dowolne otoczenie celu moze by¢ osiagnigte przez t¢
trajektori¢ oscylacyjng po wykonaniu skoticzonej ilosci
okrazen celu w skoniczonym czasie. u

W oparciu o Twierdzenie 3 i Wniosek 4 otrzymujemy
nast¢pujaca funkcje sub-czasooptymalnego sterowania
zamknigtego:

+ +
u*(x.y)={+l’ (x,y)eT, UR}y

e ®
=L (xy)e T, URy -

T,

s

przy czym krzywe T, i zdefiniowane sg przez (6)

i (7), natomiast zbiory R}, , Ry, opisuja wzory:

Ry ={(xy):(x,»)e Ty =>x>x)
Rly ={(x,y):(x,y)€ Ty = x<x}

przy czym sub-czasooptymalng krzywa przelaczen T,

tworza krzywe T, i
Ty =T, UT/

T, (rys. 4), a mianowicie
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Rys. 4 Krzywe przetaczen T, i T, oraz zbiory R}, i
Ry

Zinterpretujmy prawo sterowania sub-
czasooptymalnego (8). Rozwazmy start systemu z punk-
tu z, € R}, . Z punktu tego startuje trajektoria rozwia-
zania q, dazaca do przecigcia z krzywa przelaczen
T, . W punkcie tym nast¢puje pierwsze przelaczenie
funkcji sterujacej. Rozpoczyna si¢ wiec proces generu-
jacy trajektori¢ minimalnoczasowa oznaczong poprzed-
nio jako Tq, . A zatem z tego punktu przecigcia startuje
trajektoria rozwiazania q_, ktéra zaglebia si¢ w zbi6r
R}y , co wynika z wlasciwosci rozwiazania q_ . Trajek-
toria ta daZy do przecigcia z krzywa przelaczen T,
gdzie nastgpuje drugie przetaczenie sygnatu sterujacego
i rozpoczyna si¢ proces generujacy trajektori¢ minimal-
noczasowg oznaczona jako Te, . Z tego punktu startuje
trajektoria rozwiazania q, , ktéra zaglebia si¢ w zbiér

v icykl si¢ powtarza. Jak zostalo pokazane w Roz-
dziale 3 po wykonaniu niewielkiej liczby okrazen zosta-
je osiagnigte dowolne otoczenie celu. Proces taki poka-
zuje rys. 5.

Rys. 5 Sub-czasooptymalne przejécie obiektu z
zy € R}, wbliskie otoczenie celu.



5. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono rozwiazanie problemu sterowa-
nia czasooptymalnego dla pewnej klasy nieliniowych
i nieciaglych obiektéw dynamicznych. Pokazano, ze dla
badanych obiektéw starowanie czasooptymalne jest
typu bang-bang oraz, ze w zaleznosci od wartoéci funk-
cji oporéw ruchu zamknigty uklad sterowania generuje
trajektorie:

sz co najwyzej jedna operacja przetaczenia sy-
gnatu sterujacego;
Z co najwyzej dwoma operacjami przelaczenia
sygnalu sterujacego;
¢z nieskonczona iloscia operacji przelaczenia.
Ostatni przypadek opisuje zjawisko zbieznych czasoop-
tymalnych trajektorii oscylacyjnych, ktére po wykona-
niu nieskoficzonej liczby okrazen celu osiagaja ten cel w
skoficzonym czasie. Przedstawione wyniki obliczen
numerycznych pokazuja, 2e czas przejécia obiektu
wzdtuz trajektorii oscylacyjnych jest krétszy od czasu
przejécia wzdluz trajektorii z jednym i dwoma przela-
czeniami. -
W rozdziale 4 pracy podano przyktady realizacji za-
mknigtych  ukladéw  czasooptymalnych i sub-
czasooptymalnych dla badanej klasy obiekt6w.

OSCILLATORY TIME-OPTIMAL PROCESSES

The purpose of the paper was to present the solution of a time-
optimal problem of discontinuous plant, the dynamics of
which is given by a planar ordinary differential equations.
There has been proved that the time-optimal control is of the
bang-bang type. It has been shown that depending on the
parameters of the resistance function the following cases of
time-optimal control exist:

e  the time-optimal closed-loop system executes at most one
switching operation;

the time-optimal closed-loop system executes at most two
switching operation;

closed-loop systern executes infinite number of the
switching operations but induced trajectory oscillates
convergently round the target state and reaches it in a fi-
nite time;

In the paper time-optimal and sub-time-optimal feedback has
been proposéd. Results presented in the paper can be used in
control systems of position mechanisms.
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