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Streszczenie: Artykul przedstawia metod¢ identyfikacji para-
metréw i obserwacji stanu ciagtego systemu liniowego w za-
stosowaniu do regulacji adaptacyjnej. Dla aproksymacji kolej-
nych pochodnych funkcji wejscia i wyj$cia wykorzystano ba-
zowe funkcje sklejane. Nastepnie znalezione wspétczynniki ba-
zowych funkcji sklejanych stuza do wyliczenia iloczynéw ska-
larnych bedacych elementami liczbowej symetrycznej macierzy
Grama. Optymalne parametry sa uzyskiwane jako wektor wia-
sny skojarzony z najmniejsza warto$cig wiasna odpowiedniej
macierzy Grama. Metoda odtwarza réwniez niemierzalny stan
uktadu, ktéry jest wykorzystany w zadaniu regulacii.

Stowa kluczowe: regulacja adaptacyjna, funkcje sklejane,
identyfikacja ciagta, obserwacja stanu

1. WSTEP

W literaturze mozna znaleZé wiele przykitadéw zastoso-
wan funkcji sklejanych w problemie sterowania proce-
sami. Dotychczas wykorzystywano funkcje sklejane do
interpolacji wartoéci funkcji w dyskretnych punktach sy-
mulowanych, np. modelowania krzywych i powierzchni,
$ledzenia trajektorii ruchomych obiektéw [7]. Niniejszy
artykut przedstawia ich przydatnoéé¢ do identyfikacji cia-
glego ukladu przez aproksymacje wartosci sygnatu po-
miarowego wraz z pochodnymi, obserwacji stanu uktadu
i regulacji LQR obiektéw SISO.

Zwykle zadania identyfikacji dynamicznej dla uktadéw
liniowych ciaglych wysokiego rz¢du formulowane sg w
wersji dyskretnej. W wielu procesach technicznych po-
zyskanie modelu cigglego jest jednak bardziej potrzebne
iuzyteczne. Mode! LTI ciaglego procesu SISO ma postaé

.
D aD@) =Y bu(e)

i=0 1=0

¢))

gdzie: y(t), u? () sa i-ta pochodna wyjscia i wejécia,
n + m + 2 nieznane parametry, a;, b;.

Problemem jest pomiar pochodnych y®, u() zwlasz-
cza w zadaniach zaki6conych szumami pomiarowymi
21(t) i z2(t), rysunek 1. Jedng ze stosowanych metod
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jest metoda funkcji modulujacych [1, 2, 6] wykorzystuja-
ca transformacje splotowe tych pochodnych na skoficzo-
nym oknie czasowym, ze specjalnie dobranymi funkcja-
mi modulujacymi, a nastgpnie minimalizujaca btad obu-
stronny réwnania (ang. Equation Error, EE). Transfor-
macja liniowa funkcjami modulujagcymi zmienia réwna-
nie rézniczkowe (1) w odpowiednie réwnanie algebraicz-
ne. Otrzymany stan nie jest stanem oryginalnym ale za-
chowuje wlasciwosci stabilizowalnosci [1].

z.(t) IDENTYFIKA- z,(1)
CJA
u(t) OBIEKT Y

Rysunek 1. Schemat pogladowy ukladu identyfikacji

W przedstawianym tu podejsciu, do wyznaczenia nieza-
szumionych przebiegéw sygnatu wejicia/wyjscia wraz z
pochodnymi, zamiast funkcji modulujacych, uzyto bazo-
wych funkcji sklejanych (ang. basis spline, B-spline).

2. FUNKCJE SKLEJANE

Rzeczywiste sygnaly pomiarowe maja zbyt skompliko-
wane ksztalty by przyblizy¢ je pojedynczym wielomia-
nem. Stopieifi takiego wielomianu k& musiat by by¢ zbyt
wysoki co powodowato by w praktyce duza komplikacje
obliczenia jego wspéiczynnikéw [5]. Zastosowanie funk-
cji sklejanych s(t) umozliwia podzielenie tych krzywych
na mniejsze fragmenty, ktére jesteSmy w stanie przybli-
zy¢ wielomianem znacznie nizszego stopnia, rys. 2.

Przyjmujemy niemalejacy cigg N punktéw kontrolnych



u4, zwanych dalej weztami funkcji sklejanej (¢ - nr we-
zla), takich ze:

u <,...,<uydlaN > k. 2)
Wezly gwarantuja ciagto$é krzywej s(t) wraz z pochod-
nymi conajmniej rzgdu k — r, gdzie r jest krotnoscia wy-
stgpowania wezta. Krotno$é wystgpowania tego samego
wezla na koricach krzywej narzuca dodatkowe ogranicze-

nia na warto$ci kolejnych pochodnych w tym punkcie.

ﬂk

Rysunek 2. Przyktad bazowych funkcji sklejanych, N =
10, k£ = 3.

N—-k-1

Z d; N (t)

i=0

3)

gdzie d; sa wspétrzednymi w bazie funkcji NF(t) prze-
strzeni wielomianéw stopnia nie wigkszego niz k danej

zaleznoScig:
NE®) & ()M (s —u)MEE) @)
dlai=0,...,N —k — 1, gdzie:
MF(®) = gFuiy - . -, k] (5)
jest réznica dzielong funkcji g o postaci:
g*[ui] = g* (ws) ©)
gk[Ui, e Uigkr1]= gk[ui e Ui+k] —gk[ui+l .. -ui+k+l]
Ui~ Uit k+1

Postaé jawna (nierekurencyjna) dla funkcji réznicy dzie-
lonej dowolnego rzgdu:

i+k+1

gk[u‘ S Uirkt1] = Z k(uJ)
v i Hz i ...,|+k+l UJ - Ul)
@)
Funkcja g dana jest jako obcigta funkcja potggowa:
9" (w) = (t—u)} ®
ktéra definiujemy jako:
a 0 dlat < u;
(t—u)t < 1 dlat>0,k=0 (9

(t —u;)* dlat>u;,k>0

W praktyce mozna zaproponowa¢ tatwiejsza postaé al-
gorytmu dla generacji zbioru funkcji bazowych (4) - (9).
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Algorytm opiera si¢ o wz6ér rekurencyjny Manfielda-de
Boora-Coxa [5, 7], dlak = 0:

N.Lo(t) _ { 1 dlate [ui,ui+1] ) (10)
0 w przeciwnym razie
dla & > 0 wzér rekurencyjny:
t—uy _ Uit k41 k=1
NE@) = LT Nk ke T
®) Uipk — Ui ®) Uigkt1 — Uitl H-l(ll))

2.1. Wybrane wlasciwosci funkcji sklejanych

Przedstawiane funkcje bazowe zwane sa rGwniez unor-
mowanymi funkcjami sklejanymi. Wtasciwosé ta wynika
z wlasciwosci rozktadu globalnego:

N—k—1
Vietwan- Y M) =1 (12)
i=0
oraz rozktadu lokalnego:
!
Vte[ut.uu-l) Z Nik(t)= (13)

i=l—k

dal=1,...,N—-n-1.

Aproksymacyjne zastosowanie funkcji sklejanych gene-
ruje oryginalne pochodne stanu i ma charakter filtrujacy
[3, 5, 8]. Wartoé¢ pochodnej funkcji N¥(¢) dla k > 1
dana jest wzorem:

d k k

—NF{t) = ———— NF1(t)—-——— Nk
dt i ( ) ui+k -, [ ( ) ui+k+1 _ui+l i+1 ( )
(14)

2.2, Dobér wspétczynnikow

Dobér wspétczynnikéw d; funkeji sklejanej s(t) zreali-
zowano w oparciu o kwadratowy wskaznik jako$ci z wy-
gladzaniem:

1 M
J= HZ(yz

i=1

T
—ﬂi)2+1~/ FPO)Pdr  (5)
0

gdzie: y; prébki pomiarowe sygnatu y(t), §;-wartosci sy-
gnahu otrzymane z zastosowania funkcji sklejanych g](")-
pochodne uzyskane analitycznie z postaci §(t) funkcji
sklejanych, M - liczba prébek pomiarowych w horyzon-
cie czasowym, T - aproksymowany horyzont czasowy.
Wskaznik jakosci (15) zastosowano w doborze parame-
tréw d; funkcji sklejanej (3) aproksymujacej probki po-
miarowe sygnatu wejSciowego u(t) i wyjéciowego y(t),
rys. 1.

Parametr wygtadzajacy v pomaga poprawié ciaglo$¢ po-
chodnej drugiego rzgdu. Stanowi on kompromis pomig-
dzy bliskoscia krzywej do punktéw pomiarowych a gtad-
koscia tej krzywej. Ciaglo$¢ ta wiaze si¢ z ciaglodcia
krzywizny.

Dobér tego parametru jest realizowany poprzez mi-
nimalizacje kryterium GCV (ang. Generalized Cross-
Validation ) [4, 8]. W praktyce jego warto$¢ ksztaltuje
si¢ na poziomie 0, 001.



3. OPTYMALNA IDENTYFIKACJA

Dane pomiary funkcji wejscia i wyjécia u(t) i y(¢) na od-
cinku [0, T']. Wykonuje si¢ operacj¢ aproksymacji prze-
biegéw tych funkcji przy pomocy funkcji sklejanych,
otrzymuje funkcje i(t) i §(t) oraz ich pochodne %®(t),
§®(t). Réwnanie (1) po transformacji przyjmuje postac:

(t) = i biiit? (t) + €(t) -

=0

(16)

n s
> e
i=0

Funkcja e € L?*(0,T) wyraza sumaryczny efekt bigdu
rOwnania.

Norma réznicy obu stron réwnania zostata przyjeta jako
wskaznik jakosci doboru parametréw modelu [1].

Jp =

zn: a:g® () — i bt (2)

i=0 =0

an

L2[0,T)

Wektory - funkcje ¥, @(® i wektor parametréw a;, b;
zostaty oznaczone odpowiednio jako ci ©:

e(t) = cT(1)® (18)
@) = FO),...,. 5™ ), -a®@),...,-a™ @)
(19)
©=1ag,..-,an,b0,...,bm|T (20)
Problem minimalizacji ma postaé:
minJ? = min|e(®)|3.
o [} L [O!T]

_ . T 2

= mm lle (t)@||L2[O,T] @

z kwadratowym ograniczeniem na parametry 070 = 1.
Parametry nalezz do kuli jednostkowej © € B(0,1). To
ograniczenie jest ogélniejsze niz powszechnie przyjmo-
wane a, = 1 i pozwala na znalezienie jednoznacznego
rozwigzania.

Kwadrat normy jest iloczynem skalamym w przestrzeni
L2,

S
i

(' ()8,c(1)0) .
eT <c(t),cT(t)> o
eTGe

(22)

Liczbowa macierz Grama G jest symetryczng macierza
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iloczyn6w skalarnych element6w wektora c(t)

_ [ Gu G
¢ = | Ga1 Gz } @3
i <g(0),g(0)> <g(0),g(n)>
Gu = : :
<g(n),g(0)> <g(n),g(n)>
i _<g(0),ﬁ(0)> _<g(0),ﬁ(m)>
G2 = : : :
| _<g(n),11(0)> — <g(n)7ﬁ(m)>
[ _<ﬁ(0),g(0)> _<a(0),g(n)>
Gn = : :
— <ﬁ(m), g(0)> — <a(m)’ g(n)>
r <ﬁ(0),ﬁ(0)> <1‘1(0),ﬁ('m)>
G = : :
i <ﬁ(m)’ﬁ(0)> <ﬁ(m)’ﬁ(m)>

gdzie iloczyny skalarne w L2[0, T'] sa dane jako:

T
(39,59 = /0 §OaN(dr @4

Funkcja Lagrange’a L ma postaé:

L=0TGo+\1-06Te) (25)
Z warunkow koniecznych optymalnosci wynika:
6L
E:ZG@:O...#G@":/\@" (26)

Optymalny zestaw parametréw ©° jest wektorem wia-
snym macierzy Gramma G zwigzanym z minimalng war-
toscig wlasna A, ktdra jest rzeczywista i nieujemnie okre-
$lona.

4. OBSERWACJA STANU

Roéwnanie modelu (1) mozna przedstawi¢ w postaci row-
nania stanu (27) wraz z réwnaniem wyjscia.

%(t) = Az(t) + Bu(t)

27
y(t) = Calt) @0
Macierze w (27) sa dobrane w wersji gwarantujacej ob-
serwowalno$¢ stanu:

70 0 -
A= 1 0

0o 1 ... :

0 ... 1 —f»=t

L an
r bo 0
an .
B= : C=| -
bn—l 0
L an 1



Z réwnania (1) i (27) mozna otrzymaé nastgpujaca po-
sta¢ wektora stanu - rownowazng w sensie dystrybucyj-
nym stanowi z (27).

0,1 [ o
z(t) = Hy v :(t) - H; ¢ :(t) (28)
y(2) w1 (1)

gdzie H; i Hy s3 macierzami Toeplitza zawierajacymi
zidentyfikowane parametry systemp 6° o postaci:

[ a1 ,..., Gn-1 . Gn O]
nes| 5 SRS
ho o b 0] @
m=d|,? 5
0o 0 0 0 0

Réwnanie (28), jakkolwiek mato znane i uZywane ze
wzgledu na konieczno$é dostgpu do pochodnych sygna-
16w, jest w pelni przydatne w naszym rozwiazaniu.
Pochodne sygnatéw wejéciowych i wyjéciowych, jak
réwniez same sygnaly u i y uzyskuje si¢ przy pomocy
funkcji sklejanych. W ten sposéb po podstawieniu tych
danych do algorytmu (28) otrzymuje si¢ sygnat Z(t), kt6-
ry jest estymatg stanu oryginalnego x(t).

A9 29
so=m |00 |-m| T | e
7™ () =D (t)

5. ADAPTACYJNY REGULATOR

W przedstawionym rozwiazaniu zakladamy, ze sterowa-
nie jest proporcjonalne do stanu z Z(t)

u(t) = —Ki(t) 3n
Uklad réwnaii po zamknigciu petli sprzgzenia zwrotnego
ma postac:

Z(t) = (A — BK)i(t) = A, &(t) (32)
Zastosowanie funkcji sklejanych umozliwia wigc jedno-
czesng identyfikacje parametr6w ukladu ciaglego i stanu
Z. Przedstawione rozwigzanie moze by¢ uzyte do budo-
wy regulatora adaptacyjnego.

Macierz regulatora K spelmia Algebraiczne Réwnanie
Riccatiego w standardowym schemacie LQR z macierza-
mi wagowymi Q =CTCiR=1.

KA+ ATK —~KBR™'BTK +Q=0  (33)
Schemat blokowy przedstawionego regulatora adaptacyj-
nego zamieszczony jest na rysunku 3
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e LOR u(t) - OBI'EKT y(t) :
A v Y
Funkcje Funkcje
skiejane sklejane
u y
Y .
Macierz Grama

Minimalny wektor wiasny

Rysunek 3. Schemat adaptacyjnego regulatora stanu.

6. PRZYKLADY

Do testéw przyjeto unormowany (676 = 1) model po-

staci:
—0.2182
0.4364s + 0.8729

Symulacje przeprowadzono dlaczas T = 100i M =
1000 prébek sygnatu. Do mierzonych wejéé i wyjéé z
obiektu dodano szum bialy 02 = 0.01. W procedurze
identyfikacji przyjeto rzad licznika m 0, rzad mia-
nownika n = 1. Rzad funkcji modulujacej k = 4, ilo§¢
weztéw N = 50. Jako sygnat wymuszajacy u(t) przyje-
to przebieg prostokatny. Wykreg§lono réwniez odpowiedZ
obiektu, rysunek 4.

P(s) = (34)

Rysunek 4. Oryginalne i zaszumione sygnaly pomiarowe
dla wejécia i wyjécia.

Na rys. 5 przedstawiono wykres unormowanej autokore-
lacji sygnatu resztowego dla wejscia (1000 prébek). Moz-
na zauwazyé, ze zostaly Zle dobrane parametry funkcji
sklejanej. Dodatkowo spektrum czgstotliwosci dla sygna-
tu wejSciowego jest bardzo szeroki co powoduje trud-
nosci w prawidlowym dopasowaniu funkcji wielomia-
nowych. W efekcie prowadzi to do zwigkszenia liczby
punktéw kontrolnych albo do zwigkszenia stopnia wielo-
mianu bazowego.

Przebieg zmiennosci autokorelacji R dla residuéw
wyjsciowych dany jest na rys.6. Tym razem wykres au-
tokorelacji zblizony jest do wykresu dla szumu bialego,



czyli warto$ci parametréw funkcji sklejanych zostaty do-
brane prawidiowo.

Dodatkowo na rys. 7 wykre§lono przebieg zmiennosci
bledu niedopasowania réwnania e(t) dla identyfikowane-
go horyzontu czasowego. Temu przebiegowi odpowiada
wykres autokorelacji na rys. 8.

oaf

04

I
800
€

Rysunek 5. Unormowana autokorelacja residuéw dla sy-
gnalu wejsciowego.

08|

L]

(2]

Rysunek 6. Unormowana autokorelacja residuéw dla sy-
gnalu wyjéciowego.

@lad niedopasowania rownania

-02
o

Rysunek 7. Btad niedopasowania réwnania.

o8

08

0.4

0.2

R(9

-0zt

~DA4f

08}

~08
]

1 _
T

Rysunek 8. Unormowana autokorelacja bigdu niedopa-
sowania réwnania.

Wartoaci zidentyfikowanych wapolczynnikow transmitancil

0.6

h

02

04
[

Rysunek 9. Zmiana wartosci wspélczynnikéw w trakcie
wykonywania procedury identyfikacji

Rysunek 9 przedstawia zmiang wartosci identyfikowa-
nych wspétczynnikéw w czasie. W czasie symulacji réw-
nym 60 identyfikowane wspdiczynniki zblizyty sig juz do
oczekiwanych warto$ci.

W wyniku przeprowadzenia procedury identyfikacji
otrzymano transmitancje:

—0.2148
0.4373s + 0.8733

P(s) = (35)
Parametry powyzszej transmitancji w niewielkim stopniu
odbiegajq od parametréw transmitancji identyfikowane;.
Otrzymany wskaZnik jakosci J = 0.1415, det(G) =
6.0159.

7. WNIOSKI

W artykule przedstawiono najwazniejsze wyniki teorii
optymalnej identyfikacji parametréw dla ciaglych i li-
niowych obiektéw z wykorzystaniem funkcji skiejanych.

_ Nastepnie pokazano mozliwosé jednoczesnej i dokladne;j
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(nieasymptotycznej) obserwacji stanu ukladu. Jednocze-
sna identyfikacja parametréw i stanu modelu postuzyty
do zbudowania adaptacyjnego regulatora bazujacego na



klasycznej teorii LQR. Przeprowadzone testy numerycz-
ne potwierdzity skuteczno$é stosowania niniejszego ad-
aptacyjnego algorytmu dla uktad6w ciagtych.

THE APPLICATION OF THE B-SPLINE FUNCTION IN
THE OPTIMAL PARAMETER IDENTIFICATION,
STATE RECONSTRUCTION AND ADAPTIVE

. STABILIZING CONTROLLER

Abstract: The paper presents the application of the basis spli-
ne function in the parameter identification method and state re-
construction of linear continuous system for adaptive control.
For the estimation of the unmeasured derivative of the measu-
red discrete input/output sample system’s signal B-spline func-
tions ware used. The optimal system parameters are calculated
as eigenvectors associated with the minimal eigenvalue of the
Gram matrix. This method reconstructs unmeasured state of the
system for adaptive stabilizing controller.
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