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STEROWALNOSC DODATNICH UKLADOW DYSKRETNYCH
Z JEDNYM OPOZNIENIEM ZMIENNYCH STANU'

Rafat KOCISZEWSKI

Politechnika Biatostocka, Wydziat Elektryczny
ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok, e-mail: rafko@pb.bialystok.pl

Streszczenie: W pracy podano latwe do sprawdzenia
kryteria sterowalnosci dodatnich ukltadéw dyskretnych
z opdznieniem zmiennych stanu réwnym jednosci. Sformulo-
wano proste zaleznosci pozwalajace na wyznaczenie ciagéw
sterujacych, przeprowadzajacych rozpatrywane uklady
z niezerowych nieujemnych warunkéw poczatkowych do zera
oraz z niezerowych nieujemnych warunkéw poczatkowych do
dowolnego zadanego nieujemnego stanu koficowego. Rozwa-
zania zilustrowano przyktadami.

Slowa kluczowe: Uktad dodatni, uktad dyskretny, opdinie-
nie, sterowalnosé, osiagalnosc.

1. WSTEP

Sterowalno$¢ uktadéw dynamicznych odgrywa znacza-
ca rolg¢ w nowoczesnej teorii sterowania. Problematyka
sterowalno$ci wystgpuje miedzy innymi przy struktu-
ralnej dekompozycji uktadéw, przy przesuwaniu biegu-
néw czy tez przy syntezie sterowania o kwadratowych
wskaZnikach jakosci regulacji [6].

Problem sterowalnosci uktadéw dynamicznych cigglych
i dyskretnych, lecz bez opdzZnien, jest tematem wielu
publikacji (np. monografie [6, 8, 9] i cytowana tam
literatura). Sterowalno$¢ uktadéw dyskretnych z opdz-
nieniem byla rozpatrywana np. w pracy [1], natomiast
sterowalnos¢ ukladéw dodatnich bez opézZnien np.
w monografiach [6, 7]. Problem sterowalnosci ukladéw
dodatnich z opéZnieniami byl rozpatrywany w pracach
[10] (uklady ciagle) i [11] (uklady dyskretne). W pracy
[11] sformulowano tylko kryteria sterowalnosci ukla-
déw dodatnich dyskretnych bez podania metod na wy-
znaczanie wlasciwych ciag6w sterujacych.

W niniejszej pracy zostang podane proste i latwe do
sprawdzenia kryteria sterowalnosci ukladéw dodatnich
dyskretnych z opéznieniami oraz wzory pozwalajace na
wyznaczenie Ciagéw sterujacych, przeprowadzajacych
rozpatrywane uklady (sterowalne) z zerowych i nieze-
rowych nieujemnych warunkéw poczatkowych do za-
danych nieujemnych stanéw konicowych.

"Praca naukowa finansowana ze srodk6w Komitetu Badan
Naukowych w latach 2004-2007 jako projekt badawczy.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech R™" bedzie zbiorem macierzy o wymiarach

nXm o rzeczywistych elementach oraz R" =R™.
Zbiér macierzy 0 wymiarach nxm , ktérych elementa-
mi sg liczby rzeczywiste nieujemne bgdziemy oznaczaé
przez RY™, przy czym R" = R™. Zbiér liczb catko-
witych dodatnich bgdziemy oznaczaé przez Z, .

Wezmy pod uwage dodatni dyskretny uklad liniowy z
opdznieniem, opisany réwnaniem stanu

Xiyp = AgX; + Ajx;y + Buy, 1
z warunkiem poczatkowym
X_1» % € R, 2
gdzie x; e R", u; € R™ oraz
AgERY", A eRY", BeRY™ (3)

Przy spelnieniu warunku (3) rozwiazanie rdéwnania
stanu (1) jest nieujemne (x; € R7) dla kazdego i€ Z,
[3, 4]. Rozwiazanie réwnania stanu (1) z warunkiem
poczatkowym (2) ma postaé [1, 2]

i-1
x; = D)% + P -DAX, + ) Pli-1-k)Bu, @)
k=0

gdzie

D) =Z""((dd ~ Ay - Az) M2}, (5)

jest macierza podstawowa (tranzycyjna), natomiast Z ™'
oznacza odwrotne przeksztalcenie Z.

Macierz podstawowa (i) spelnia réwnanie
D@ +1)= A, P() + A PG - 1), (6)

z warunkiem poczatkowym



O0)=1,, ®(i)=0 dla i<O0. 7

Bedziemy przyjmowa¢é do dalszych rozwazan, ze uktad
dodatni (1) jest osiggalny (warunek konieczny sterowal-
nosci).

Definicja 1. Dodatni uktad (1) nazywamy osiggalnym,
jezeli dla kazdego stanu kohcowego x, € R} istnieje
NeZ, i u;eRY dla
i=012,.,N -1, ktéry przeprowadza uklad (1) z ze-
rowego stanu poczatkowego (2) (x_; =x,=0) do za-

liczba ciag wymuszen

danego stanu koficowego xy =x, € R}.

Definicja 2. Ukiad dodatni (1) nazywamy sterowalnym,
jezeli dla dowolnych niezerowych warunkéw poczat-

kowych x_j,x,€ R} i dowolnego stanu koricowego
x; € R} istnieje liczba NeZ, i ciag wymuszen

uieEKT, i=0l...,N -1 ktéry przeprowadza stan
tego ukladu z niezerowego warunku poczatkowego do
stanu koficowego xy = x .

Definicja 3. Uktad dodatni (1) nazywamy sterowalnym
do zera, jezeli dla dowolnego niezerowego warunku

poczatkowego x_j,xo€ Ry 1 dowolnego zadanego

stanu koficowego x, =0, istnieje liczba N € Z, i ciag

wymuszen u; € RY, i=01,..,N -1, takie ze x =0.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunkéw stero-
walno$ci uktadu (1) oraz prostych zalezno$ci pozwala-
jacych na wyznaczenie ciagéw sterujacych, przeprowa-
dzajacych rozpatrywany uklad z niezerowych warun-
kéw poczatkowych (2) do zera oraz do zadanego stanu

koficowego x, € R} .

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Rozwiazanie réwnania stanu (1) ma posta¢ (4). Dla
i=N >0 mozemy napisa

xy =Py%o + Ryug t)
gdzie

Py =[@(N),®(N -DA], )
Ry =[®(N ~1)BS(N —2)B...6()BB],  (10)

Ug
%, =[x°}e R, wY =) o lewMm an

X
Uny

Przyjmujac x, =0 w (8) otrzymamy
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0=Py%, + Ryuy , (12)

Poniewaz Ry € RN, ul e R¥™ oraz Py e R™",
wéwczas réwnosé

— PyX%, = Ryuy, (12a)

moze by¢ spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy Py X, =0
dla kazdego %, € R2". Wtedy ul =0.

Warunek

Py, =[®P(N), (N ~1)A 1%, =0, 13)

jest spetniony dla kazdego %,€ R2" wtedy i tylko
wtedy, gdy

D(N)=0 i DN —1)A, =0. (14)
W pracy [4] pokazano, ze
®(Q2n) = ~a,, , D2n-1) ... - a,®() - a,D(0), (15)
O2n-1A, ={-ay ®2n-2)-...-a,®(0)}4,, (16)

gdzie a; (i=0,,...,2n~1) sa to wspélczynniki wielo-
mianu charakterystycznego

w(z) = det(zzl —Agz—A))=

Vot az+a,.

amn
= ZZn + a2n_122n—

Z powyzszego wynika, Zze warunek (13) jest speilniony
dla N =2n wtedy i tylko wtedy, gdy sa zerowe wspdt-
czynniki wielomianu charakterystycznego (17).

Ponadto

w(z) =det(zd — F) =

) (18)
=22" +a2n_122n 1 +"'+alz+a0,
gdzie
AO Al
F= . 19
4] -
przy czym
an =-—a2n_1F2"_1—..."alF_aol- (20)

Zatem, jezeli s zerowe ‘wspélczynniki wielomianu
charakterystycznego (17),to F n -0,

Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 1. Uklad dodatni (1) jest sterowalny do
zera W N =2n krokach wtedy i tylko wtedy, gdy ma-

cierz F o postaci (19) ma tylko zerowe warto$ci wiasne.
]

Zauwazmy, ze jezeli macierz F ma tylko zerowe warto-
Sci whasne, to ug =0.



Ponizej wykazemy, ze podana w Twierdzeniu 1 liczba
krokéw moze by¢ mniejsza niz 2n.

Oznaczmy przez x indeks nilpotentnosci macierzy F,
izn. F* =0, ale F*™
Poniewaz [4]

#0, przy czym u <2n.

|
[y =

Zatem D(u) =0, P(u—1)=0 oraz O(i—2)A, =0

W ‘tej sytuacji warunek (13) jest spehuony dla
N=u-1 t.

o)  Bli-1)A

'=[ 21
Pi-1) B(i-2)A

podstawiajac i = & otrzymamy

,,=[ Dp)  Du-1)A
| Pe—-1) Du-2)A

DO(N)=01 PN -1)A, =

Z powyzszych rozwazafh wynika nastgpujace twierdze-
nie.

Twiérdzenie 2. Jezeli macierz F jest nilpotentna z in-
deksem nilpotentno$ci 4, to uklad dodatni (1) jest ste-
rowalny do zeraw N = u -1 krokach.

Przyklad 1. WeZimy pod uwage dyskretny dodatni
uktad liniowy z op6éZnieniem, opisany réwnaniem stanu
(1) o macierzach ,

000 [0o00O0 1
A,=|3 0 4}, A =[2 0 0} B=|0| (29)
1 00f {100 0

Latwo sprawdzi¢, ze macierz Fe R® o postaci (19)
jest nilpotentna, przy czym indeks nilpotentno$ci u =5,
ti. F'=0 dla i2u=>5, przy czym ®(@4)=d(5)=0 i
P(3)A; =0

Zatem z Twierdzenia 2 wynika, ze rozpatrywany uklad
dodatni jest sterowalny do zera w N=u—1=4 kro-

kach. m

Rozwazmy obecnie przypadek, w ktérym zadany stan
koficowy x, € R} jest rézny od zera.

Przyjmujac xy =x, wzor (8) napiszemy w postaci

x; = PyXo =Ryul . (25)

Poniewaz uklad dodatni (1) jest osiagalny z zalozenia,
to istnieje taka liczba naturalna N, dla ktérej macierz

Ry € RPN™ ma petny rzad wierszowy. Warunek (25)

musi by¢ spelniony dla dowolnych x,e®R} i

%€ R przy ul e R¥™. Jest to mozliwe wtedy

i tylko wtedy, gdy (x; — PyX;)€ R} dla dowolnych

@3)

x,€RLiXeE R2", czyli gdy PyX, =0 dla dowol-

nego %, € R2". Powyzszy warunek jest spetniony, gdy
macierz F jest nilpotentna. Jezeli natomiast macierz F
nie jest nilpotentna, to nie mozna zagwarantowac, 2e¢

sterowanie u{,v w (25) jest nieujemne dla dowolnych
x,eRy i RN

Zgodnie z powyZszymi rozwazaniami PyX;=0 dla
N2 u-1. Wtedy dla N2 -1 zanika drugi skladnik
lewej strony wzoru (25) i problem sterowalno$ci spro-
wadza si¢ do problemu osiagalnos$ci. Uwzgledniajac

zalozenie, ze uklad jest osiggalny (warunek konieczny
sterowalnoéci) otrzymamy nast¢pujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Dodatni uklad (1) jest sterowalny wtedy
i tylko wtedy, gdy _]est on osiagalny i macierz F jest
nilpotentna. m

Jezeli sa spetnione warunki Twierdzenia 3 oraz macierz
Ry[RyRE1™ jest macierza o nieujemnych elementach,

to ciag sterowan mozna wyznacza¢ ze wzoru
o <RARVEIT Gy - P=
=Ry[RyRy1 ™ x,.

Przyklad 2. Wyznaczy¢ ciag sterowan przeprowadzaja-
cych dodatni uklad z opéznieniem, opisany réwnaniem

- stanu (1) o macierzach
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000 0 00O 1
Ay=10 0 1}, A =[0 0 O} B={0| 27
000 1 00 1]
z zadanego  zupelnego stanu  poczatkowego
x0l=[1 g g7y, xy3=[21 21" do stanu koficowego
x;=[45 6.

Najpierw zbadamy osiagalno$¢ tego uktadu, przyjmujac

N =4 [3]. Macierz osiagalno$ci (10) ma postaé
Ry =R, =[®(3)B,®(2)B,®(1)B, B]

0001

1 0 0 0}

0100

(28)

Rzad macierzy (28) jest rtéwny n =3, a wigc rozpatry-
wany uklad jest osiagalny w N =4 krokach (warunek
konieczny sterowalno$ci jest spelniony).

Latwo sprawdzi¢, ze macierz Fe R o postaci (19)
jest nilpotentna, przy czym u=5, ti. F'=0 dla

izu=5, przy czym ®(4)=P(5)=0 i P3)A =
Zatem



Py =[9(4),2(3)A1=0. 29

Wobec tego wyznaczane sterowanie nie zalezy od wa-
runkéw poczatkowych, tzn.

us =R{[RR{ 1 x;. (30)

Obliczajac z powyzszego wzoru ciag sterowaf, otrzy-
mamy '

ug =Ry [RR{ 1" x; = (31)

A'oo\ua'

W celu sprawdzenia otrzymanych wyniit&w wyznaczy-
my rozwigzanie réwnania (1) o macierzach (27) przy
zadanych warunkach poczatkowych oraz u, =5,

= 6 uz —0 u3 4
Ze wzoru (1) dla i =0,...,3, otrzymamy odpowiednio:

5 6 0 4
X = 3 b Xp = 2 y X3 = 1 'y x"': 510 (32)
2| 1 -1 6]

4. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem sterowalno$ci dodatniego
ukladu dyskretnego z jednym op6Znieniem zmiennych
stanu réwnym jedno$ci. Podano proste zaleZnosci po-
zwalajace na wyznaczenie ciagéw sterujacych, prze-
prowadzajacych rozpatrywane ukiady z zerowych oraz
niezerowych warunkéw poczatkowych do zera oraz do
zadanego stanu koficowego. Podane rozwiazanie pro-
blemu nie bylo dotad rozpatrywane w:pracach z zakresu
uktadéw dodatnich, jedynie w pracy [11] sformutowano
kryteria sterowalnoéci ukladéw dodatnich dyskretnych
bez podania metod na wyznaczanie ciagéw sterujacych.
W rozwazaniach w sposéb istotny wykorzystano postaé
rozwiazania réwnania stanu (1), podang w pracy [2].

CONTROLLABILITY OF POSITIVE DISCRETE-TIME
LINEAR SYSTEMS WITH UNIT DELAY IN STATE

Abstract:  The paper presents a necessary and sufficient
condition for controllability of positive discrete-time linear
systems with one unit delay. The methods for computing the
control sequence, which transfers the systems from any non-
negative initial conditions to zero and the desired nonnegative
final state are given. Considerations are illustrated by exam-
ples.
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