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OSIAGALNOSC ZUPELNA I STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA
DODATNICH UKEADOW DYSKRETNYCH Z OPOZNIENIAMI*

Mikotaj BUSLOWICZ, Tadeusz KACZOREK

Politechnika Bialostocka, Wydziat Elektryczny ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok,

e-mails:busmiko@pb.bialystok.pl,

Streszczenie: W pracy rozpatrzono problem zupelnej
osiagalnosci (zadany stan konicowy jest stanem zupelnym)
dodatnich ukladéw dyskretnych z wieloma opdZnieniami
zmiennych stanu. Taki rodzaj osiagalnosci (w odréznieniu od
zwyklej osiagalnodci, gdy stan koficowy jest stanem chwilo-
wym) nazywany osiagalnoscia zupelna lub catkowita. Wyka-
zano, ze w przypadku ogélnym dodatni uklad z wieloma
op6Znieniami nie jest catkowicie osiagalny. Catkowicie osia-
galnym moze by¢ tylko dodatni ukiad z czystym op6Znieniem.
Sformulowano kryteria catkowitej osiagalnosci takiego uktadu
oraz podano metodg¢ wyznaczania sterowania przeprowadzaja-
cego ukiad z zerowego zupelnego stanu poczatkowego do
dowolnego zadanego nieujemnego zupelnego stanu korficowe-
go. Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym.

Stowa kluczowe: Uklad dyskretny, op6Znienia, stan zupelny,
osiggalnosé, sterowanie z minimalna energia.

1. WSTEP

W ukiadach dodatnich skladowe wektoréw wymuszen,
warunkéw poczatkowych, stanu i odpowiedzi przyjmuja
tylko warto$ci nieujemne. Liniowe ukiady dodatnie nie
sa zdefiniowane w przestrzeniach liniowych lecz w
przestrzeniach stozkéw. Z tego powodu teoria takich
ukladéw jest mniej zaawansowana w poréwnanin z
teorig ukladéw liniowych "niedodatnich”. Problem ana-
lizy i syntezy ukladéw dodatnich, ale bez op6znien, jest
tematem wielu publikacji od kilku lat, patrz np. mono-
grafie [4, 5, 6] oraz prace [1, 7] i cytowana tam literatu-
r¢. Ostatnio problem osiagalnoéci dyskretnych dodatnich
uktadéw liniowych z opéZnieniem rozpatrzono w pra-
cach [2, 3, 9, 12]. Kryteria sterowania z minimalng
energia takich uktadéw podano w pracach [2, 8, 9].

W niniejszej pracy rozpatrzymy ogélniejszy rodzaj
osiggalnosci dodatnich uktadéw dyskretnych z opéznie-
niami, a mianowicie tzw. osiagalno$¢ catkowita, zwana
tez osiagalnoscia zupeilna. Rozpatrzymy tez problem
sterowania z minimalng energia w przypadku, gdy zada-
ny stan koncowy jest stanem zupelnym. Problem stero-
wania z minimalng energia ukladéw dynamicznych
zostal po raz pierwszy rozwiazany w pracach [10, 11].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

*Praca naukowa finansowana ze $rodk6éw Komitetu Badan
Naukowych w latach 2004-2007 jako projekt badawczy.
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Niech R™™ bedzie zbiorem macierzy o wymiarach

nxm o rzeczywistych elementach oraz R" = R™!.
Zbiér macierzy o wymiarach nxm, ktérych elementami
sg liczby rzeczywiste nieujemne, bedziemy oznaczaé
przez R7™, przy czym R? = R™!. Zbiér liczb catko-
witych nieujemnych bedziemy oznaczaé przez Z,.

Weimy pod uwage dyskretny dodatni uktad liniowy z
opdzZnieniami opisany réwnaniem stanu

h
X = Agx;+ LA X tBy, I€Z,, ¢))
k=1
z warunkiem poczatkowym
x;, i=0]1,...,h, 2

gdzie h jest liczba op6znien, A, € R}, k=0]1,..,h,
BeRP™. Jezeli u; € R} dla VieZz,, to przy spet-
nieniu powyzszych zalozen rozwiazanie réwnania stanu
(1) jest nieujemne dla kazdego i€ Z,, tzn. x; € R} dla
kazdego i€ Z, .

Definicja 1. Stan x; € R} nazywamy stanem (chwilo-
wym) uktadu (1) w dyskretnej chwili i.

Definicja 2. Stan

= i |eRT, A=(h+Dn,

=

3

Xi-h+l

L Xi-h

nazywamy stanem zupelnym ukiadu (1) w dyskretnej
chwili i. Stan ¥, okreslony wzorem (3) dla i =0 nazy-

wamy zupelnym stanem poczatkowym uktadu (1).

Definicje osiagalnosci oraz osiggalnosci zupetnej uktadu
(1) mozna sformutowaé w sposéb podany ponizej.



Definicja 3.
1. Stan x; € R} nazywamy osiagalnym w N krokach,

jezeli istnieje ciag wymuszen u; € Ry, i=0l,...,
N ~1, ktéry przeprowadza uktad (1) z zerowego
zupelnego stanu poczatkowego do dowolnego zada-
nego nieujemnego stanu koncowego x;.

Jezeli kazdy stan x, € R} jest osiagalny w N kro-

kach, to uklad (1) nazywamy R} -osiggalnym lub
osiagalnym N krokach.

. Jezeli dla kazdego stanu x, € R} istnieje taka licz-
ba naturalna N, ze stan ten jest osiagalny w N kro-
kach, to uklad (1) nazywamy R -osiagalnym lub
krétko osiagalnym.

Definicja 4.

1. Stan zupelny X, € ‘.K'I, i =(h+Dn, nazywamy
osiggalnym w N krokach, jezeli istnieje ciag wymu-
szen u, € R}, i=0,1,,...,N —1, ktéry przeprowadza

uktad (1) z zerowego zupelnego stanu poczatkowego
do zupelnego stanu koficowego X, tj. Iy = X.

Jezeli kazdy stan zupelny x; jest osiagalny w N

krokach, to uktad (1) nazywamy catkowicie osiagal-
nym N krokach.

. Jezeli dla kazdego zupelnego stanu X, € 9{'1 istnieje

taka liczba raturalna N, Ze stan ten jest calkowicie
osiggalny w N krokach, to uktad (1) nazywamy cal-
kowicie osiagalnym.

Problem R -osiagalnosci (osiagalno$ci) oraz sterowa-
nia z minimalna energia dodatniego uktadu (1) z jednym
opéznieniem zostal rozpatrzony w pracach [2, 3, 8] oraz
z wieloma op6Znieniami w [9]. Warunki osiagalnosci
oraz sterowalnos$ci uktadu (1) zostaly podane w {12].

W niniejszej pracy wykazemy, ze dodatni uklad (1)
moze byé catkowicie osiagalny tylko wtedy, gdy
A, =0, k=0,,..,h—1, czyli gdy jest on ukladem z
czystym opéznieniem. Podamy tez metod¢ wyznaczania
sterowania przeprowadzajacego ukiad (1) z czystym
opéznieniem z zerowego zupelnego stanu poczatkowego
do dowolnego zadanego nieujemnego zupelnego stanu
koncowego oraz metod¢ wyznaczania sterowania, ktére
ponadto zapewnia minimalna warto$§¢ kwadratowego
wskazZnika jako$ci regulacji (sterowanie z minimalna
energia).

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU
Réwnanie stanu (1) dodatniego ukladu z opdZnieniami
mozemy napisa¢ w postaci réwnania stanu réwnowaz-

nego ukiadu bez op6Znien

%, =A% +Bu, i€z,

“)
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z warunkiem poczatkowym X,, przy czym wektor stanu
X, ma postac (3) oraz

A, A A Ayl B
1, 0 0 O 0
A= : L B=l|l 5
0 0 0 o0 0
0 0 I, O] 0]

Zatem problem catkowitej osiagalno$ci dodatniego
uktadu dyskretnego z op6znieniem (1) jest rGwnowazny
z problemem osiagalno$ci dodatniego ukladu dyskretne-
go bez opéZnienia (4).

3.1. Calkowita osiggalno$é

Rozwiazanie réwnania (4) ma posta¢

, i-1 ~
% =A%+ XA Bu,.
r=0

O

Dla X, =0 oraz i=N wzdr (6) mozna napisa¢ w po-
staci

Xy = ﬁNuON' 0
gdzie
Un-1
Ry =18, 4B, a"'B), ) =|"2 @
Ly

Istotne znaczenie w teorii osiagalnos$ci dodatnich ukta-
déw dyskretnych opisanych réwnaniem stanu (4) od-
grywa macierz osiagalnosci

R, =[B, AB,---,A¥B]. ©9)
Macierz (9) ma n =(h+1)n wierszy i Nm kolumn.
Moze ona mie¢ petny rzad wierszowy tylko wtedy, gdy
Nm 2. Zatem przy m=1 musi by¢ N 2 i, natomiast
przy m>1 liczba N moze by¢ mniejsza od 7.

Uwzgledniajac warunki osiagalno§ci réwnowaznego
uktadu dodatniego bez opé6znienia (4) (np. [5, 6]), kryte-
rium osiagalno$ci dodatniego uktadu (1) z op6Znieniem
mozna sformulowaé w sposéb podany ponizej.

Twierdzenie 1. Dodatni uklad z op6znieniem (1) jest
catkowicie osiagalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka liczba naturalna N, Ze jest spelniony przynajmniej
jeden z nastegpujacych warunkéw:

1. z macierzy ﬁN mozna wybra¢ n = (h+ )n liniowo
niezaleznych kolumn takich, ze macierz Ry utwo-

rzona z tych kolumn jest uogdlniong macierza per-
mutacji (w kazdym wierszu i kazdej kolumnie tylko
jeden element jest dodatni, a wszystkie pozostale sa
ZEerowe),



2. z macierzy ﬁN mozna wybra¢ 7 liniowo niezalez-

nych kolumn takich, ze macierz odwrotna ﬁ,{ ! ma-
cierzy utworzonej z tych kolumn ma elementy nie-
ujemne, tzn. R;' e RT7.

Istotne znaczenie w dalszych rozwazaniach ma ponizszy
lemat oraz twierdzenie.

Lemat 1. Jezeli macierz [A, §] 0 wymiarach
A x(fi +m) nie ma A liniowo niezaleznych monomial-
nych kolumn (w kazdej kolumnie tylko jeden element
jest dodatni, a wszystkie pozostale sg zerowe), to nie
istnieje liczba naturalna N taka, ze dodatni uklad z
opéznieniem (1) jest catkowicie osiagalny.

Dowéd. Jezeli dodatni uklad (1) jest catkowicie osia-
galny, to macierz EN o postaci (9) ma 7 liniowo nieza-
leznych monomialnych kolumn. Latwo zauwazy¢, ze
jest to mozliwe tylko wtedy, gdy macierz [A, B] ma &

liniowo niezaleznych monomialnych kolumn. W

Twierdzenie 2. Jezeli A, #0, k=0l,...,h-1, to
ukiad dodatni (1) nie jest catkowicie osiagalny.
Dowéd. Macierz [A, §] moZna napisa¢ w postaci

[A’ E] =[X1’ X2]’ gdZIC

4 A A A, B
I, 0 0 0 0

X, ={0 1, 0 |, X,=|0 0} (10)
(0 o I, [0 0]

Macierz X, moze mie¢ co najwyzej n liniowo nieza-
leznych monomialnych kolumn. Aby macierz [A, E] =
[X;,X,] miala A =(h+1Dn liniowo niezaleznych
monomialnych kolumn potrzeba i wystarcza, aby ma-
cierz X, o wymiarach # Xnh miata nh liniowo nieza-

leznych monomialnych kolumn. Jest to mozliwe tylko
wtedy, gdy A, =0, k=0,1,....,h—1. 1

Z twierdzenia 2 wynika, ze dodatni uklad (1) nie jest
catkowicie osiagalny w przypadku og6lnym. Moze on

by¢ catkowicie osiagalnym tylko wtedy, gdy A, =0,

k=0,1,...,h~1 Oznacza to, ze calkowicie osiagalnym

moze by¢ tylko dodatni uklad z czystym op6Znieniem,
opisany réwnaniem stanu
.x,-+1 = Ahx,-_h + Bui, i€ Z »

(11)
z warunkiem poczatkowym (2).

Uklad bez opdznienia, réwnowazny ukladowi (11) z
czystym opdZnieniem, mozna opisa¢ réwnaniem stanu
(4) o macierzach
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0 0 0 A, [ B]
1, 0 0 o 0
A=|i i ot L B=|i, (12
00 0 0 0
(0 0 1, 0 0]

z warunkiem poczatkowym % € R

Lemat 2. Jezeli macierz [A,, B] nie ma n liniowo nie-
zaleznych monomialnych kolumn, to dodatni uktad (11)
nie jest catkowicie osiagalny.

Dowéd. Macierz [A, B] przy macierzach A i B o po-
staciach (12) ma co najmniej nh liniowo niezaleznych
monomialnych kolumn. Nie ma ona A = (h+ 1)n linio-
wo niezaleznych monomialnych kolumn, jezeli macierz
[A,, B] nie ma n liniowo niezaleznych monomialnych
kolumn. Teza wymika zatem z lematu 1. W

Przypomnijmy, e (np. [5, 6]) zbiér X € R" nazywamy
stozkiem, jezeli x€ X, to ax€ X dla kazdego a € R.
Stozek nazywamy wypuklym, jezeli dla dowolnych
x;, %, € X kazdy punkt odcinka Ax; +(1-A)x, € X
dla A€[0,1]. Stozek X nazywamy solidnym, jezeli w
jego wnetrzu miesci si¢ kula K(x,r) o srodku w punk-
cie x € X io promieniu r.

Poniewaz stozek stanéw osiagalnych réwnowaznego
ukladu dodatniego (4) o macierzach (12) jest stozkiem
zupelnych stanéw osiagalnych dodatniego ukladu (11) z
czystym opdZnieniem, na podstawie prac [5, 6] mozna
wykaza¢, 2e jezeli uktad dodatni (11) o macierzach (12)
jest catkowicie osiagalny, to jest on zawsze catkowicie
osiagalny w N =# krokach oraz udowodni¢ nastgpuja-
ce twierdzenia.

Twierdzenie 3. Zbiér osiagalnych stanéw zupelnych
ukfadu dodatniego (11) jest dodatnim stozkiem wypu-
klym. Stozek ten jest solidny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka liczba naturalna N, Ze macierz osiagalnosci
(9) przy macierzach A i B o postaciach (12) ma petny
rzad wierszowy réwny 7.

Twierdzenie 4. StoZzek zupelnych stanéw osiagalnych
dodatniego uktadu z op6Znieniem (11) jest niezmienni-
czy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba natural-
na N, zerzad ﬁN =7 oraz wspblczynniki wielomianu
charakterystycznego ukfadu (11) (bedacego wielomia-
nem charakterystycznym macierzy A), o postaci

det(zh+11n - Ah) = Zﬁ + aﬁ_lzﬁm1 +-- ‘+alz + ao
sa niedodatnie, tzn. @; <0 dla i =0,1,...,7 - 1.
Z powyzszych twierdzen wynika, ze jeZeli spelnione sa

warunki twierdzenia 4, to stozek osiggalnych stanéw
zupeinych dodatniego uktadu (11) nie zmienia si¢ dla



N 2. Jezeli jest on réwny przestrzeni R, tj. sa

spelione warunki twierdzenia 1 dla dodatniego uktadu
(11), to ten uklad jest catkowicie osiggalny. Jezeli nato-
miast nie jest on réwny R?, to dodatni uklad (11) nie
jest catkowicie osiagalny, bowiem dalsze zwigkszanie N
nie powoduje zwigkszenia stozka stanéw osiggalnych.
Mozemy wigc stwierdzié, ze jezeli dodatni ukiad (11)
nie jest calkowicie osiagalny w N =# krokach, to nie
jest on caltkowicie osiggalny w wigkszej liczbie krokéw,
a wigc nie jest catkowicie osiggalny. Stozek zupeilnych
stan6w osiggalnych w pewnych przypadkach moze byc
tez niezmienniczy dla warto$ci N mniejszych od #.
Wynika to z tego, ze warunek rzad Ry =7 moze byé
spelniony dla N <A przy m> 1. Wtedy, przy speinie-
niu warunkéw twierdzenia 1, dodatni uklad (11) jest
osiggalny w N < krokach. MoZemy wigc stwierdzic,
Ze wymieniona w twierdzeniu 1 liczba naturalna N moze
by¢ mniejsza od 7 =(h+1)n dla dodatnich uktadéw
(11) o liczbie wej$¢ wigkszej od 1.

Twierdzenie 5. Jezeli dodatni uktad (11) jest osiggalny,
to jest on osiggalny w N krokach, gdzie N 2E[7 /4],
przy czym E[# / q] oznacza najmniejsza liczbe catko-
wita wieksza lub réwna 7 /g, gdzie q jest liczbg linio-
wo niezaleznych monomialnych kolumn macierzy B.

Dowéd. Kazda macierz A*B (k=0],..,N-1) ma-
cierzy osiagalnosci ﬁN moze mie¢ maksymalnie g li-
niowo niezaleznych monomialnych kolumn. Oznacza to,

ze jezeli dodatni uktad (11) jest osiggalny, to wtedy
Ng=n. m

Twierdzenie 6. Uklad dodatni (11) jest catkowicie
osiggalny, jezeli istnieje taka liczba naturalna N, Ze rzad
macierzy EN o postaci (9) jest rtéwny n oraz

RyY[RyRyT e RINmxA (13)
Jezeli jest spelniony warunek (13), to ciag wymuszen
w €RY, i=0]1,...,N -1, ktéry przeprowadza uklad
(11) z zerowego zupelmego stanu poczatkowego do
zadanego zupelnego stanu koficowego X, € ‘Rf , MoZna

wyznaczy¢ ze wzoru

uf = RNIRyRyT'%,, (14)
gdzie wektor uoN ma posta¢ podang w (8).

Dowéd. Jezeli rzad Ry =7, to macierz RyRj jest
nieosobliwa. Jezeli ponadto zachodzi (13), to wtedy
uy €R¥™ i %y = Ryuy = RyRyIRyRy1™'%, = %,.

3.2. Sterowanie z minimalng energia

Problem sterowania z minimalng energia ukladu dyna-
micznego ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy ten
ukiad jest uktadem osiggalnym [2, 8, 9, 10, 11]). Zatem
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w dalszych rozwazaniach bgdziemy rozpatrywaé dodatni
uktad (11) z czystym opéZnieniem.

Zadanie sterowania z minimalng energia dodatniego
ukladu (11) mozna sformulowaé nast¢pujaco: dane s
macierze A, € R}, BeR}Y™, liczba krokéw N, w
ktorej uktad (11) jest przeprowadzany z zerowego zu-
pelnego stanu poczatkowego do zadanego zupelnego
stanu koricowego X, € SRf oraz symetryczna dodatnio

okre§lona macierz @ € R™™ wskaznika jakosci

N~-1
Iw=% u'Qu, (15)
i=0

przy czym Q' € R™™. Nalezy wyznaczyé ciag steru-
jacy w, € RY, i=0,,...,N -1, ktéry przeprowadza ten
ukiad z zupelnego zerowego stanu poczatkowego (2) do

dowolnego zupelnego nieujemnego stanu korficowego
X, i minimalizuje wskaZnik jakosci (15).

Postegpujac podobnie jak w przypadku dodatniego ukia-
du dyskretnego bez opdinien (np. [5, 6]) mozna wyka-
zaé, ze sterowanie z minimalng energia, ktére przepro-
wadza dodatni uktad (11) z zerowego zupelnego stanu
poczatkowego do dowolnego zadanego nieujemnego
zupelnego stanu koficowego mozna wyznaczyé ze wzoru

i
AN _ ﬁ1 N DTyl
uo = . _QNRNW xf’ (16)
iy
przy czym W = RyOy Ry € RP7 oraz
Oy =diaglQ07,..., 07" e RY™Mm (17)

za$ EN jest macierza osiagalnosci (9). Ponadto, mini-
malng warto$¢ wskaznika jakosci oblicza si¢ ze wzoru

1) = 5{W™'%,. (18)

Sterowanie optymalne, ktére minimalizuje wskaznik
jakosci (15) zalezy od macierzy wag Q. Ponizej poka-
Zemy, ze sterowanie (14) tez jest sterowaniem z mini-
malng energia, ktére minimalizuje wskaznik jakosci (15)
przy Q=4l,, ¢>0.

Twierdzenie 7. Jezeli Q=gl,, ¢>0, to &) =ul,

gdzie a;“ i uo” oblicza sie ze wzoréw (16) i (14), od-

powiednio. W takim wypadku optymalng warto$¢
wskaznika jakosci (15) oblicza si¢ ze wzoru
(@) = qZf[RyRN 1'%, . (19)

Dowéd. Jezeli @=gql,, g>0, to



On = q Uy, € RY™Nm W = g 1Ry RY € RTF. (20)
Ze wzoru (16), uwzgledniajac (20) i (14), mamy
A o o -]~ ~-15 = B -] ~

g =QnREW le =q 'Ry qlRy Ry} X @n

=RY(RyRIT'%, =uf .

Podstawiajac drugi ze wzoréw (20) do wzoru (18)
otrzymamy (19). B

Zauwazmy, ze warunki twierdzenia 7 sa zawsze spetnio-
ne dla uktadu (11) o jednym wejsciu (m=1). Wtedy
Q=qg>0.

4. PRZYKLAD

Wyznaczy¢ ciag sterowaf, ktéry przeprowadza dodatni
uklad (11) z czystym op6Znieniem 4 =2 o macierzach

01 0
4=[0 0 0

01
, B=|1 0}, 22)
1 0 ol 00

z zerowego zupelnego stanu poczatkowego do zupeine-
go stanu korficowego

XN 2 1 1
gf =l Xna XN T 3 y Ky-1= 2 s xN_z =|1} (23)
Xn-1 4 2 1

Dla rozpatrywanego ukladu macierze A i B maja posta-
ci (12). Zatem

00000001 0 0 1]
00000O0O0COUOTILO
000000100100
1 000000O0CO0O00O
[A,B]=|0 1 00 0 000 0 0 O} (29
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00010000 O0TO00O0
00001000 O0TO0O0
00000100 0 0O

Macierz (24) ma n =(h+1)n=9 liniowo niezaleznych
monomialnych kolumn. Zatem warunek podany w lema-
cie 1 nie jest wigc spetniony. Oznacza to, Ze rozpatry-
wany uklad moze by¢ osiagalny.

Macierz B ma dwie liniowo niezalezne monomialne
kolumny, zatem g = 2. Zgodnie z twierdzeniem 5 mamy
wiec N 2 E[fi/q]=E[9/2]=5. Latwo sprawdzi¢, ze
dla N =5 macierz osiagalnoéci (9) nie ma pelnego
rz¢du wierszowego. Wyznaczajac t¢ macierz przy
N =6 otrzymamy
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000000000100
000001000010
00001000O0O0O0O0
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Macierz (25) zawiera # =9 liniowo niezaleznych mo-
nomialnych kolumn, a wigc rozpatrywany uklad jest
catkowicie osiagalny w N =6 krokach.

Zgodnie z twierdzeniem 3, stoZzek zupelnych stanéw
osiaggalnych rozpatrywanego ukladu jest stozkiem solid-
nym dla N 26. Jest on nieznienniczy dla N 26, bo-

wiem wsp6tczynniki wiclomianu charakterystycznego
det(2’L; - Ay) = 2° - 0125,

s3 niedodatnie (twierdzenie 4).

Poniewaz macierz Ry[RyRy1™ = RI[RGRGT" jest

macierzga nieujemng, poszukiwany ciag sterowai mozna

wyznaczyé ze wzoru (14). Wykonujac odpowiednie
obliczenia i korzystajac z drugiego ze wzoréw (8)

otrzymamy
[05] 05 1
U=\ ,u1=[2]. u2=[4]. (262)
(1] 2 3
u3=10osh u4=[o ] u,=[l} (26b)

Wyznaczymy teraz sterowanie z minimalna energia,
ktére w N =6 krokach przeprowadza rozpatrywany
uklad z zerowego zupeilnego stanu poczatkowego do
zupelnego stanu koficowego (23) i minimalizuje wskaz-
nik jakosci (15) przy
0= 10
|0 4

Obliczajac sterowanie z minimalng energia ze wzoru

(16) otrzymamy
08| _ _|08) 16 2%
l 0 u] T 2 ) u2 4 » ( a)

sl 4 ol % | Gem] 2 28b
“loal “=|oal B=|0al @B

Obliczajac z kolei warto§ci wskaZnika jakosci (15) dla
wyznaczonych ciagéw sterowaf (26) i (28) otrzymamy
I(7) =1028 < I(u) =1055.
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5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem zupelnej osiagalnosci
dodatnich ukladéw dyskretnych z op6éznieniami zmien-
nych stanu. W takim przypadku zadany stan korficowy
jest stanem zupelnym. Wykazano, ze dodatni ukiad (1)
nie jest ukladem catkowicie osiggalnym w przypadku
og6lnym. Moze on by¢ on uktadem catkowicie osiagal-
nym tylko wtedy, gdy A, =0, £=0,1,....,h—1 (dodat-
ni uklad z czystym op6Znieniem). Sformutowano kryte-
ria calkowitej osiagalnosci oraz podano metod¢ wyzna-
czania sterowania przeprowadzajacego dodatni uklad z
czystym op6znieniem (11) z zerowego zupelnego stanu
poczatkowego do dowolnego zadanego nieujemnego
zupelnego stanu koncowego. Podano tez metod¢ wyzna-
czania sterowania, ktére nie tylko przeprowadza rozpa-
trywany uklad z zerowego zupelnego stanu poczatkowe-
go do dowolnego zadanego nieujemnego zupelnego
stanu koficowego, ale tez minimalizuje wskaznik jakosci
regulacji o postaci (15). Wykazano, ze sterowanie wy-
znaczone ze wzoru (14) tez jest sterowaniem z minimal-
ng energia, ktére minimalizuje wskazZnik jakosci (15)
przy macierzy wag Q=gqgl,, g>0.

COMPLETE REACHABILITY AND MINIMUM
ENERGY CONTROL OF POSITIVE DISCRETE-TIME
SYSTEMS WITH DELAYS

Abstract: The problem of complete reachability of posi-
tive discrete-time linear systems with delays is considered.
It is shown that this system is not complete reachable in gen-
eral case. Complete reachable may be only system with pure
delay. Necessary and sufficient conditions for the complete
reachability and minimum energy control of system with pure
delay are given.
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