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OSIAGALNOSC I STEROWALNOSC LINIOWYCH UKLADOW
DYSKRETNYCH Z OPOZNIENIAMI ZMIENNYCH STANU*

Mikotaj BUSLOWICZ

Politechnika Bialostocka, Wydzial Elektryczny
ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok, e-mail:busmiko@pb.bialystok.pl

Streszczenie: W pracy sformutowano tatwe do spraw-
dzenia kryteria osiagalnosci i sterowalnosci dyskretnych ukla-
déw liniowych stacjonarnych z opéznieniami. Podano proste
zaleznosci pozwalajace na wyznaczenie ciagdéw sterujacych,
ktére przeprowadzaja ukiady osiagalne (sterowalne) z zero-
wych (niezerowych) warunkéw poczatkowych do zadanego
stanu koncowego. Rozwazania zilustrowano przyktadem.

Stowa kluczowe: Uktad dyskretny, op6Znienia, osiagalnosé,
sterowalnos¢.

1. WSTEP

Pojecie sterowalnosci ukltadéw dynamicznych, wprowa-
dzone w pracy (9], odgrywa bardzo wazna role w nowo-
czesnej teorii sterowania. Zagadnienie sterowalno$ci
wystgpuje mi¢dzy innymi przy strukturalnej dekompo-
zycji ukladéw dynamicznych, przy przesuwaniu biegu-
néw czy tez przy syntezie sterowania o kwadratowych
wskaznikach jakosci (np. (5, 6])-

Problem osiagalnosci i sterowalnosci uktadéw dyna-
micznych ciaglych i dyskretnych, ale bez op6znien, byt
tematem wielu publikacji, patrz np. monografie (5, 6,
10, 11} oraz cytowana tam literature. Osiagalno$é
i sterowalno$¢ ukladéw z op6zZnieniami byla rozpatry-
wana np. w pracach [12, 14] oraz w cytowanej tam lite-
raturze. Podane w tych pracach warunki osiagalnosci
i sterowalno$ci najcz¢sciej nie sa tatwe do sprawdzenia.
Z tego powodu w niniejszej pracy zostang podane nie
tylko proste i tatwe do sprawdzenia kryteria osiagalno$ci
i sterowalnosci ukiadéw dyskretnych z op6znieniami,
ale zostang tez podane proste wzory pozwalajace na
wyznaczenie ciagéw sterujacych, przeprowadzajacych
rozpatrywane ukltady osiagalne i sterowalne z zerowych
lub niezerowych warunkéw poczatkowych do zadanych
stanéw koncowych. Niniejsza praca istotnie rozszerza
rezultaty podane w pracy [1]. Rezultaty pracy moga byé
wykorzystane przy formulowaniu warunkéw sterowal-
nosci i syntezie odpowiedniego sterowania dodatnich
ukladéw dyskretnych liniowych stacjonarnych z opéz-
nieniami. Takie uklady sa ostatnio tematem wielu publi-
kacji, np. [3, 4,7, 8, 13).

*Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan
Naukowych w latach 2004-2007 jako projekt badawczy.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Dany jest dyskretny uklad liniowy stacjonarny z opdz-
nieniami, opisany réwnaniem stanu
h
X = Agx;+ LA x_+By, i€eZ,, ¢))
k=1
gdzie h jest liczba opéznief, Z, jest zbiorem liczb
calkowitych nieujemnych, x; € R*, u, € R™, z warun-

kiem poczatkowym
x_;, i=0l,...h )

Rozwiazanie réwnania stanu (1) z warunkiem poczat-
kowym (2) ma postac [2]

-1 h+j+1
x; = O(i)xy + '—Zh z_: <D(i—k)Ak_1_jxj
i-1 e @)
+ 203G -1-),
j=0
gdzie
h
O3 =Z (I, - T A2 4)
k=0

jest macierza tranzycyjna za$ Z™' oznacza odwrotne
przeksztalcenie Z.

Macierz tranzycyjna ®(i) spetnia réwnanie
Q>+1) = AyDPU) + ADPGE-1)+..+A,DPE-h) (5)
z warunkiem poczatkowym

®0)=1,, ®lE)=04dlai<O. (6)

Definicja 1. Uklad (1) nazywany osiagalnym w N kro-
kach, jezeli dla kazdego stanu koncowego x, € R"

istnieje ciag wymuszen u; € R™, i =0,1,..., N -1, kidry

przeprowadza uklad (1) z zerowych warunkéw poczat-
kowych (2) do zadanego stanu koricowego xy = x f-



Definicja 2. Uktad (1) nazywamy osiagalnym, jezeli dla
kazdego x; € R" (i zerowych warunkéw poczatko-

wych) istnieje liczba N € Z, i ciag sterowan u, € R™,
i=0,1,...,N-1, takie ze xy = Xf.

Definicja 3. Uklad (1) nazywamy sterowalnym w N
krokach, jezeli dla dowolnych niezerowych warunkéw
poczatkowych (2) i dowolnego stanu koricowego

x; €R" istnieje ciag sterowan u; € R™, i=0]1,...,
N -1, ktéry przeprowadza stan tego ukladu z niezero-
wego warunku poczatkowego do stanu konicowego x .

Definicja 4. Uklad (1) nazywamy sterowalnym, jezeli
dla dowolnego niezerowego warunku poczatkowego (2)

i dowolnego zadanego stanu koncowego Xs €R" ist-

nieje liczba naturalna N i ciag wymuszen u; € R”,
i=0],..,N -1, takie ze xy =x,.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunk6w osiagal-
nosci i sterowalnodci uktadu (1) oraz prostych zalezno-
$ci pozwalajacych na wyznaczenie ciagéw sterujacych,
przeprowadzajacych osiagalny (sterowalny) ukiad (1) z
zerowych (niezerowych) warunkéw poczatkowych do
zadanego stanu koficowego. Zostanie ponadto wykaza-
ne, ze wyznaczone sterowanie przeprowadzajace uklad
z zerowych warunkéw poczatkowych do zadanego stanu
koncowego jest sterowaniem z minimalna energia.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Rozwiazanie réwnania stanu (1) ma postaé (3). Dla
i = N >0 mozemy napisa¢
Xy =Sy tRy uév ,

@)
gdzie

-1 h+j+l
Sy = D(N)x, + zh kz D(N = k)A_r_jx; (8)
j=— =1

jest sktadnikiem zaleznym od warunkéw poczatkowych,
za$ skladnik Ry uév zalezy od wymuszenia, przy czym

Ry =[®(N-1)B,®(N -2)B,---, ®(1)B,B] (9)

jest macierzg osiagalno$ci (sterowalnoéci), zas

U
N _| W Nm
w =| . |[€R™. (10
Uy
3.1. Osiggalnosé

Przy zerowych warunkach poczatkowych rozwigzanie
réwnania (1) dla i = N > 0 mozna napisa¢ w postaci
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N
Xy = Ryuy ,

n

gdzie Ry i uON sa dane wzorami (9) i (10).

Twierdzenie 1. Uklad (1) jest osiagalny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna ¥, dla ktdrej
rzad Ry = n. Ciag sterowan, ktéry przeprowadza uktad

(1) z zerowego stanu poczatkowego (2) do zadanego
stanu koncowego x ¢ € R" mozna wyznaczy¢ ze wzoru

ug = RY[RyRY1 ' x,. (12)

Dowéd. Jezeli istnieje takie N, ze rzad Ry =n, to wie-

dy macierz RNR;{, jest nieosobliwa. Podstawiajac (12)
do (11) otrzymamy

Xy = Ryug = RyRyIRyRY1 ' x; = Xp,
co koficzy dowéd twierdzenia.

Z powyzszego twierdzenia wynika bezposrednio naste-
pujacy wniosek.

Whiosek 1. Jezeli uklad (1) jest osiagalny w N krokach
to jest on osiggalny w N +1 krokach.

Ponizej udowodnimy dwa lematy, sformutowane w
nieco odmiennej postaci (uwzgledniajacej specyfike
ukladéw dodatnich) w pracy [4] w przypadku dodatnich
uktad6éw z jednym op6Znieniem.

Lemat 1. Jezeli macierz [Ag, A,,..., A,, B] nie ma n

liniowo niezaleznych kolumn, to nie istnieje liczba natu-
ralna N taka, ze uklad z op6Znieniem (1) jest osiagalny.
Dowéd. Jezeli uktad (1) jest osiggalny, to macierz Ry o

postaci (9) ma n liniowo niezaleznych kolumn. Jest to
mozliwe tylko wtedy, gdy macierz [Ay,A4,,..., A;, B]
ma n liniowo niezaleznych kolumn. B

Lemat 2. Jezeli uklad (1) jest osiagalny, to jest on osia-
galny w N krokach, gdzie N 2E[n/q], przy czym

E[n/q] oznacza najmniejsza liczbe catkowita wigksza
lub réwna n/g, gdzie q jest liczba liniowo niezalez-
nych kolumn macierzy B.

Dowéd. Kazda macierz ®(k)B (k=0,l1,..,.N-1)
macierzy osiagalno$ci R, moZe mie¢ maksymalnie g

liniowo niezaleznych kolumn. Oznacza to, ze jezeli
uktad (1) jest osiagalny, to Ng=n. B

Twierdzenie 2. Ciag sterowan (12), ktéry przeprowadza
rozpatrywany uklad z zerowego warunku poczatkowego

(2) do zadanego stanu koricowego x, € R" minimalizu-

je kwadratowy wskaZnik jakosci

N-1
1W=3 ulu, (13)
i=0



przy czym optymalng warto$¢ tego wskaZnika oblicza
sie ze wzoru

Iwy=x]W'x,, (14)
gdzie W = RyR} € R™".
Dowéd. Niech &y, i, .., uy_, bedzie dowolnym
ciagiem sterujacym, ktdry przeprowadza uklad z zero-
wego stanu poczatkowego do stanu x,. Pokazemy, ze
ciag sterujacy g, Y, ..., Uy-p, WYZnaczony ze wzoru
(12), minimalizuje wskaZnik jakosci (13).

Poniewaz x, = RNEON = RNu(I)V , mozemy napisac
Ryl -7y =0. (15)

Transponujac (15) otrzymamy (u(I)V —EON )TR;, =0, a
po prawostronnvim pomnozZeniu tej réwnosci przez
W'le, gdzie W = Ry Ry, € R™", dostaniemy

(ug —iig )T RyW ™ 'x, =0. (16)
Uwzgledniajac (12) otrzymamy
W -@")Tud =0. an

Korzystajac z (17) tatwo sprawdzi¢, ze
@) g = (g ) uy + (g —ud ) (@ —ug). (18)
Z (18) wynika natychmiast nieréwno$¢ I(u)<I(ir),
gdyz (' - ug ) (@' —ud )20,
Aby wyznaczy¢ minimalna warto$§¢ wskaznika jakosci,
podstawiamy (12) do (13). Otrzymamy wéwczas
1) = (ug ) Tuy =(REW ' x )T (RFW ™' x)

Ty-1 Ty - Tyy-1
gdyz W'IRNR,T, =1, co konczy dowdd twierdzenia. W

3.2. Sterowalnos$é

Przy niezerowych znanych warunkach poczatkowych (2)
rozwigzanie réwnania stanu (1) dla i = N >0 ma posta¢

(7), gdzie stan koficowy xy =x,€R" jest zadany.

Wzér (7) mozna napisaé w postaci

_ N
xy =Sy =Ryuy ,

(19)
gdzie Ry i uoN sa dane wzorami (9) i (10).

Twierdzenie 3. Uktad (1) jest sterowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna N, dla ktérej
rzad Ry =n. Ciag sterowan, ktéry przeprowadza roz-

patrywany uklad z dowolnego niezerowego warunku
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poczatkowego (2) do zadanego stanu koncowego
Xy = X; mozna wyznaczy¢ ze Wzoru

uy = RY[RyRYT (xy = Sy). (20)

Dowdéd. Jest podobny do dowodu twierdzenia 1. B
7 twierdzeni 1 1 3 wynika nastepujacy wazny wniosek.

Whiosek 2. Ukfad (1) jest sterowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest on osiagalny.

4. PRZYKLAD

Wezmy pod uwage uktad dyskretny (1) z dwoma op6z-
nieniami (h =2), opisany réwnaniem stanu (1) o ma-
cierzach

010 01 0

A =|0 0 0}, A =|-1 0 0]
010 1 0 -1
01 0 10

A=|10 0} B=|0 1| Q1)
00 -1 10

Zbadamy najpierw osiagalno$¢ rozpatrywanego ukladu
oraz wyznaczymy ciag sterujacy przeprowadzajacy ten
uktad z zerowych warunkéw poczatkowych (2) do stanu

koncowego x, =[22 21".

Macierz [Ag,A;,A;, B] ma n=3 liniowo niezalezne

kolumny. Z lematu 1 wynika zatem, ze warunek ko-
nieczny osiggalnosci jest spetniony.

Aby okresli¢ liczbe krokéw N, zastosujemy lemat 2.
Zgodnie z tym lematem mamy N >E[3/2]=2. Ozna-
cza to, ze rozpatrywany uktad moze by¢ osiagalnym w
N 22 krokach. Latwo sprawdzi¢, ze macierz (9) przy
N =2 nie ma pelnego rzgdu wierszowego. Ma ona
natomiast pelny rzad wierszowy przy N =3. Zatem
rozpatrywany uklad jest osiagalny (i tez sterowalny,
zgodnie z wnioskiem 2) w N =3 krokach za$ macierz
osiagalno$ci na posta¢é Ry =[®(2)B,P(1)B, B], przy
czym macierze ®(1) i ®(2) oblicza si¢ ze wzoru reku-
rencyjnego (5). Obliczajac ze wzoru (12) ciag sterujacy
przeprowadzajacy uklad z zerowych warunkéw poczat-
kowych (2) do stanu koncowego Xf =[22 2]T, otrzy-

o}l

Sterowanie (22) minimalizuje wskaZnik jakosci (13),
przy czym minimalna wartos¢ tego wskaznika I(u) = 4.
Zgodnie z twierdzeniem 2, jest ona warto$cig najmniej-
sza spos$réd wszystkich sterowan przeprowadzajacych

mamy

(22)



rozpatrywany uklfad z zerowego stanu poczatkowego do
stanu koncowego x, = 2225

Wyznaczymy teraz ciag sterujacy przeprowadzajacy
rozpatrywany uklad w N =3 krokach ze stanu poczat-
kowego okreslonego przez warunki poczatkowe

0 -05 -1
Xp=|1} x;;=| 0 |, x5, =[-05} (23)
0 05 1

do stanu koficowego Xp = [22 2]T.

Dla N =3 ze wzoru (8) mamy
S5 = ®3)xy + (P()A; + D(DAy)x_ + P(2)Ayx_,.

Obliczajac najpierw S, z powyZszego WzOru, a nastgp-

nie ciag sterujacy ze wzoru (20) przy N =3, otrzyma-
my

0 S5

[-125] fo o
“=| P T|osp 2T s P

5. UWAGI KONCOWE

W pracy sformutowano latwe do sprawdzenia kryteria
osiggalnosci i sterowalnoéci dyskretnych ukladéw linio-
wych stacjonarnych z opdZnieniami. Podano proste
zalezno$ci pozwalajace na wyznaczenie ciaggdéw steruja-
cych, przeprowadzajacych rozpatrywane uklady osia-
galne (sterowalne) z zerowych (niezerowych) warunkéw
poczatkowych do zadanego stanu koncowego. Pokaza-
no, ze sterowanie wyznaczone ze wzoru (12) jest stero-
waniem z minimalna energia.

Rozwazania moga by¢ uogdlnione na dyskretne uktady z
op6Znieniami zmiennych stanu i sterowania, w tym na
uktady dodatnie.

REACHABILITY AND CONTROLLABILITY
OF LINEAR DISCRETE-TIME SYSTEMS
WITH DELAYS IN STATE VARIABLES

Abstract: The problem of reachability and controllability
of linear discrete-time systems with delays in state variables is
considered. Conditions for reachability and controllability are
derived. Simple methods for computing the sequences of
inputs, which steers the reachable (controllable) system from
zero (non-zero) initial conditions to the desired final state are
given. Moreover, it is shown that control computed from (12)
is the minimal energy control. The methods proposed can be
generalised to the positive discrete-time systems with delays.
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