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OBSZARY STABILNOSCI W PRZESTRZENI PARAMETROW UKLADOW
REGULACJI Z OBIEKTEM WIELOINERCYJNYM Z OPOZNIENIEM'

Andrzej RUSZEWSKI

Politechnika Bialostocka, Wydziat Elektryczny
Ul. Wiejska 45D, 15-351 Bialystok, e-mail: andrusz@pb.bialystok.pl

Streszczenie: W pracy rozpatrzono problem stabilnosci
uktadu regulacji automatycznej z regulatorem typu PI oraz
PID i liniowym obiektem wieloinercyjnym z op6znieniem.
Podano komputerowe metody wyznaczania obszar6w asymp-
totycznej stabilno$ci na plaszczyznach parametréw rozpatry-
wanych regulatoré6w oraz obiektu. Proponowane metody
oparte sa na klasycznej metodzie podziatu D przestrzeni
wspélczynnikéw quasi-wielomianéw charakterystycznych.

Stowa kluczowe: Asymptotyczna stabilno$¢, uklad z opéz-
nieniem, regulator PID.

1. WSTEP

Podstawowym wymaganiem, ktére powinien spelnia¢
uklad regulacji jest jego asymptotyczna stabilno$¢.
Problem wyznaczania obszaréw stabilno$ci w prze-
strzeni parametréw regulatora iobiektu pierwszego
rzedu z opéznieniem rozpatrywany byl w wielu pracach
(np. [3-7]). W pracach [4, 6, 7] wykorzystano uog6lnio-
ne twierdzenie Hermite-Biehlera do wyznaczenia anali-
tycznych  warunkéw  asymptotycznej  stabilnosci.
W monografii [S], w oparciu o kryterium Czebotariewa
i Mejmana, podano analityczne warunki asymptotycznej
stabilno$ci oraz nomogramy do wyznaczania obszaréw
stabilno$ci na plaszczyZnie parametréw obiektu pierw-
szego rzedu z opéznieniem i réznych typéw regulato-
réw. Inne podejécie do problemu wyznaczania obsza-
réw stabilnosci zaprezentowano w pracy [3], w ktérej
na bazie metody podziatu D podano prosta komputero-
wa metod¢ pozwalajaca na bezposrednie wyznaczenie
obszaru asymptotycznej stabilnosci w przestrzeni para-
metréw ukladéw regulacji z obicktem inercyjnym
i calkujacym z opéznieniem. Zagadnienie wyznaczania
obszaréw stabilnoéci zostalo takze poruszone w prze-
krojowej pracy [1], po$wieconej regulacji PID.

Model obiektu regulacji jest takze przedstawiany za
pomoca modeli wyzszych rz¢gdéw (np. inercyjnosci
n-tego rzedu z jedna stala czasowa oraz op6znieniem
czasowym). Model ten jest wykorzystywany do doboru
nastaw regulatoréw. Problem strojenia regulatora dla
rozpatrywanego obiektu przedstawiony jest m.in.
w pracach [5, 8]. W monografii {5] podano zalezno$ci
analityczne do wyznaczania warto$ci optymalnych

YPrace wykonano w ramach pracy wlasnej finansowane;j
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parametréw regulatora w sensie kryterium optymalnego
modutu transmitancji. Natomiast w pracy [8] zaprezen-
towano metodg doboru nastaw regulatora oparta o okre-
$lone zapasy stabilno$ci. W niniejszej pracy wykorzy-
stujac podejécie zastosowane w pracy [3] zostang poda-
ne komputerowe metody, ktéra pozwalaja na wyzna-
czenie obszaru asymptotycznej stabilnosci rozpatrywa-
nego ukladu regulacji na plaszczyzZnie parametréw regu-
latora PID oraz PI i obiektu wieloinercyjnego z opéz-
nieniem.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Wezmy pod uwage uklad regulacji automatycznej zlo-
zony z liniowego obiektu o transmitancji operatorowej

-sh
Gs)=—RC 120, K>0,n22 ()
(1+sT)"
i szeregowego regulatora typu PID o transmitancji
k.
C(s)=kp+—’+kds. )
s

Rozpatrywany uklad zamknigty jest asymptotycznie
stabilny, jezeli wszystkie zera quasi-wielomianu charak-
terystycznego

w(s,exp(—sh)) = (k, sty kps + k;)K exp(—sh) + s(1+ sT)"
3

maja ujemne cz¢sci rzeczywiste.

Quasi-wielomian ma nieskoficzenie wiele zer i nie ist-
nieja ogSlne metody analityczne sluzace do badania
jego asymptotycznej stabilnoéci, takie jak kryterium
Hurwitza czy Routha do badania stabilno$ci wielomia-
néw charakterystycznych. Analityczne kryteria sa spo-
tykane tylko w pewnych przypadkach szczeg6lnych (np.
{3, 4, 5]). Badanie stabilno$ci quasi-wielomianéw za-
zwyczaj jest dokonywane metodami graficznymi, np.
kryterium Michajlowa. Stabilno$¢ asymptotyczna quasi-
wielomianu (3) zalezy od warto$ci zmiennych parame-
tréw regulatora. W przestrzeni parametréw regulatora
i obiektu (1) mozna wyznaczy¢ taki obszar, ze dla kaz-
dego punktu z tego obszaru quasi-wielomian (3) ma
zera O ujemnej cz@$ci rzeczywistej.




Wykorzystujac metod¢ podzialu D w pracy zostang
podane komputerowe metody wyznaczenia obszaréw
asymptotycznej stabilnoéci rozpatrywanego ukladu
regulacji na plaszczyZnie parametréw regulatora PID
oraz PI i obiektu (1).

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Mnozac quasi-wielomian (3) przez exp(sh) otrzymamy
nowy quasi-wielomian o postaci

w(s,exp(sh)) = (k;s* + k,s+k)K +s(1+sT)" exp(sh),
“)
ktéry ma te same zera co quasi-wielomian (3). Stosujac
w quasi-wielomianie (4) podstawienie z = sh po prze-
ksztalceniach otrzymamy quasi-wielomian

w(z,exp(z)) = Xz+Y + Az* + z(1+ pz)"exp(z),  (5)

gdzie X =Kk,, Y =Kkh, A=Kk /h, p=T/h.

Zastosujemy meiode podzialu D do wyznaczenia obsza-
ru asymptotycznej stabilno$ci rozpatrywanego ukladu
(quasi-wielomianu (5)) w przestrzeni parametréw
(X,Y,A), traktujac p=T/h jako parametr. Granice
podzialn D dziela przestrzen (X,Y,A), na obszary
D(k), k=0,1,.... Dowolny punkt w D(k) odpowiada
takim warto$ciom X, Y, A dla ktérych quasi-wielomian
(5) ma doktadnie k zer o dodatniej czesci rzeczywistej.
Obszar D(0), dla ktérego liczba zer o dodatniej czesci
rzeczywistej jest réwna zero, jest obszarem asympto-
tycznej stabilnosci quasi-wielomianu (5). W celu
sprawdzenia, czy dany obszar jest obszarem stabilnosci
nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno$¢ quasi-
wielomianu (5) dla jednego punktu z tego obszaru,
stosujac np. kryterium Michajlowa [2]. Jezeli obszar
D(0) istnieje (nie jest pusty), to jest on obszarem asymp-
totycznej stabilnosci rozpatrywanego ukladu regulacji
automatycznej. W dalszych rozwazaniach ograniczymy
si¢ tylko do podania metody wyznaczania obszaru
asymptotycznej stabilnosci. Pominiemy etap wykazy-
wania, ze wyznaczony obszar jest obszarem asympto-
tycznej stabilnodci.

Dowolnemu punktowi na granicy podzialu D odpowia-
da quasi-wielomian (5), ktéry ma zero z=0 (granica
zer rzeczywistych) lub zera urojone sprzezone (granica
zer zespolonych) [2]. Latwo zauwazy¢, ze granica zer
rzeczywistych quasi-wielomianu (5) jest linia prosta
Y =0. Granice zer zespolonych wyznacza si¢ rozwigzu-
jac réwnanie w(jw,exp(jw))=0. Otrzymuje si¢ je
przyréwnujac do zera quasi-wielomian (5) przy z = jw.
Roéwnanie zespolone w(jw,exp(jw)) =0 jest spetnio-

ne, gdy czg$é rzeczywista i urojona sa jednoczeénie
réwne zeru

Y - Aw? - a{,h +w?p? ) sin(ratan(pw) + @)= 0, (6)
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(6a)

n
X+ (\[1+ w2p2 ) cos(natan(pa)) + a)) =0.

Zaleznosci (6) i (6a) okreslaja granicg zer zespolonych
quasi-wielomianu (5) w przestrzeni (X,Y,A). Dalsze

rozwazania zostang przeprowadzone dla ukfadu z regu-
latorem PI oraz PID.

3.1. Regulator PI

Transmitancja operatorowa regulatora PI ma postac¢

k.
Cls) =k, +—. @)

s
Przyjmujac A=0 we wzorach (5), (6) otrzymamy
zalezno$ci odpowiadajace uktadowi regulacji z obiek-
tem (1) i regulatorem PI. Quasi-wielomian charaktery-
styczny w rozpatrywanym przypadku ma postac¢

w(z,exp(z)) = Xz +Y + z(1+ pz)" exp(z). (8)

Wyznaczajac z réwnan (6) przy A=0 parametry XiY
otrzymamy

X = ~(\[1 + w2p2 )n cos(n atan(pw) + a)), )]
Y = a{,h +w?p? ) sin(natan(pw) + @)  (9a)

Linia krzywa o opisie parametrycznym (9), (9a) przy
zadanej wartosci parametru p wyznacza na plaszczyZnie
(X,Y) granice zer zespolonych quasi-wielomianu (8).
Linia prosta Y =0oraz linie krzywe (9) i (9a) wykre-
$lone w funkcji parametru @ =0 dzielg plaszczyzng
(X,Y) na obszary D(k). Interesujacy nas obszar D(0)
jesli istnieje (nie jest pusty) jest obszarem asymptotycz-
nej stabilnoéci rozpatrywanego uktadu regulacji auto-
matyczne;j.

Obszary asymptotycznej stabilnosci rozpatrywanego
uktadu regulacji automatycznej z obiektem (1) i regula-
torem PI wyznaczone dla kilku wartoSci parametru p
przy n=2 i n=3sa pokazane na rys. ! i 2, odpowied-
nio. Obszar D(0) lezy pomigedzy granicg zer zespolo-
nych i granica zer rzeczywistych. Z rysunkéw wynika,
ze przy okreslonej warto§ci p, wzrost n powoduje
mniejsze zakresy X i Y (4. k,, k;), dla ktérych rozpatry-
wany uklad regulacji jest asymptotycznie stabilny.

3.2. Regulator PID

W przypadku stosowania regulatora PID rozwiazujac
réwnania (6) i (6a) wzgledem dwéch wybranych para-
metréw X i ¥ odpowiednio otrzymamy

X = —(\/1 +w?p? ) cos(n atan(pw) + a)),
Y =Aw? + a{w/1+ a)zp2 ) sin(natan(pa)) + a)) (10a)

(10)
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Rys. 1. Granice obszaréw stabilnosci asymptotycznej
quasi-wielomianu (8) (n=2) wyznaczone dla kilku
wartoéci parametru p =T /h.
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Rys. 2. Granice obszar6w stabilnosci asymptotycznej
quasi-wielomianu (8) (n=3) wyznaczone dla kilku
wartos$ci parametru p=T/h.

Dwa réwnania (10) i (10a) zawieraja trzy poszukiwane
niewiadome. Mozemy wyznaczy¢ granice zer zespolo-
nych w funkcji parametru @ =0 na plaszczyZnie dwéch
parametréw przyjmujac trzeci jako staty. Na przyklad,
linia krzywa o opisie parametrycznym (10), (10a) przy
zadanych wartosciach parametréw p oraz A wyznacza
na plaszczyznie (X,Y) granicg zer zespolonych quasi-
wielomianu (5).

Granice obszar6w asymptotycznej stabilno$ci quasi-
wielomianu (5) (rozpatrywanego uktadu regulacji auto-
matycznej z obiektem (1) i regulatorem PID) wyzna-
czone dla kilku warto$ci parametru A przy p =4 oraz

n=2 i n=3sapokazane narys. 3 i 4, odpowiednio.

Z otrzymanych rysunkéw wynika, iz dodanie czesci
rézniczkujacej regulatora zwigksza zakresy parametréw
XiY (. kp, k), dla ktérych rozpatrywany uklad regula-
cji jest asymptotycznie stabilny. Na rys. 5 i 6 pokazano
granice obszaréw stabilno$ci wyznaczone w przestrzeni
tréjwymiarowej ( X,Y,A) dla A zmieniajacego si¢ od 0
do 10 z krokiem 1.
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Rys. 3. Granice obszar6w stabilno$ci asymptotycznej
quasi-wielomianu (5) (n=2) wyznaczone dla
p=T/h=4 oraz kilku wartoéci parametru A (przypa-

dek A =0 odpowiada regulatorowi PI) .
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Rys. 4. Granice obszaréw stabilno$ci asymptotycznej
quasi-wielomianu  (5) (n=3) wyznaczone dla
p=T/h=4 oraz kilku warto$ci parametru A (przypa-
dek A =0 odpowiada regulatorowi PI) .

Rys. 5. Granice obszaréw stabilno$ci asymptotycznej
quasi-wielomianu (5) (n = 2) wyznaczone w przestrze-
ni (X,Y,A)dla p=T/h=4.
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Rys. 6. Granice obszar6éw stabilnoéci asymptotycznej
quasi-wielomianu (5) (n = 3) wyznaczone w przestrze-
ni (X,Y,A)dla p=T/h=4.

4. PRZYKLAD

Nalezy wyznaczy¢ warto$ci parametréw regulatora PID,
dla ktérych rozpatrywany uklad regulacji automatycznej
z obiektem (1) przy K =1, h=05, T=2, n=3 jest
asymptotycznie stabilny.

W rozpatrywanym ukladzie p=T/h=4. Granice
obszar6w asymptotycznej stabilno$ci rozpatrywanego
ukladu sa pokazane na rys. 4 i 6. Zaktadamy warto$¢
parametru A, np. A=Kk,/h=5. Na rys. 4 obszar
asymptotycznej stabilno$ci ograniczony jest odcinkiem
linii prostej Y =0 oraz linii krzywej odpowiadajaca
A=5. Wybierajac dowolny punkt lezacy wewnatrz
tego obszaru, np. o wspélrzgdnych X =1.5, Y =0.15,
otrzymamy Kk, =1.5, Kk;h=0.15. Obliczajac z po-

wyzszych zaleznosci warto$ci parametréw regulatora
PID otrzymamy k, =1.5, k; =03, k,; =2.5. Narys.

7 pokazano odpowiedZ skokowa ukladu regulacji uzy-
skana dla wyznaczonych nastaw regulatora.
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Rys. 7. OdpowiedZz skokowa ukladu regulacji rozpatry-
wanego w przyktadzie.
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5. UWAGI KONCOWE

Praca jest poswigcona problemowi stabilnosci ukladu
regulacji automatycznej z regulatorem typu PI oraz PID
i liniowym obiektem wieloinercyjnym z opéznieniem.
Wykorzystujac metode¢ podziatu D podano komputero-
we metody wyznaczania obszaréw asymptotycznej
stabilnosci na plaszczyznach parametréw rozpatrywa-
nych regulatoréw oraz obiektu. Znajac obszary stabilno-
$ci mozemy wyznaczy¢ parametry regulatora zapewnia-
jace stabilno$¢ ukladu. Do wyznaczenia obszaréw
asymptotycznej stabilnosci rozpatrywanych ukladéw
regulacji automatycznej wykorzystano programy kom-
puterowe opracowane w §rodowisku systemu MATLAB
i MATHCAD.

STABILITY REGIONS OF CONTROL SYSTEMS
WITH MULTI-INERTIAL PLANT WITH DELAY IN
THE PARAMETER SPACE

Abstract: The stability problem of control systems with
multi-inertial plants with time delay and PI or PID controllers
is analyzed. Simple methods for determining the asymptotic
stability regions in the parameter space are given. The meth-
ods proposed are based on the D-decomposition method.
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