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Wprowadzenie 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie jednocześnie w la­
tach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem 
procesów Markowa, dzięki czemu dają możliwość konstruowania szerszej klasy loso­
wych modeli, w tym modeli niezawodności. Przykłady zastosowań procesów semi­
markowskich w teorii niezawodności można znaleźć w wielu publikacjach, np. w 
pracach [7], [9], [11], [17], [22], [23], [27],[30], [34], [38], [43], [50]. Teoria procesów 
semi-markowskich rozwija się nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwią­
zać niektóre problemy w teorii niezawodności. Celem tej książki jest przedstawienie 
wybranych elementów teorii procesów semi-markowskich, oraz przedstawianie przy­
kładów semi-markowskich modeli niezawodności i eksploatacji. 

Praca składa się z 11 rozdziałów. 
Wstępny rozdział 1 zawiera elementy teorii jednorodnych łańcuchów Markowa 

o dyskretnym zbiorze stanów. W rozdziale tym zostały przedstawione najistotniej­
sze pojęcia i twierdzenia, które były niezbędne do przedstawienia elementów teorii 
procesów semi-Markowa (SM). 

W rozdziale 2 została przedstawiona definicja i podstawowe własności procesu 
semi-markowskiego o co najwyżej przeliczalnym zbiorze stanów. Podane zostały 
różne sposoby konstrukcyjnego określania procesu semi-markowskiego. Przedsta­
wiony związek procesu semi-Markowa z procesem Markowa. Zostały podane przy­
kłady procesów semi-markowskich. 

W rozdziale 3 zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego ta­
kie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, prawdopodobieństwa przej­
ścia, prawdopodobieństwa graniczne, sumaryczny czas przebywania w podzbiorach 
stanów, proces odnowy generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione róż­
nego rodzaju zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

W rozdziale 4 został podany sposób komputerowej symulacji procesu SM o skoń­
czonym zbiorze stanów. 

W rozdziale 5 przedstawiono SM model odnawialnego systemu o strukturze sze­
regowej przyjmując założenie, że czasy zdatności są zmiennymi losowymi o rozkła­
dach wykładniczych, natomiast czasy obsług maja rozkład dowolny. W oparciu o 
zbudowany model wyznaczono kilka charakterystyk niezawodnościowe systemu. 

Rozdział 6 zawiera SM model funkcjonowania obiektu realizującego różne zada­
nia. Do obliczenia przybliżonej funkcji niezawodności systemu wykorzystano pojęcie 
i własności zaburzonego procesu SM. 

W rozdziale 7 przedstawiono 3-stanowy SM model procesu eksploatacji obiektu 
uwzględniający obsługi profilaktyczne. Sformułowano zagadnienie optymalizacji czasu 
użytkowania do chwili rozpoczęcia obsługi profilaktycznej. Podano i udowodniono 
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązania tego zadania. 

W rozdziale 8 przedstawiono SM model odnawialnego systemu z zimną rezerwą 
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i wyznaczono pewne charakterystyki i parametry niezawodności tego systemu. 
Rozdział 9 zawiera SM model intensywności użytkowania. Omówiono sposób 

estymacji parametrów modelu oraz sposób matematycznej analizy intensywności 
użytkowania. 

W rozdziale 10 została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy za­
łożeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym o określonych 
własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej intensywność uszkodzeń. Otrzy­
mano interesujący wynik dla procesu Poissona jako intensywności uszkodzeń. Ba­
dano również przypadek losowej intensywności uszkodzeń jako liniowej funkcji pro­
cesu obciążeń. 

W rozdziale 11 przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując za­
łożenie że modelami niezawodnościowymi stanów elementów są szczególne procesy 
semi-markowskie. Rozpatrzono niezawodność wielostanowego systemu nieodnawial­
nego oraz systemu odnawialnego. 



Rozdział 11 

Systemy wielostanowe 
o semi-markowskich elementach 

Przedstawimy proste modele nieodnawialnych i odnawialnych systemów wielosta­
nowych, przyjmując założenie, że modelami opisującymi funkcjonowanie elementów 
są procesy SM o skończonych zbiorach stanów. Podejście takie było przedstawione 
między innymi w pracach [4], [25], [37]. 

11.1. Struktura systemu 

Monotoniczne systemy wielostanowe omawiane były między innymi w pracach 
[4], [26], [32], [37],[47]. 

Będziemy rozważać system złożony z n elementów ponumerowanych liczbami 
naturalnymi, które tworzą zbiór C = {1, ... , n}. Niech Sk = {O, 1, ... , zk} oznacza 
zbiór stanów elementu o numerze k E C. Przyjmujemy, że S = {O, 1, ... z} jest 
zbiorem stanów systemu. Przyjmujemy, że stany zbiory stanów elementów i stanów 
systemu są uporządkowane w sensie niezawodności. Stany o numerach Zk oraz z 
są stanami pełnej zdatności elementów i systemu odpowiednio. Im mniejsza liczba 
naturalna tym mniejszy stopień zdatności. Liczba O E Sk oznacza stan niezdatności 
elementu o numerze k, liczba O E S oznacza stan niezdatności systemu. 

Funkcja 

<p : S1 X ... X Sn -+ S 

przyporządkowuje stanom elementów stan systemu jako całości. Funkcję tę nazy­
wamy funkcją struktury niezawodnościowej obiektu. Mówimy, że struktura nieza­
wodności obiektu jest monotoniczna, jeżeli <p jest niemalejącą funkcją każdego ze 
swoich argumentów oraz <p(O, ... , O) = O, <p(z1 , ... , Zn)= s. 

Wektor y = (y1, y2 , •.• , Yn) E S1 x ... x Sn jest wektorem ścieżki na poziomie 
j systemu wielostanowego wtedy i tylko wtedy, gdy ef>(y) ~ j. Wektor ten jest 
wektorem minimalnej ścieżki na poziomie j, jeżeli nierówność x < y implikuje 
nierówność ef>(x) < j, gdzie x < y oznacza Xi ~ Yi dla i= 1, 2, ... , n oraz X; < y; dla 
pewnego i. Zbiór minimalnych ścieżek odpowiadający stanowi obiektu j oznaczamy 
symbolem Pathj, przy czym Path0 = {O}. 

11.2. Niezawodność nieodnawialnych elementów systemu 

Zakładamy, że stan niezawodnościowy elementu k jest opisany za pomocą procesu 
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SM o jądrze 

Q~~\t) o o o 
Q~1(t) o o o 
Q~~\t) Q~~\t) o o (11.1) 
Q~~l(t) Q~~\t) Q~~\ t) o 
.... .. .. . .... . .... ...... . ........ .. o 
Q~:~(t) Q~:~(t) . . . Q~:t_,(t) o 

Niech Ak(u) ={O, ... , u - 1} oraz Ak(u) = Sk - Ak(u) = {u , ... , zk}. Funkcja 

<t>;tJi(t) = P{Tk(u) ~ t I Xk(O) = i} , i E Ak(u), 

gdzie Tk(u) := inf{t : Xk(t) E Ak(u)} oznacza czas pierwszego przejścia procesu 
{Xk(t) : t ~ O} ze stanu i E Ak(u) do podzbioru Ak(u). Jeżeli Xk(O) = sk z praw­
dopodobieństwem 1, to zmienna losowa Tk (u) oznacza czas przebywania elementu o 
numerze kw podzbiorze stanów Ak(u). Czas ten będziemy nazywać czasem zdatno­
ści elementu na poziomie (w stopniu) u . 

Niech 
<I>~1(t) = P{Tk(u) ~ t I Xk(O) = i} , i E Ak. 

Z twierdzenia 26 wynika, że funkcje <I>;~1(t) , i E Ak(u) są jedynymi rozwiązaniami 
układów równań 

k EC. 

Układ ten poddany transformacji Laplace'a-Stieltjesa przyjmuje postać 

J;~l(s) = L qt)(s) + L ą;t\s) Ji1~i(s), i EA~, (11.2) 
jEA. (u) lEA~(u) 

gdzie 
00 00 

J;~l(s) = J e-std<I>:l~l(t) , qt)(s) = J e-stdQi;\t) . 
o o 

Wektor 
(11.3) 

gdzie Rk(u, t) = P{Tk(u) > t I Xk(O) = zk} = 1 - cp~~1,,1(t), nazywamy wielostanową 
funkcją niezawodności elementu k, [37],I?]. Transformata Laplace'a 

Rk(u,s) = 100 e-st Rk(u,t)dt 

funkcji niezawodności na poziomie u elementu k jest określona wzorem 

~(k) 
- 1 - 'Pk[u](s) 
Rk(u, s) = ---­

s 

I I 
I 
I 
i 

I 

I 
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Kolejnym pojęciem, z którego będziemy korzystać jest rozkład warunkowy 

i jednowymiarowy rozkład 

Pl\t) = P{Xk(t) = j}, JE sk . 

Jeżeli P{Xk(O) = zk} = 1, to P;:](t) = P?)(t). Funkcje Pt\t), i,j E Sk , 
spełniają układy równań całkowych (3.35) 

pt)(t) = Ó;j[l - cik\t)] + L 1t PjJ\t - x)dQi;\x) ' i,j E Sk, (11.4) 
rES O 

gdzie 

c?l(t) = L Qt\t). 
jES 

Tansformacja Laplace'a-Stieltjesa prowadzi do układu równań liniowych 

gdzie 

-(k)( ) , [l -(k)( )] ~ -(k)( )-(k)( ) . . S 
Pij S = Uij - 9; S + 0 qir S Prj S , i, J E , 

rES 

iiiJ\s) = 100 e-stdPt\t), ąi;l(s) = 100 e-stdQi;\t), 

. g;(s) = 100 
e-stdc?\t), c?\t) = L QiJl(t). 

jES 

(11.5) 

Dla rozpatrywanych tu nieodnawialnych elementów systemu zachodzi związek 

Rk(u, t) = L P?\t), 
jEA~(u) 

gdzie A~(u) ={u, . . . , zk}. 
W analizie niezawodności wielostanowych elementów systemu można posłużyć 

się binarną reprezentacją procesu [37]. 
Zdefiniujmy binarne procesy losowe {X;r(t): t ~ O}, i EC, r ES; następująco 

X (t) = { 1 dla X;(t) ~ r 
ir O dla X;(t) < r 

Niech cpj oznacza indykator poziomu niezawodności systemu 

{ 1 dla cp ~ j 
'Pj = O dla cp < j. 
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Z definicji minimalnej ścieżki wynika, że 

,p(Xir(t))= V II Xiy;(t}=l- II (1- II Xiy;(t)). 
y EP j i EC, y i>O yEPj i EN,Yi> O 

Funkcję <pi można przedstawić w postaci wieloliniowej 

m 

<p(Xir(t)) = I>k II Xiai,k(t), 
k=l iECk 

gdzie c1, . . . , Cm są współczynnikami całkowitymi, 0 -=/- Ck ~ C, 1 ~ ai,k ~ zi dla 
każdego i E Sk, 

Zauważmy, że 

Rk(u, t) = E[Xku(t)] = P{Xku(t) = 1} = L P?)(t). 
jEA~(u) 

11.3. Niezawodność systemu nieodnawialnego 
Przyjmujemy, że semi-markowskie procesy losowe {X1(t) : t ~O}, ... , {Xn(t) : 

t ~} są niezależne. Proces stochastyczny {S(t) : t ~ O}, gdzie 

S(t) = <p(X1(t), .. . , Xn(t)) (11.6) 

przyjmujący wartości w zbiorze stanów S = {O, 1, ... , z} opisuje stan obiektu w 
chwili t. Proces ten nie jest procesem semi-Markowa. 

Niech 
T(u) := inf{t: S(t) E A(u)}, 

oznacza czas pierwszego przejścia procesu {S(t) : t ~ O} ze stanu i E A'(u) = 
{u, u+ 1 ... , z} do podzbioru A(u) = {O, 1, ... , z - 1}. Jeżeli S(O) = z z praw­
dopodobieństwem 1, to zmienna losowa T(u) oznacza czas przebywania systemu w 
podzbiorze stanów A'(u). Czas ten będziemy nazywać czasem zdatności systemu 
na poziomie u. Funkcję niezawodności systemu na poziomie u, która jest określona 
wzorem 

R(u, t) = P{T(u) > t} 

można obliczyć korzystając ze wzoru 

R(u, t) = L Pi(t), (11. 7) 
jEA~(u) 

gdzie 

Pi(t) = P{S(t) = j} = P(S(t) E <p-1 (j)) = Ps\(t) ... P:',.(t). (11.8) 
(s1 , ... ,s,.)E,p- 1 (j) 
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11.4. Przykłady wielostanowych systemów nieodnawialnych 
11.4.1. Przykład 1 

Zakładamy, że system składa się z trzech elementów, których stany opisane 
są przez niezależne procesy semi-markowskie {X1 (t) : t ;:::: O}, {X2 (t) : t ;:::: 
O}, {X3(t) : t;:::: O} o zbiorach stanów S1 = S2 = {O, 1, 2}, S3 = {O, 1} oraz jądrach 

[ 
Q~~\ t) O O l [ 1 - e-at O O l 

Q(k)(t) = Q~~\t) Q Q = 1 - (1 + {Jt)e-f3t O 0 

Q~~\t) QW(t) O p[l - (1 + ,t)e--yt] ą[l - (1 + ,t)e-'Ył] O 

(11.9) 
dla k = 1,2, t ~ o, o.,{3,,,p,q > Op+q = 1, P{X(k)(o) = 2} = 1, 

(3l(t)-[Q~~(t) o]_ [1-e-"t o] 
Q - Q~~(t) O - 1 - (1 + 77t)e-11t O ' 

(11.10) 

gdzie t ~ O oraz "',77 > O, P{XC3l(O) = 1} = 1. 
Układy równań (11.4) rozwiązujemy korzystając z programu MATHEMATICA. 

Dla o.= 0.1, f3 = 0.02,, = O.01,p = 0.2, q = 0.8, 17 =O.Ol,"'= 0.1 otrzymujemy 

PJk\t) = 1 - 4e-0·02t + 3e-o.o1t - O.O16te-0·02t - O.O34te-0·01t, 

P?)(t) = 4e-0·02t - 4e-0·01t + O.O16te-0·02t + O.O24te-0·01t, 

pJkl(t) = e-o.01t + O.Olte-o.01t 

dla k = 1, 2 oraz 
PJ3\t) = 1- (1 + O.Olt)e-0·01t, 

P}3\t) = (1 + O.Olt)e-0-01t . 

Zakładamy, że struktura systemu określona jest wzorem 

<p(s)=O dla s=(x1 ,x2,x3)ED0, 
<p(s)=l dla s=(x1,x2,x3)ED1, 
cp(s)=2 dla s=(x1,x2,x3)ED2, 

gdzie 
Do {(O, O, O), (O, O, 1)(0, 1, O), (1, O, O), (1, 1, O), 

(2,O,O),(0,2,1),(O,2,O),(1,2,O),(2,1,O)}, 
D 1 {(1,0, 1), (O, 1, 1), (1, 1, 1), (2,0,0), (0,2, 1)}, 
D2 {(2, 1, 1), (1,2, 1), (2,2, 1)}, 

(11.11) 

(11.12) 

(11.13) 

Na postawie wzoru (11.8) otrzymujemy prawdopodobieństwa stanów systemu 

Po(t) = L Pi~) (t)Pi;l (t)Pi~l (t), 
(x,,x2,X3)ED0 

P1(t) = L Pi~) ( t )Pi;l ( t)Pi~l ( t), 
(x1,x2,x3)ED1 

P2(t) = L PR) (t)Pi;l (t)Pi~) ( t). 
(x1 ,X2,Xs)ED2 
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Korzystając ze wzoru (11.3) otrzymujemy wielostanową funkcję niezawodności sys­
temu 

R(t) = [R(l, t), R(2, t)] = [Pi(t) + P2 (t), P2 (t)]. 

11.4.2. Przykład 2 

Przyjmujemy, że system składa się z dwóch elementów, których stany opisane 
są przez niezależne procesy semi-markowskie {X1(t) : t ~ O}, {X2(t) : t ~ O}, o 
zbiorach stanów S1 = {O, 1, 2, 3, }, S2 = {O, 1, 2, 3, 4} oraz jądrach 

[ 1 -•'' o o 

~]· Q'''(t) - ~ = :-., o o 
1 - e-o.t o 
o 1 - e-o.t 

(11.14) 

[ 1 - ,-o< O o o 

~ I · 1 - e-f3t O o o 
Q<2l(t) = O 1 - e-/3t o o 

o o 1 - e-f3t o 
o o o 1 - e-f3t 

(11.15) 

gdzie t ~ O,a,(3,')',"- > O, P{X(ll(O) = 3} = l,P{X<2l(O) = 4} = 1. 

Funkcja struktury cp określona jest za pomocą tabeli 

Tabela 2. 

I cp li O I 1 I 2 I 3 I 
o o o 1 1 
1 o 1 1 2 
2 1 1 2 2 
3 1 2 3 3 
4 2 2 4 4 

Z tabeli wartości funkcji struktury wynika, że minimalnymi ścieżkami są: 

- na poziomie 1: P 1 = {(O, 2), (1, 1), (1, 2), (2, O), (2, l)}, 

- na poziomie 2: P 2 = {(1,3), (2, 2), (3, l)}, 

- na poziomie 3: P 3 = {(2,2)}, 

- na poziomie 4: P 4 = {(2,4)}. 

Stosując zasadę inkluzji-eksluzji oraz przyjmując, że XirXis = X; max(r,s) otrzy­
mujemy następujące indykatory poziomu systemu (dla skrócenia zapisu pomijamy 
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parametr t): 

'P1 = X12 V X22 V X11X21 V X11X22 V X12X21 = 
= X12 + X11X21 - X12X21 - X11X22 + X12X22, 

'P2 = X11X23 V X12X22 V X13X21 V X13X22 V X11 = 
= X11X23 + X11X22 + Xn, 

cp3 = X12X23 V X13X23 = X12X23 , 
cp4 = X12X24 V X24 = X24. 
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Oznaczmy przez R;(j, t) funkcję niezawodności elementu i na poziomie j. Roz­
wiązując układ równań (2) oraz wyznaczając transformatę odwrotną otrzymujemy 

. 3-j (at)k 
R1(J , t) = exp(-at) L ~' j = 1, 2, 3, 

k=O 

4-j (f3tl 
R2(j, t) = exp(-{3t) L ~, j = 1, 2, 3, 4. 

k=O 

Zatem 

R(l, t) = R1(2, t) + R1(1, t)R2(l, t) - R1(1, t)R2(2, t) - R1(2, t)R2(l, t)+ 
a2{33t5 

+R1(2, t)R2(2, t) = exp(-at)(l +at)+ exp(-(a + /3)t)~, 

R(2, t) = R1(1, t)R2(3, t) + R1(1, t)R2(2, t) + R1(l, t) = 
132 a/32 a2{32 

= exp(-( a+ {3)t) [2 + 2t( a + /3) + ( 2 + 2a/3 + a 2)t2 + (-2- + a 2 {3)t3 + - 4-t4]+ 

a2t2 
+ exp(-at)(l +at+ - 2-), 

R(3, t) = R1(2, t)R2(3, t) = exp(-(a + {3)t)(l +(a+ {3)t + a{3t2), 

R(4, t) = exp(-/3t). 

11.5. Systemy wielostanowe odnawialne 
11.5.1. SM-model elementu 

Zakładamy teraz, że stan niezawodnościowy element k jest opisany przez proces 
semi-Markowa {Xk(t) : t ~ O} o jądrze 

[ 

Q~~)(t) Q~~\t) Q~:~(t) j 
:;;~~~i. ::;;:·:i.·• ••.. :tt'.i (11.16) 

gdzie co najmniej 

Q~~\t) > O dla t > O oraz i E Sk , 



152 11. Systemy wielostanowe o semi-markowskich elementach 

Q~!~(t) > o dla t > o oraz i E sk 

Q~721(t)>O dla t>O oraz i=2, .. . , zk. 

Niech P?\t) = P{Xk(t) = j}, j E Sk, k EC oznacza jednowymiarowy rozkład 
procesu SM opisującego funkcjonowanie elementu o numerze k. 

Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 34, to 

(k) (k) 
(k) . (k)() (k) . (k)() 7rj mj 

Pij = hm Pij t = Pj = hm Pj t = (k) (k) , 
t-,c,o t-,oo ""' 7r. m . 

u ' ' iES 

(11.17) 

00 

gdzie m~k) = J[l - c?l(t)]dt oraz 1rt), i E Sk, jest stacjonarnym rozkładem włożo­
o 

nego łańcucha Markowa {Xk(Tn): n E N0}. Przypomnijmy, że prawdopodobieństwa 
te stanowią rozwiązanie układu równań 

(11.18) 

gdzie p(k) = lim Q(k) (t) 
'1 t-,oo '1 · 

11.5.2. Przykład SM-modelu elementu odnawialnego 

Zakładamy, że Sk = {O, 1, 2, 3} jest zbiorem stanów procesu semi-Markowa sta­
nowiącego model odnawialnego elementu o numerze k. Przyjmujemy, że jądro tego 
procesu ma postać 

[ 

Q~\t) o o 
(k) t _ Q~t\t) Q Q 

Q () - Q~t\t) Q~~)(t) o 
Q~t\t) o Q~t\t) 

(11.19) 

Zakładamy, że elementy tej macierzy mają postać 

(11.20) 

gdzie ct\t), i E Sk jest dystrybuantą rozkładu nieujemnej zmiennej losowej ozna­
czającej czas trwania stanu i. 

W tym przypadku macierz prawdopodobieństw przejścia włożonego łańcucha 
Markowa {X(TAk)) : n E N0 } ma postać 

[ 

(k) Q 
Poo 

(k) 
p(k) _ P10 0 

- (k) (k) 
P20 P21 

(k) Q 
P30 

O P~1 l O (k) 
P13 

(k) . 
O P23 

(k) (k) 
P32 P33 

(11.21) 
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Niech 
p~~) = a;, i= O, 1, 2, 3 

oraz 
(k) - . 2 3 

P;;-1 - ')';, 2 = , · 
Rozwiązanie układu równań (11.19), w którym niewiadomymi są prawdopodobień­
stwa graniczne włożonego łańcucha Markowa ma postać 

(k) al/213 + Cl2')'3 + Cl3 
Ko = M , 

(k) _ (1 - ao),213 
7r1 - M , (11.22) 

(k) (1 - ao),3 
7r2 = M , 

(k) _ (1 - ao) 
7r3 - M , 

gdzie M = (1 - ao + a1),2')'3 + (1 - ao + a2),3 + 1 - ao + a3. 
Graniczne prawdopodobieństwa stanów elementu o numerze k obliczamy korzy-

stając ze wzoru 
(k) (k) 

P (k) = 7rj mj . 0 1 2 3 
J , i= , , , . 

3 (k) (k) E 7r; m; 

(11.23) 

i=O 

11.5.3. Gotowość wielostanowego systemu odnawialnego 

Niech Sk = S = {O, ... , z} dla k = 1, .. . , n. Przyjmujemy, że stany wszyst­
kich elementów systemu modelowane są przez niezależne procesy SM o jądrach 
olłreślonych wzorem (??) oraz rozkładach początkowych P{X(k)(O) = zk} = 1 dla 
k = 1, ... ,n. 

Proces losowy {S(t) : t ?:! O} o wartościach w zbiorze S 

S(t) = efi(X(t)), 

gdzie 
X(t) = (X1(t), ... , Xn(t)) 

opisuje niezawodnościowy stan systemu w chwili t. Jak już wcześniej zauważyliśmy, 
proces {S(t) : t ?:! O} nie jest na ogół procesem semi-Markowa. 

Niech 
P<t>(t ; u)= P{efi(X(t)) =u}= P{S(t) =u}. 

Ponieważ z założenia procesy SM {Xk(t) : t ~ O} są niezależne, więc 

P,p(t; u)= P{(X1(t), ... , Xn(t)) E <p-1(u)} = 

L P;~1\t) ... pt)(t) . 
(i1 , ... ,in)Ecp- 1 (u) 
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Niech 
Pv,(u) = lim Pv,(t; u) . 

t-+oo 

Ze wzoru (11.17) mamy 

Pct,(u) = p(l} p(n) = 
i1 · · · 1.n 

(i1 , ... ,i,.)Eq,-1 (u) 

(1) (1) (n) (n) 

L I: 7r(~) m(~) ... 7r~ mi(n) (n) . 
. . 7r. m. . . . 7r. m. (i,, ... ,t,.)E<p- 1 (u) . Jl Jl _ Jn Jn 

J1ES1 JnES„ 

Zakładamy teraz, że wszystkie elementy systemu opisane są przez niezależne 
procesy semi-Markowa {Xk(t): t ~ O}, k EC= {1, ... n} o identycznych jądrach 
Q(t). Wartość zmiennej losowej 

Ni(t) := #{r EC: Xr(t) = i}, t ~ O, i ES= {O, 1, ... , z} 

oznacza liczbę elementów znajdujących się w chwili t w stanie niezawodności i. 
Wektor losowy 

{(No(t), N1(t), ... , Nz(t)): t ~ O} 

ma rozkład wielomianowy 

P{No(t) = io, N1(t) = i1, ... , Nz(t) = iz} = 

= . 1• ~! . 1 [Po(tW0 [Pi(t)]i1 , .•• , [Pz(t)]i., 
21.22 .... Zz. 

gdzie io + i1 + ... + iz = n, Pu(t) = P{Xk(t) = u}, u ES, k EC. 
Stąd oraz z równości (11.23) wynika 

n i ..,,.iomio..,,.i,mi' ..,,.i,miz 
_ · "0 O "l 1 ···"z z - ( )n . 

· 1 • I • I 21.22 .... Zz- I: 7r;mi 
iES 

Zmienna losowa 

N~u(t):=#{rEC: Xr(t)~u}, t~O, uES={O,l, ... ,z} 

oznacza liczbę elementów systemu których stan niezawodnościowy jest co najmniej 
na poziomie u. Proces losowy 

{N~u(t): t ~ O} 

ma rozkład dwumianowy B(n, P~u(t)), gdzie 

P~u(t) = Pu(t) + ... + Pz(t). 

/ 
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Wielostanowy system naprawialny nazywamy systemem „k z n na poziomie u", 
jeżeli co najmniej k z n elementów jest w stanie niezawodności o poziomie nie mniej­
szym niż u. Współczynnik gotowości takiego systemu określony jest wzorem 

P{N~,,(t) ~ k} = t (~) (P~,,(t))i(l - P~,,(t)t-i. 
j=k J 

Korzystając z centralnego twierdzenia granicznego, dla dużego n i dużego t otrzy-
mujemy 

gdzie 

P{N~,,(t) ~ k} ;:::j 1-cp r , ( k-nP-::au ) 
JnP~,,(1- P~,,) 

n 

I: 7rjmj 
j=u 

P~u = P,, + Pu+l + , .. + Pz = _n __ _ 

I: 7rjmj 
j=O 

oraz <I>(x) jest dystrybuantą standardowego rozkładu normalnego 

X 

<I>(x) = ~ J exp [-~
2

] du. 
-oo 

(11.24) 
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SEMI-MARKOWSKIE MODELE NIEZAWODNOŚCI 
I EKSPLOATACJI 

Procesy semi-markowskie, wprowadzone niezależnie i prawie 
jednocześnie w latach 1954-55 przez P. Levy'ego, W. L. Smitha, 
L. Takacsa, są istotnym uogólnieniem procesów Markowa, dzięki czemu 
dają możliwość konstruowania szerszej klasy losowych modeli, w tym 
modeli niezawodności. Teoria procesów semi-markowskich rozwija się 
nadal intensywnie, a jej aplikacje pozwalają rozwiązać niektóre problemy 
w teorii niezawodności . 

W książce zostały przedstawione elementy teorii procesów 
semi-markowskich o co najwyżej przeliczalnych zbiorach stanów oraz 
zostały podane przykłady zastosowań tych procesów w problemach 
niezawodności i eksploatacji. 

Zostały omówione charakterystyki procesu semi-markowskiego 
takie jak: chwila pierwszego osiągnięcia podzbioru stanów, 
prawdopodobieństwa · przejścia , prawdopodobieństwa graniczne, 
sumaryczny czas przebywania w podzbiorach stanów, proces odnowy 
generowany przez czasy powrotu. Zostały przedstawione różnego rodzaju 
zaburzone procesy semi-markowskie oraz procesy kumulacji. 

Przedstawiono model odnawialnego systemu o stukturze 
szeregowej, model funkcjonowania obiektu realizującego różne zadania, 
model procesu eksploatacji obiektu uwzględniający obsługi 

profilaktyczne, model odnawialnego systemu z zimną rezerwą oraz model 
intensywności użytkowania. 

Została podana definicja funkcji niezawodności obiektu przy 
założeniu, że intensywność uszkodzeń jest procesem stochastycznym 
o określonych własnościach. Badano przypadek semi-markowskiej 
intensywności uszkodzeń. 

Przedstawiono modele systemów wielostanowych, przyjmując 
założenie, że modelami niezawodnościowymi stanów elem_entów są 
szczególne procesy semi-markowskie. 
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