








Rozdziat 11

Systemy wielostanowe
o semi-markowskich elementach

Przedstawimy proste modele nieodnawialnych i odnawialnych systeméw wielosta-
nowych, przyjmujac zatozenie, ze modelami opisujacymi funkcjonowanie elementéw
sg procesy SM o skonczonych zbiorach stan6w. Podejscie takie byto przedstawione
miedzy innymi w pracach [4], [25], [37].

11.1. Struktura systemu

Monotoniczne systemy wielostanowe omawiane byty miedzy innymi w pracach
(4], [26], [32], [37],]47}.

Bedziemy rozwazaé system zlozony z n elementéw ponumerowanych liczbami
naturalnymi, ktére tworza zbior C' = {1,...,n}. Niech S = {0,1,..., 2} oznacza
zbiér stanéw elementu o numerze k € C. Przyjmujemy, ze S = {0,1,...z} jest
zbiorem stanéw systemu. Przyjmujemy, ze stany zbiory stanéw elementow i stanéw
systemu sg uporzadkowane w sensie niezawodno$ci. Stany o numerach z; oraz z
sg stanami pelnej zdatnosci elementéw 1 systemu odpowiednio. Imm mniejsza liczba
naturalna tym mniejszy stopien zdatnosci. Liczba 0 € Sg oznacza stan niezdatnosci
elementu o numerze k, liczba 0 € S oznacza stan niezdatnosei systemu.

Funkcja

w9 x... x5, —8

przyporzadkowuje stanom elementéw stan systemu jako calosci. Funkcje te nazy-
wamy funkcjq struktury niezawodnosdciowej obiektu. Méwimy, ze struktura nieza-
wodnosci obiektu jest monotoniczna, jezeli ¢ jest niemalejaca funkcja kazdego ze
swoich argumentéw oraz ¢(0,...,0) =0,¢(z1,...,2,) = s.

Wektor vy = (y1,%2,...,¥n) € S1 X ... X S, jest wektorem $ciezki na poziomie
j systemu wielostanowego wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢(y) = j. Wektor ten jest
wektorem minimalnej Sciezki na poziomie 7, jezeli nier6wnosé = < y implikuje
nieréwno$¢ ¢(x) < j, gdzie ¢ < y oznacza x; < y; dlai=1,2,...,norazz; < y; dla
pewnego ¢. Zbiér minimalnych $ciezek odpowiadajacy stanowi obiektu j oznaczamy
symbolem Path;, przy czym Pathg = {0}.

11.2. Niezawodno$é nieodnawialnych elementéw systemu

Zakltadamy, Ze stan niezawodnosciowy elementu £ jest opisany za pomoca procesu
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Kolejnym pojeciem, z ktérego bedziemy korzystaé jest rozktad warunkowy
FP(1) = PAXi(t) = 71 Xu(0) = i}, § € 5

i jednowymiarowy rozktad
P(t) = PAXu(t) = 3}, 5 € Sk

Jezeli P{Xc(0) = 2z} = 1, to PX)(t) = PP(1). Funkeje PO(t), 4,5 € S

2 )

spelniajg uktady réwnan calkowych (3.35)

PO(E) = ;11 - P (1) +Z/ PO - 2)dQP (@), ijeS.  (114)

res

G =" P w).

jES

Tansformacja Laplace’a-Stieltjesa prowadzi do uktadu réwnan liniowych
(k ~(k k .
P(s) = 0511 =30 ()] + 3 aP(0)p(s) ij € S, (11.5)
resS
gdzie
~(k < k ~(k < k
By (s) = /0 e=tdPP(r), ¥ (s) = / etdQ(1),
as) = [ eac, 6Po =3 a0
0 j€s
Dla rozpatrywanych tu nieodnawialnych elementéw systemu zachodzi zwigzek
Rt = Y PO,
JEAL ()

gdzie Ay (u) = {u,..., 2}

W analizie niezawodno$ci wielostanowych elementéw systemu mozna postuzyé
sie binarng reprezentacjg procesu [37).

Zdefiniujmy binarne procesy losowe {X;.(t) : t > 0}, i € C, r € S; nastepujaco

(1 dla Xi(t) =
Xirlt) = { 0 dla X,(t) <

Niech ¢; oznacza indykator poziomu niezawodnosci systemu

L dla =7
YITY 0 dla o<
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Z definicji minimalnej $ciezki wynika, ze
pxe@ =V I Yw@=1- ] - J[ Xu@).

ye P, i€Cy;>0 ye Py ieMNy; >0

Funkeje ¢; mozna przedstawié w postaci wieloliniowej

‘10(1\11‘ ch H Xm,k

k=1 i€Cy

gdzie ¢, ..., ¢, sa wspolczynnikami catkowitymi, B # Cp, C C, 1 € a;x < 7 dla
kazdego i € S.
Zauwazmy, ze

Rp(u, 1) = EXp(D)] = P{Xw(t) =1} = > PP().

JEAL(u)

11.3. Niezawodno$¢ systemu nieodnawialnego

Przyjmujemy, ze semi-markowskie procesy losowe {X (1) : ¢t 2 0},...,{X,({) :
t >} sa niezalezne. Proces stochastyczny {S(¢) - t 2 0}, gdzie

S(t) = p(X1(t), .. -, Xu(t) (11.6)
przyjmujacy wartoéci w zbiorze stanéw S = {0,1,...,z} opisuje stan obiektu w
chwili ¢. Proces ten nie jest procesem semi-Markowa.

Niech
T(uw) :=1inf{t: S() € A(u)},

oznacza czas pierwszego przejécia procesu {S(¢) : ¢ > 0} ze stanu i € A'(u) =
{u,u+1...,z} do podzbioru A(u) = {0,1,...,2 — 1}. Jezeli S(0) = z z praw-
dopodobieristwem 1, to zmienna losowa T'(u) oznacza czas przebywania systemu w
podzbiorze stan6w A’'(u). Czas ten bedziemy nazywaé czasem zdatnosci systemu
na poziomie u. Funkcje niezawodnosci systemu na poziomie u, ktora jest okreslona
wzorem

R(u,t) = P{T(u) > t}

mozna obliczyé korzystajac ze wzoru

Ru,t)= > Pi(t), (11.7)
JEAL W)
gdzie
Pit) = P{S(t) =5} = P(S®) € v ")) = Y PLI)...PL(D). (118)

(Sl,...,su)e‘P_l(j)

]
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11.4. Przyklady wielostanowych systeméw nieodnawialnych
11.4.1. Przyklad 1

Zaktadamy, 7e system sklada sie z trzech elementow, ktoérych stany opisane
sy przez niezalezne procesy semi-markowskie {Xi(t) : t > 0}, {Xa(¢) : ¢ >
0}, {X5(t) : ¢ > 0} o zbiorach stanéw S; = S; = {0, 1,2}, 53 = {0, 1} oraz jadrach

S o 0 1—et 0 0
QW) =] QW) o 0| =1]1-@1+80er 0 0
%@ QY@ o plL=(1+t)e™] gl = (1 +t)e™] 0
(11.9)
dlak=12 120, a,8,7,p,9>0p+qg=1, P{IX®(0)=2} =1,
3) -kt
B3 () — (¢ 0| [l—e 0
QY1) = [ ?3)(t) } = [ 1 — (14 gt)e 0] : (11.10)

gdzie 1 > 0 oraz x,n > 0, P{X®)(0) = 1}=1.
Uklady réwnan (11.4) rozwigzujemy korzystajac z programu MATHEMATICA.
Dlaa=0.1,0=0.02,vy=0.01,p=0.2,¢g = 0.8, = 0.01, x = 0.1 otrzymujemy

P{O(t) = 1 — 4e700% 4 37001 — 0,016t — 0.034te %,
PI(t) = 47002 — 4¢700 4 0.016te™0% + 0.024te 70, (11.11)
Pék)(t) — 001t | () O1e 00
dlak =1,2 oraz
PO() = 1—(1+0.01t)e 00,
PO) = (1+0.018)e™00%k
Zaktadamy, ze struktura systemu okreslona jest wzorem

(11.12)

w(s) =0 dla s ={z1,22,13) € Dy,
o(s)=1 dla s=(z1,23,23) € Dy, (11.13)
e(s)=2 dla s=(z1,%2,23) € Dy,

dzi
s Dy = {(0,0,0),(0,0,1)(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),
(2,0,0),(0,2,1),(0,2,0),(1,2,0), (2,1,0)},
D, = {(1)0 1) ( ’ 71) ( 3171) (210)0):(0a2) 1)}7

D2 = {(27 1) )7 (1 27 1)7(2Y27 1)},
Na postawie wzoru (11.8) otrzymujemy prawdopodobiesistwa stanéw systemu

Bty= Y  POOPPW)PE®),
(z1,%2,23)€Dg

P =Y PROPPWOPI®),
(z1,z2,x3)€ D1

Pty = Y. POOPDHPI).

(z1,x2,x3)€ D2

bl
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Korzystajac ze wzoru (11.3) otrzymujemy wielostanows, funkcje niezawodnosci sys-
temu

11.4.2. Przyklad 2
Przyjmujemy, ze system sktada sie z dwéch elementéw, ktérych stany opisane

sa przez niezalezne procesy semi-markowskie {X;(t) : t > 0},{Xa(t) : ¢t = 0}, 0
zbiorach stanéw S; = {0,1,2,3, }, S2 = {0, 1,2, 3,4} oraz jadrach

1—e "t 0 0 0
@ — 1—e % 0 0 0 1

Q (t) 0 1 _ e—at 0 0 ) ( 114)
0 0 1—e 2t
1—et 0 0 0 0
1—eP 0 0 0 0

QY1) =10 L—e? 0 0 0], (11.15)
0 0 1—eb 0 0
0 0 0 1—eP 0

gdzie t > 0,a,8,v,k >0, P{XD(0) =3} =1, P{XP(0) =4} = 1.
Funkcja struktury ¢ okreslona jest za pomocs tabeli

Tabela 2.
0111213
OfNo010j1f1
110111142
2011122
34112133
41212414

Z tabeli wartosci funkeji struktury wynika, ze minimalnymi §ciezkami sa:
- na poziomie 1: P; = {(0,2),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1)},
- na poziomie 2: P, = {(1,3),(2,2),(3,1)},
- na poziomie 3: P3 = {(2,2)},
(2,4)}.

Stosujac zasadg inkluzji-eksluzji oraz przyjmujac, ze X Xis = X max(r,s) Otrzy-
mujemy nastepujace indykatory poziomu systemu (dla skrécenia zapisu pomijamy

k)

— na poziomie 4: P, = {

b
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parametr {):

1= X2V X2 VX1 Xon V X11X99 V X120 X9 =
= X0+ X11Xo1 — X12Xo1 — X11Xos + X12 X0,
w2 = X11Xo3 V X120 X99 V X 13X V X13 X9 V X1y =
= XnXoz + X011 X9 + Xu1,
w3 = X12X03 V X13X03 = X12X03,
vy = X12Xog V Xog = Xog.

Oznaczmy przez R;(j,t) funkcje niezawodnosci elementu 7 na poziomie j. Roz-
wigzujac uklad rownan (2) oraz wyznaczajac transformate odwrotng otrzymujemy

3—j k
. at .
Rl(]7 t) = exp(—at) ( k') ] = 1, 273a
k=0 )
45 k
: 14 .
R2(])t) = exp(_/ﬁt) (i') ) 7= 1)27374'
k=0 ’

Zatem

R(1,6) = Ri(2,8) + Ra(1, £)Ra(1,8) — Ry(1,0)Ra(2,1) — Ry (2, 1) Ry(1, 1)+
+R1(2,t)Ro(2,t) = exp(—at)(l + at) + exp(—(a + ﬂ)t)azf;t57

R(Q,t) - Rl(l,t>R2(3,t) + Rl(l, t)RQ(Q,t) + Rl(l,t) =

2 2 2172
=exp(—(a + B))[2 + 2t(a + B) + (% +2a8 + o?)t* + (% +a*B)t® + %t‘%
+exp(—at)(l+ at + g),

R(3,t) = Ri(2,t)Ry(3,t) = exp(—(a + B)t)(1 + (o + B)t + abt?),
R(4,t) = exp(—ft).
11.5. Systemy wielostanowe odnawialne
11.5.1. SM-model elementu
Zakladamy teraz, ze stan niezawodno$ciowy element k jest opisany przez proces
semi-Markowa {X(t) : t = 0} o jadrze
Qo () QR() - Qv
Q(k)(t) _ ng)(t) gl (t) Q§z1(t)

; (11.16)
k k k
Q) QM - QRn ()
gdzie co najmniej

Qﬁg)(t)>0 dla t>0 oraz i€ Sy,
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QW) >0 dia t>0 oraz i€
Qf.fl](t) >0 dla ¢>0 oraz i=2,...,2.
Niech P]-(k)(t) = P{Xi(t) =7}, j € Sk, k € C oznacza jednowymiarowy rozkiad
procesu SM opisujacego funkcjonowanie elementu o numerze k.

Jezeli spetnione sy zalozenia twierdzenia 34, to

), (k)

*) __ g (k) (k) __ (k) Ty
Py" = Jim B7(t) = P = lim PE(t) = W 7 (11.17)
€S

gdzie mgk) =[1- ng)(t)]dt oraz wﬁ’”, i € Sy, jest stacjonarnym rozkladem wiozo-
0

nego taficucha Markowa { X (7,,) : n € Ng}. Przypomnijmy, ze prawdopodobieristwa
te stanowia rozwigzanie uktadu réwnan

Yoap =x®, jes, Y oaP=1, (11.18)

1€SE jes
gdzie pgc) = lim Qg.c) (t).
t—oo
11.5.2. Przyklad SM-modelu elementu odnawialnego

Zakladamy, ze Sy = {0, 1,2, 3} jest zbiorem stanéw procesu semi-Markowa sta-
nowigcego model odnawialnego elementu o numerze k. Przyjmujemy, ze jadro tego
procesu ma postaé

goo 0 g

. t) 0 0 S (t

QW(t) = %2)( ) *) Q%g)( ) (11.19)
20 (t) Q') 0 . Q(g (t)
90 0 2 (1) Q1)

Zakladamy, ze elementy tej macierzy maja postaé
Q5 =pcP ), (11.20)

gdzie ng) (t), i € Sy jest dystrybuantg rozkladu nieujemnej zmiennej losowe]j ozna-
czajacej czas trwania stanu 1.

W tym przypadku macierz prawdopodobienstw przejécia wlozonego tarcucha
Markowa {X(Tn Nine Ny} ma postaé¢

k k

TRE

k k

0 0 D

p® = P 7 ol (11.21)
I

k k k
e 0 P p%s)
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Niech
P =0, i=0,1,2,3
Ooraz
P =y, i=2,3.

Rozwigzanie ukladu réwnan (11.19), w ktérym niewiadomymi s prawdopodobieri-
stwa graniczne wlozonego laricucha Markowa ma postaé

k) _0aY2Yst Y3+ g
Ty = )

M
O ‘;3)7273, (11.22)
l-«a
7rgk) _ ( Mo)’Ys,
) = (1 ;JQO)’

gdzie M = (1 —ap + 1)y + (1 — ap + a2)ys + 1 — ap + as.
Graniczne prawdopodobieristwa stanéw elementu o numerze k obliczamy korzy-
stajac ze wzoru
7 )
PP =21 i=0,1,23 (11.23)
> i mi®

11.5.3. Gotowo$¢ wielostanowego systemu odnawialnego

Niech Sy = S = {0,...,2} dla k = 1,...,n. Przyjmujemy, Ze stany wszyst-
kich elementéw systemu modelowane sa przez niezalezne procesy SM o jadrach

okreslonych wzorem (?7?) oraz rozkladach poczatkowych P{X®(0) = z} = 1 dla
k=1,...,n

Proces losowy {S(t) : t > 0} o wartoéciach w zbiorze S

gdzie
X(t) = (Xa(t), ..., Xn(t))
opisuje niezawodnosciowy stan systemu w chwili ¢. Jak juz wcze$niej zauwazyliSmy,

proces {S(t) : t > 0} nie jest na og6! procesem semi-Markowa.
Niech

Py(t;u) = P{(X (1)) =u} = P{S(t) = u} .

Poniewaz z zalozenia procesy SM {X(t) : t > 0} sg niezalezne, wiec
Py(tiu) = P{{X1(t), ..., Xa(t)) € ¢ ()} =
= ¥ R PX”( 0.

(i1y0-in)Ep~1(u)
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Niech
Py(u) = lim P,(t;u) .

t—o00

Ze wzoru (11.17) mamy

1 n

Pwy= > PY..PY=
(i2,0in ) €673 ()

I 7 Om® | o

) (n)
i 1 —1(y Z 7'((1) (1 Z 7
(i1,vin)E0™Y( )j1651 jed. " "

Zakladamy teraz, ze wszystkie elementy systemu opisane s3 przez niezalezne
procesy semi-Markowa {X(t) : t > 0}, k € C = {1,...n} o identycznych jadrach
Q(t). Wartoéé zmiennej losowe]

Nty =#{reC: X, (t) =1}, t=20, 1€S={0,1,...,2}

oznacza liczbe elementéw znajdujacych sie w chwili ¢ w stanie niezawodnoéci 1.
Wektor losowy

{(No(t), Nu(t), ..., Ne(t)) = ¢ > 0}
ma rozklad wielomianowy

P{No(t) = ’io, Nl(t) - ’il, sy Nz(t) == ’lz} ==
n!

= _—‘_|[P0( )]m[Pl(t)]ilv RN [Pz(t)]iza

11'22' (2

gdzie ig +i1 + ...+ i, =n, Pu(t) = P{Xx(t)=u},ue s, keC.
Stad oraz z réwnosci (11.23) wynika
thm P{No(t) = io, Nl(t) = il; ey Nz(t) = Zz} =
‘Lo 1.1

n! TEmPrimit . wlmi

= oy .
i1li! (Z mm)
€S

Nou(t) =#{reC: X,(t) 2u}, t20, veS={01,...,2}

Zmienna losowa

oznacza liczbe elementéw systemu ktérych stan niezawodno$ciowy jest co najmniej
na poziomie u. Proces losowy

{Nsu(t): t 20}
ma rozklad dwumianowy B(n, Ps,(t)), gdzie

Psu(t) = Pu(t) + ...+ P(1).

=
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Wielostanowy system naprawialny nazywamy systemem ,k z n na poziomie u”,
jezeli co najmniej k z n elementow jest w stanie niezawodnoéci o poziomie nie mniej-
szym niz u. Wspdlczynnik gotowosci takiego systemu okreslony jest wzorem

PN > 1) = 3 (1) (Pt (1 = Pl

Korzystajac z centralnego twierdzenia granicznego, dla duzego n i duzego ¢ otrzy-
mujemy

k—nP,
P{Ns() 2k} m1-¢ D2 ,
4/ TLPZH(I - qu)
gdzie
n
Z: 5
Pou=Py+ P +.. .+ P=""—
Z e
j=0

oraz ®(z) jest dystrybuantg standardowego rozkladu normalnego

(z) = \/-%_;._/ exp [—‘-ﬂ du. (11.24)
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