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PRACE z DZIEDZINY OPTYMALIZACJI w IBS PAN

K.C. KIWIEL, K. MALANOWSKI, A. ZOCHOWSKI

Wprowadzenie

M etody i algorytmy optymalizacyjne naleza do podstawowych narzedzi
uzywanych w analizie systemowej. Jest wigc rzecza naturalna, ze problemy

zwigzane zoptymalizacja stanowia jeden 2z podstawowych obszaréw prac
prowadzonych w Instytucie Badaf Systemowych PAN. Tradycja takich badan jest
bardzo dluga. Korzenie jej sa znacznie glebsze niz ¢wieréwiecze istnienia Instytutu w
jego obecnej postaci i siegaja do jego poprzednich wcielen: Instytutu Automatyki,
Instytutu Cybernetyki Stosowanej i Instytutu Organizacji i Kierowania. Wyczerpujace
omoéwienie tej tradycji znajduje si¢ w pracy Modelowanie Matematyczne
i Optymalizacja w IBS PAN ([GutS6a]) opracowanej przez prof. Jakuba Gutenbauma
z okazji XX-lecia Instytutu.

W przeciwienstwie do tamtej pracy, niniejsze opracowanie nie jest przegladem
wszystkich kierunkéw badan i rezultatéw z dziedziny optymalizacji uzyskanych przez
pracownikéw Instytutu. Autorzy zdecydowali si¢ na omowienie trzech Kkierunkéw
badan, w ktérych uzyskane wyniki sa, ich zdaniem, najwartosciowsze i najbardziej
perspektywiczne. Za takie kierunki badawcze uznalisSmy:

1. Stabilnosé i wrazliwo$é zadan optymalizacji i sterowania optymalnego,
2. Optymalizacjg¢ ksztaltu ukladéw mechanicznych,

3. Metody obliczeniowe optymalizacji nieréZniczkowalnej i programowania
wielkiej skali.

Zdajemy sobie sprawe, ze wybor ten jest w znacznym stopniu arbitralny i ma
charakter subiektywny. Poza wymienionymi wyzej trzema kierunkami, powstalo
w Instytucie szereg warto$ciowych prac z dziedziny optymalizacji, niektére z nich na
najwyzszym poziomie $wiatowym. Ograniczymy si¢ tutaj jedynie do krétkiego
wzmiankowania o niektérych innych waznych kierunkach badan:

= Sterowanie optymalne dla nier6wnoSci wariacyjnych z zastosowaniem do
wielofazowych zadan typu Stefana

W latach 80-tych w szeregu prac I. Pawlow i M. Niezgddka badali zadania
sterowania optymalnego dla wielofazowych zagadnien typu Stefana, wykorzystujac
oryginalne modele takich zagadniefi w postaci nieréwnosci wariacyjnych. W ich
pracach rozwazano zaréwno aspekty teoretyczne, takie jak istnienie sterowania
optymalnego i warunki konieczne optymalno$ci, jak i problemy aproksymacji.
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Przeprowadzono takze eksperymenty numeryczne. Znaczng cz¢$¢ uzyskanych wynikéw
zawarto w monografii [Paw87].

. Sterowanie’optymalne ukladami dyskretnymi

Badano warunki konieczne optymalnosci dla uktadéw opisywanych nieliniowymi
réwnaniami réznicowymi. Uzyskano uogélniona zasade¢ maksimum, w ktérej ostabiono
zalozenie kierunkowej wypukloéci, wymagane w Klasycznej zasadzie maksimum dla
takich rownan. Wykorzystano t¢ zasad¢ do konstrukcji nowego algorytmu sterowania
optymalnego [NRV83].

" Sterowanie optymalne procesami wieloetapowymi

J. Gutenbaum sformulowal zagadnienie sterowania optymalnego procesami,
skladajacymi si¢ z wielu etapdw, z ktdrych kazdy moze charakteryzowaé si¢ innym
modelem matematycznym z innym wskaznikiem jako$ci. Pokazal jak mozna rozwiazaé
to zadanie w strukturze dwupoziomowej [Gut96b].

= Konstrukcja i analiza algorytméw dla zadan optymalizacji dyskretnej

Osiagnigto znaczace wyniki w konstrukcji algorytméw réznych zadan zatadunku
[DW84, DW87, Wal91] oraz probabilistycznej analizy wlasnosci rozwiazan dla tej
klasy zadan [Szk94, Szk99].

= Optymalizacja wektorowa dla wspomagania podejmowania decyzji

Opracowano proste metody wyznaczania rozwigzan efektywnych zadan
optymalizacji wektorowej, a takze metody uzyskiwania oszacowan tzw.
wspolczynnikow wymiany oraz wektorowych ocen rozwiqzan efektywnych, bez
koniecznosci jawnego wyznaczania tych rozwigzan [Kal94].

% sk %k

Bibliografia podana na koficu opracowania daleka jest od kompletnej, zawiera
jedynie wazmiejsze i bardziej reprezentatywne pozycije. '

1. Stabilnos¢ i wrazliwosé zadar optymalizacji i sterowania optymalnego

W rzeczywistych zadaniach optymalizacji i sterowania optymalnego informacja
o danych ukladu obarczona jest zwykle blgdami. Poza tym dane te moga podlegac
zmianom i zakl6ceniom w procesie sterowania. Takie niedokladne dane procesu
uzywane sa w modelu matematycznym, na podstawie ktérego wyznacza si¢
rozwiazanie, wykorzystywane w uktadzie rzeczywistym. Wobec tego bardzo istotna jest
informacja o zalezno$ci zachowania si¢ uktadu od zmian danych. Zmiany zachowania
moga by¢ mierzone zmianami badz to rozwigzan optymalnych, badz wskaznika jakosci.
Badaniem tej zalezno$ci zajmuje si¢ analiza stabilnosci i wrazliwosci. Zaklada sig, ze
dane ukladu zaleza od pewnego parametru (moze to by¢ parametr skalarny, wektorowy
lub funkcyjny) i bada si¢ wlasno$ci rozwiazan (lub wskaznika jako$ci) traktowanych
jako funkcje parametru. Badania te maja charakter lokalny, dotycza wilasnosci funkcji
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w otoczeniu nominalnej warto$ci parametru (punktu odniesienia). Przy tym analiza
stabilnosci dotyczy ciaglosci odpowiedniej funkcji, natomiast jej rézniczkowalnoscig
zajmuje si¢ analiza wrazliwosci.

Analiza stabilnosci i wrazliwosci jest trudna z dwéch wzgledéw:

/ * w ogolnym przypadku rozwiqzanie optymalne nie jest jednoznaczne, a wiec
odpowiednie odwzorowanie jest wielowartosciowe,

"  wystgpowanie ograniczen typu nieréwnosciowego powoduje, Ze problem jest
niegladki, nawet w przypadku dowolnie gladkich danych.

Powyzsze przyczyny nie pozwalaja na uzycie klasycznej analizy, w szczegdlnosci
klasycznego twierdzenia o funkcji uwiklanej, lecz wymagaja aparatu analizy
wielowartosciowe;j i niegladkiej.

Analiza stabilnosci i wrazliwosci dla zadan optymalizacji zaczela sie rozwija¢ na
Swiecie poczynajac od polowy lat 70-tych. Pierwsze rezultaty dotyczyly skonczenie
wymiarowych zadanh programowania matematycznego. Stopniowo, giéwnie w latach 90-
tych, wyniki te uogélniano na przypadek zadanh nieskoficzenie wymiarowych. Gléwne
zastosowania dotyczyly parametrycznych zadan programowania péinieskoniczonego
i sterowania optymalnego.

Wkiad pracownikéw Instytutu do rozwoju tych badan byt znaczny. Dotyczyt on:

e analizy wrazliwosci i stabilnoSci dla nieliniowych zadan sterowania
optymalnego ukladéw o parametrach skupionych,

® analizy wrazliwosci dla zadan optymalizacji w przestrzeniach funkeyjnych
oraz zadan sterowania optymalnego ukladéw o parametrach rozloZzonych,

e stabilno$ci parametrycznych probleméw optymalizacji wektorowej,

analizy wrazliwosci dla zadan optymalizacji dyskretnej.

Ponizej zostana pokrétce oméwione najwazniejsze prace badawcze oraz uzyskane
wyniki.

1.1. Analiza stabilnosci i wrazliwosci dla nieliniowych zadan sterowania
optymalnego ukiadéw o parametrach skupionych

Prace prowadzone w latach 80-tych dotyczyly wypuklych zadan sterowania
optymalnego dla ukladéw opisywanych liniowymi réwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi. Podano warunki dostateczne stabilnosci lipschitzowskiej oraz
rézniczkowalnosci kierunkowej wzgledem parametru, dla rozwiazan takich zadan.
Uzyskane wyniki zostaly przedstawione syntetycznie w matej monografii [Mal87].

W latach 90-tych, powyzsze wyniki rozszerzono na ogélny przypadek zadan
optymalizacji w przestrzeniach Banacha, przy ograniczeniach stozkowych [Mal93].
Rezultaty te zastosowano w zadaniach sterowania optymalnego ukladéw opisywanych
nieliniowymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Zbadano zaréwno zadania
z ograniczeniami sterowania (lub mieszanymi: sterowanie-stan) [Mal92], jak
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i z czystymi ograniczeniami stanu [Mal95]. Gltéwnym oryginalnym wkiadem do teorii
bylo zbadanie roli zjawiska tzw. niezgodnosci nmorm ("two-norm discrepancy"),
typowego dla nieliniowych zadan sterowania. Dla przezwyciezenia trudnosci
zwiazanych zniezgodnoscia norm, zaproponowano wykorzystanie dodatkowej
informacji o regularnosci rozwiazan, traktowanych jako funkcje czasu. Umozliwilo to
rozpatrywanie zadan sterowania optymalnego na zbiorach zwartych [Mal93, Mal95].

Uzyskane  warunki  dostateczne  lokalnej  lipschitzowskiej  stabilnosci
i rézniczkowalnosci kierunkowej obejmuja regularnoé¢ alfa-aktywnych ograniczen oraz
dodatnia okreslonos¢ hessianu lagranzianu, w punkcie odniesienia. W ostatnich latach
badano konieczno$¢ tych warunkéw [DM99], a takze rézniczkowalno$¢ rozwiazaf
w sensie Bouliganda (silniejsza niz kierunkowa) [Mal0lb]. Uzyskano pelng
charakteryzacjg tych wlasnosci dla zadan z ograniczeniami mieszanymi sterowanie-stan.
Rezultaty te podsumowano w matej monografii [MalO1a].

Uzyskane wyniki teoretyczne znalazly zastosowanie do badania zbieznosci
aproksymacji ciaglych zadan optymalizacji, a takze zbiezno$ci pewnych algorytméw
optymalizacyjnych. W pracach [MBM98] oraz [DHMO00] podano optymalne
oszacowanie predkosci zbiezmosci aproksymacji Eulera dla nieliniowych zadan
sterowania optymalnego, odpowiednio przy ograniczeniach sterowania i stanu.
Oszacowano réwniez optymalnie predko$¢ zbiemosci metody Newtona-Lagrange'a
iteracyjnego rozwiazywania tych samych klas zadan sterowania optymalnego [AM93,
AMO5].

1.2. Analiza wrazliwosci dla zadari optymalizacji w przestrzeniach funkcyjnych
oraz zadan sterowania optymalinego ukiadow o parametrach rozliozonych

W latach 70-tych ukazaly si¢ wazne prace A. Haraux i F. Mignot, w ktorych autorzy
wprowadzili wlasnos¢ wielosciennosci ("polyhedricity™) zbioréw wypuklych w
przestrzeniach Hilberta i pokazali, ze projekcja metryczna na zbioér wieloscienny jest
kierunkowo rézniczkowalna. Scharakteryzowali réwniez posta¢ rézniczki kierunkowe;j.

Te wyniki stanowily punkt wyjscia dla szeregu pionierskich prac dotyczacych
réimiczkowalnosci rozwiazan kwadratowych zadan sterowania optymalnego,
z liniowymi ograniczeniami sterowania, dla ukladéw o parametrach roziozonych
[Sok85, BnOS85, Sok87]. W pracach tych po raz pierwszy pokazano, ze pochodna
kierunkowa rozwiazania optymalnego moze by¢é wyznaczona jako rozwiazanie
pomocniczego, liniowo-kwadratowego zadania sterowania optymalnego. Wiasnos$¢ ta
ma charakter ogélny i odnosi si¢ do bardzo szerokiej klasy zadafi sterowania
optymalnego. W szczegélnoéci, wynik ten pozwolil na przeprowadzenie analizy
wrazliwoéci dla szeregu zadan sterowania optymalnego ukladéw opisywanych
réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi réznych typéw [BnOS85, LaS91, RS91].

Kontynuujac t¢ tematyke, w latach 90-tych prowadzono badania nad zbiorami
posiadajacymi wilasno$¢ wielo$ciennoséci oraz postaciami stozkéw stycznych do tych
zbiorbw [RS93a, RS93b, RS00]. Prace te dotyczyly zbior6w wypuklych
w przestrzeniach  Sobolewa,  Lizorkina-Triebela i  Besova.  Korzystajac
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z zaawansowanego aparatu teorii potencjalu, w tym takze potencjalu nieliniowego,
uzyskano pelna charakteryzacje stozkéw stycznych. Wyniki te s3 nowatorskie w skali
Swiatowej i moga znaleZ¢ waine zastosowania w analizie wrazliwo$ci dla zadan
optymalizacji z r6znymi ograniczeniami typu nieréwnosciowego. '

Prekursorski charakter maja wyniki dotyczace wrazliwosci dla zagadniefi
kontaktowych i sprezysto-plastycznych w obszarach ze szczelinami. Wykorzystujac
oryginalne modele matematyczne takich zagadnien, zawarte w monografii [KhS97],
w pracach [KhS99, KS00, HKS01, KhOS02] badano problemy wrazliwosci
w przypadku kontaktu bez tarcia na szczelinie. Uzyskano rozszerzenie tzw. kryterium
Griffitha dla szczelin z warunkami nieliniowego kontaktu, co prowadzi do nowych
interpretacji mechanicznych. Wyniki, znane dotychczas w mechanice, zakladaly liniowe
warunki brzegowe na szczelinie, ktore nie opisuja adekwatnie kontaktu pomiedzy
brzegami szczeliny.

Z punktu widzenia matematycznego, badanie wrazliwosci dla szczelin polega na
wyznaczeniu pierwszej pochodnej energii sprezystej, zwiazanej z rozwazanym
zadaniem, wzgledem zaburzen ksztaltu brzegu szczeliny. Jest to wigc problem bardzo
podobny do badania wrazliwo$ci optymalnej wartoéci funkcjonatu jakosci w zadaniach
optymalizacji. Zasadnicza réznica polega na tym, ze ze szczeling zwigzana jest
osobliwo$¢ rozwiazan réwnan czastkowych i wynik analizy wrazliwo$ci wymaga albo
precyzyjnej znajomo$ci takiej osobliwo$ci albo stosowania opisu w postaci calek
niezaleznych od drogi catkowania.

Uzyskane wyniki moga by¢ wykorzystywane do dalszych, waznych z punktu
widzenia praktycznego, badan nad identyfikacjg szczelin, modelowaniem ich rozwoju,
a takze optymalizacja ksztaltu w obszarze ze szczelinami. Problemy te wiaza sie Scisle
z analiza wrazliwos$ci pierwszego i drugiego rzedu dla energii sprezystej. Wymaga to
w szczegblnoséci rozszerzenia klasycznej teorii optymalizacji ksztaltu na obszary ze
szczelinami. Uzyskano oryginalne wyniki dotyczace pochodnych kierunkowych
funkcjonatéw jakosci w takich obszarach [FS00]. Stanowig one podstawe do dalszych
prac nad wyznaczeniem drugiej pochodnej energii ze wzgledu na ksztalt szczeliny, przy
zatozeniu kontaktu pomiedzy brzegami szczeliny.

Podjeto réwniez tematyke dobrego postawienia (well-posedness) abstrakcyjnych
zadan optymalizacji warunkowej. Tematyka ta ma istotne znaczenie przy badaniu
zbieznosci metod obliczeniowych optymalizacji. W pracach [Bed82, BP92a, BP92b]
zbadano zwiazki pomiedzy réznymi uogdlnieniami pojecia dobrego postawienia
zadania. Udowodniono réwnowazno$¢ dobrego postawienia w sensie Tichonowa
(zbiezno$¢ ciagéw minimalizujacych) i w sensie Hadamarda (ciaglo$¢ rozwiazan ze
wzgledu na zaburzenia danych).

1.3. Stabilnos$¢ parametrycznych probleméw optymalizacji wektorowej

W dziedzinie optymalizacji wektorowej, gdzie optymalizacji podlega nie funkcjonat
lecz operator przyjmujacy wartoéci w pewnej przestrzeni czgsciowo uporzadkowanej,
zZwanej przestrzenia ocen, badania stabilno$ci i/lub wrazliwo$ci sa znacznie trudniejsze
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i mniej zaawansowane niz w przypadku optymalizacji skalarnej. Zostaly one rozpoczete
stosunkowo niedawno i wiele probleméw pozostaje otwartych. Tematyka badan
prowadzonych w Instytucie koncentrowata si¢ wokét nast¢pujacych zagadnien:

= Pojegcie dobrego postawienia zadania dla probleméw optymalizacji wektorowe;j

Wprowadzono nowe podejscie do badania dobrego postawienia zadania
wykorzystujace wlasnosci epsilon-rozwiazan probleméw wektorowych. Dla problemow
dobrze. postawionych uzyskano oryginalne wyniki dotyczace stabilnosci rozwigzan
w przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych [Bed86, Bed94, Bed96].

=  Stabilno$é punktéw minimalnych

Podano warunki dostateczne ciagloSci punktéw minimalnych (w sensie
odwzorowan wielowartoSciowych) w przestrzeniach liniowo topologicznych bez
zatozenia zwartosci zbioru dopuszczalnego. W ten sposéb uogoélniono istniejace wyniki
oraz poszerzono klas¢ =zastosowan, szczegélnie jesli chodzi o przestrzenie
nieskoriczenie wymiarowe. Badania te wymagaly zdefiniowania nowych pojeé
wiasciwej minimalnosci oraz wzmocnionej wlasnosci dominacji. Wprowadzono pojecie
punktu $ci§le minimalnego [Bed01], ktére scharakteryzowane zostalo za pomoca
cigglosci przekrojéow zbioru wzgledem stozka i znalazto dalsze zastosowania przy
badaniu spdjnosci zbioru punktéw minimalnych. Ponadto wprowadzono wiasnosé
zawierania [Bed86], ktéra dla szerokiej klasy problem6éw, stanowi wzmocnienie
klasycznej wlasno$ci dominacji. Podane charakteryzacje pokazuja, ze wlasno$é
zawierania moze by¢ uwazana za wektorowy odpowiednik poj¢cia silnego minimum
wystepujacego w optymalizacji skalarnej [Bed95, Bed96, Bed01].

= QOgoblne aspekty teorii optymalizacji wektorowej

Rozwazano jeden z podstawowych probleméw optymalizacji wektorowej, jakim
jest gestosé punktow wila$ciwie minimalnych w zbiorze punktow minimalnych. Podano
warunki gestosci punktéw bedacych wynikiem skalaryzacji oraz punktéw wlasciwie
efektywnych w sensie Heniga w zbiorze punktéw minimalnych, dla szerokiej klasy
stozkéw, ktérych wierzchotki sa punktami ciagglosci (PC points). Wynik ten stanowi
uogélnienie wielu znanych twierdzen [BS98a, BS99]. W celu badania wrazliwo$ci
w optymalizacji wektorowej zajmowano si¢ problemami rézniczkowania odwzorowan
wielowarto$ciowych. = Wprowadzone  pojgcie  epi-pochodnej  odwzorowania
wielowarto$ciowego, ktére pozwolilo uzyska¢ nowe warunki optymalnosci i kryteria
wrazliwosci w optymalizacji wektorowej [BS98b].

» Lipschitzowska i holderowska cigglos¢ punktéw minimalnych

Uzyskane w tej dziedzinie wyniki sg calkowicie oryginalne zarobwno w odniesieniu
do zadan programowania wielokryterialnego jak i ogélnych probleméw optymalizacji
wektorowej. Dla ich sformulowania zdefiniowany zostal rzad zawierania [Bed02]. Rzad
zawierania jest funkcja rzeczywista jednej zmiennej rzeczywistej i jest miara dominacji
oraz odst¢pu od minimalnosci jako funkcji odlegtosci od zbioru punktéw minimalnych.
Wiasnosci tej funkcji wykazuja wiele analogii z wlasnoéciami takich funkcji, znanych
w analizie funkcjonalnej i optymalizacji skalarnej, jako modul jednostajnej wypuktosci
czy funkcja radialnej regularyzacji. Podstawowym wymaganiem, jakie musi spemiaé
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rzad zawierania dla zapewnienia hélderowskiej ciaglosci punktow minimalnych jest
dostatecznie szybki wzrost dla argumentéw bliskich zera. W przypadku, gdy wzrost ten
jest szybszy niz, np. liniowy, a zaburzenia problemu sg lipschitzowskie, otrzymujemy
lipschitzowo$§¢ goérna punktéw minimalnych. Uzyskane wyniki nie wymagaja
niepusto$ci wnetrza stozka definiujacego porzadek [Bed(00, Bed02].

1.4. Analiza wrazliwosci dla zadar optymalizacji dyskretnej

Ze wzgledu na specyfik¢ zadan optymalizacji dyskretnej, metodologia stosowana
przy badaniu zalezno$ci rozwiazan tych zadan od parametru znacznie odbiega od
metodologii wykorzystywanej w podobnej analizie dla ukladéw ciaglych. W miejsce
analizy ciaglosci lub rézniczkowalnosci odpowiednich funkcji, szczegélng role
odgrywaja tu badania obszaru danych, w ktérych ustalone rozwiazanie pozostaje
optymalne. W literaturze dotyczacej optymalizacji dyskretnej, badania takie nosza
nazw¢ analizy wrazliwosci.

Najwczesniejsze prace tej dziedziny pojawily si¢zw literaturze Swiatowej w
potowie lat 70-tych. Do tych prekursorskich prac nalezat artykul [Lib77a}, gdzie po raz
pierwszy sformulowano problem wyznaczania obszaru niewrazliwosci rozwiazania
optymalnego dla linowego zadania programowania catkowitoliczbowego. Obszar taki
jest rozumiany jako maksymalny podzbiér danych, dla ktérych rozwiazanie nie ulega
Zmianie.

W pracach [Lib77a] i [Lib77b] podano opis obszaru niewrazliwosci dla zadania
maksymalnego skojarzenia w grafie oraz dla calkowitoliczbowego zadania zaladunku,
a w pracy [Lib91b] przeprowadzono peing analize wrazliwosci dla rozwiazania zadania
wyznaczania bazy o minimalnej wadze. W pracach [Lib91a, Lib93, LPSV98] zbadano
rozne aspekty analizy wrazliwoéci dla symetrycznego zagadnienia komiwojazera.
Uzyskano m.in. przyblizone opisy podzbioréw obszaréw niewrazliwosci, wyznaczono
tzw. promienie stabilnosci rozwiqzan optymalnych oraz oszacowano tolerancj¢ wag
krawedzi grafu, ze wzgledu na dane rozwiazanie. Zadanie komiwojazera pozostaje
jednym z nielicznych probleméw silnie NP-trudnych, dla ktérych istnieja w literaturze
tego typu rezultaty. Rozprawa [Lib93] stanowi jedyna polskojezyczng monografie
poswiecong analizie wrazliwo$ci dla zadanh optymalizacji dyskretne;.

Bliskie analizie wrazliwosci sa badania strategii postgpowania w przypadku zadan
z niedokladnie okreslonymi danymi. Prace [Lib80] i [Lib81] naleza do
najwczesniejszych w literaturze, w ktérych podano metody wyznaczania tzw. rozwiqzan
odpornych dla zadahn optymalizacji dyskretnej. W pracach [Lib99, Lib00a, Lib00Ob]
zaproponowano metody badania jako$ci rozwigzan dopuszczalnych optymalizacji
dyskretnej, w zalezno$ci od zaburzenn danych. Podano sposoby wyznaczania bledow
optymalnosci ustalonego rozwiazania dopuszczalnego jako funkcji normy zaburzen.
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2. Optymalizacja ksztaltu ukiadéw mechanicznych

Zachowanie si¢ obiektéw fizycznych oraz przebieg wielu zjawisk opisywane s
réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi (RRC). Dotyczy to na przyklad wszystkich
sytuacji, gdy mamy do czynienia z przeplywami cieczy, rozchodzeniem si¢ fal lub
ciepla oraz odpowiedzia ukladu sprezystego na zadane wymuszenia. Na rozwigzanie
RRC mozna wplywaé poprzez zmiang prawej strony rownania lub ukiadu réwnan,
warunkéw brzegowych oraz modyfikacje obszaru, w ktérym te réwnania sa okreslone.
Tym ostatnim przypadkiem zajmuje si¢ dziedzina optymalizacji ksztaltu.

Optymalizacja ksztattu stanowi wazny etap w projektowaniu i konstrukcji obiektow
technicznych. Dla przykiadu cze$¢ samolotowa lub samochodowa musi spehiaé $ciste
wymagania dotyczace wytrzymaloéci i zachowania si¢ pod obcigzeniem, a jednocze$nie
mozliwie malo wazy¢. W jezyku sformalizowanym zadanie optymalizacji ksztattu
polega w tym przypadku na znalezieniu geometrii struktury, ktéra minimalizuje zadany
funkcjonat jakosci (tutaj objeto$¢), spemiajac jednocze$nie pewien zbiér warunkéw,
dotyczacych np. minimalnej grubosci (ograniczenia geometryczne), naprezen
i przemieszczen (reprezentowanych ograniczeniami funkcjonalnymi).

Przez geometrie struktury rozumie si¢ tu zajmowany przez nia obszar w przestrzeni.
W trakcie optymalizacji obszar ten jest modyfikowany, przy czym rozréiniamy dwa
mozliwe przypadki:

e Topologia obszaru jest ustalona, np. jest to by¢ zbiér jednospojny, co oznacza, ze
istnieje ciagle odwzorowanie pomiedzy wszystkimi obszarami dopuszczalnymi.
Taka optymalizacja zajmuje si¢ klasyczna optymalizacja ksztaltu.

e Topologia obszaru moze ulec zmianie, np. w trakcie procesu optymalizacji pojawia
sie otwor lub zlanie si¢ fragmentéw brzegu. Nie ma w takim przypadku ciaglych
przej$¢ pomigdzy wszystkimi obszarami dopuszczalnymi i nalezy stosowaé
odmienne metody, ktére stanowig domene optymalizacji topologicznej.

Bardzo szczegélne zadania optymalizacji ksztaltu rozwiazywano od dawna, jednak
swoj rozw0) dziedzina ta zawdziecza pojawieniu si¢ mozliwosci efektywnego
przyblizania rozwiazan RRC przy uzyciu metod numerycznych i komputeréw. Dotyczy
to ostatnich 30 lat i przez wigkszg cze$¢ tego okresu biora w nim udziat pracownicy IBS
PAN, a w szczeg6lnosci A. Mysliniski, J. Sokolowski i A. Zochowski.

2.1. Klasyczna optymalizacja ksztaltu

W obszarze tym nalezy wyr6zni¢ kilka nurtéw. Typowej analizy wrazliwosci
wzgledem wariacji obszaru dotycza publikacje J. Sokolowskiego ze
wspélpracownikami poswiecone réwnaniom eliptycznym, dla przykladu [SoZol85,
BnS95, Sok97]. Ostatnim wynikiem jest tutaj praca [BuHSZ01], formulujaca bardzo
ogdlne warunki ciaglej zaleznosci rozwiazan ukladu réwnan teorii spre¢zystosci od
zaburzen brzegu dziedziny okre§lonosci. Podobne problemy, ale dla réwnan typu
parabolicznego, rozpatrywane sa w [Sok88a, Ga$92, HS94]. Duza czg$¢ cytowanych
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wynikow podsumowana zostala w monografii [SoZol92], w ktérej podano ogdlng
metode badania wrazliwosci ze wzgiedu na ksztalt obszaru catkowania dla wszystkich
typow réwnar, w oparciu o podej$cie wykorzystujace pole predkosci oraz pochodna
ksztattu i pochodna materialna rozwigzania. Oryginalnym wkladem tej ksigzki jest
zastosowanie powyzszej metodologii do nieréwnosci wariacyjnych. Monografia ta jest
dotad jedynym na $wiecie Zrédlem, zawierajacym wyczerpujacy opis wynikéw
dotyczacych podstaw klasycznej optymalizacji ksztaltu.

Tego samego nurtu dotycza prace A. Zochowskiego [ZochM83, ZM84, Zoch8$,
Zoch92a] wprowadzajace podejécie oparte na tzw. transformacji harmonicznej. Zostaly
one podsumowane w czesci monografii [Zoch92b] oraz pracy [Zoch98a]. Podejscie to
umozliwia traktowanie w jednolity sposéb zaréwno probleméw posiadajacych
rozwiazania regulame, jak i zadafn z osobliwosciami. Ponadto jest ono dogodne
w implementacji numerycznej ze wzgledu na duza stabilno$¢ i fakt, ze definiuje
jednocze$nie wariacj¢ brzegu oraz wynikajaca z niej zmian¢ dyskretyzacji (triangulacji)
obszaru.

Przy okazji realizacji algorytméw tworzacych metodg¢ transformacji harmonicznej
powstalo szereg prac dotyczacych metod numerycznych zwiagzanych z generowaniem
triangulacji [ZochH89] oraz podwyzszaniem dokladnoéci rozwiazan dla zadan
z osobliwoéciami [Zoch96a, Zoch96b, Zoch97].

Nastepnym nurtem w obszarze klasycznej optymalizacji ksztaltu sa prace
A. Myslinskiego zwiazane z problemami nierézniczkowalnymi i kontaktowymi. Zadania
nier6zniczkowalne dotycza probleméw z punktowymi ograniczeniami na stan (np. na
maksymalne ugigcie plyty) oraz problem6éw wrazliwosci wartosci wiasnych operatorow
eliptycznych na zmian¢ parametréw (drgania plyty). Do tematyki tej naleza prace
[MysS85, Mys85, Mys90]. A. Myslinski zajmowal si¢ rowniez analiza wrazliwosci dla
probleméw kontaktowych oraz probleméw opisywanych nieliniowymi réwnaniami
teorii termosprezystosci [Mys94, Mys96b, Mys97, MysPR98, Mys00]. Podstawowym
stosowanym tu podej$ciem byla metoda obszaréw fikcyjnych. Réwniez tu, przy okazji
konstrukcji algorytméw numerycznych, opracowano we wspélpracy z A. Zochowskim
pewne nowe podejécia [ZochMy91, MysZ00].

Ostatnim nurtem wartym wymienienia sa prace J. Sokolowskiego i jego
wspélpracownikéw  zawierajace  oryginalne wyniki ~modelowania  szczelin
wystepujacych w ciele statym, ktére zostaly podsumowane w monografii [KhS97]. Sa
one kontynuowane w pracach [Kh§99, KS01, HKS01, KhOS02). Badania te dotycza
wplywu wzrostu dlugosci szczelin na energie sprezysta. Oryginalno$é wynikéw polega
na tym, ze uwzgledniono po raz pierwszy nieliniowe warunki kontaktu pomigdzy
brzegami szczeliny, co umozliwia fizycznie adekwatny opis zjawiska. Rozszerzono
klasyczna optymalizacje ksztaltu na obszar ze szczelinami [FS00], co wymagato
zastosowania specjalnych metod ze wzgl¢du na osobliwosci rozwiazan.

Grudzien, 2001 79



K.C. KIWIEL, K. MALANOWSKI, A. ZOCHOWSKI/

2.2. Optymalizacja topologiczna

Na szczegblng uwage zastuguja prace J. Sokolowskiego i A. Zochowskiego
dotyczace optymalizacji topologicznej [SZ99a, SZ99b, SZ99¢c, SZ01a, SZ01b]. Oparte
sa one na oryginalnym, wprowadzonym przez autoréw, poj¢ciu pochodnej
topologicznej. Stosuje si¢ w nich analiz¢g asymptotyczna rozwigzan - réwnan
rézniczkowych czastkowych ze wzgledu na maly parametr, opisujacy zaburzenie
geometrii obszaru catkowania, zmieniajace jego topologie (np. promiefi pojawiajacego
siec oftworu). Pierwszy skladnik asymptotyki mozna utozsamia¢é z pochodna
topologiczng. Istotng czgScia uzyskanego wyniku jest podanie analitycznych wzoréw
wyrazajacych pochodna topologiczng ogélnych catkowych funkcjonaléw jakosci, dla
réwnan i ukladow eliptycznych, za posrednictwem stanu i stanu sprz¢Zonego. Pozwala
to na tatwe obliczanie pochodnej i jej efektywne wykorzystanie w obliczeniach
numerycznych. Z punktu widzenia teorii optymalizacji ksztaltu, znajomo$¢ pochodne;j
topologicznej umozliwia sformutowanie nowych warunkéw koniecznych optymalnosci.
W klasycznej teorii warunki takie uwzgledniaja tylko wariacj¢ brzegu obszaru. Nowe
warunki dotyczace takze jego wnegtrza sa istotnie silniejsze.

Pochodna topologiczna pozwala w efektywny sposéb ocenia¢ wplyw istnienia
malych pustych obszaréw ciala sprezystego lub przewodzacego. Z tego wzgledu
podejscie to moze znajdowac zastosowanie w zadaniach odwrotnych (identyfikaciji), np.
stuzac do szybkiego generowania danych treningowych dla sieci neuronowych lub
oceny rozwiazan w algorytmach genetycznych.

Opisane powyzej metody sa juz wykorzystywane w zagadnieniach numerycznego
rozwiazywania zadan optymalizacji ksztattu i identyfikacji.

3. Metody obliczeniowe optymalizacji nierézniczkowalnej

i programowania wielkiej skali

Wiele probleméw sterowania i podejmowania decyzji prowadzi do zadan
optymalizacji nierézniczkowalnej, w ktérych wystepuja funkcje nie posiadajace
ciaglych pochodnych czastkowych. Na przyklad, zastosowanie teorii dualnosci i technik
dekompozycji do sterowania zlozonych systeméw generuje podproblemy koordynaciji w
postaci zadan optymalizacji niegladkiej. Zadania tego typu pojawiaja si¢ tez przy
rozwiazywaniu trudnych probleméw programowania dyskretnego i stochastycznego.
Innymi przykladami zastosowan sa: optymalizacja ksztaltu konstrukcji mechanicznych,
sterowanie ukladami o parametrach rozlozonych ze swobodna granica, poszukiwanie
punktéw réwnowagi, rozwigzywanie nieréwnos$ci wariacyjnych itp.

Og6lne metody minimalizacji funkcji lokalnie lipschitzowskich wymagaja jedynie
wyznaczania warto$ci funkcji celu i ograniczen oraz ich subgradientéw (uogélnionych
gradientow) w zadanych punktach prébnych. Metody te s3 rozwijane na $wiecie od
polowy lat sze$édziesiatych. Poczatkowe badania koncentrowaly si¢ na prostych
algorytmach subgradientowych. W polowie lat 70-tych wprowadzono metody spadku
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dla zadan niegladkich. Ostatnie dwie dekady byly okresem intensywnego rozwoju
metod optymalizacji nierézniczkowalnej.

Wklad pracownikéw Instytutu do rozwoju tych badaf byt znaczacy w skali
$wiatowej. Mozna tu wyr6znié nastgpujace kierunki:

3.1. Ogéine metody spadku dla zadar optymalizacji nier6zniczkowalnej

Od poczatku lat 80-tych badano metody spadku dla zadan optymalizacji z
funkcjami lokalnie lipschitzowskimi. Wprowadzono algorytmy spadku z selekcjq i
agregacja subgradientéw [Kiw83, Kiw85c] oraz opracowano ogdlna teorie¢ zbieznosci
takich metod [Kiw85d]. Prace te odkryly podstawowe mechanizmy, na ktérych oprzeé
mozna konstrukcje skutecznych algorytméw rozwiazywania zadan niegladkich; byly
one wykorzystywane przez licznych uczonych rozwijajacych te idee i ich zastosowania.
W latach 90-tych przedstawiono ulepszone metody dla zadan niewypuklych [Kiw96d],
rozszerzajac na przypadek nier6zniczkowalny techniki ograniczonego kroku oraz
Levenberga-Marquardta. Podano pierwsze oszacowanie efektywnosci metod spadku dla
zadan wypuklych [Kiw00].

3.2. Metody spadku dla zadar optymalizacji nier6zniczkowalnej o szczegdinej
strukturze

Wprowadzono i przeanalizowano algorytmy dla zadan o specyficznych strukturach
wystepujacych w wielu zastosowaniach. Obejmuja one m.in. optymalizacj¢ wartoéci
osobliwych uktadéw sterowania [Kiw86a], uwzglednienie ograniczen metoda doktadnej
funkcji kary [Kiw85b, Kiw9la], zadania wiclokryterialne [Kiw85a], dekompozycije
zadan wielkiej skali [Kiw87a], zadania optymalizacji quasi-rézniczkowalnej [Kiw84,
Kiw86b, Kiw88b], oraz zadania ciaglego minimaksu [Kiw87b]. Czgéé tych badan
podsumowano w monografii [Kiw88a]. Wprowadzono takze metod¢ z przyblizonymi
rozwiazaniami probleméw pomocniczych dla zadaf wypuklych wielkiej skali [Kiw95a],
specjalne metody dla relaksacji Lagrange'a zadan optymalizacji dyskretnej
[GrKKN+01, FKO00], oraz metod¢ dla wieloetapowych ~zadan programowania
stochastycznego z prawdopodobiefistwami zaleznymi od decyzji poprzedniego etapu
[KRR99].

3.3. Przyspieszenie zbieznosci metod spadku w optymalizacji
nieréZniczkowalnej

Wprowadzono techniki przyspieszania zbieznosci metod spadku dla optymalizacji
nierézniczkowalnej, wykorzystujace idee metod elipsoidalnych [Kiw89b], informacji
rozniczkowej drugiego rzedu [Kiw90], oraz metody Newtona dla plaszczyzn
odcinajacych [Kiw91b].

3.4. Algorytmy programowania kwadratowego dla metod optymalizaciji
nierézniczkowalnej

Zaproponowano szereg wyspecjalizowanych algorytméw programowania
kwadratowego, majacych kluczowe znaczenie dla efektywnej implementacji metod
spadku optymalizacji nier6zniczkowalnej. Obejmuja one algorytmy z faktoryzacja
Choleskiego [Kiw86c] i faktoryzacja ortogonalng [Kiw89a]. Wprowadzony poOzniej
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algorytm z oszczedng faktoryzacja Choleskiego [Kiw94] umozliwia stabilne
numerycznie implementacje dla zadan wielkiej skali. Wykorzystanie analizy
wrazliwosci regularyzowanych zadan programowania kawalkami liniowego stworzylo
jednolite podejécie [Kiw95c] do rozwiazywania zadan generacji kierunku w metodach
proksymalnych i poziomicowych optymalizacji nierézniczkowalne;.

3.5. Metody poziomicowe optymalizacji nier6zniczkowalnej

Wprowadzono implementowalne (czyli wymagajace ograniczonej pamieci i naktadu
obliczen w pojedynczej iteracji) metody poziomicowe dla zadan optymalizacji
wypuklej, rozwigzywania nieréwnosci wariacyjnych i poszukiwania punktéw
siodtowych [Kiw95d].

Zaproponowano jednolite podejScie do analizy efektywno$ci i implementacji
subgradientowych metod z rzutami na przyblizenia zbioréw poziomicowych funkcji
celu [Kiw96b, Kiw96c] obejmujace wykorzystanie obliczen réwnoleglych w przypadku
zadan wielkiej skali. Podej$cie to wykorzystuje idee metod blokowych z ograniczeniami
zastgpczymi (zagregowanymi) dla wypuklych probleméw dopuszczalnosci [Kiw95b,
KLo097].

Wprowadzono globalnie zbiezne poziomicowe metody spadku dla zadan
minimalizacji wypuklej z ograniczeniami liniowymi [BrKL95].

3.6. Metody ptaszczyzn tnacych w srodkach analitycznych

Prowadzono prace nad wykorzystaniem metod punktu wewngtrznego Karmarkara w
optymalizacji nier6zniczkowalnej. Opracowano wariant metody §rodkéw analitycznych
dla wypuklych zadan nierézniczkowalnych [AnK96]. Wykazano zbieznosé globalna
i podano oszacowanie efektywnosci takich metod [Kiw96a, Kiw97a].

3.7. Metody z regularyzacja i rzutami Bregmana

Wprowadzono szereg efektywnych algorytméw z regularyzacja i rzutami Bregmana
do rozwigzywania wypuklych zadan niegladkich. Algorytmy te opieraja si¢ na tzw.
uogdlnionych funkcjach Bregmana [Kiw97b], generujacych uogélnione odleglosci
i odpowiadajace im rzuty Bregmana, ktére uwzgledniaja w naturalny sposéb typowe
ograniczenia zadania. Zbadano metody proksymalne z regularyzacja Bregmana
[Kiw97d, Kiw99], otrzymujac w szczegolnosci niekwadratowe metody mnoznikéw dla
zadan programowania nieliniowego, oraz metody subgradientowe z nieortogonalnymi
rzutami na przyblizenia zbioréw poziomicowych funkcji celu [Kiw98b]. Do
rozwigzywania pojawiajacych si¢ przy tym podprobleméw sci§le wypuklych
z ograniczeniami liniowymi zaproponowano specjalne metody relaksacyjne [Kiw97b,
Kiw98a), przydatne dla zadan wielkiej skali.

3.8. Skuteczne algorytmy subgradientowe

Wprowadzono subgradientowe algorytmy rzutowe typu ballstep [GoK99, KLL99]
do rozwiazywania wypuklych zadan niegladkich. Sg to pierwsze warianty metod
subgradientowych zaréwno zbieine teoretycznie przy minimalnych zalozeniach, jak
i skuteczne w praktyce. Podano oszacowania efektywnosci dla wielu wersji metod,
w tym dla wariantéw uzyskujacych przyspieszenie zbiezno$ci dzigki technikom takich
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rzutéw [Kiw97c]. Zbadano zbieznos¢ i efektywnos$¢ ogolnej metody subgradientowe;j
[Kiw01] dla minimalizacji funkcji quasi-wypuklej na zbiorze wypuklym w przestrzeni
Hilberta. Uogdlniono i rozszerzono przy tym szereg wynikéw o zbieznosci stabej lub
silnej generowanego ciagu przyblizen do uogdlnionego zbioru rozwiazan nawet wtedy,
gdy rozwiazania klasyczne nie istnieja.

* %k %

Opracowane w Instytucie programy optymalizacji sa uzywane w kilkudziesieciu
krajowych i zagranicznych o$rodkach naukowych.
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