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1. Wprowadzenie 

Niniejsza książka prezentuje wyniki prac prowadzonych w Za­

kładzie Programowania Matematycznego Instytutu Badań Syste­
mowych PAN w latach 1986-92, w ramach tematu badawczego 
"Optymalizacja na strukturach kombinatorycznych z uwzględnie­

niemobliczeńrównoległych". Podjęcie tego tematu, którym kierował 

pierwszy z współredaktorów, poprzedziło roczne wspólne semina­
rium Zakładu Programowania Matematycznego IBS PAN oraz Pra­

cowni Metod Numerycznych Instytutu Podstaw Informatyki PAN. 
Niektóre pomysły dyskutowane podczas seminarium znalazły swo­
je odbicie w treści tej książki. 

Celem książki jest przybliżenie polskiemu Czytelnikowi proble­

matyki obliczeń równoległych w zadaniach optymalizacji, a specjal­
nie w zadaniach optymalizacji dyskretnej oraz uzupełnienie, 

chociażby częściowe, luki jaka jest w tym zakresie zauważalna w 
krajowej literaturze. Z publikacji w języku polskim poświęconych w 
całości lub w części metodom i algorytmom równoległym optymali­
zacji dyskretnej można wymienić pozycje [l + 3]. Postawiony cel 
chcemy osiągnąć przez zaprezentowanie wyboru zadań optymaliza­
cyjnych z zakresu naszych zainteresowań i przedstawienie, na ich 
przykładzie, problemów związanych z konstrukcją algorytmów 
równoległych. Problemy te ukazujemy na tle znacznie szerszego 
wachlarza zagadnień związanych z obliczeniami równoległymi. 

Książka ma '1astępujący układ. Rozdział drugi zawiera podsta­
wowe pojęcia związane z obliczeniami równoległymi i z maszynami 
równoległymi. Przedstawiono w nim najważniejsze modele obliczeń 
równoległych, typowe architektury maszyn równoległych i . ich 
charakterystyki, a także podstawowe wyniki teorii złożoności dla 
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algorytmów równoległych. Dopełnieniem tego rozdziału jest omó­
wienie nowatorskiej realizacji sprzętowej - transputera, którego 
sieci wydają się szczególnie przydatne do rozwiązywania zadań 
optymalizacji dyskretnej za pomocą ogólnych i wąsko ukierunko­
wanych algorytmów równoległych. W rozdziale trzecim przedsta­
wiono algorytmy równoległe dla rozwiązywania zadania 
wyznaczania dendrytu minimaksowego w grafie skierowanym z 
wagami na łukach. W celu pokazania związku, który zachodzi 
między złożonością algorytmu i wybranym modelem maszyny rów­
noległej, użyto różnych modeli maszyny i różnych pierwowzorów 
algorytmów sekwencyjnych. Rozdział czwarty przedstawia algoryt­
my wyznaczania elementu maksymalnego w skończonym zbiorze 
wektorów oraz opis ich realizacji na sieci transputerów, wraz z 
wynikami testów numerycznych. W rozdziale piątym opisano asyn­
chroniczny algorytm równoległy, do rozwiązywania algebraicznego 
zagadnienia k - przydziału, przedstawiono realizację tego algoryt­

mu na sieci transputerów oraz wyniki eksperymentu numeryczne­
go. Kolejny, szósty rozdział prezentuje język programowania 
równoległego MODEST. Jest to język ogólnego zastosowania zawie­
rający mechanizmy do uruchamiania procesów i kontroli przebiegu 
obliczeń równoległych. Dwa dodatki zawierają: Dodatek 1 - Polsko 
- angielski słownik nazw i pojęć z zakresu obliczeń równoległych, 
Dodatek 2 - Listę artykułów i raportów ZPM IBS PAN, które ukazały 
się w latach 1986 - 1992 i które dotyczą problematyki tej książki. 

Warszawa, styczeń 1993. 
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3. Algorytmy równoległe dla znajdowania 
minimaksowego dendrytu w ważonym grafie 
skierowanym. 

3.1. Wstęp 

Przedstawiamy trzy algorytmy równoległe rozwiązujące zadanie 
znalezienia minimaksowego dendrytu w grafie skierowanym o n 
wierzchołkach i m łukach, z wagami liczbowymi przypisanymi 

łukom. Za punkt wyjścia bierzemy dwa algorytmy sekwencyjne 
rozwiązujące to zadanie, każdy o najlepszej złożoności w swojej 
klasie - bezpośredni algorytm progowy o złożoności O ( mlogn ) i 

algorytm pośredni, o złożoności O ( n3 ), który otrzymujemy po 

niewielkiej modyfikacji algorytmu znajdowania macierzy wartości 
dróg minimaksowych (wąskich gardeł) między wszystkimi parami 
wierzchołków grafu. 

Interesujące nas algorytmy równoległe otrzymujemy jako odpo­

wiedniki algorytmów sekwencyjnych. Sekwencyjny algorytm pro­
gowy zostanie przedstawiony w dwóch odmianach modelu P-RAM: 

jako algorytm równoległy SIMD-CREW o złożoności O ( nlog2n ), 
przy liczbie procesorów O ( m ), i jako algorytm równoległy SIMD­

CRCW o złożoności O ( nlogn ) , przy tej samej co poprzednio liczbie 

procesorów. Odpowiednikiem równoległym sekwencyjnego algoryt­
mu pośredniego będzie algorytm SIMD-CREW o złożoności 

O ( log2 n) , przy liczbie procesorów O ( n3 ). 

Po sformułowaniu problemu (pkt. 3.1) przedstawiamy schemat 
sekwencyjnego algorytmu progowego (pkt. 3.2), który następnie 
poddajemy zrównolegleniu na maszynie SIMD-CREW i SIMD­

CRCW, (pkt. 3.3). W punkcie 3.4 przedstawiamy algorytm równole­
gły pośredni (algorytm znajdowania dróg minimaksowych), będący 
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także algorytmem SIMD -CREW, i podajemy krótką charak­
terystykę innych algorytmów dróg minimaksowych o identycznej 

lub lepszej złożoności. Podsumowanie i dyskusję niektórych aspe­
któw złożoności obliczeń zawiera punkt 3.5. 

3.2. Założenia i sformułowanie problemu 

Dany jest skończony graf skierowany G ( V, A, co ) , gdzie: V jest 
zbiorem wierzchołków o mocy n, A jest zbiorem łuków o mocy m 

złożonym z uporządkowanych par wierzchołków ( vi , vJ ) = ay = ak , 

vi, v_; E V, i ,j = 1, ... ,n, i-:;:.j, k= 1, ... ,m, ( w ogólnym przypadku 

m = n2 ); co-jest funkcją, która przyporządkowuje każdemu łukowi 

nieujemną liczbę rzeczywistą - wagę, co: A • K. Wartości funkcji 

co, ( col' ... ,com), tworzą zbiór n. Zakładamy, że graf G ( V, A, co) ma 

dokładnie jeden wierzchołek, r E V , do którego nie prowadzi żaden 
łuk, i który jest połączony drogą skierowaną z każdym z pozosta­

łych ( n - 1 ) wierzchołków. Wierzchołek r jest nazywany korze­
niem. W celu uproszczenia zapisu, przyjmujemy iż wierzchołki są 
ponumerowane liczbami od 1 do n , (korzeń ma zawsze numer 1 ) a 

graf jest zadany przez listy sąsiedztwa L ( i ) dla wierzchołków i listę 
wag dla łuków. 

Drzewem grafu G ( V, A, co) nazywa się podgraf złożony z pod­
zbioru zbioru V (zawierającego korzeń) i odpowiednich łuków, taki 
że każdy wierzchołek podzbioru jest osiągalny wzdłuż drogi skiero­
wanej o początku w korzeniu. 

Dendrytem grafu G ( V, A, co ) nazywa się drzewo o n wierzchoł­
kach i o ( n - 1 ) łukach (każdy wierzchołek grafu jest osiągalny 
wzdłuż jedynej drogi skierowanej o początku w korzeniu). 

ZADANIE. W grafie G ( V, A, co ) znaleźć dendryt minimaksowy, 

to znaczy taki podgraf rJJ = D ( V, Avo ) , że: 
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3. Algorytmy równolegle 

k: max { rok } = min max { rok } , (1) 
ak E ADO DE 'D k: ak E AD 

gdzie: D = D ( V, AD ) jest dowolnym dendrytem, AD jest zbiorem 

łuków dendrytu, a '1J jest zbiorem wszystkich dendrytów grafu. 

Zadaniem związanym blisko z ( 1) jest zadanie następujące: W 

grafie G ( V, A, ro) znaleźć dendryt minimalny, to znaczy taki pod­
graf D' = D' ( V, AD. ) , że: 

L rok = min ( L rok ) · (2) 

k: ak E AD' D E 'lJ k: ak E D 

Uwagi o związku między zadaniem (1) i zadaniem (2): 

a) dendryt minimalny grafu skierowanego nie jest, w przypadku 
ogólnym, dendrytem minimaksowym (w przeciwieństwie do grafu 
nieskierowanego); b) każde drzewo dróg minimaksowych, które 
łączą korzeń z pozostałymi ( n - 1 ) wierzchołkami jest, z defmicji, 

dendrytem minimaksowym, ale nie odwrotnie, [9]. 
Z uwagi a) wynika że, dla grafu skierowanego zadania (1) i (2) są 

zadaniami odrębn~. 

3.3. Sekwencyjny algorytm progowy 

Sekwencyjne algorytmy dla rozwiązania zadania (1), wymienio­
ne we Wstępie, przedstawiono w pracach [3,7,9]. Algorytmy przed­
stawione w [3,9] są algorytmami progowymi. Algorytm opisany w 

[3] korzysta z m P,tody przeglądu grafu w głąb, a algorytm z pracy [9] 
- z metody przeglądu grafu wszerz. Nakład obliczeń w obydwu 
przypadkach jest O ( mlogn ) . Algorytm opisany w [7] jest modyfi­
kacją algorytmu dla znajdowania drzewa najkrótszych dróg z ko­
rzenia do pozostałych wierzchołków, polegającą na wykorzystaniu 
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struktury danych o nazwie stóg Fibonacciego. Nakład obliczeń w 

tym przypadku jest O ( min {m + nlogn, mlog*n}) , gdzie: 

log*x= min {il log< 0x ~ 1} . 

Szczegółowy opis algorytmu progowego można znaleźć w cyto­

wanych wyżej pracach. Tutaj ograniczymy się do schematycznej 

prezentacji jego podstawowych elementów: metody wyboru progu 

oraz testu dopuszczalności. Zadanie (1) można rozwiązać w ten 

sposób, że dla każdego elementu ze zbioru Q, traktowanego jako 

próg t , tworzy się graf progowy: G ( V, Av 1 ), gdzie 

AL= {ak e Al rok~ tli gdzie łukom należącym do AL przypisuje się 

wagę jednostkową. Każdy graf progowy poddawany jest testowi 

dopuszczalności, który polega na znajdowaniu w tym grafie de­

ndrytu skierowanego. Najmniejsza wartość progu zapewniająca 

pozytywny wynik testu jest wartością optymalną funkcji celu zada­

nia (1), a odpowiedni dendryt jest szukanym dendrytem minima­

ksowym. Ponieważ zadanie znalezienia dendrytu w grafie 

skierowanym, przy zastosowaniu metod przeglądu grafu (w głąb, 

wszerz), ma złożoność O ( m), [l], to złożoność całego algorytmu 

jest O ( m2 ). Złożoność tę można obniżyć do O ( mlogn) przez 

bardziej oszczędny sposób wyboru progu. Sposób ten polega na 

wyborze elementu środkowego w uporządkowanym zbiorze Q i w 

jego uporządkowanych podzbiorach. Uporządkowanie m-elemento­

wego zbioru ma złożoność O ( mlogm ) , wybranie w nim elementu 

środkowego ma nakład O ( 1 ) . Próg można wybierać także w inny 

sposób - przez znajdowanie mediany zbioru. Złożoność w tym 

przypadku jest O ( m ) , [l]. 

Niech t będzie aktualnym progiem. Jeżeli w grafie progowym 

G ( V, AL , 1 ) istnieje dendryt, to następnym progiem staje się 

mediana podzbioru Qt = {rok e n I td < rok ~ tg} , gdzie: td = O , tg = t . 

To postępowanie powtarzamy aż do ustalenia progu, np. t1 , dla 
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3. Algorytmy równoległe 

którego dendrytu nie ma. W tym przypadku td := t1 , a t9 = t+ , gdzie 

t+ jest ostatnią wartością progu, dla której dendryt istniał. Łatwo 

zauważyć, że opisane postępowanie kończy się po O ( logn ) kro­
kach. 

Sekwencyjny algorytm progowy można przedstawić poniższym 

schematem: 

1. Wybierz próg t jako medianę zbioru n , td = O , 

tg = maxk { cok } . 

r--+ 2. Utwórz podzbiór łuków: AL= { Clt E A I coi::; t} . 

3. Wykonaj test dopuszczalności na podgrafie progo­

wym G ( V, AL, 1 ) . Jeżeli dendryt istnieje, to 

tg = t , nt = { cok E n I td < cok ::; tg l , idź do 5. ---~ 

4. td = t , nt = { cok E n I td < cok ::; tg ) . Mediana zbioru 

0dest nowym t . Wróć do 2. 

I 
5. Jeżeli Qt = 0 to STOP, dendryt wyznaczony w pun-

kcie 3 jest szukanym rozwiązaniem. W przeciwnym T 
razie mediana zbioru nt jest nowym progiem t. 

Wróć do 2.--~ 

STOP 

Złożoność obliczeń sekwencyjnego algorytmu progowego jest 
O ( mlogn ) gdyż: 
- znalezienie mediany m-elementowego zbioru łuków (kroki 

1,4,5), przez jego uporządkowanie, wymaga O ( mlogn) obli­

czeń, 

- wykonanie testu dopuszczalności kosztuje O ( m ) obliczeń 

(krok 3), 
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- test dopuszczalności ma nakład obliczeń O ( logn ), 
- inne działania (aktualizacja list sąsiedztwa i grafu progowego) 

wymagają O ( m) obliczeń. 

3.4. Algorytmy równoległe 

Algorytmy równoległe D 1 i D2 są odpowiednikami algorytmu 
progowego opisanego w poprzednim punkcie. Algorytm D3 jest 
prostą modyfikacją równoległego algorytmu mnożenia macierzy. 

3.4.1. Algorytm progowy Dl (SIMD-CREW) 

Równoległy algorytm progowy D 1 jest algorytmem SIMD -

CREW. W tym modelu obliczeń realizowane są procedury: wyboru 
progu, budowy grafu progowego i wykonania testu na istnienie 

dendrytu. Złożoność obliczeniowa tego algorytmu jest O ( nlog2n ) 
przy użyciu O ( m) procesorów. 

Równoległy wybór progu i utworzenie grafu G ( V, AL , 1 ). Jeżeli 

prógjest wybierany jako element środkowy uporządkowanego zbio­
ru n , to złożoność obliczeniowa wyboru jest O ( logn ). Składa się 
na nią O ( logn ) operacji na jednokrotne uporządkowanie zbioru 
łuków i O ( logn )-krotny wybór progu kosztem O ( 1) działań dla 
każdego wyboru. Jednokrotny wybór progu, jako mediany zbioru 

n, kosztuje O ( ( log logn )2 ) obliczeń i musi on być powtórzony 
O ( logn ) razy. Do porządkowania zbioru n można zastosować 
równoległy algorytm scalający opisany w [4]. Do wyboru mediany 
można użyć algorytmu podanego w [5]. W obydwu przypadkach 
algorytmy równoległe są algorytmami SIMD -CREW- i potrzebna 
liczba procesorów, do ich wykonania jest O ( m ). Utworzenie pod­
grafu G ( V, AL , 1 ) przez aktualizację list sąsiedztwa Lt ( i ) i listy 

wag łuków można wykonać nakładem O ( 1 ) operacji, przy użyciu 
O ( m ) procesorów. 
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3. Algorytmy równoległe 

Test na istnienie dendrytu - znqjdowanie dendrytu w grafie 

progowym metodą równoległego przeglądu grafu. skierowanego 

wszerz. 

Procedurę tę opiszemy bardziej szczegółowo. 

WBJŚCIB 

Listy sąsiedztwa wierzchołków L,; ( i) , ie V, . km:ygowane 

wraz ze zmianą progu (przed rozpoczęciem pracy algorytmu 

t = oo i lista wag przypisanych łukom. 

WYJŚCIE 

DENDRYI' 

n-wymiarowa tablica, gdzie 
DENDRYI' [ i ] = j, i, j e V, i* j , oznacza, że w dendrycie, 
wierzchołekj jest wierzchołkiem bezpośrednio poprzedza­
jącym - ojcem - wierzchołka i . Korzeń nie ma ojca. Przyj- · 

mujemy na stałe, że DENDRYI' [ 1 ] = oo. 

OPT 

wartość funkcji celu dla optymalnego dendrytu. 

PRZBJŚCIOWB STkOKTOkY DAIIYCB 

oz [i] 

n-wymiarowa tablica, gdzie: 
OZ [ i] = 1 oznacza, że wierzchołek i jest otwarty i oczeku­
je na przegląd. 
OZ [ i ] = 2 oznacza, że wierzchołek i jest w trakcie prze­
glądania (aktywny). 

-
OZ [ i ] = O oznacza, że wierzchołek i jest zamknięty, (po 

przeglądnięciu). 
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Przed rozpoczęciem przeglądu wszystkie wierzchołki są 
otwarte, OZ [i]= 1, i E V. Aktywnym może się stać tylko 
wierzchołek otwarty. Zamknięcie wszystkich wierzchoł­
ków oznacza zakończenie przeglądu i znalezienie dendry­

tu. Zakończenie przeglądu, przy chociażby jednym 
niezamkniętym wierzchołku, oznacza, że podgraf nie ma 
dendrytu. 

PRETENDEN1j [ i] 

j E V : n-wymiarowa tablica, gdzie PRETENDENT_j [ i ] = 1 

oznacza, że wierzchołek o numerze i może być, w dendry­

cie, ojcem dla wierzchołkaj. 
Dla korzenia tablica PRETENDENT nie jest definiowana, a 

dla i= j PRETENDENTi [ i] = 00• 

STAN- ! O, jeżeli min { OZ [ i] } < 2 , 
i:,: 1 

1, 

Algorytm Dl 

INICJALIZACJA 

w przeciwnym razie. 

Wartości początkowe tabiic'i imiennych: 

PAR.ALLEL 

STAN= O, 

oz [ i] = 1, i E V \ {1} , oz [ 1 ] = 2 , 

PRETENDENT_; [i]= O, i.j E V\ {1}, i -t:j, 

DENDRYT [i]= O, ie V\ '{1}, 

OPT= 00• 

END PARALLEL 
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3. Algorytmy równoległe 

ITERACJA 1-sza. 

PARALLEL 

Procesory P ( 1,j) ,j E Lt ( 1 ) , dla których ro1j ~ twykonują: 

oz [ 1] :=O, 

OZ[j] :=2, 

DENDRYT [j ] := 1 

END PARALLEL 

ITERACJA 1-ta, ( 1 > 1 ) 

Jeżeli STAN= O i min{DENDRYT [ i ] } = O, to próg t należy 
i =t: 1 

zwiększyć. 

Jeżeli STAN= O i min{DENDRYT [i]}> O to, pod warunkiem 
i =t: 1 

że podzbiór Q.t * 0 , wartość progu t należy zmniejszyć. 

W przeciwnym razie: 

PARALLEL 

Procesory p ( i., j ) takie, że: i E VC i ffiy ~ t ' gdzie Vc jest 

podzbiorem wszystkich wierzchołków aktywnych wykonują: 
PRETENDENT_j [ i ] := 1 

END PARALLEL 

PARALLEL 

Procesory P(.i0 , J), io = min {i E VI PRETENDE~ [ i] = 1) , 

dla których OZ [j ] = 1 , wykonują: 
OZ[j] :=2, 

oz l io l := o, 
DENDRYT [j ] := io 
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END PARALLEL 

PARALLEL 

Jeżeli min { OZ [ i ] } < 2 , to 
i i' 1 

STAN= 1 

END PARALLEL 

END ITERACJA 1-ta 

END Algorytm Dl 

Liczba iteracji dla jednej wartości progu jest O (n). Nakład obli­
czeń jednej iteracji jest O (logn), gdyż taką złożoność mają działania 

na tablicach: PRETENDE~ , OZ i DENDRYT wykonane za pomocą 

algorytmu równoległego stosującego łączenie elementów w pary 
(algorytm drzewiasty) opisanego w rozdziale 2.6. Stąd złożoność 

obliczeniowa jednej iteracji jest O ( nlogn ) , a złożoność całego 

algorytmu D 1 - O ( nlog2 n ) , przy użyciu O ( m) procesorów. 

3.4.2. Algorytm progowy D2 (SJMD-CRCW) 

W tym modelu jest możliwy jednoczesny odczyt/zapis z/do tej 
samej komórki pamięci przez więcej niż jeden procesor. Przyjmiemy 
konwencję zapisu odpowiadającą modelowi P-RAM-CRCW{d) 
(patrz: [8] i rozdz. 2.3): w przypadku konfliktu dostępu do pamięci 
zapisu dokona jeden, dowolny, procesor. Algorytm D2 otrzymamy z 

algorytmu D 1 przez rezygnację z tablicy PRETENDE~ , j E V . 

Spośród kilku kandydatów do ojcostwa dla danego wierzchołka 
zapisu dokona jeden, dowolny, procesor bezpośrednio w odpowied­
nim miejscu tablicy DENDRYT. Zmiana ta dotyczy l-tej iteracji, 
która przyjmuje postać: 
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Algorytm D2 

ITERACJA 1-ta, ( 1 > 1) 

Jeżeli STAN= O i min { DENDRYT [ i] l = O , to próg t należy 
i i' I 

zwiększyć. 

Jeżeli STAN= O i min { DENDRIT [ i] l > O to, pod warun-

kiem że podzbiór nt -:t- 0 , wartość progu t należy zmniejszyć. 

W przeciwnym razie: 

PARALLEL 

Procesory P ( i, j ) takie, że: i e Vc , j e V1 , rog ~ t , gdzie Vc 

jest podzbiorem wszystkich wierzchołków aktywnych, a V1 

jest podzbiorem wierzchołków niezamkniętych, podejmują 
próbę zapisu do komórek DENDRIT [j ] , uwieńczoną dla 
każdej komórki sukcesem pewnego procesora, np. dla j 0 

może to być P ( io, j 0 ) , poza tym próba jednoczesnego zapi­
su dotyczy komórek tablicy OZ: 

DENDRYT Uo ] = io 
OZ[j] :=2, 

oz [i]:= o. 
END PARALLEL 

PARALLEL 

Jeżeli min { OZ [ i] l < 2 . to 
i i' I 

STAN= 1 

END PARALLEL 

END ITERACJA 1-ta. 

END ALgorytm D2 
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Złożoność obliczeniowa algorytmu D2 jest O ( nlogn ), gdyż zło­
żoność l-tej iteracji jest w tym przypadku O ( 1 ) , a liczba iteracji 
nie ulega zmianie i jest O ( n) . Złożoność pojedynczej iteracji ulega 
zmniejszeniu w wyniku zastosowania mocniejszego modelu maszy­
ny równoległej - SIMD -CRCW. W tym modelu złożoność obliczeń 

związanych ze sprawdzaniem wartości zmiennej STAN i warunków 
dla tablicy DENDRYT jest O ( 1 ) , przy O ( m) procesorach (patrz: 
algorytm MINI dla modelu SIMD-CRCW- rozdz. 2.4). 

3.4.3. Algorytm D3 (SIMD -CREW) 

Algorytm D3 otrzymamy przez wykorzystanie zależności (rozdz. 

3.2), która utożsamia każde drzewo skierowane dróg minimakso­
wych, od korzenia do pozostałych ( n- 1) wierzchołków, z pewnym 
skierowanym dendrytem minimaksowym. Dla potrzeb bieżącego 
paragrafu przyjmiemy, że graf G ( V, A, co) jest zadany przez ma­

cierz wag W przypisanych łukom, której elementy definiujemy 
następująco: 

wy = coy dla ( i, j ) E A , 

wy = +oo dla ( i, j ) e A . 

Chcemy obliczyć macierz wartości minimaksowych 

W = [ w/ ] , gdzie w/ jest najmniejszą wagą {wąskim gardłem) na 

drodze z i E V do j E V , wśród wszystkich możliwych dróg łączą­

cych tę parę wierzchołków, i macierz samych dróg minimaksowych 

(zawierającą interesujący nas dendryt minimaksowy) s* = [ sy* I , 

gdzie s/ jest numerem następnego wierzchołka po i , na drodze z i 

doj. 
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Macierz W otrzymujemy w wyniku ciągu przekształceń macie­

rzy w< 1> = [ wy< 1>] , gdzie: 

(o) Wy =Wy, 

wy< l ) = min { wy< l - 1 ) , min { wtł l - 1 ) , wy< l - 1 ) } } , 

l= O, l, ... ,n, 

przy czym wy< Z) jest wartością wąskiego gardła dla drogi z wierz­

chołka i do wierzchołka j , która może przechodzić jedynie przez 
wierzchołki należące do zbioru { 1, ... , l } ~ V . , 

Macierz dróg s* powstaje następująco: 

s..C O ) = {j, jeżeli wy -:t- oo 
!1 O''li oo ,Jeze wy= . 

Jeżeli dla kroku o numerze l mamy: min { wa< ł)' wy< 1>) ~ w11< Z), 

to: 

st} l) :=sil) 

Algorytm sekwencyjny D3S wykonujący przekształcenia dane 
wzorami (4), (5) i (6) ma postać: 

INICJALIZACJA 

U stanowienie wartości początkowych macierzy W i S. 

Algorytm D3S 

for l = I to n do 

for i= 1 to n do 
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if wu ::t oo tben 

for j = 1 to n do 

wg := min { wy, min { wił, wy}} . 
if min { wił, wy} < wg then 

s9 := sa. 

END Algorytm D3 S -

Złożoność obliczeniowa algorytmu D3S jest O ( n3 ) , o czym 
decydują trzy pętle for~ 

Algocytm równoległy D3 (SIMD~CRE'"1 jest prostą konsekwencją 

algorytmu D3S i przy założeniu, że liczba procesorów jest O (n3), 

można go przedstawić następująco (pomijamy inicjalizację): 

Algorytm D3R 

for l= 1 to r1ognl do 

PARALLELl 

Procesory Pug, wykonują: 

. cuc} l) = min { wile< l >, w~f l)} 

END PARALLELl 

PARALLBL2 

Procesory Pug i Pile wykonują: 

wt+ 1 l = min\":!" (c,1~/ I)) , w;/ I)) 

END PARALLBL2 
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PARALLEL3 

Procesory Pikj i Pik wykonują: 

if min (C·k·( l )) < W··( l) then 
k lg !I 

END PARALLEL3 

END Algorytm D3R 

Złożoność tego algorytmu jest O ( log2 n ) , gdyż każda z trzech 
instrukcji PARALLELi, ( i= 1, 2, 3 ) , wymaga O ( logn) obliczeń 

przy liczbie procesorów O ( n3 ) lub O ( n2 ) (wyznaczanie elementu 
minimalnego metodą łączenia w pary). Liczba iteracji pętli for ma 

następujące uzasadnienie. Każdy element wy< 1> * oo w macierzy 

w< ł) świadczy, że w grafie istnieje droga, z wierzchołka i do wierz­

chołkaj, o długości ~e większej niż 2< 1>. Ponieważ w naszym 
przypadku droga ta może się składać z co najwyżej n- 1 łuków, 

stąd maksymalna wartość dla Z jest r1ognl. 

Z istoty algorytmu D3, która polega na wykonaniu ciągu mno­
żeń macierzy przez siebie z zastąpieniem operacji + i * operacjami 
min i max (patrz: wzór (4)), wynika że można do niego sprowadzić 
każdy algorytm wszystkich najkrótszych dróg będący modyfikacją 
algorytmu mnożenia macierzy. Dla przykładu, algorytm SIMD-

hipersześcian, [6], ma złożoność O ( log2 n) przy liczbie procesorów 

O ( n3 ). 

Zauważmy, że algorytm D3 będący algorytmem SIMD-CREW 

można zrealizować jako algorytm SIMD-CRCW, obniżając złożoność 

67 



Problemy równoległej optymalizacji dyskretnej 

do O ( logn ) , kosztem zwiększenia liczby procesorów do O ( n4 ) 

(instrukcje PARALLELl i PARALLEL2). 

Zadanie (1) można rozwiązać ~akże, modyfikując algorytm 
SIMD-PDB (SJ.MD-podwójne drzewo binarne), [2], znajdowania naj­
krótszych dróg z korzenia do pozostałych wierzchołków. Złożoność 

obliczeń tego algorytmu jest O ( nlog2n ) . 

3.5. Uwagi końcowe 

Podsumowując rozważania tego rozdziału zauważamy, że: 
- zadanie znalezienia dendrytu minimaksowego w skierowanym 

grafie ważonym należy do zadań klasy NC, gdyż algorytm D3 ma 

złożoność obliczeniową O ( logkn ) przy liczbie procesorów 

0 ( nl); 

- metoda przeglądania grafu wszerz nie prowadzi do algorytmu 
równoległego o wielomianowo-logarytmicznym czasie obliczeń, i 

I 

należy przypuszczać, że ta metoda nie ma większego znaczenia 
dla budowy teoriografowych algorytmów równoległych o niskim 
nakładzie obliczeń; 

W Tabeli 3.1 podajemy wartości: przyśpieszenia, . efektywności 

wykorzystania procesorów i kosztu, dla algorytmów D 1 +D3. Warto­
ści te odbiegają od wartości idealnych: 1 - dla eWP' O ( m ) - dla 

kosztu i p - dla przyśpieszenia. 
Najniższą złożoność obliczeniową ma algorytm D3, ale stosun­

kowo najlepszymi wartościami parametrów charakteryzuje się al­
gorytm D2. 
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Tabela 3.1. Parametry algorytmów D 1 +D3 

5 = tsz f tr eWP= s I p KOSZT= tr* p 

Dl n I logn 
SIMD-CRE¾ 

1 1 (nlogn) n3log2n 

D2 n 1/n n3logn 
SIMD-CRCW 
D3 
SIMD-mnożenie 

n3 I log2n 1 / log2n n3log2n 

macierzu 
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