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Przedmowa 

Na niniejszą publikację składa się zbiór prac doktorantów Za­

ocznych Studiów Doktoranckich "Informatyka w zarządzaniu i finan­
sach" działających przy Instytucie Badań Systemowych Pol­
skiej Akademii Nauk. 

Prace te były referowane na konferencji BOS'98 "Rozwój śred­
nich i małych miast w XXI wieku w Polsce: Rola badań operacyjnych 
i systemowych", Kutno, 8-1 O czerwca 1998 r.1, a także na seminariach 
Studiów Doktoranckich "Informatyka w zarządzaniu i finansach". Nad 

stroną merytoryczną publikacji czuwał Pan Prof. dr hab. Jerzy Hołu­

biec oraz grono recenzentów i opiekunów naukowych doktorantów. 

Prace dotyczą głównie problemów analizy systemowej oraz jej 

zastosowań w dziedzinie finansów, a zwłaszcza - teorii portfela, obli­

gacji i problemów inwestycyjnych. Niektóre prace przy analizie finan­

sowej posługują się tzw. algorytmami genetycznymi i sieciami neuro­
nowymi, a także modelowaniem rozmytym i strukturami fraktalnymi. 
Część prac dotyczy zarządzania i sterowania produkcją. 

Wypada zauważyć, iż doktoranci Studiów atakują w swych pra­
cach tematy nowoczesne i znajdujące się w obszarze tzw. frontu ba­

dawczego analizy systemów. Wypada im życzyć sukcesów i wytrwa­
łości w pracy, która winna zakończyć się obronioną pracą doktorską. 

1 Głównymi organizatorami konferencji było Polskie Towarzystwo Badań Operacyj­
nych i Systemowych oraz Instytut Badań Systemowych PAN. 
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Wypada także zaznaczyć, iż wydanie niniejszej publikacji stało 
się możliwe dzięki wsparciu finansowemu ze strony Wyższej Szkoły 
Informatyki Stosowanej i Zarządzania, działającej w ramach 
Fundacji Krzewienia Nauk Systemowych. Fundacja ta została założo­
na w 1991 roku z inicjatywy Prof. L. Kuźnickiego, wówczas Sekreta­
rza Naukowego Polskiej Akademii Nauk. Do zadań Fundacji należy, 
między innymi, wspieranie i promocja prac młodych pracowników 
nauki, a zwłaszcza prac doktorantów. 

Mamy nadzieję, iż publikacja niniejsza zostanie życzliwie przy­
jęta przez specjalistów działających w obszarze nauk systemowych. 

6 

Rektor WSISiZ 

Prof. Roman Kulikowski 



W pływ reszty we wzorze Taylora na wartość 

niespodziewanej stopy zwrotu z portfela obligacji 

o stałym oprocentowaniu 

Joanna Olbryś 

Zaoczne Studia Doktoranckie IBS PAN 

1 Wstęp 

Zmiany stóp procentowych, mające miejsce również na polskim rynku , 

powodują niespodziewane przez inwestorów zmiany wartości wszystkich 

instrumentów finansowych . Dotyczy to również obligacji o stałym opro­

centowaniu oraz portfeli inwestycyjnych z nich zbudowanych. 

Od wielu lat do badania takich zmian stosuje się pojęcia trwałości ( du­

ration) i wypukłości (convexity) ( [1], [2], [9], [6]). 

Fabbozzi i Fabbozzi ( [6],1989) stwierdzili, że zmiany w wartości obli­

gacji, spowodowane zmianami stóp procentowych można przybliżyć (z 

wystarczającą dokładnością,) trzema pierwszymi wyrazami rozwinięcia 

w szereg Taylora funkcji P będącej wartością, inwestycyjną obligacji: 

BP= 8P(DK) 82P (8K) 2 83P (8K)3 R 
8K + 8K2 2! + 8K3 3! + n 

(1) 
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gdzie K= YTM, Rn. reprezentuje pozostałe, nie mające znaczenia, składniki. 

Dwa pierwsze wyrazy tego rozwinięcia to właśnie trwałość i wypukłość 

obligacji, natomiast trzeci wyraz został nazwany prędkością, (velocity) 

obligacji. 

Celem pracy jest wprowadzenie nowego pojęcia reszty obligac)i, dzięki 

któremu otrzymamy lepszą aproksymację niespodziewane.i stopy zwrotu 

w warunkach zmiennych stóp procentowych, oraz zbadanie jego własności. 

2 Reszta obligacji o stałym oprocentowaniu. 

Niech obligacja A płaci kupony Ct po czasie t, gdzie t E T = {to, t1 , ... , tn}, 

to(tn) jest zapadalnością najkrótsze.i (najdłuższe.i) obligacji. Dla konkret­

ne.i obligacji, niektóre lub nawet większość kuponów Ct może być równa 

zero. Bony skarbowe o zapadalności krótsze.i niż rok traktujemy jak 

obligac.ie zero-kuponowe. 

Obligację A identyfikujemy z cią,giem kuponów Ct0 , Ct 1 , . •• , Ct,, ( dla up­

roszczenia ostatnią płatność traktujemy .iak kupon), gdzie każdy kupon 

Ct ma swoją wartość inwestycyjną Ct · (1 +yt)-t, g<lzie Yt jest stopą spot . 

Przez wartość inwestycyjną obligacji A rozumiemy sumę obecnych wartości 

wszystkich kuponów generowanych przez A : 

t,,, 

PA= PA(Yto, Yt 1 , • • •, Yt,,) = PA(Y) = L C1; · (1 + Yt)-t (2) 
t=to 
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gdzie wektor fi = (Yto, Yt 1 , ••• , Yt,,) .i est nazywany strukturg, stóp procen­

towych. 

Z każdym kuponem Ct obligacji A związana jest .iego waga: 

A Ct·(l+yt)-t 
:r:t = PA , t E {to, t1, ... , tn} (3) 

Oczywiście wszystkie wagi sumu.ią się do 1. 

W wyniku decyzji Banku Centralnego o zmianie stóp procentowych pow-

staje nowy wektor stóp procentowych fi - fi+ h, gdzie h jest wektorem 

zmian. 

2.1 Reszta obligacji 

Rozwijając funkcję PA daną wzorem (2) w szereg Taylora otrzymamy, 

dla pewnego 0 

gdzie 0 = ( 0t0 , Bt1 , ... , Bt,,), O ś Bt ś ht gdy ht > O i ht ś 0t ś O gdy 

ht < O, t E {to, ... ,tn}-

Zatem 

tn h 1 t,,, h2 
dPA = - L tCt(l + Yt)-t. 1 ~t + 2 L t(t + l)Ct(l + Yt)-t. (1 ;t . )2 - f, 

~ ¼ ~ ~ 

1 t„ h3 
f = - L t(t + l)(t + 2)Ct(l + Yt + Bt)-t · ( t )3 

6 t=to 1 + Yt + Bt 
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Dzieląc obustronnie przez PA oraz uwzględniając (3) otrzymamy 

tn h 1 tn h2 
'°'A ,t '°'( A 't 

- L txt . l+ + 2 L t t + l).r,t . (1 + )2 
t=to Yt t=to Yt 

1 tn A hf,(l + Yd -- L t(t + l)(t + 2)xt · ( 0 )t+3 6 t=to 1 + Yt + t 
(6) 

Rozważmy teraz 4 przypadki wzajemnych zależności pomiędzy stopami 

procentowymi i zmianami tych stóp. 

Przypadek I Jest to najogólniejszy przypadek, w którym występują, 

współczynniki 9t, nieznane inwestorowi. Z im większą dokładnością 

umie je przewidzieć, tym lepszą, aproksymację otrzyma. 

Załóżmy, że zmiany ht spełniają zależność: 

ht ht0 { 
--=gt·--, tE to,t1, ... ,tn} 
1 + Yt , 1 + Yto 

Po przekształceniach otrzymamy : 

h - 1 + Yt h 
t - 9t · l + · ,to 

Yto 
(7) 

Podstawiając (7) za ht w (6) otrzymamy: 

dp tn h 1 tn ( h ) 2 A '°' A ,to '°' ( ) A 2 ,to p = - L txt . 9t 1 + + 2 L t t + 1 xt 9t . 1 + 
A t=to Yto t=to Yto 

1 tn A g(, . (1 + Yt)t+3 . hfo -- L t(t + l)(t + 2)xt · t+3 
6t=to , (l+Yt0 )3(1+yt+0t) ' 

tn h l t,, ( h )2 = - L txf · 9t ,to + - L t(t + l)xfg; · ,to 
t=to l + Yto 2 t=to 1 + Yto 
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h3 t„ 3 (l + 1 )f+3 
'to L t(t + l)(t + 2)xf. 9t . Yt 

6 (1 + Yt 0 ) 3 t=to , (1 + Yt + 0t)f+3 

dP A = - DI (A) . hto + CI (A) . ( hto ) 2 - R I (A) . ( hto ) 3 
~ 1+~ 1+~ 1+~ 

(8) 

gdzie D r(A) _jest trwałością obligacji A ,Cr(A) _jest .ie.i wypukłością, 

natomiast 

1 t„ 93 . (1 + y )'+3 
Rr(A) := - L t(t + l)(t + 2)xf ( t t )'+3 

6 t=to 1 + Yt + 0t . 
(9) 

zdefiniujemy jako resztę obligacji A. Zasadnicza różnica między 

resztą a prędkością (velocity) polega na tym, że prędkość jest tylko 

trzecim wyrazem rozwinięcia , natomiast reszta jest po prostu 

resztą we wzorze Taylora, czyli daje lepsze przybliżenie. 

Przypadek II Gdy możemy ustalić dla rynku pewną stałą O < L < 1 

taką, że otrzymamy następujący związek między stopami procen­

towymi i zmianami: 

...ł::!:__ = Lt-t0 • hto { } ----, t E to, t1, ... , tn 
1 + Yt 1 + Yto 

(10) 

Równanie opisujące niespodziewaną stopę zwrotu w tym przy­

padku przyjmuje postać: 

dPA = -Du(A)- ht0 +Cu(A)-( ht0 )
2-Rn(A) ( ht0 )

3 

~ 1+~ 1+~ 1+~ 
(11) 
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gdzie Dn(A) jest trwałością, Cn(A) wypukłością obligacji oraz 

l tn A (Lt-to)3(1 + Yt)t+3 
Rn(A) := - L t(t+ l)(t + 2)xt ( y+3 

6 t=to 1 + Yt + 0t · 
(12) 

definiujemy jako jej reszt(}, 

Przypadek III Jest to przypadek proporcjonalnych zmian stóp pro­

centowych, 

Zmiany ht spełniają zależność (10) dla L=l: 

ht 

1 + Yt 
ht0 { } ---, tE to,t1,, .. ,tn 

1 + Yto 
(13) 

Jest on równoważny Przypadkowi I z warunkiem \:ft 9t = l, 

dP A ( ) ht0 ( ) ( h,t,0 ) 
2 

( ) ( ht0 ) 
3 

-p = -Dnr A · 1 +Cnr A · 1 -Rnr A 1 
A + Yto + Yto + Yto 

(14) 

gdzie Dnr(A) jest trwałością, Cnr(A) wypukłością, natomiast 

1 tn A (1 + yt)i+3 
Rnr(A) := - L t(t + l)(t + 2)xt ( 0 y+3 

6 t=to 1 + Yt + t 
(15) 

jest resztg, obligacji A . 

Przypadek IV Jest to najprostszy przypadek, w którym stopy spot są 

równe, tzn, Yt = y. Zmiany stóp też są identyczne: ht = h: 

Otrzymamy wtedy: 

dPA h ( h ) 2 3 - = -Drv(A)·--+Crv(A)- - -Rrv(A)(h) (16) 
PA l+y l+y 
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gdzie D1v(A) jest trwałością obligacji A, C1v jest jej wypukłością, 

natomiast 

. 1 tn A (l+y)t 
RIV(A) .= -6 L t(t + l)(t + 2)xt ( 0 )l+3 

t=to l + Y + t 
(17) 

· t t A Ct .1es resz g, , xt = PA(l+y)ł. 

2.2 Reszta dla portfela obligacji o stałym oprocentowaniu 

Wszystkie własności opisane poniżej dla najogólniejszego przypadku (7) 

przenoszą się na przypadki II, III i IV. 

Załóżmy, że stopy procentowe zmieniają się zgodnie z równaniem (7). 

Trwałość i wypukłość portfela obligacji można określić podobnie, jak dla 

pojedynczej obligacji ( [ll]). Zostało udowodnione ( [ll]), że trwałość ( 

wypukłość ) portfela P = ( 01, ... , Or) jest kombinacją wypukłą trwałości 

(wypukłości) obligacji Ok, k = 1, 2, ... , r, tzn. 
r 

D1(P) = L XkD1(0k), (18) 
k=l 

r 

C1(P) = L XkC1(0k), (19) 
k=l 

gdzie Pk jest wartością inwestycyjną obligacji Ok, podczas gdy P* = Lk=l Pk . 

Resztę portfela Z możemy zdefiniować wzorem: 

1 tn z gf · (1 + Yt)t+3 
R1(Z) := -6 L t(t + l)(t + 2)xt ( 0 )t+3 

t=to 1 + Yt + t 
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U waga 1 Jeśli P = ( 01, 02, ... , Or) jest portfelem obligacji, wtedy 

reszta portfela _jest kombinac.fg, wypuklg, reszt obligac_ji Om, rn = 1, 2, ... , r, 

tzn. 
r pk 

R1(P) = L XkR1(Ok), ,T,k = P* · 
k=l 

(20) 

gdzie Pk _jest wartości9, inwestycyjng, obligacji Ok oraz P* = Lk=l Pk. 

Dowód : Oznaczmy przez Cf kupon obligacji Ok <lo wypłaty w czasie 

t, oraz biorąc pod uwagę (9), otrzymamy: 

pk 
,T,k. R1(Ok) = P* . R1(Ok) = 

( 1 ~ .k g{(l + Yt)t+3 ) Pk 
- ~ t(t + l)(t + 2):r.t k)t 3 
6 t=to (1 + Yt + 0t -+ P* 

_'\'t(t+l)(t+2) t t t ,__!::_= (
l t„ g3(l + Y· )H3 Ck ) p 
6 t~ , , , ( 1 + Yt + 0f) t+3 Pk ( 1 + Yt )ł P* 

l tn g3(l + ·y )3 Ck 
=-Lt(t+l)(t+2) t :. t+3 t 

6t=to (l+y,+0t·) P*(l+yt)t 

Jeśli teraz zsumujemy pok o<l 1 <lor, powinniśmy otrzymać formulę na 

. . p r c; 
R1(P) pomewaz X1; = Lk=l P*(l+yt)ł · 

1 t„ 9{(1 + Yt)t+ 3 Cl 
= - L t(t + l)(t + 2) t+3 · p ( )t + .. · + 

6 t=to (1 + Yt + 0[). * 1 + Yt . 

1 t„ 3 ( 1 + y )t+3 er 
+- '\' t(t + l)(t + 2) gt t t+3 t 

6 t~ (1 + Yt + en· P*(l + YtY 

= i t t(t + l)(t + 2) · gf (l + yt/+3. 

t=to 
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[ 1 ci 1 er l 
(1 + Yt + 0l)t+3 . P*(l: yt)f + ... + (l + Yt + 0nt+3 . P*(l: yt)i 

W prowa<lzimy t eraz ciągłą i różniczkowalną funkcję pomocniczg, <lla ustalonego t : 

=----~ t + + t 1 [ ci er ] 
(1 + Yt + 0d+3 P*(l + Yt)t · · · P*(l + Yt)t 

w'(e )- -(t+ 3) -c 
t t - (1 + 1 + 0 )t+4 Yt t 

. c/ c; . 
g<lzie C = P •(i+yt)I + ... + P* (l+yt)i .1est stałą . 

Wt jest funkcją malejącą dla 0t E (O, ht) g<ly ht > O lub dla 0t E (ht , O) 

g<ly ht < O. 

Z własności Darboux istnieje takie 0t, że : 

lub 

oraz 

g<lzie 

Stg,<l 

q, (0) = 1 [ Cl C[ l = 
t t ( -)t+3 P*(l+y)t + .. . + P*(l+yt)t 

1 + Yt + 0t t , 
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1 p 

( _)t+3 . Xt 
1 + Yt + 0t 

Postępujemy analogicznie dla pozostałych t Eto, ... , tn, 

Podstawiając do wzoru otrzymamy: 

= Rr(P). 

Poniżej przedstawiona zostanie silniejsza wersja twierdzenia dotyczącego 

niespodziewanej stopy zwrotu z portfela obligacji ( [11], Theorem 3 ), 

uwzględniająca resztę portfela obligacji. 

Twierdzenie 1 Jeśli Z = ( 01, 02, ... , Or) _jest portfelem obligacji, wt­

edy niespodziewana stopa zwrotu z portfela Z odpowiadajg,ca zmianom ht 

stóp procentowych Yt spelniajg,cych zależność (1) jest dana wzorem 

dPz = -Dr(Z)· hto +Cr(Z)· ( hto )2 -Rr(Z) ( hto )3 (21) 
Pz • 1 + Yto 1 + Yto 1 + Yto 

gdzie Pz jest wartościg, inwestycyjng, portfela obligacji Z, podczas gdy 

DI (Z), CI (Z), Rr ( Z) sg, odpowiednio trwalościg,, wypukło ścig, oraz resztg, 

portfela Z. 

Dowód : Jeśli Pz = Lk=l Pk (Pk jest wartością inwestycyjną obligacji 

01<-), dPz = Lk=l dPk i ponieważ (8) jest prawdziwe dla każdej obligacji 

Ok, zatem niespodziewana stopa zwrotu z portfela Z spełnia równanie: 
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~ Pk ( ( ) ht0 ( ht0 ) 
2 

( ht0 ) 
3

) = L -P -Di ok • 1 + C1(0k) • 1 - R1(0k) 1 = 
k= 1 Z + Yto + Yto + Yto 

r P; h r p ( h )2 r p ( h )3 = - L _.!:._·D1(0k)· to + L _.!:._.cI(Ok)· to - L _.!:._·R1(0k) to = 
k=l Pz l + Yto k=l Pz l + Yto k=l Pz l + Yto 

2 3 
= -D1(Z). hto + C1(Z). ( hto ) - R1(Z) ( hto ) 

1 + Yto 1 + Yto 1 + Yto 

gdzie D1(Z) jest trwałością Z daną wzorem (18), C1(Z) jest wy-

pukłością Z daną przez (19). 
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