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Przedmowa

Na niniejsza publikacje sktada si¢ zbidr prac doktorantéow Za-
ocznych Studiéw Doktoranckich “Informatyka w zarzadzaniu 1 finan-

sach” dzialajacych przy Instytucie Badan Systemowych Pol-
skiej Akademii Nauk.

Prace te byly referowane na konferencji BOS’98 “Rozwdj Sred-
nich i matych miast w XXI wieku w Polsce: Rola badan operacyjnych
1 systemowych”, Kutno, 8-10 czerwca 1998 r.!, a takze na seminariach
Studiow Doktoranckich “Informatyka w zarzadzaniu 1 finansach”. Nad
strona merytoryczna publikacji czuwat Pan Prof. dr hab. Jerzy Holu-
biec oraz grono recenzentdw 1 opiekundéw naukowych doktorantow.

Prace dotycza gtoéwnie problemow analizy systemowej oraz jej
zastosowan w dziedzinie finansOw, a zwlaszcza - teorii portfela, obli-
gacji 1 problemow inwestycyjnych. Niektore prace przy analizie finan-
sowe] postuguja si¢ tzw. algorytmami genetycznymi i sieciami neuro-
nowymi, a takze modelowaniem rozmytym 1 strukturami fraktalnymi.
Czgs¢ prac dotyczy zarzadzania i sterowania produkcja.

Wypada zauwazy¢, 1z doktoranci Studiow atakujg w swych pra-
cach tematy nowoczesne 1 znajdujace si¢ w obszarze tzw. frontu ba-
dawczego analizy systemow. Wypada im zyczy¢ sukcesOw i wytrwa-
osci w pracy, ktéra winna zakonczy¢ si¢ obroniona praca doktorska.

" Gléwnymi organizatorami konferencji byto Polskie Towarzystwo Badah Operacyj-
nych i Systemowych oraz Instytut Badan Systemowych PAN.



Wypada takze zaznaczy¢, iz wydanie niniejszej publikacji stato
sie mozliwe dzigki wsparciu finansowemu ze strony WyZszej Szkoly
Informatyki Stosowanej i Zarzqdzania, dziatajacej w ramach
Fundacji Krzewienia Nauk Systemowych. Fundacja ta zostata zatozo-
na w 1991 roku z inicjatywy Prof. L. Kuznickiego, wowczas Sekreta-
rza Naukowego Polskiej Akademii Nauk. Do zadah Fundacji nalezy,
miedzy innymi, wspieranie 1 promocja prac miodych pracownikéw
nauki, a zwlaszcza prac doktorantow.

Mamy nadziejg, iz publikacja niniejsza zostanie zyczliwie przy-
jeta przez specjalistow dzialajacych w obszarze nauk systemowych.

Rektor WSISiZ

Prof. Roman Kulikowski



Whplyw reszty we wzorze Taylora na wartosé
niespodziewanej stopy zwrotu z portfela obligacji

o stalym oprocentowaniu

Joanna Olbry$
Zaoczne Studia Doktoranckie IBS PAN

1 Wstep

Zmiany stép procentowych, majace miejsce réwniez na polskim rynku,
powoduja niespodziewane przez inwestoréow zmiany wartosci wszystkich
instrumentéw finansowych. Dotyczy to réwniez obligacji o staltym opro-
centowaniu oraz portfell inwestycyjnych z nich zbudowanych.

Od wielu lat do badania takich zmian stosuje si¢ pojecia trwatosei (du-
ration) i wypuklosci (convexity) ( (1], [2], [9], [6]).

Fabbozzi 1 Fabbozzi ( [6],1989) stwierdzili, ze zmiany w wartosci obli-
gacji, spowodowane zmianami stép procentowych mozna przyblizy¢ (z
wystarczajaca dokladnoscia) trzema pierwszymi wyrazami rozwiniecia
w szereg Taylora funkcji P bedacej wartoscia inwestycyjna obligacii: |

oP 82P (0K)?  9%P (K

= — (0K
OP = 520K+ o5 T 98 31

+ R, (1)

205



gdzie K=YTM, R,, reprezentuje pozostale, nie majace znaczenia, skladniki.
Dwa pierwsze wyrazy tego rozwiniecia to wlasnie trwaloéé i wypuklosé
obligacji, natomiast trzeci wyraz zostal nazwany predkoscia (velocity)
obligacji.

Celem pracy jest wprowadzenie nowego pojecia reszty obligacyi, dzieki
ktéremu otrzymamy lepsza aproksymacje niespodziewanej stopy zwrotu

w warunkach zmiennych stép procentowych, oraz zbadanie jego wlasnosci.

2 Reszta obligacji o stalym oprocentowaniu.

Niech obligacja A placi kupony C; po czasie t, gdzie t € T' = {#q,t1,...,tn},
to(tn) jest zapadalnoscia najkiétszej (najdluzszej) obligacji. Dla konkret-
nej obligacji, niektore lub nawet wiekszos¢ kupondéw Cy moze byé réwna
zero. Bony skarbowe o zapadalno$ci kiétszej niz rok traktujemy jak
obligacje zero-kuponowe.

Obligacje A identyfikujemy z ciagiem kuponéw Cy,, Cy,, ..., Cy, (dla up-
roszczenia ostatnia platno$é traktujemy jak kupon), gdzie kazdy kupon
C; ma swoja warto$¢ inwestycyjna Cy- (14y:) ™", gdzie y; jest stopa spot. .
Przez warto$é inwestycyjna obligacji A rozumiemy sume obecnych wartogei

wszystkich kupondéw generowanych przez A :

tn
PA = PA(ytoayh, e ’ytn) = PA(@) — Z Ci, . (1 4 yt)_t (2)

t=tg
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gdzie wektor T = (Yig, Uiy, - - - » Yt,, ) Jest nazywany strukturg stép procen-

towych.
7 kazdym kuponem Cj obligacji A zwiazana jest jego waga:

Cr- (L+y)™t
:1;;/4:_1—(?/4._]&_’ tE{to,fl,...,tn} (3)

Oczywiscie wszystkie wagi sumuja sie do 1.
W wyniku decyzji Banku Centralnego o zmianie stép procentowych pow-

staje nowy wektor stép procentowych T — 7 + h , gdzie . jest wektorem

zZmian.

2.1 Reszta obligacji

Rozwijajac funkcie P4 dana wzorvem (2) w szereg Taylora otrzymamy,

dla pewnego

fvn —_ ;3 _.
OP4(7) 1 P() 9, 1 O°Pa+0) 4
AP, = —7 . h - - h S o LANLEEE A 1)
. tho R R B Oy3 K

(4)
gdzie 8 = (045,01,,-..,01.), 0 <6 < hy gdy hy > 01 hy < 6, <0 gdy
hy <0, € {to,...,tn}.

Zatem
L oh L
APy = —rngtU“I-yt) -m+§f§t(t+1)0t(1+yt) Txr
e —t h'?
€:gfgt(t+1)(t+2)0t(1+yt+9t) RS TE AL
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i
(01, 011r -, 0) = HE+ 1)(F +2 i
(t(] ty t f—zfo ( )(1+yt+9t)t+3

Dzielac obustronnie przez P4 oraz uwzgledniajac (3) otrzymamy

= =y tzft ~+3 fo+1 /
t=to 2= (1+Z/f)
1 & h3(1+ )t
— (t 4 1)t + 2)2 L ' (6)
fzfo (1 + Yt + et)t+3

Rozwazmy teraz 4 przypadki wzajemnych zaleznosci pomiedzy stopamni

procentowymi i zmianami tych stép.

Przypadek 1 Jest to najogdlniejszy przypadek, w ktérym wystepuja
wspdlczynniki g¢, nieznane inwestorowi. 7Z im wieksza dokladnoscia
umie je przewidzieé¢, tym lepsza aproksymacje otrzyma.

Zalézmy, ze zmiany h; spelniaja zaleznosé:

he hto
1+ 14y,

) te{thtl,"'atn}
Po przeksztalceniach otrzymamy :

L+
- h, 7
1+yt0 to ( )

hy =g -

Podstawiajac (7) za hy w (6) otrzymamy:

dPA 1 & Ao [ hw )
Z‘Z Z 917 +—Zt(t+l)mt9t' <‘—’>
t=tg 2= L4yt
1 if(wl )(t +2)zt g (Lt g™ by
6 < L) (b +0)F
t 2
z h h
A 1o to
= - txp - + (t+ 1)z ( >
S tst sty g oo et (5
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h,3 tn 3. 14 t+3
. to - Zt(t+1)(t+2)mf- gt ( yt)

6 (1 + ytO) t=to (1 + yt + ()f)f+3
Ph < iy 2oy () Ry ()
Py ! L4yt ! L+t . 1+ yt,
(8)
gdzie Dj(A) jest trwaloscia obligacji A ,Cr(A) jest jej wypukloécia,
natomiast
1 tn 93 . (1 + yf)t+3
Ri(A) == S t(t+ 1)(t + 2)ap L 9
[( ) 6,;) ( )( ) t (1+yt+9t)1’+3 ( )

zdefiniujemy jako reszte obligacji A. Zasadnicza réznica miedzy
reszta a predkoscia (velocity) polega na tym, ze predkosé jest tylko
frzecim wyrazem rozwiniecia , natomiast reszta jest po prostu

reszta we wzorze Taylora, czyli daje lepsze przyblizenie.

Przypadek IT Gdy mozemy ustali¢ dla rynku pewna stala 0 < L < 1
taka, ze otrzymamy nastepujacy zwiazek miedzy stopami procen-
towymi i zmianami:

h/t — Lt—to . h’tO

- Cte{to bl tn 10
1+ y 1+ g tto, 1 } (10)

Réwnanie opisujace niespodziewana stope zwrotu w tym przy-
padku przyjmuje postac:

dP4 hy heg  \2 hey \°
—2 = D (A)—2—4C A-( 0 >—R A<———° )
PA H( ) 1+yt0 H( ) 1+yt0 H( ) 1+yto

(11)
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gdzie Dyr(A) jest trwaloscia, Crr(A) wypuklodcia obligacji oraz

1 tn 4 (Lt—to)3(1 4 yt)t+3
Ri(A) = 5 Z t(t + 1)(t + 2)x; (Lt + 6,)0+3

t=to

(12)

definiujemy jako jej reszte.

Przypadek III Jest to przypadek proporcjonalnych zmian stép pro-
centowych.
Zmiany hy spelniaja zaleznosé (10) dla L=1:

h‘f h’to

- Ct e {to,t1,. ...t 13
Tho - Tt {to, 11 n} (13)

Jest, on réwnowazny Przypadkowi I z warunkiem Vit g; = 1.

ht ht 2 h't 3
—= = —D(A)——+C A-( 2 >—R A( 2 >
B, 111(A) TF o, 111(A) T+ o, 111(A) TF o,
(14)

gdzie Dyrr(A) jest trwaloscia, Cryr(A) wypukloscia, natomiast

1 tn 1+ ' f+3
Rurld)i= § 3t + )6+ Do B (1)
t=to ‘

jest resztg obligacji A .

Przypadek IV Jest to najprostszy przypadek, w ktérym stopy spot sa
réwne, tzn. 1y = y. Zmiany stop tez sa identyczne : h; = h:

Otrzymamy wtedy:

2
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gdzie Dyy(A) jest trwaloscia obligacji A, Cry jest jej wypukloscia,

natomiast
1 & (1+7y)t
R A::—E tHt+1 t+2.A—-———— 17

; A __ C
jest resztq |, xp = m.

2.2 Reszta dla portfela obligacji o stalym oprocentowaniu

Wszystkie wlasnosci opisane ponizej dla najogélniejszego przypadku (7)
przenosza sie na przypadki II, III i IV.

Zalézmy, ze stopy procentowe zmieniaja sie zgodnie z réwnaniem (7).
Trwaloé¢ 1 wypuklosé portfela obligacji mozna okresli¢ podobnie, jak dla
pojedynczej obligacji ( [11]). Zostalo udowodnione ( [11]), ze trwalo$é (
wypuklosé ) portfela P = (Oy,. .., Or) jest kombinacja wypukla trwalosci
( wypuklodci ) obligacji O, k=1,2,...,r, tzn.

Dy(P) = XT: 1, Dr(Og), =k = ?i (18)
k=1
r P,
Cr(P) =) zxCr(O), mx = P (19)

k=1
gdzie Py jest wartoscia inwestycyjna obligacji Ok, podczas gdy P* = > 7 _; Px.

Reszte portfela Z mozemy zdefiniowaé wzorem:

1 in 3. 1 n 3
Ri(Z) =2 Y tt+1)(t+ 2 & (L+u) —
6 t=tg (1 +y: +6)
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Uwaga 1 Jesli P = (01,09,...,0,) jest portfelem obligacyi, wtedy
reszta portfela jest kombinacjg wypuklg reszt obligacji Oy m=1,2,... 7,

tzn.

- P
Ri(P)= Z 2R (Ok), Tk k

=k (20)
k=1 P

gdzie Py jest wartoscig inwestycyjng obligacyi Oy oraz P* =3 1 _1 P.

Dowdéd : Oznaczmy przez CF kupon obligacji Oy, do wyplaty w czasie

t, oraz biorac pod uwage (9), otrzymamy:

P
2 - Ri(Of) = P—’; R;(Op) =
L g +y)™ \ R
= =S tt+ D+ 2)aF-= 2t LA
(62;0 "Lyt 0F) | P
L& gL +y)*  CF Py
(Gtgt:o (t+ 1)+ )(1+yt+95)t+3 Pr(1 4 y)t P*
RS g7 (1 + 1) CF
=- ) tt+1){t+2)—= — P
62;0 (14 + 05 P*(1+ )

Jesli teraz zsumujemy po k od 1 do r, powinniSmy otrzymac¢ formute na

cowaz 1P = oy
R;(P) poniewaz x; =Y 14 YA

€ - R1(01> + .. 42 R](OT) =

S gi (1 +y)"™ Cy
== ) i+ +2)—= e +..+
62 D D B
. 3 t+3 T
1 gi (L +yr) C;
+= Y 4+ 1D +2)—= : =
6;0( ! )(1+yt+9{)”3 P*(1+ )t

1 {n
= Efzf Ht+ 1)t +2) - g (14 p)' ™
=g

212



1 C} P 1 Cy
Lty +6D)™ PA+u) 7 Aty P+

Whprowadzimy teraz ciagla i rézniczkowalna funkcje pomocnicza dla ustalonego t :

L Ct 1 Cr
L+ +6) T Pr(1+ T -+(1 R P
! Ci cy
Atrm+ o) B | P ary) Pty

Wi(0) =

-(t+3)
(14 y; + 6;)"

U, () =

'] "
gdzie C' = P_('lcer)’ + ...+ ch%f-_vr_)r jest stala.
U, jest funkcja malejaca dla 6; € (0,h;) gdy hy > 0 lub dla 0; € (h,0)
gdy hy < 0.

7 wlasnoséci Darboux istnieje takie 6, ze :

T, (0) > y(0r) > Uy(hy) dla by > 0
lub
Uy(hy) > Uu(B;) > U4(0) dla by < 0
oraz
T, (0) = A
gdzie
1 C} 1 cy

A= : T : .
(1+y: + 61 Pr(1+w) (14 ye+ 07 Pr(1+y)

Stad

- 1 Cl cr
U3 (6:) = ,3[ e
(1) " LP 0w P+ )
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1 P
(1 +u +0_t>t+3 “t

Postepujemy analogicznie dla pozostalych ¢t € #g, ..., tn.
Podstawiajac do wzoru otrzymamy: |
tn
a RAOL) = 1 9 3 t+3 1 P _
> xx-Ry(Or) = G Dt (E+2)-g7 (1+y)™ —773 Tt =
k=1 t=tg <l + Yt + Hf)

= Ry(P).

Ponizej przedstawiona zostanie silniejsza wersja twierdzenia dotyczacego
niespodziewanej stopy zwrotu z portfela obligacji ( [11], Theorem 3 ),

uwzgledniajaca reszte portfela obligacji.

Twierdzenie 1 Jesli Z = (01,04, ...,0,) jest portfelem obligacyi, wt-
edy niespodziewana stopa zwrotu z portfela Z odpowiadajgca zmianom hy
stép procentowych y spelniajgcych zaleznosé (7) jest dana wzorem
dPz he hiy  \2 hey \2
—= = -D;(Z)- L +C Z-( . )—RIZ(———O——> 21
7, I()1+yt0 1(Z) T+ o ()1+yt0 (21)

gdzie Py jest wartoscig inwestycyjng portfela obligacji Z, podczas gdy

D(Z), C1(Z), Ri(Z) sq¢ odpowiednio trwatoscig, wypuktoscig oraz resztq
portfela Z.

Dowdd : Jedli Pz = Y ;1 Px (Py jest wartodcia inwestycyjna obligacji
Oy), dPz = 31 _1 dPy i poniewaz (8) jest prawdziwe dla kazdej obligacji

O}, zatem niespodziewana stopa zwrotu z portfela Z spelnia réwnanie:

dP; I~dP. P XT:Pk <gﬂ>_
Pz (o B Pz

P Pz k=1_152— Py
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h h h 3
= -pn e () - o) ()
-0 0 0

gdzie Dy(Z) jest trwaloscia Z dana wzorem (18), C1(Z) jest wy-

pukloscia Z dana przez (19).
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