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() Rozwdj i zastosowania metod iloSciowych i technik informatycznych

ZASTOSOWANIE STRATEGII MODEL PREDICTIVE CONTROL
DO ZARZADZANIA DLUGIEM PUBLICZNYM"

Cezary NOWACKI

Zaoczne Studia Doktoranckie
Instytut Badan Systemowych, Polska Akademia Nauk
<czarek.nowacki@gazeta.pl>

Streszczenie: Zarzqdzanie diugiem publicznym mozna okveslic jako proces
ustanawiania i realizacji strategii zarzqdzania dlugiem skarbu panstwa w celu
osiqgniecia zamierzonego poziomu ryzyka oraz kosztow obstugi diugu. Glow-
nym wskaznikiem kosztu obstugi diugu jest calkowity koszt (odsetki plus roz-
nica miedzy cenq nominaing a cenq sprzedazy) papieréw wyemitowanych
w przedziale czasu. Wskaznik ryzyka moze uwwzgledniaé problem stabilnosci
rynku lub okveSlaé odpornos¢ strategii emisji na zmiany stop procentowych.
W artykule przedstawiono liniowy obiekt dlugu publicznego. Zaprezentowano
metode optymalizacji, opartq o strategie regulacji predykcyjnej MPC, ktéra
moze zostac wykorzystana do wyznaczenia optymalnej strategii emisji. Zdefi-
niowano réwnies istotne dla zadania ograniczenia. Ryzyko zostalo uwzgled-
nione w ograniczeniach.

Slowa kluczowe: Zarzadzanie dlugiem publicznym, sterowanie predykcyjne,
programowanie liniowe.

1. Wstep

Zgodnie z obowiazujacym w Polsce prawem (Ustawa z dnia 26 listopada
1998 r. o finansach publicznych) przez panstwowy dlug publiczny rozumie si¢ ,,no-
minalne zadtuzenie podmiotow sektora finanséw publicznych ustalone po wyelimi-
nowaniu przeplywéw finansowych pomigdzy podmiotami nalezacymi do tego sekto-
ra.” Panstwowy dhug publiczny obejmuje zobowiazania sektora finanséw publicz-
nych z nastgpujacych tytulow: wyemitowanych papierow wartosciowych opiewaja-
cych na wierzytelno$ci pienigzne, zaciagnigtych kredytéw ipozyczek, przyjetych
depozytéw, wymagalnych zobowiazan jednostek budzetowych, wymagalnych zo-
bowiazan wynikajacych z ustaw i orzeczen sadu, udzielonych porgczen i gwarancji
oraz innych tytutéw. Skarb panstwa, reprezentowany przez Ministerstwo Finansow,
emituje na rynku krajowym dwa rodzaje papierow dhuznych: bony oraz obligacje
skarbowe. Srodki uzyskane z emisji sa przeznaczane na splate (obstuge) wezeéniej

* Praca wykonana cz¢éciowo w ramach projektu badawczego Nr 1H02B 03828 pt.: ,.Zasto-
sowanie metod sztucznej inteligencji do zarzqdzania dlugiem publicznym””.
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zaciagnigtego dhugu oraz na finansowanie wydatkéw panstwa przewidzianych
w budzecie. Na wzrost dlugu publicznego wptywa takze deficyt budzetowy panstwa.

W Polsce diug publiczny ros$nie w dos¢ szybkim tempie. Panstwo wydajac za
duzo w stosunku do dochodéw budzetu zwicksza deficyt budzetowy, ktory jest
kompensowany poprzez zaciaganie wigkszego dtugu publicznego. Od tego zacia-
gnigtego dhugu bedzie musiato placi¢ odsetki. Wraz ze wzrostem dlugu publicznego
rosng zwykle koszty jego obshugi, co dodatkowo powieksza dtug. Wedlug opinii
Rady Polityki Pienig¢znej do projektu Ustawy budzetowej na rok 2006, dtug publicz-
ny bgdzie w dalszym ciggu narastal i osiagnie w 2006 roku 54.6% produktu krajo-
wego brutto (PKB). Zgodnie z podpisanym przez Polske traktatem w Maastricht,
dhug publiczny nie moze przekroczy¢ 60% PKB.

Aby ograniczy¢ wzrost dtugu publicznego, konieczne jest przyjecie strategii
emisji papieréw diuznych, ktéra minimalizowataby koszty obstugi dlugu w zadanym
przedziale czasu. W artykule przestawiono liniowy model dlugu publicznego. Za-
prezentowano takze metod¢ optymalizacji, oparta o strategie regulacji predykcyjnej
(Model Predictive Control) ktéra moze by¢ wykorzystana do znalezienia optymalnej
strategii emisji papierow dluznych. Celem zadania optymalizacji jest minimalizacja
funkcji kosztu przy spetnieniu zadanych ograniczen.

2. Opis obiektu

Mamy dany liniowy dyskretny obiekt opisany rownaniem stanu (Massimiliano
et al. 2004):

X =AX,+BU,, X, =X,,gdzie ()

X liczba wszystkich nie wykupionych papierow w czasie f.

Macierz X; ma postac:

xrl—l x12~1 xtk—l W
xrl—z xiz T xr]iz
XX
Y - Xy R : o
o S
2
t—my .
0 0 x”imH
L 0 : x”im)_
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k rodzaj papieru (moga to by¢ bony o réznym okresie Zycia, obligacje state lub
zmienne o r6znych terminach wykupu)
my, ~ czas zycia papieru typu &,

x,k liczba papierow k-tego typu sprzedanych w czasie ¢.

Rolg macierzy A jest przesuwanie wierszy macierzy X, o jeden w dot. Macierz A
o wymiarze max(my ) x max(m;,) ma posta¢ jak ponizej (miejsce wielokropkdéw
k k

Zajmuja, zera):
0 0 - 0 0 0]
60 -~ 000

00 - 100
00 - 010

Wektor B ma dlugo$¢ max(my ) 1jest rowny:
k

B={l 0 0..0 o

Sterowanie U, w obiekcie opisanym réownaniem (1) jest to wektor wielkosci emisji
papieréw typu k w chwili czasu t.

1 2 3 k-1 k
1 .2 3 k-l k &4 & & t 71
U,= Uy Uy Uy ..U, u; ]2 *—l- —2 —3 7 —k B
Pt Pt Pr Pt Py
gdzie
p,k cena sprzedazy papieru typu k& w czasie ?,
k

e wplywy uzyskane z emisji papieréw typu k£ w chwili 7.

3. Wskaznik jakoSci i ograniczenia

Wskaznik jakosci J| ¢, 1| okresla koszt obshugi dtugu w przedziale czasu
[#1, 1]. WskazZnik ten nie uwzglednia kosztu obstugi dhugu dla papieréw sprzedanych
przed chwilg czasu 7, poniewaz jest to koszt niezalezny od procesu optymalizacji,
na ktéry nie mamy wplywu. Koszt obstugi dtugu dla papieréw wyemitowanych
przed chwila czasu ¢, jest uwzgledniony w ograniczeniach zadania optymalizacji.
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Wskaznik jako$ci J opisuje zalezno$¢ (Massimiliano et al., 2004):

(J’lafzi) 3 th ((100 [tl,tz[]m[t e+ my o)

keK t=t, ”t+mk]

m, /6

X 25 o lbhtzhwb—r60—lyt+6ﬂJ,gdZm

[t+6(-1),r+6]

c,k| o Wysokos¢ odsetek dla papieru typu k sprzedanego w czasie ¢ wyptacanych po

6/ miesiacach.

Dla obligacji zmiennoprocentowych wysokos¢ wyptacanych odsetek zalezy od stop
procentowych. Do rozwiazania zadania optymalizacji mozna wykorzysta¢ na przy-
ktad publikowane prognozy rzadowe stop procentowych.

Dla tatwiejszego zdefiniowania ograniczen wprowadzmy nast¢pujgce oznaczenia:

Niech przepltyw finansowy [ ;'T s W chwili s dla pojedynczego papieru typu

k sprzedanego w czasie f opisuje rGwnanie:

. m, /6

Ay Ay

t|3 =0, pr —N; 5’+mk + Z 5t+160z|6l , gdzie
I=1

Ntk cena nominalna papieru typu k sprzedanego w czasie ¢, parametr O, przyj-

s {1 s=t
o; =
0 s=#t¢t
Majac zdefiniowany przeptyw finansowy dla pojedynczego papieru mozemy zdefi-
niowa¢ przeptyw finansowy Fs dla calego portfela jak ponizej:

muje wartosci:

N

=2 X e’hu

keK t=s-m, pt

Podstawowym ograniczeniem omawianego w dalszej czedci artykutu zadania opty-
malizacji jest gwarancja wykupu papierow 1 wyplaty odsetek w dowolnej chwili
czasu §. Ograniczenie to opisuje nierdwnos$¢:

F.+ NDP, =z 3, , gdzie
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NDPswydatki panstwa w chwil czasu s poniesione na finansowanie celéw, ze §rod-
kéw diugu publicznego, zawartych w budzecie,

Ps  warto$¢ ustalana na podstawie rzadowych prognoz wydatkéw panstwa.

Bardzo wazne jest ograniczenie zawarte w podpisanym przez Polske traktacie
z Maastricht. Oznaczajac przez D, panstwowy dhug publiczny,

S
D=3  YxF.NF,

keK t=s-m,+l
ograniczenie to mozna zapisac jak ponizej:

D, .
S <M, gdzie
PKB

S

M=10.6,
PKB, to warto§¢ produktu krajowego brutto.

Dla spelnienia wymogdéw emisji papieréw dluznych istotne sa nastepujace ograni-
czenia (Klukowski, 2003):

e ograniczenie na liczbg sprzedawanych papieréw i-tego rodzaju w chwili czasu ¢
a,k < x,k < b,k ,
e ograniczenie na okres zapadalnosci sprzedawanych papieréw
I S(x,l +2x,2 +---+52x,52)/2x,k <g
k
e ograniczenie na udzial poszczegdlnych rodzajow papierow w lacznej puli sprze-
danych papieréow

h,kéxk/Zkai,k
k

4. Uklad sterowania

Ponizszy rysunek pokazuje ukifad sterowania obiektem opisanym rownaniem
(1). Jest to uktad liniowy, z pgtla sprzgzenia zwrotnego od stanu.
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prognozy zakldocenia

wejscie| regulator MPC | terowanie U X(++1)= wyjécie
— > AX(Hy+BU(t)

—

A 4

Rysunek 1. Schemat ukfadu sterowania liniowym obiektem dtugu publicznego.

Dla pelnego przedstawienia uktadu sterowania okreslimy wejscia 1 wyjscia systemu.
Dane wejsciowe:

e historia sterowan — musimy wiedziec¢ jakie papiery, ile i kiedy zostaly do wy-
kupu oraz musimy zna¢ terminy platnosci odsetek dla papieréow sprzedanych
przed rozpoczeciem procesu optymalizacii,

e daty emisji papierow.
W procesie regulacji predykcyjnej] MPC wymagane beda prognozy stop procento-

wych, prognozy produktu krajowego brutto oraz prognozy wydatkéw panstwa NDP.
Musimy takze zatozy¢ ceny sprzedawanych w przyszto$ci papieréw na przetargach.

Dane wyjsciowe:
e roczna emisja papierow,
e roczny dlug publiczny obliczony na przykfad zgodnie z metodologia £S4 95,
o wskazniki ryzyka, na przyklad duracja,
e dlug nominalny D;, przeptyw F.
Role zaklécen moga petnié:
e rdznice miedzy rzeczywistymi wartosciami stop procentowych i stop progno-
zowanych (prognozy stop beda prawdopodobnie rdzne od rzeczywistych),
e rOznice miedzy rzeczywistymi cenami sprzedazy papieréw na przetargach
a cenami prognozowanymi,

e dodatkowe wydatki lub nadwyzki w budzecie panstwa mogace wplynacé na
zwigkszenie lub zmniejszenie wysokosci diugu.

Do wyznaczenia optymalnej polityki sterowania mozna zastosowaé strategi¢ oparta
na regulacji predykcyjnej MPC.
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Idea regulacji predykcyjnej (MPC).

Ogolna zasada regulacji predykcyjnej (z przesuwanym horyzontem) jest na-
stepujaca. W kazdej z kolejnych dyskretnych chwil czasu ¢ (r=j7,, gdzie
T, oznacza czas probkowania), dysponujac:

* dynamicznym modelem obiektu, w tym zakladajac okreslony model zaklocen

(poprzez zaklécenia rozumiemy bledy prognoz),

= pomiarami wyj$¢ obiektu w chwilach biezace]j i poprzednich oraz poprzed-
nimi warto$ciami sterowan,

» znang lub zalozong trajektorig wartosci zadanych regulowanych wyjs¢ obiek-
tu w biezacej 1 przysztych chwilach czasu,

wyznaczamy wartosci sterowan u; = gy, U gjp..., Urrnu-1ik> 1. DA horyzoncie optyma-
lizacji N,, przyjmujac dalej 1 = Umery dla p 2 N,. Zastosowana w indeksach
notacja ,,z+plt” oznacza wyznaczenie w chwili ¢ wartosci przewidywanej na chwile
t+p. Sterowania wyznaczane sa tak, aby zminimalizowa¢ réznice migdzy warto-
Sciami regulowanych wyj$¢ obiektu a warto$ciami zadanymi, na horyzoncie predyk-
¢ji N, p=1,2,...,.N. Minimalizacja réznic rozumiana jest w sensie minimalizacji okre-
$lonej funkcji kryterialnej (funkcji kosztu). Nastgpnie wyznaczone sterowanie uy,
jest podawane na obiekt. Poniewaz na obiekt dziataja zaklocenia, stan obiektu X.;

jest na ogoél roézny od oczekiwanego. Procedura wyznaczania sterowan jest powta-
rzana w chwili #+1.

Zasadg regulacji predykcyjnej MPC dla uktadu sterowania z rys. 1 mozna zapisaé
jak ponizej:

Ustalamy horyzont sterowania [z, ).

Krok 1. W chwili ¢, z przedziatu [#), ty], zakladamy ze znamy wartosci p,j . Na-

stepnie dokonujemy predykcji p;j do konca horyzontu optymalizacji
i+ N,

Krok 2. Przeprowadzamy optymalizacje dla wskaznika jakosci J w oparciu o, na

przykiad, najbardziej prawdopodobny scenariusz prognozy p}j . Wyzna-

dla wszystkich s 21, dla prze-

czamy ciag optymalnych sterowan u'sk| ,

J
dziatu czasu (1, ;+N,].

Krok 3. podajemy sterowanie u'f.‘ , . Dha wejscie obiektu, j = j + 1, wracamy do
A
kroku 1.

Nalezy podkresli¢, ze na obiekt podawana jest tylko prognoza sterowania wyzna-
czona dla chwili ¢. (u;),).
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Przyjmujac okreslona prognozg stop procentowych unikamy nieliniowosci (p oraz ¢
$3 zZnane)

5. Zadanie optymalizacji
Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu optymalnego ciggu sterowan u

dla obiektu X,.; = AX, + BU, przy spelnieniu ograniczen (zdefiniowanych w pkt. 3)
dla funkcji kosztu J.

Zapiszmy wskaznik jakoéci J w nastgpujacy sposob:

JQtl,t2|)= D ixtk((]vtk _pk\[fl,fz]“[’,”mk]

keK 1=t o [t>t+mk]

mi (6 [t t ]m[t+6(l—1) t+6l] L ((
k 1542 > k k k) k k k
+ c = x\N/~-p )n +Cy¢7 O )
lgl £16! [t 6(/—1),1 61] kg z_}l t t t t|6] Gy

Jezeli p/ nie zalezy od x to prawdziwe jest stwierdzenie:

Dla przyjetej prognozy struktury terminowej stop procentowych i dla przyjgtej pro-
gnozy wydatkow budzetowych zadanie optymalizacji jest zadaniem programowania
liniowego z liniowymi ograniczeniami.

L g k . . . . . . . .
Jezeli p/” nie zalezy od x to do rozwiazania zadania optymalizacja mozna zastoso-
wacé metode Simplex.

6. Zakonczenie

W artykule przedstawiono uktad sterowania liniowym obiektem diugu pu-
blicznego. Sformutowano wskaznik jakosci i ograniczenia dla zadania optymaliza-
cji. W procesie optymalizacji konieczna jest prognoza dyskonta sprzedawanych
papierow. Liczba papierow sprzedanych na przetargu moze mie¢ wplyw na przyszia
ceng sprzedawanych papieréw. Inaczej mowiac, emisja papierdw przez panstwo
wplywa na przyszte zachowania inwestoréw. Przedstawione zadanie optymalizacji
nie uwzglednia tego problemu.

Zastosowana metoda regulacji predykcyjnej MPC moze powodowaé czgste
zmiany strategii emisji papieréw diuznych w krétkim przedziale czasu. Takie dzia-
fanie skarbu panstwa jest niewskazane. Dalszy kierunek badan moze dotyczy¢
optymalizacji dwuwarstwowej, ktéra wyeliminuje powyzszy problem. Warstwa
nadrzedna przeprowadzataby optymalizacje dla dlugiego horyzontu optymalizacji
z okresem probkowania nie &, a wk, gdzie w>1 jest liczba catkowita dodatniag. War-
stwa nadrzedna mogla by wyznaczaé¢ na przyktad strategi¢ emisji rocznych papierow
(w=12). Warstwa optymalizacji bezposredniej dziatalaby na horyzoncie sterowania
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réwnym okresowi probkowania warstwy nadrzednej, czyli na przyktad rocznym
i wyznaczataby strategie emisji miesiecznych papieréw na horyzoncie roku. War-

stwa optymalizacji nadrzednej okres§lalaby wartosci ograniczen dla optymalizacji
bezposredniej.
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APPLYING MODEL PREDICTIVE CONTROL STRATEGY
TO PUBLIC DEBT MANAGEMENT

Abstract: Public debt management is the process of establishing and execut-
ing an issuance strategy for managing the government’s debt in order to
achieve the government’s cost and risk objectives. The main cost objective is
a total cost (coupons plus the difference between nominal value and issuance
price) of bonds distributed over a period of time. The risk objective may relate
to a problem of market stability, or an insuance strategy roboust to interest
rates shocks. In this paper we introduce a formal presentation of a linear
model of public debt. We also present the optimization method, based on
model predictive control strategy that can be used 1o find optimal issuance
strategy. The goal is to minimize a cost function on optimization time horizon.
We define institutional and market practise constraints that are essential for
this problem. Risk objective is included in risk constraints.

Keywords: Public debt management, model predictive control, linear pro-
gramming.
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