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PROBABILISTYCZNY MODEL FUNKCJONOWANIA {Q,r) BUFORA 

Streszczenie~ 

Romuald Hoffmann 
Zespół Informatyki Wojsk Lotniczych 

60- 929 Poznań, skr. poczt . 506 

Om6wiono zasadę pracy (Q,r) bufora z dopuszczeniem utraty 
napływających dany~h w wyniku przepełnienia bufora. Sformuowano 
probabilistyczny model funkcjonowania (Q,r) bufora. Na podstawie 
modelu wYZnaczono podstawowe probabilistyczne charakterystyki 
pracy bufora, takie jak: graniczne współczynniki gotowości bufora 
do przyjęcia danych oraz graniczne średnie zapełnienie pamięci 
(Q,r) bufora. · 

1. Wprowadzenie 

Zanim przystąpimy do zasadniczego toku rozważań rozpatrzmy na 

początek następujący przykład. 

Przykład. Bufor wahadłowY. (Q,Q) bufor. 

Rozpatrzmy pewien układ dwubuforowy (rys. 1), składający się z 

dwóch buforów 131 i B2, zorganizowany na zasadzie buforowania 

wahadłowego. 

Niech w chwili t=0 bufory 131 i Bz będą puste i mają ustaloną 

długość . Niech zmienne losowe t j,j<'.l, będą kolejnymi czasami 

zapełniania na zmiane buforów 131 i Bz. Przy czym t 2 j-l' j<'.l, będą 

czasami zapełniania bufora 131 a ~ 2 j,j<'.l - bufora 132. Ponadto przez 

Tj,j~ l. oznaczymy kolejne czasy opróżniania na przemian buforów 131 

t 132 ( tzn. ,,- 2 j-l'j<'.l, czasy opróżniania bufora B• a ,,. 2 j,j~l, 

czasy opróżniania bufora 132). W przypadku, gdy obydwa bufory B• i 

132 będą zapełnione to napływające dane do tych buforów będą 

odrzucane (tracone). 

Chwile tk,k<'.l, z rys . 1 wYrażają się następującymi wzorami: t 1= t 1 , 

tk+l =tk +max{~·k+l 'T k} ,k~l. Chwile tk ,k<'.l, są momentami rozpoczęcia 

wydawania informacji_ z bufora wahadłowego (rozpoczęcia opróżniania 

jednego z buforów B• lub 82) . Opróżniany bufor B• lub 132 zostaje 

zwalniany tylko w tym momencie kiedy zostanie wydany ostatni 

segment danych . 
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w chwili t zapełniany jest bufor B•, 

O gdy 

w chwili t zapełniany jest bufor B2,t ~ O. 

żaden z buforów nie jest zapełniany. 

Rys.l. Ilustracja funkcjonowania bufora wahadłowego . 

Jeżeli bufor B• będzie miał pojemność Q miejsc (segmentów 

pamięci) a bufor 132-pojemność r=Q miejsc to bufor wahadłowy 

omó wiony w tym przykładzie stanowić będzie przykład {Q,r) bufora. • 

Zastanówmy się jak będzie przebiegał proces wprowadzania i 

wyprowadzania danych z (Q,r) bufora . Całkowita poje11111ość (Q,r) 
' bufora wynosi Q+r (QE-K, r€.H, Q~r) . Napływające dane do bufora mają 

postać niepodzielnych segmentów o ustalonej wielkości. Dane z 

bufora są wyprowadzane porcjami o wielkości Q segmentów. 

Opróżniany obszar bufora zostaje zwalniany tylko w tym • omencie 

kiedy zostanie wyprowadzony ostatni segment danych. Na rys.2 jęst 

przedstawiona przykładowa realizacja procesu zapełniania i 

opróżniania (Q,r) bufora. 

Oznaczmy przez uj,j~l, odcinek czasu między sąsiednimi chwilami 

pojawienia się (wprowadzenia) ko-lejnych segmentów informacji w 
(Q,r) buforze. Niech z(t) oznacza ilość niezapełnionych segmentów 

(Q,r) bufora w chwili t~0 a v(t)-ilość utraconych zgło~zeń 

napływających danych do bufora do chwili t~0. 
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Rys . 2. Przykładowa realizacja procesu z(t) gdy z(0) ~r . 

2. Model 

1° . Oznaczmy przez uj (j~ l) kolejne czasy napływania danych do 

(Q,r) bufora. Niech {uj,j~l} będzie ciągiem niezależnych zmiennych 

losowYch o jednakowym rozkładzie prawdopodobiet.stwa okreś lonym 

dystrybuantą F(t) i skot.czonej wartości oczekiwanej Eu (Eu< •oo ) , 

2°. •Niech z(t) oznacza wielkość wolnego obszaru bufora w chwili 

t~0 i z(0)e{0,l, .. . ,r+Q}. Mechanizm generujacy zapotrzebowania na 

opróżnienie (Q,r) bufora działa w oparciu o obserwacje wartości 

procesu z(t),t~0. W momencie t ~ 0 gdy z(t)=0 strumie6 napł ywaj ących 

danych do bufora nie jest wstrzymywany i następuje zjawisko utrat y 

danych aż do momentu gdy zwolni się miejsce w buforze . Obowiazuje 

<r,5,Q> strategia, tzn. w chwilach tk takich, że z(tk-0) =r+l i 

z ( tk) =r (re.A',.) rozpoczynamy k - te opróżnianie Q miejsc bufora . 

Wielkość Qe.k pobieranej porcji danych z (Q,r) bufora jest stał a 

oraz spełnia warunek Q~r. Warunek Q~r gwarantuje to, że między 

sąsiednimi kolejnymi opróżnieniami bufora będzie złożone dokł adnie 

jedno zapotrzebowanie na opróżnienie bufora. Każde k-te 

opróżnienie Q miejsc bufora następuje po losowym czasie Tk (k~ l) 

od chwili tk . Gdy z(0) 5 r zapotrzebowanie na opróżnienie (Q,r) 

bufora jest wysyłane w chwili t 0=0 i realizowane po losowym czasie 

TÓ od chwili t 0=0. Chwile tk złożenia zapotrzebowania na 

opróżnienie Q miejsc bufora wYrażają się wzorami : 
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gdzie 

gdy z(O)>r, l zcoi-r 
2 uj 

t 1 = J = :ł-:)) . o ~r 

max { 2 uj,ro} + ~ + 2 uj+z( O) +v gdy z(O)Sr, 
J= • j=2 0 

{fk} kQ-rk r+ i,kkQ-rk 
max luJ, ' k + t + l u.+r+v = l uJ. + l uj+r+v ,k2:1, 

F • jaz J k J=S J=S k 
(1) 

przy czym u~ dla k 2: l jest dane wzorem: 

u~ = { :j+z(O)+Q:-r+(k-l)Q+v 0 + .. . +vk-• 

. j+z(O)-r+(k-l)Q+v0 + . .. +vk-• 

gdy z( O) ::Sr, 

gdy z(O)>r, 

a zmienne losowe vk,k2:0 oraz t k,k2:1 są zdefiniowane następująco 

I { n+~(O) } 
ci f max n: Jf, uj<-r 0 ,ne.H'., gdy k=O i z(O)Sr, 

'-'k= ~ 
max{n: :f, u~<Tk ,ne.K.,} gdy k2:1; 

l 
z(Oi+'-'o+lu .- max{ :r) Uj'T o} gdy k=O i z(0)5r , 

J =. J t k gr 
rf'k+l k max{ J, u~,-rk} gdy k2:1. u. -

J J : 1 

3°. Niech {-rk,k2:0} będzie ciągiem niezależnych zmiennych 

losowych o jednakowym rozkładzie prawdopodobienstwa określonym 

dystrybuantą G(t) i skończonej wartości oczekiwanej K-r (E-r<+oo). 

4°. Zmienne losowe rk, uj dla każdego k2:0 oraz każdego j2:1 są 
niezależne . • 

Definicja 1. 

Niech d 1=t 1 . Zmienne losowe dk,k2:1 nazywać będziemy długością 

(k-1) -szego cyklu opróżniania (Q,r) bufora.• 

Zmie nne losowe '-'k,k2:0, interpretujemy jako ilość utraconych 

danych w k-tym cyklu oprćżniania (Q ,r) bufora . 

3 . DŁugość cyklu oprćżniania (Q, r) bufora ·. 

Zauważmy, że cia,g {dk,k~l } jest cia,g iem niezależnych zmiennych 

losowych . Wynika to z niezależności zmiennych 

T k, k ł: 1. Także z poczynionych zał ożet, co do 

losowych uj,j2:1 oraz 

rozkładu zmiennych 



losowych uj i r k wynikiqml!~~nłi~41osowe dk .k~l mają jednakowy 

rozkład prawdopodobieństwa począwszy od elementu o numerze k=2. 

Ponadto długość k-tego cyklu opróżnienia (Q,r) bufora możemy 

rpk ~ k ~rk 
zapisać następująco: dk+l = 2 u.+ l u.+ +l + 2 u.+ +v .k~l. 

j; • J j; • J r i; 2 J r k 
Wartości oczekiwane zmiennych losowych dk,k~l otrzymamy w 

wyniku następującego toku rozważań . Na początek zauważmy, że 

zmienne losowe '-'k,k~O możemy zdefiniować w następujący sposób: 

{ 

Ir,: gdy k=O i z(O)~r. 
d! r,;1 

'-'k= a, k 

l (,n gdy k~l; 
n= t 

gdzie~ dla każdego k~O i każdego n~O są zmiennymi losowymi 

zdefiniowanymi nasr.ępująco: 

o df j;1 J r, = { 
l gdy n+l(O:~ .<r O 

n O w .przeciwnym przypadku; O w przeciwnym przypadku. 

Stąd sumę ~ u~+r+l możemy zapisać· ~ 
J;. J J; • 

r~l k 00 k k 
W związku z tym dk+l = 2 uj+ l fj-uj+r+l 

J:;; 1 J:::;: 1 

Wartość oczekiwana zmiennych losowych 

k ~ k k 
u.+r+l= l r,j · u·+r+l 

J Q- pi J 

+ ~u~++ ,k~l. Jt2 J r '-'k 
~.k~O dla każdego 

,k~l. 

n~O ma 
postać wzoru: 

_ { :jF*(n•z<o>)(t)dG(t) gdy k=O i z(O)~r. 

Eł~► - +oo 
JF*(n+r)(t)dG(t) gdy k~l. 

o 

Wartość oczekiwaną E{ I r,~-u~+r+l} obliczamy w następujący sposób. 
;; 1 k k 

Z tego że zmienne losowe r,j i uj+r+l dla każdego k~l i j~l są 

niezależnymi zmiennymi losowymi oraz z twierdzenia Fubiniego 

[3,roz.18,tw.18.3,a.231] .,ynika następująca relacja: 

EL!/~ -u~+r+l }= J!. E{t,~ · u~+r+1}= j!, E{r,~}-E{u~+r+1}=Eu · J!. E{on = 

a, (+oo * ( ) ] +oo oo ( ) +oo 
=Eu·t JF n•r (t)dG(t) =Eu · J t F* n•r (t)dG(t)= Eu·fH(t)dG(t). 

n-• o o ~H(t) __J o 
Zauważmy, że funkcja H(t) przypomina swoją postacią funkcję odnowy 

[7,roz.III.14,s.164~171]. Funkcję H(t),t~O obliczymy wykonując 

następujące czynności. Ji"unkcję H(t) możemy zapisać następująco: 

H ( t) = ! F* ( n+r) ( t) = F* ( • • r) ( t) + s' H ( t-x) dF ( x) . ( 2 
n:::t O 
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Powyż sze rćwnani~0~~śtfW3łffi:Mł~giash~oQ~Ora -· -Niech ~ [F(t) , s] =F(s) oraz L [H(t),s]=H(s) . Ponadto wiadomo, że 

[ d ] - -L dtF(t!,s =s · F(s) - F(O• ) =s·F(s!. Prz=cho~:~c w (2! do _
1
transformat 

l,aplace a otrzymujemy równość H(s)=(F(s)) · (1 - s · F(s)) . 

Na tej podstawie dla każdego k~ l wartość oczekiwana ~mienne j 
•D 

losowej l n ~ -u~+r+l ma postać wzoru : 

E{I fł~ ~~:r+i}=ESnu= Eu -:j:e-•[cF(s))r+1 -(1 - s · F(s))- 1 ]dG(t). ( 3) 

Ostatecznie wartość oczekiwana zmiennej l~sowej dk+l'k~l jest 

naa tępuj aca : 

[{dk+lł = Ed = Q· Eu + ESnu .k~ l. 

gdzie KSOu dane jest wzorem (3). 

( 4 ) 

Wartość oczekiwaną E{ ~ n° · u } wyznaczam_y 
_ 1f 1 j j+z<o >+l analogicznie 

CLJ k k l [łj - uj+r+l ,k~ l . 

{
"' } +oo [- i=•_ ] '\ O J - 1 Z ( O > +t -1 

E Jf .nj -uj+z<o>+l = Eu ·
0 

;e (F(s)) · (1 - s · F(s)) dG(t) 

jak wartość oczekiwaną zmiennej losowej Stąd 

Dlatego też możemy zapisać : l(z(O) - r)·Eu gdy z(O)>r, 

Eld 1} = [ +oo _ _ ] 
J -• [ z<O >+ i - 1] Q-r+z(O)+ :e (F(s)) · (1-s · F(s)) dG(t) ·Eu 

0 • gdy z(O):$r. 
Z c ha rakteru procesu buforowania danych w (Q,r) buforze wynika, 

ż e w k ażdym cyklu opróżniania bufora może nastąpić czasowy brak 

mie j sca w buforze . Ze wzoru (1) wynika, że czas braku miejsca w 

(Q,r) buforze w każdym cyklu opróżniania bufora możemy przedstawić 

nas l~· puj ącymi zależnościami : 

80 : ~,-max{ O, r 0-:r \ j} oraz B/~"max{r k - Jt u~, O}• k~l . 

Zmienne losowe J\,k~ O. interpretujemy jako czas zapełnienia bufora 

w (k • l) - szym cyklu opróżniania (Q,r) bufora . 

Wartość oczek iwana.. zmie·nnych losowych 1\, k~l możemy obliczyć w 

nattt~puj a cy sposób : 

E!B, } = E{max{r k - Jt u~ ,o}} = E{max{rk, Jt un} - E{J, u~} = 

+oo 
= f (1-G(t) F*r(t)) dt 

+ CLJ 

J (1-F*r(t)) dt . 
o o 

Ostatecznie 



Romuald 1Rłffmann * 
[{Bk} =KB = f (1-G(t)) · F r(t)dt. ( 5 ) 

o 
Analogicznie obliczamy wartość oczekiwaną zmiennej losowej B0 • 

W związku z tym, wartość oczekiwana E{B0 } ma postać wzoru : 
+oo 

E{B0 }= J (1-G(t))·F*r(t)dt 
o 

Ciąg {8t,k~O} jest 

jednakowej wartości 

ciągiem niezależnych zmiennych losowych 

oczekiwanej KB<+oo dla każdego k~l 

szczególności k~O gdy z(O) =r). 

4. Współczynniki gotowości (Q,r) bufora do przyjęcia danych. 

o 
. (w 

W literaturze definiuje się graniczny współczynnik gotowości 

oraz graniczny uśredniony współczynnik gotowości obiektu do 

wykonania zadania [l,roz.7,def.2.l.s.211]. W związku z tym, 

graniczne współczynniki gotowości (Q,r) bufora do przyjęcia danych 

zdefiniujemy następująco. 

Niech rodzina Y=(y(t),t~ O) będzie procesem stochastycznym, ze 

{
l gdy z(t)=O, 

zbiorem wartości {0,1}, określonym wzorem: y(t)= 
O gdy z(t)"O. 

Definicja 2. 

Granicznym współczynnikiem gotowości (Q,r) bufora do przyjęcia 

danych nazywamy granicę wg= ~¼foo E{l-y(t)}. • 

Definicja 3 . 

Granicznym uśrednionym współczynnikiem gotowości (Q,r) bufora do 

przyjęcia danych nazywamy granicę wśrg= +¼łoo f- 0 f E{l-y(t)}dt.• 
Twierdzenie 1 . 

1. +¼łoo ł · JTy(t)dt = 
o 

. 1 T 
2. +~i+~· T. f y(tldt 

o 
gdzie Kd dane wzorem (4) oraz KB-wzorem ( 5) . • 

Dowód twierdzenia 1. 

Rodzina Z=(z(t),~0) jest procesem regenerującym się (wynika to 

z założeń 1°-4°) o chwilach regeneracji t 0=0 i tk,k~l. i przyj­

mującym wartości ze zbioru {0,1,2, . . . ,r+Q} . 

Z tego ,że proces Z=(z(t),t~O) jest procesem regenerującym się 

wynika że proces Y=(y(t),t~O) jest procesem regenerującym sią z 

chwilami regeneracji t 0=o i tk' k~l . W związku z tym, proces 

( 0 f'y(x)dx.t~O) jest procesem akumulacji [2,roz . 4.8,s.112+119]. 
I 

[9, roz.1.6, s.31+32], [10, roz.8.4, s.150+152] uzyskującym w 

\ 
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Hodel funkcjonowania bufora 

ko l eJnycn cyk lach regeneracji niezależne przyrosty postaci 
t 

Stąd zbieżność 

twierdzenia dla 

z 

l<+t 

J '. prawdopodobieństwem 
procesów akumulacji 

roz . 8 . 4, s . 151,wł .1]. Mianowicie: 

1 

[2 , 

wynika z granicznego 

tw.4.14,s.117], [10, 

1 T lfT} KB +¼fro T·of y(t)dt = +¼fro T · Ełof y(t)dt = 7f<I · 

Zbieżność średniokwadratowa · wynika z ergodycznego twierdzenia 

dla procesó w regenerujących [6,roz.2.9,tw.2.11,s.79] . Z własności 

?.bieżności średniokwadratowej wynika , ż e [4 , roz.l . 9,s . 39-40,wł .7 i 

81 prawie na pewno zachodzi 
1 T 

+¼foo f " f y(t)dt 
o 

realcja: 
T 

f y(t)dt = ·:. 
o 

Co należał o dowieść. ■ 

Wartość współczynnika wśrg wynika wprost z tw.1 na podstawie 

twierdzenia Fubiniego [3,roz.18,tw.18.3,s.231], [5,roz.4,s.109] 

wśrg= HtJ- · 0 f EU-y(t)}dt = HtJ · E{ 0 f (1-y(t))dt } . 

Stąd, zgodnie z powyższym wś dane jest wzorem: 
KB rg 

wśrg = 1 - Kd · 6 ) 
Wiadomo [l,roz.7,lemat 2.2,s.212], że jeśli tylko istnieje 

granica wg= t¼fro E{l-y(t)} to wg= wśfg , to znaczy _ 

t¼łro E{l-y(t)} = łifro T·of E{l-y(t)}dt . 

Warunki istnienia granicy wg= t¼foo E{l-y(t)} = 1-f¼froPrlz(t)=O} 

oraz sposób jej obliczenia formułuje twierdzenie Smitha . 

Zauważmy. że dla każdego kl:cl i tl:cO 

p(t)~Priz(tk+t}=O,dk+l>t}=Pr{J,u~ <t< rk}=F*r(t) ·(1-G(t)) 

Funkcja p(t) jest całkowalna i nierosnąca. Stąd, jeżeli 

dystrybuanta zmiennej losowe·j dk ,k2:2 jest niearytmetyczna to z tw. 

Smitha wynika, że granica f¼'Pro Prlz(t)=O} istnieje i jest równa 

H!loo E{y(t)} ::: Kd-•-o j"'p(t)dt = Ed-· · aY'F*rct) · (l-G(t))dt. 

Graniczny współczynnik gotowości (Q,r) bufora do przyjęcia danych 

wg= 1- Hrp""E{y(t)} na podstawie tw. Smitha lub na podstawie relacji 

wg= "ś r9 oraz tw.l ma postać Wlloru (6). 
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5. S rednie zapełnienie pa mi~ci (Q , r) bufora 

Definicja 4, 

Granicznym średnim zapeł nieniem pamięci (Q,r) bufora nazywamy 

granicę: H~oo f · E{,J\~+ r - z(ti dt}. • 

Twierdzenie 2. 

1 l . 1 
· 'i'¼!Jloof 

1 T EA 
2. J.• i+& · T J z(t)dt. = Ed 

o 
gdzie Ed dane wzorem (4), EA 

ES/1U dane wzorem (3) . • 

Dowód twierdzenia 2. 

Q+ 2 · r-1 . Q . Eu 
2 

+ Q ( ESri'u - Er ) oraz 

Dowód tezy 1. Zauważmy, ż e proces (f ' z(t)dt.t2:0) jest procesem 

akumulacji [2, roz . 4.8, s . 112-;.119), [9, roz.1.6, s . 3h32]. [10, 

roz . 8.4, e . 150+152] uzyskuj ącym niezależne przyrosty w k o lejnych 

cyklach regeneracji postaci: 
t 

I k 
Ak = z(t)dt, 

l 
k - 1 

loeo~e Ak,k2: 1 wyraż ają się wzorami: 

z({),)-r 
2 (z(O)-j+l) · u . 

j= 1 . J 

k 2: l, t =O. o Zmienne 

gdy z (O) > r , 

zf,O) Q-r { zf,0) . } jfi (z(O)-j+l) ·uj+Q · t 0 + 
1
t (Q-j +l) · uj+z(O)+ Q· max O, 

1
f, uf-T O 

gdy z(O) ~ r 

Ak+l=1 (r-j+l) · u~+Q t k+~f (Q- j+l) · u~+r+ ,.•k +Q · max{o, Ju~·-Tk} = 

= 2 (r-j+l) · u~+ Q!\Q-j+l) · u~+rH• +Q · [( k+max{2 u~, r k}··T k] = 
i= • J~2 k j = l 

-2 -. . ~ Q;::.r . . k . [r+l k x. k . k - ] > - (r J+l) u.+\ (Q-J+l) u. +Q ~u.+~ ~- u. 1 r k , k - 1 . 
i =• J Jf 2 J+r+v k , f, J- Jf, J J+r+ 

_Stąd wartos'; ć oczekiwana zmi ennych losowych Ak+l 'k2:1 ma postać : 

[{Ak+l}= Q;i . ~ · Eu+Q · ( r · Eu+ES(i'u- ET) = Q+\ r+l · Q · Eu+Q · (ESri'u - Er ) =EA . 

{Ak , kł l} jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o jednakowej 

wartości oczekiwanej EA (EA<+ oo ) dla każdego k2:2 gdy z(O)~r lub dla 

każdego k2:1 gdy z{O)=r . Na podstawie granicznego twierdzenia 

dla procesów akumulacji [1,tw.4.14,s.117], [10,roz . 8.4,s . 151 , 

wł . 1] . ot rzymujemy 

16] 
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Co należało dowieść . ■ 

Dowód tezy 2 . Zauważmy, :że dla ka±dego zdarzenia elementarnego 

wen zachodzi następująca relacja : 
T 

O !S ł· J z(t)dt !S r+Q, T>O. ( 7 ) 
o 

KA ll (t) 
Niech g=7fct• w(t)= J z(x)di oraz w(t)=~ - g, t;,:o . 

o 
E{lw<t> n Z pierwszej nier1vności Czebyszewa, tzn. Pr{lw(t)l;,:c} !S 

C 

dla każdego t;,:o i każdego c>O oraz z tezy 1 tw.2 wynika, :że proces 

(w(t)/t ,t;,:o) jest zbieżny stochastycznie do granicy g, tzn. 

l+!ó:ł'· wit)=g. Ponadto z relacji (7) wynika , :że dla każdego t~O 

istnieje_p.n.sup lw(t)l 2 = inf{c Q!O i Pz{lw<t>l~>c}=o }· 

Dla każdego t;,:o i każdego c>O spełniona jest nierówność 

[8 , roz . 2.4.2,s.44] 

E{ Io< >Iz ' z 1 } Eł lg<t>lz' !' t o, - : !S P Iwet> l;,:c !S . ~~~-"~~-~~'-
p.n. BUP lv(t) I c 2 

(8) 

Z tego :że f+!ó:ł'· wit) = g oraz z relacji (8) wynika, że proces 

(w(t)/t,t;,:0) dla każdego t;,:o i każdego c>O spełnia nierówność: 

E{lw<t> 12 • - c 2 !S o. (9) 

Nierówność (9) dowodzi zbieżności procesu (w(t)/t,t;,:O) według 

ś redniej kwadratowej. Na podstawie własności zbieżności prawie na 

pewno [4,roz.1.9,s.37-38,wł.5] i zbieżnOści średniokwadratowej [4, 

roz . 1 . 9,s.37-38 , wł.8] • amy: 

f¼~oo wit) = t~!~• wit) = t~!ó:ł' · wi~ ) 
Co należało dowieść. ■ 

6. Zakończenie 

Korzystając z przeprowadzonych rozważań dodatkowo ■ożna jeszcze 

wyznaczyć następujące charakterystyki : 

a). Wartości oczekiwane zmiennych losowych ~koraz vk,k~O. 

b) . Wartość oczekiwaną czasu do pierwszego przepełnienia bufora TP 
d f 

(TP= inf{t : z(t)=O, t;,:1). 

c). Wartość oczekiwaną ilości 

d). Wartość oczekiwaną ilości 

Uzyskane charakterystyki 

zadania wyboru optymalnych 

wielkości Qi r. 

utraconych .danych do chwili t;,:o. 

opróżnień (Q,r) bufora do chwili t;,:o. 

mogą posiużyć jako kryteria 

parametrów (Q,r) bufora, tzn . 
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7 . Wykaz etoeowanycb oznacze(, 

.K={l,2 , 3, ... }, .K :.Ku {O}, -'l+=[O,+oo), f xj={O + + ~ ;'4m Xm ... Xk 

Cx] - część całkowita liczby x; 
l.i.•.- granica w eensie zbieżności średniokwadratowej; 

gdy k<11, 
gdy k~11; 

lill - granica w zależności od konteketu: w eeneie zbieżności 
z prawdopodobieństwem 1 lub zbieżności w zwykłym eeneie; 

w - zdarzenie elementarne; O - zbiór zdarzeń elementarnych; 
Pr{•} - miara prawdopodobieństwa; 
E{•} - operator wartości oczekiwanej; 
.t'[•] - operator przekeztałcenie Laplace·a; 

.t'-1 [•] - oper~tor odwrotnego przekształcenia Laplace·a; 
z(t) - wielkość wolnego obszaru (Q,r) bufora w chwili t; 

*- - operacja splotu; 
r*n(t) - splot n-tego stopnia dyetrybuant F(t),t~O. 

przy CZJ'lll r*n<t>grF(t)*F*(n-l)(t), r*0 (t)=l. 
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