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l.lOGÓLNIONE TWIERZENIE BLACKWELLA 

Ryszard Antkiewicz 
Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa 

Streszczenie: Znane z teorii odnowy twierdzenie Blackwella 
orzeka, ~e oczekiwana liczba odnów w przedziale o ustalonej 
długości Jest asymptotycznie wprost proporcjonalna do 
długości tego przedziału, a odwrotnie proporocjonalna do 
oczek i wanego czasu pracy odnawianych elementów. W referacie 
przedstawiono sforllUłOManie i dowód ·twi erdzenia, zgodnie z 
który•, zalriność powy:tsza zachodzi równiri w przypadku, 
gdy długość przedziału, w którym zlicza się odnowy, Jest 
z • ienn-. losowa_. 

1. Wstęp. 

Jednym z problemów rozwaanych w teorii odnowy s-. 
asy,aptotycz ne własności procesu i funkcji odnowy. Istnieje 

wiele twierdzeń określaJ,11,cych te własncści. JednY.• z nich 

J est twierdzenie Blackwella Cll,.[3], zgoćnie z którym 

oczeki-na l i czba odnów w przedziale o ustalonej długości 

jest asymptotycznie wprost proporcjonalna do długości tego 

przedziału i odwrotnie proporcjonalna do oczekiwanego czasu 

pracy odnawianych eleaentów. Zani• przedstawione zostanie 

dokładne 'sfortnUłowanie tego twierdzenia i jego uogólnienia 

wprowadzimy kilka niezbędnych oznaczań. Niech CSn>,n=l,2, • • 

będzie c.i,11,giea z• iennych losowych, których wartości 

oznaczaj-. chwile kolejnych odnów, a zatem będzie to 

oznaczenie stru• ienia odnów. Niech N<t>=max{n:Sn<t>, zatem 

N<t> Jest procesem odnów tzn. dla ustalonej chwili t Jego 

-rtość oznacza liczbę odnów w przedziale CO,t>. Przez e 

oznaczmy oczekiwany czas pracy odnawianych ele111entów czyli, 

e = E{Sn+l- Sn}' n= 1,2, •••• Wartość oczekiwana procesu 

odnów N<t> oznaczymy jako H<t> wobec tego H<t> =E <N<t>}. 

WykorzystuJ-.c wprowadzenie oznaczenia am:e• y przytoczyć 

treść twierdzenia Blackwella: · 
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Uogólnione tvierdzenie Blaclwella 

Twierdzenie 1 [1, str.1721. 

Je~eli ogólny stru~ień odnowy jest nieokresowy, to dla 

ka~dego h > O zachodzi relacja: 

( 1) lia <H<t+h>-H<t>> 
t• CD 

Jeśli e = CD to granica ta j-t rm«1a o. 
W praktyce pojawiło si• pytanie czy zalnność określona N 

pow~szya twierdzeniu jest spełniona r6Nniri "6Nczas, gdy 

długość przedziału określona jako h jest zaienna. lQSCMa,. 

Odpowied~ na to pytanie stanowi treść z-,dyfikowanego 

twierdzenia Black-Ila. W dalszy• . cia.gu referatu 

pr-zeclstawione zastana. sfora.iłowani• i dowód tej 

aodyf i kacj i • 

2. Sforaułowani• i dON6d 

Black-Ila. 

z • odyfikONanRQO twierdzenia 

Własności asyaptotyczne oczekiwanej liczby odnów w 

przedziale o loSONe) długości okrńla nast'fl)uJa.ce 

twierdzenie, 

Twierdzenie 2. 

Jeśli w ogólny• struaieniu odnów odst'fl)y _czasu •i~zy 

odnowa• i ••Ja. ~•tość rozkładu praNdopodobieńst- f 

spełni •Ja.ca warunkis 

CD CD 
I fp(t)dt (+CD dla P-evo p>1 i I tf(t)dt (+CD 
o o 

oraz W Jest nieuJ--., z • ienn-. od 

struaienia odnów i ECW}<+oo to zachodzi nast'fl)uja,ca zalriność: 

(2) 

. Dowód1 

li• E CN(t+łf)-N(t)} a 

t-

WprONdzay dodatk~ oznaczenia: 

d 
hit)= dt Hit>; hit> - g.-tość odnowy: 

N(t,N> = N(t+N>-N<Ł>. 

EOO 

e 



Ryszard Antkievicz 

Wartość procesu N<t,W> dla ustalonego t oznacza liczbę 

odnów w przedziale Ct,t+W>, gdzie W Jest nieuje111n, zmienn, 

losowa,. 

Chc,c wykazać prawdziwość zale:!:ności (2) wyznaczy•y wartość 

ECN<t,W>>, a nast•pnie zbad-y Jej własności asy•totyczne 

dla t..ao. 

Do wyznaczenia ECN(t,W>> konieczne Jest obliczenie rozkładu 

chwilowego procesu N(t). Z przyjętych określeń i zalo:!:eń 

wynika, :!:e dla n:!:1 spełniona Jest żale::tność: 

Cl) Cl) 

PCSn+l<t+W)=f PCW >x-t)dKn<x>-r PCW >x-t)dKn+l<x>= 
o o 

Cl) 

• f PCW>x-t}d(Kn<x>-Kn+l<x>>, 
0 

odzie ·Kn<x>.PCSn<x>, n•t,2, ••• 

WobllC t990, :!:e ~unkcja PCW>x-t> J-t funkcJ, aonotoniczn,, 

wzol~- x, a zat- posiada co naJwy::teJ przeliczalnĄ liczbę 

punktów ni11c:iĄ9lmci C2l, funkcje Kni Kn+l s., ciĄQle ~na 

stwierdzić, :!:e: 

Cl) 

f PCW= x-t>dK <x> = O n 
0 

BiorĄc pod uwagę tan fakt otrzyauJe•y: 

Cl) 

<3> PCN<t+W>=n> = r Fw<x-t>d<Kn<x>-Kn+l<x>>, n= 1,2, ••• , 
0 

gdzie 

Zatem: 
' Cl) Cl) Cl) 

ECN(t+W>>= E n·PCNCt+W)=n>= E n · f F <x-t)d(K <x>-K +t<x>>= 
n=l n=l o w n n 

Cl) Q) 

r F <x-t > d C E n· CK Cx > -K +l Cx > > > 
o w n=1 n n . 

Cl) 

f F <x-tldH(x). 
w 

0 
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Uogólnione twierdzenie Blaclwella 

Uwzglę,dni•j„c określenie N(t,W> otrzyaujeay: 

Ol) 

E<N<t,W>>=E<N<t+W>-N<t>>=E{N(t+W>>-H<t) z r Fv<x-t)dH<x)+ 
o 

t Ol) 

- H<t> • r F <x-t)dH<x>+ r Fv<x-t>dH<x>-H<t> • H(t> + 
O V t 

Ol) 

• -r F <x-t>dH<x>-H<t> 
t V 

Ol) 

r Fv<x-t>dH<x>. 
t 

W powy:tszych obliczeniach uwzgl-.c:lniono fakt,~• 

F (x)=l dl• x ~ O. 
V 

OQkonuj„c dalej podst•wienia y 

nie zaltńność: 

Ol) Ol) 

(4) E<N<t,W>> • r Fv(y)dH(y+t) = r Fv(y)h(y+t)dy 
o o 

Ol) 

oraz N• r Fv<y>h.<y>dy • 
o 

E{W} 

e 

Funkcję h5 110:tna interpretON&Ć jako v••tmć odnOMY a N 

oczekiw.an„ licz~ odn6M w przedziale Ct,t+W> dla 

st•cjonarnego struaienia odn6M. 

Pokday dalej, ~e li• ECN<t,W>>-N. 
· t-

w ty• celu 11Usiay udOMOdnić, ~e funkcja g<t,y)-h(y+t> dla 

yeCO,OI)) spełnia Marunek: 

(5) 

gdzie --
co 

Z załmeni•. ~• r fp<t>dt < +co dla peMtego p > 1 
o 

wynika,~- [311 li • h(t) s ! 
t..aD e 

Wynika st-,d, ~e 

1 
A lh<t> - el<' 

t>t0 



Ryszard Antkievicz 

zatem 

I\ I\ I\ 1 
V lh <t+y>-el<e 

&>0 to<e> t>t yl!:0 o 

czyli 

<SA> I\ 
V 

I\ I\ jg<t,y>--hs(y> l<e 
&>0 t (&) t>t yl!:0 o o 

a "i-,c g <t, y> ==: h 5 <v> 
l •CO 

dla yeCO,co>. 

Wobec tego 

_ co_ co 
IE<N<t,W>-Ml=lr Fv<y>h<y+t>dy-r Fv<y>h5 <y>dyj~ 

o o 

co 
~ r Fv (y)jh(y+t)-hs(y),dy 

o 

" ~•Y e><> oraz e• = E<W> • Z warunku <SA> "Y"ika, ~• 

co co 
I\ r Fv<y> jh<y+t)-h5 C_y) jdy < r Fv<y>e.dy = 

t>t0 o o 

& 

= '• ·EOO • E<W> · E<W> • e, 

czyli 

/\ V /\ IE<N<t,W>>-NI < & 

& t 0 (&) t>t0 

a to oznacza,~• li• E(M(t,W))aN = 
t+co 

E<W> 

e 

czyli spełniona j~st teza t"ierdzenia. 

3. I.JNagi końcONe. 

Przedsta"ione w referacie t"ierdzenie jest modyfikacj, 

twierdzenia Black-lla, ponie"u za"iera ono załmenie o 

ty•• ~e czasy pracy odna"ianych el-entów posiadaj, 
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Uogólnione tvierdzenie Blac.kvella 

Qęstości rozkładu prawdopodobieństwa, a wi,.c: sa. ciągłyai 

zaiennyai losowyai. W twierdz.eniu Blackwella zakłada się 

jjp(jynie nieokreSONOŚć strwaienia odnów. 
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