
Polllkle Towarzystwo Badan 
Operacyjnych i S:,at.mowyoh 

lnat.yt.ut Badał\ S)'tlt.emoW)'oh 
Pol• kleJ Aic:ademli Nauk 

lfoJ•kowa Akademia Teobnicsna _ 

+ 

Redaktorzy: 

·. Zbigniew Nahorski 
Marian Chudy 
Andrzej Straszak 

+ + + 

+ + + 

Warazawa 1991 

j ,. 



POLSKIE TOWARZYSTWO 
BADAŃ OPERACYJNYCH I SYSTEMOWYCH 

INSTYTUT BADAŃ SYSTEMOWYCH 
POLSKIEJ AKADEMII NAUK 

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA 

O P T ·y M A L I Z A C J A 

Z A D A N I A, M ET O DY, A L G O RYTM Y 

Redaktorzy 

Zbigniew Nahor,ki, Marian Chudy, Andrzej StrtUzak 

WARSZAWA 1991 



O P TY M A L I Z A C,J A: 
Zadania, metody, algorytmy 
P'I'.BOiS, Waruawa 1991. 

l'IETODA SZUKANIA O Zl'IIEiŃNEJ GŁ.ĘBOKO$CI DLA PERMUTACYJNYCH 

ZAaADNIE~ OPTYMALIZACJI 

P iotr .Kadłuczka , Kon r ad Wala 
Instytut Automatyki AGH 

.,1. l'l .ickie1•1icza 30, ~0-059 Krak6tl, 

Streszczenie: W pracy zaprezentowano aproksy„acy jny algoryt,;, 
optymal i zacji przeznaczo ny do rozwia,zywania permutacyjnych 
zagadnień optym:1 lizacji. Algorytm zawier.a '• trzy niezale:tne 
procedur y, z l< tórych dwie realizuja, wieloiteracy j ny proces 
popr awiania rozwia,zania metoda, poszukiwania o zmienne j 
gł9bokości, natomiast trzecia umo:tliwia wyjście procesu szukania 
z lo kalnego optimum. 

1. Wprowadzenie 

NP-trudne zagadn i ~nia opty~ lizacji koabinatoryc znej du:te? o 

rozmiaru rozw~zuje si9 za pomoca, algorytm6w aproksymacyjnych. 

Je:teli jakość rozwia,zania otrzy~anego pr2y pomocy reguły 

zachłannej nie jest zadawalaja,ca, 11102:na wtedy zas1:osować 

dwuetapowy proces optymalizacji. 
,t 

W pierwszym etapie obliczeń wyznaczone zostaje dopus ~czalne 

rozwia, ~anie zagadnienia za pomaca, wybranej metody inauguracyjnej , 
_,e_ ~ - ,, 

która charakteryzyje si9 tym, :te podczas wykonania jednej 
' imracji ust.lana jest jedna składowa rozwia, zania . Oopuszcza,lne 

rozwia,zar: i_a mp:tna otrzymać za o°l\'~ ca. reguły zachłannej lub 

c pi;-ocedury heurystycznej, ~ ta k±e na ·drodze . losowania. 

inr,e j 

Etap d~L:g i .J 9ptymalizacji polega na. 

wieloiter acyjnegc procesu poprawiania rozwia, zania. , Do 

stosowane s a, różne warianty metod optyma 1 izacj i ,. 
. algorybny . ge1;etyczne ora termodynamiczne. 

z~stosowan i u 
1 

t ego · ce l u 

lo kalne.i, 

W pracy zaprezentowano wieloiterac,r jny algorytm popra_w.i an f a. 

rozwia,zania zagadnień optymalizacji kombinatorycznej, w kt6r;,ch 
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Metoda dla zagadnień per111Utacyjnych 

rozwiązanie j est sforma l izowane w postaci . permutacji, t j . 

per r ,u t acy ;nych zagadnień optymalizac j i. Algorybl ten zawiera 

trzy r,iezale2:ne procedury, z których dwie rea,l izuja. iter acyjny 

~roces ;,oprawian i a rozwi~zania , natomiast tr zecia procedura 

reclizuje wyjście procesu szu kania z lo kalnegci optimu111. W 

iteracyjnych procedurach poprawi ania rozwiązania zastosowano ide• 

poszukiwania o zmiennej głębokości, k t6,-ą B.W.Kernighan i S.L i n 

zaproponowali po raz pierwszy w pl'"ACY Cll, dla zagadnienia 

podziału grafu. W oracy [2] :.etod• poszuidwania o zmienn·ej 

głębokości zastosowano do rozwia.zywania per111u tacyjnyt:h zagadnięri 

~armonogramowania. 

NP-trudnymi perfDl.ltacyjnymi zagadnieniami optymalizacji są 

tak ie, s t.?.;1dardowe ju2: zagadnienia, jak z,11gadn ien~e koaiwoja2:er ll , 

kwadratow. zagadnienie przyporządkowania, liczn~ · zagadnienia 

harmono'~ ,-amowania procesów, 

mon~ll2:owych, itp. 

zagadr, ien·ia równo.aż en i• lin ii 

2. Poszukiwanie o zmiennej głębokości 

Niech_ :<=(x1 , ••• ,xń), :<eX, będzie 

optymaiizacj i ko111binatorycznej, X 

11102:li.,.l.::: h rozwia.zań zagadnienia 

rczwi~zaniem 

jest· zbiorelll 

pr zes tr zeii, 

z•gadn i enia 

wszystki.c;h 

poszukiw•n .i:a 

rozwią:::.nia > oraz - S, ScX, jest zbiorl!!lll _dcpZiszczalnycti rozwia.zań. 
Istota. 111etody opty•a l izacji l ok•lnej jest próba poprawienia _ 

su1<cesora x _< na_jlepszego znanego rozwia.zania zat;ildnienia na 

drodze przegla.du zupełnego rozwiazań y z jego otoczenia N·<x>, 

y E N(x), gdzie N(x) C X lub N(x) Cs. 

W ~e todzie poprawiania sukcesora 1lli' drodze przeszukiwan ia 

jego ot.:cze~ia ~atrafia•v na następującą spr;teczność~ Jeiel i 

zdefiniuje,ny .:>toczenie w ter sposób, :te liczba ele111ent6w zbioru 

N<x> nie ;;est du:ta, to proce!E poprawian i a rozwiązania kc>ńczy si• 

szybko i, zwykle, otrzy•ane rozwi"lzanie nie jest wystarczająco 

dobre - • "•ał y• otoczeniu" trudno jest poprawić sukcesor ·. Je:teli 

'1:;.to•i•st zbiór N<x> jest zbior- liczny11, to przegh,d zuj:Jeelny 

rozwi~zań tego zbioru jest czasowo kosztownym. Jedn• t ji>r6b 

.. r:ozwiązania tej sprzeczności jest inte,-eswjąca_ ·_ 111etoda, 1<:t ór• 

B.I' .Kernighan i S.Lin zaproponowali dla Z!3gadnień podziału grafu 
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Cl]. Przyjmując, że rozwiązaniem zagadnienia optymalizacji jest 

permutacja x = <x 1 ,x2 , ••• ,xn)' tj. ciąg liczb całkowitych, który 

spełnia nast-,p~jąc@ warunki : 

(i) • 1/1 i E { 1 ,2, • • • , n} Xi E {1,2, ••• ,n} 

(ii) V i• j I x; • xj, 

to rozwiązani·a z jej otocżenia generuje si,p zmieniając, w ściśle 

zdefiniowany sposób, położenie poszczególnych elementów w p@rmu-· 

tacji. Poniżej podano definicj9 otoczenia · o zmienne} gł9bokości· 

dla permutacji, w każdy• otoczeniu określono metoó9 ·szukania w 

głąb ' i w ten sposób otrzy•ano dwie iteracyjne procedury, 

procedur• KLl i KL2 < t.ttywana notacja : KLR, (R=l ,2)), szukania o 

zmiennej gl ♦bokości, które ~ zasadniczymi składowymi 

prezen.towane9~ niżej alt;iorytinu aproksymującego APRO.XKW. 

Poziomy gł,pi::ol;ości szukania ponumerujemy indekseill 

1"'1 ,2, ••• ,L, L - fNlkEymalna gł•bokość szukania >, najlepsze 

rozwiąza>1ie znalezione ~a gl9bokości l oznaczymy symbolem x 1 ; .,.o 
jes~ wtejy sukce~orem. Otoczenie pierwszego 

xl-l .na gł„bokości 1. oznaczone jest sy•bolem 

otoczenie drut;iiego rodzaju jest oznaczone 

notac j a . NR 1 (~I-i,, · <R=1 ,2 >. 

rodzaju rozwiązani~ 

1-1 
N1 1 <x >, natoeiast 

1-1 
N2 1 <x >; używana 

Rozwiązc.lnia y F ie.-wt; zego otoczenia dla t;1l9bokości l - 1 ' y E 

Nll (x0 ) generowane 3ą za pomocą zmian położenia elenientów 
o 

rozwiązania X zdefiniowanych przez Ret;1ul9 1. 

Reg~la 1. Rozwiązanie y otrzymujemy z rozwiązania 

x "' <x1 , •• ,xi,, •• ,xj, ••• ,x0 > w ten sposób, że element 

<i-=1,2, ••• ,n> je1at przeEtawiany na aiiejsce elementu xj, j • i, 

<1"'1,2, ••• ,n) oraz , . 

X . 
i 

(i) 

(ii) 

jeżeli i<j to podciąg xi+l~xi+2 , ••• ,xj jest 

przesuwany, w rozwiązaniu x, o jedną pozycj• w lewo, 

jeżeli i)j to podciąg xj'"j+l'"""'xi-l jest przesu­

wany o jedną pozycj9 w prawo. 

Załóżniy, że d.okonano przeglądu wszystkich rozwiązań otoczenia 
o . 

N1 1 <x _! oraz 

X j ( j"'i) .. 

niech przest-ienie elementu xi na miejsce elementu 

rozwiązaniu x0 daje rozwiązanie x 1 , które jest 

naj lep!oze. w z.b ·ior zE 
O 1 . O 

N1 1 (x >nS; f(>< )= min .{f<y): y E N1 1 Cx )nS}, 
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lletoda _,dla zagadnień penutacyjnych 

i •.mkc.Ja . celu. Dalsze poszuki„anie " głąb lepszych 
1 roz•u .• , z,, ń l'lasi:.puje ju:t „ otoczeniu Nt 2 (ll l, kt6re otrzyauje111y " 

x 1 ustalar,e jest poło:tenie r.as ·.- .,. r ujący sposób. W roz„uizaniu 

1 t c rozw ·i..:11zaniA _~o > wśród jego bezpo. średnich sai.-giad6- z e emen L lli _ ~ _ 
le•.-;11j i prawej st1·0 :1y. Je:teli i<j (j„nl to polo:tenie ele111entu xi 

w ro~wiązaniu ll 1 jest nast9puj-ce 

x l = ( ,:1•••• : ll. l;~ . 1•••••" · 1• '·: .,x.,ll.+l'll-+2•···,ll l ., _.- J.+ . J- I J J. J I J n 

a „ przypadku .i)j :~'"ll. odpowiednio : 
l 

. , 
.X :c ( li l ' • • • f li j-1 r X j • li i • li j+ 1 • li j+2 f • • • ' X i -1 , X i+ 1 • • • • ' lin ) 

W ten sposób" ro:.:~: iit,zaniu xf istnieje tr6Jka [xj,xi,xj+ll, 

" kt6rej kolejność · jest usualona i przy · dalszy• , po;uukiwaniu 

·dobrycf)' roniiązań, zarówno 

Nl,flll-ll 

" otoczeniu N12cx 1 i; jak - i .. 

riastępnych zbiorach <1•3,~, ••• ,Ll, nie . • o:te być 

zmieniona. W przypadku, gdy .ele-nt xi ""5U1wiany jest .na miejsce 

ele111enb.• "l lub xn tó jego polmenie jest ust&lane tylko w 

sto~~•nku do jednego S,\S l ada tj. odp010iednio pr awego lub lewego. 

Podci:'gi, w których kolejność ilie jest Dlieniana iii czasie 

generowania nowych rozwi-zań ~ -z~y nazywać '.POdcia,ga• i 

ustalonv••i, utcvwając przy ty• do not&cji symbolu r ..... l. 

Podczas ;1-:nerow.ania ronii-zań z otocze!",i.a N1 2 <x 1'l eleaent x ·. 
11 

i jego 0 ·1zpośredni sąsiedz'i - <tj. ustalony ' .. , rozwi-żaniu x 

podciąg rxj,xi,xj+lll tra·kto.Mne s- jako jedna całość. Oznacza 

to, :te przy kolejnych Zlllian.ach pQlOtenia . ełe111ent6w per• utatt~ i, 

zgodnie z zasadami określonymi przez Reguł• 1, przestawieniu 

przesuni9eiu uleg.i c;aly podciąg U!;talony. 

Niech przes•tawienie ele111entu xk "' 
2 2 • najleps ~e rozwi--2anie x : f(x l • lllin Cf(yl1 y 

lub· 

da.ie 

S}, 

Je:teli sąsfadea przEsta .. ·i.::megc el..,.ntu "k jes-t ustalony podc·.1-9 

to zostaje c-:-, .• całości skladni1kitt• " nówe90 · ustalonego DOdciągu, ... 
np ... pr::ypadku ·,- • <x1 , ••• ,x ·,1<k,Cxj,x . ,x' -+ll,x +t•·· · ,x J 

1 r 1.J _ _.1 r n 
",)_, . 

otrzy111Ujemy nasi:.pu;~cy podciąg ustalony [xr,-k,xj,xi,xj+lJ. 

P?"'y:t~Ża za:;ada usta:ania podciąg6" w rozwiązaniac~ x 1 , 

ls3,4, ••. ,L, jest realizowana przy kontynuowaniu szukania w gł~b. 
i-1 , •-1 · • · 

Ka:Łr1e otoczenie N1 <x > rozwi-zaf, x- jest.wyznaczone za pen,CJC:ą 

z~i~n poło:tenia elEmentćw rozwiązQń x 1~ 1 zdefiniowanych przez 
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Regułę 1, przy czym ustalone podciągi C ••••• J rozwiązań 

ulegają w całości przestawieniu lub· przesunięciu . 

1-1 
Y. 

Rozwiązania y drugiego rodzaju otoczenia generowane są za 

pomocą zmjan polo~enia elementów permutacj i zdefiniowanych pr zez 

Regułę 2. 

Reguła 2. Rozwiązanie y otrzymujemy z rozwiązania 

x=<x1 , ••• ,xi, • •• ,xj, ••• , xn) w 

<i=l,2, ••• ,n> jest przestawiany 

(j=l,2, ••• ,n> oraz element ·x . 
J 

ten 

na 

sposób, 2;e e _lement 

miejsce elementc x j, 

na miejsce elementu 

y=<x1•···,xj, ••• , xi, ••• , xn>. 

Rozwiązan~a y e N21 <x0 > generowane są za pomocą zmian 

poło:ł;enia elementów rozwiązania x0 określonych przez Regułę 2. 

Niech przestawienie elementów xi. i x . <i-j) daje rozwiązanie x1 , 
J o 

które jest najlepsze w zbiorze N21 <x) n S; 

f(x 1 >= min {f(y): y e N21 <xo> n S}. Ustalamy dalej pozycje 'i ', 
. . • · · 1 ( )0 to:t J w rozwiązaniu x = x1 , ••• Lł.i"". ·~···•xn. znacza _ , e w 

1-1 czasie generowania rozwiązań z otoczeń N2 1 <x l, (1=2,3, ••• ,L> 

za pomocą przestawiania ele111entćw rozwiązań xl-l określonych 
ustaląnych pozycjach przez Reguł• 2, elementy znajdujące si• na 

nie są przestawiane. Je:teli rozwiązanie x2e 

rozwiązania x1 prztKtawiając elementy x~, 

rozwiązaniu x2 ustalane są ko.lejne dwie 

N22 <x1 >nS otrzymano z 

k - 1 to 

pozycje ' k ' 

pozycje, mianowicie 

i ·1 · . Powy:tsza zasada ustalania pozycji rozwiązań x 1 

(1• 2,3, ••• ,L> jest realizowana przy kontynuowaniu szukania w 
- głąb. 

Dla tak zdefiniowanyc]l otoczeń NR 1 (xl, <R=l _,2>, procedury 

poszukiwania o zmiennej gl•bokości KLR, <R=l,2>, mają postać : 

' Procttdura KLR ( R 1 lub 2 > 

Krok L Ustalamy gl•bokość szukania L <L=l ,2, ••• ) oraz 
1-1 O podstawiamy 1 :·= 1_, x x : = >< 

Krok 2. Rozwiązujemy zagadnienie metodą przeQlądu zupelne~o 

otoczenia >: 

f <x 1 ) = min {f(y) z y E NR 1 <xl-l > n 5} 
. 1 

oraz określamy otoczenie NRI+l Cx > 
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Kro k 3. Powtarzamy krok 2 dla 1=2,3, ••• ,L. Wybieramy takie 

k E Cl,2, ••• ,L}, dla kt.órego funkcja celu f(xk> jest 

minimalna 

'+. Jeżeli f(xk> < f<x0 >, to podstawiamy o k 1 1 i Kro k X := X • := 

powtarzamy obliczenia od kroku 2, w przeciwny'm pr.zypadku 

procedura KLR kończy działanie. 

gdz i e f(y) - funkcja celu okreś iona dla y ES, 

x najlepsze znane rozwiązanie (początkowy sukcesor> . 

Uwagi 

(1) Znalezione " kroku 2 rozwiązanie x 1 nie musi być _ lepsze od 
. . 1-1 ,o 

roz,u.ązania x 

12> Jeżeli L=l to procedury LKl i LK2 są równowa~ne standar-dowym 

pr ocedurom optymalizacji lokalnej. 

(3) Dla rozwiązań określonych w postaci n elementowej permutacji, 

x=lx 1 , ••• , xn _>, liczba roz~iązań w 

się w przedziale : 

otoczeniu N1 1 1x l zawiera 

!N1 1 <x >je < Cn-2(1-1llEn-2(1-1l-1l , [n-(l-llJ[n-11- 1)-ll >= 
< <n-21+2> (n-21+1 > , (n-1+1 > l'n-1 > >, 

natomiast dla otoczenia N2 1 <x> wynosi: 
1 1 jN2 1 ( x >I= 2 tn .,-2 ( l-l l JCn-1-2 ( 1-1 > l= 2 <n-21-2> (n+l-21 >. 

Stąd w·spólne ograniczenie dla KLl i KL2 na ••ksymaln'I. głębokość 

szukania ma post:ać : L :S L ~n J. 

Algorytm aproksymujący APROXKW poprawiania rozwiązań stosuje 

na przemian procedury KLl i KL2 tak 1d_lugo, dop6ki nie jest 

osiągnięte opti111Um lokalne procedur, tj. C"' chwili, gdy kolejnE 

uzycie obu procedur nie prowadzi do poprawy rozwiązania . Wtedy 

stosowana jest procedura RAN, która losuje rozwiązanie "bliskie" 

do otrzymanego lokalnie op-tymalnego rozwi'l,zania. Ta k uzyskan·!! 

rozwiązanie' algorytm APROXKW ponownie próbuje -poprawić za pomoc~ 

procedur KL1 i KL2. 
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3. Zadania testowe 

W piei-wszej kolejności funkcjonowar,ia algorytmu s p rawdzono 

na znanych zadaniach testowych kwadratowego zagad n ienia 

przyporza.9kowania (GAP). Skorzystano tu z zadań zamieszczonych w 

pracy [4]. Minimalizowana funkcja celu ma postać : 
n n 

E E 
i=l k=l 

gdzie: 

[aik]nxn 

s X 

macierz · od legł ości pomięci zy pozyc Jc>.mj 

rozmieszczenia przeds {ębiorstw, 

me.clerz wzajemnej za!eżności lub przepł ywu 

pomiędzy przedsiębiors•cwami j i l. 

~ zagadnieniu GAS zwykle dopuszczalne s ~ 

wszystkie permutacje. 

Otrzymano następuja.ce wyniki dla danych testowych zamieszczonyct. 

w [4] 

(al zad,rnie o wymiarze n=15 - najlepsze z dotychczas zr,alezionych 

rozwia.zań f=1160, uzyskano lepsze wyniki dla rozwiązań : 

f=1150 

Nr pozycji 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · 11 12 13 14 15 

1 ) Nr elementu 19 15 6 5 12 4 3 14 7 ,11 2 13 8 9 

2) Nr elementu 2 13 8 9 4 3 14 7 11 10 15 6 5 12 

3) Nr e ,lementu 9 8 13 2 11 7 14 3 4 12 5 6 15 10 

4) Nr elementu : 12 5 6 15 10 11 7 14 3 4 9 8 13 2 

f=1152 

5) Ni- elementu 2 4 14 6 9 13 3 5 15 11 8 7 12 10 

'"' f=1158 

6) Nr elementu 1 2 13 8 9 4 3 14 7 11 10 6 15 5 12 

( b) zadanie o wymiarze , n=20 - publiko,~ane rozw i...a.zan ie f=2574, 

lepsze wyr,iki uzyskano dla następujących r ozwi~2;af, 

f=2570 

Nr pozycji 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 ) Nr elementu 9 3 10 14 18 16 11 12 2 4 

4 1 



- lfetoda dla zavadnień perautacyJnych 

Nr pc•~yi;ji 11 · 12 13 14• 1-5 16 17 18 19 20 

'4r e:ementu : 13 8 20 15 19 - 6 1 7 5 17 

2 ) ·~r ele!llen·tu :_ 6 1 7 5 17 13 8 . 20 15 19 

!~ 11 12 2 - 4 9 3 10 14 18 

(ci .<adanie o 1:fY,,iiarze n=30 publikowane _ roz,,.i,zanie -f=6164, 

1 ) 

_lepsze -wyniki u :tyskano dla nas~puji,\cych roZlłi"l,zań 1 

f=6142 --

Nr' p„zycJi 'c · 2 _ - 3 .4 5 · 6 7 .8 9 10 il 12 13 14 15 

Nr &lel!ienti.i . 1 12 6 - 25 13 _:5 ·20 · 24 26 1-0 9 · . 2 21 1 22 7 

Nr pozy~ )'i · 16 17 /19 .19 2Ó 21 .22 23 24 25 26 ·_e-, 28 29 30 

Nr elęmentu - '19 ' 29 20 1718 8 16 . 3 14 15 .23 U 30 27 4 

f=61~a •-
C .',.' , •• ··• 

i5 2 ·29 3 4 i1428211619. 30 .2025 9 7 

1:1 11 27- 6 13 10 22 23 18 12 .24 26 1 17 15 

__ 5., _to 'najlefH>Ze.; jak ·_ dotychczas, - rozwi,zania NY11i1tni-onyc:h 

· zadań · -·testoiity_ch • . Wyniki - obliczeń Zlłi,zane - z zastciSDWani-

algorytniu APRO~ :db innych zag.idnień 5"' zamieszczone • pracy t31. 
• . ., > ., ··,~· . ~·~ 
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