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O REGUŁACH ZATRZVMYWANIA ITERACYJNYCH 
ALGORYOOW OPTYMALIZACJI 

Lesław Paradowski 
Woj skowa Akade• ia Techniczna 
ul.Kaliskiego 2, 00-908 Warszawa 

Stre~zczenie: Sformułowano testy zatrzymywania (przerywa­
nia)-procesu iteracyjnego dla nieliniowych zadań opt'fllali­
zacji. Do konstrukcji reguł decyzyjnych zaetosowano trzy 
szczególne normy wektorów, wynikaj,ce z ogólnej p-normy H~l­
dera i posiadajęce interpretacjf geometryczno: normę tzw. 
pier,·:sz, U x li 1 • auklidesow, li x112 oraz Czebyszewa li xlloo. 
Z postaci przyjętych funkcji decyzyjnych wynika kształt od­
powiednich obszarów dopuszczalnych {obszary ' zatrzymania pro­
ces-u iteracyjnego) w postaci odpowiednio: hiperwielościanu, 
hiperelipsoidy oraz hiperprostopadłościanu. Określono miary 
ostrości przedstawionych reguł decyzyjnych. · 

1. Watęp .. 
w nieliniowych zadaniach optyaalizacji proces., poilzuki• 

wania ekstre• um funkcji celu, lub ogólnie - funkcjonału _.:!•• 

kości., jest ·z natury zorganizowany w sposób iteracyjny.Ogól­
nie jednak wybór testu zatrzymywania (zwanego również r~gułę 
stopowania (1] lub kryteriu• kończenia [2]) procesu iteracyj­
nego (ZPI) poazukiwania wspomnianego akstre•u• jest zadanie• 
złożony• i stanow.i swojego rodzaju sztukę (3], W pracy [3], 
jako ogólno wskazówko pomocno w tej kwestii, wymienia się wy­
korzyętanie praktycznych ilorazów zbieżności ([3]s.432). 
Miar.owicie, jeżeli tylko wiadomo, że algoryta jest zbieżny 
nadliniowo, to mała wartość praktycznego iloraz.u zbieżności 
świadczyć będzie o zbliżaniu się do rozwiozania i może słu-

, . ' 
życ jako test zatrzymywania algorytmu. Jeżeli jednak typ 
(charakter ) zbieżności algorytmu nie jest znany, to znale­
zienie dobrej reguły zatrzymywania jest trudne. Ogólnie moż­
na wymienić trzy podstawa- grupy testów zatrzymywania [3]. 
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Reguły zatrzymyr,,ania algorytmóv 

1) Proste testy uniwersalne (ogólne), odznaczające się 
najsz.rszy• zakres•• stosowalności, jednak zawodne w bardziej 
z~ożonych przypadkach; niti wykorzystują one bliższych infor­
• acji o • ini• elizowany• funkcjonale (funkcji). 

2) Testy specjalne, zorientowane problemowo tzn. wyko­
rzystujęce inforucję zwięzan, z charaktere11 miniilalizowane­
go funkcjonału oraz właściwości algorytmu optymalizacji• im 
szerzej i bardziej szczegółowo u,rzględniaję one właściwości 
funkcjonału i algoryt• u, ty11 viiększę od:i:naczaję się nieza­
wodnościę. 

3) Rozbudowane (złożone) testy uniwersalne, wymagajęce 
złożonych obliczeń uzupełniajęcycha nierzadko sę to rozbudo­
wane ko• binacje clwtch poprzednich test.ów albc> tes_ty dwuczęś­
ciowe, w których test główny jest realizowany po spełnieniu 
testu wstępnego (test-preselektor), ·któryr. ■~że być prosty 
tost uniwersalny lub test specjalny. 

Poniżej zosta~ie przedstawiona pelłna ogólna reguła ZPI 
oraz wynikajoce z niej trzy warianty szczególna. Z punktu 
widzenia przytoczonej klasyfikacji testów zatrzymywania ■oż­
na jt zaliczyć do grupy prostych testów uniwersalnych z uży­
cio11 wskażnik61, definiowanych w przest:-zeni rozwięzań, tj. 
przestrzeni poszukiwanych (opty• alizowanych) para• etrów. 
Regułę tak, ■ożna stosować np. w zagadnieniu asty• acji ni­
liniowej wektora para• atrów x t:Rn z kwadratowo funkcj, 
celu (ryzyka) w postaci uogólnionej au• y kwadratów' błędów 
[4-6]. 

2. Sfor• uiowanie proble• u 

Do utworzenia ogólnej, a zarazem względnie pr;,9taj re­
guły ZPI ■ożne zaproponować użycie p-nor• y H&ldera, definio­
wanej dla wektora n-wy• iarowego 

x • [x1,X2•••••xi•••••xn]T 

gdzie T·- sy• bol . transpozycji, jako 

lx Up •(flx1t)1IP p~1 
. l•1 

gdzie lxJ - ■oduł i-tej składowej wektora x. 
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Do konstrukcji praktycznych reguł ZPI skorzystamy z trzech 
norm szczególnych, wynikajęcych z p-normy i posiadajęcych 

- norma pierwsza (manhattanowska [1]) 

- norma euklidesowa 

li x Ua, • .ax I xil - norma Czebyszewa ( równo• iernej zbież-
. i ności [7]) 

Oznaczaj,c przez E.i • i• 1,n, zad~ne przez utytkownika 
algorytmu optyma~izacji, dopuszczalne tolerancje (błędy) 
olcretilenia poszcz6gólnych składowych wektora;, gdzie ; 
jest estymatę (ocenę) wektora x, ■ożna zaproponować kilka 
reguł ZPI. Wprowadzi• y przy ty• następujęce oznaczenia: 

o • o(Axk ) E {s,K} - decyzja (zmienna logiczna), będęca 
funkcjt wyniku obliczeń ćxk, przyjmujęca wartości lo­
giczne ze zbioru dwuele• entowego, w który• oznaczono: 

s - stop, tzn. zatrzymanie prop~~u obliczeń, 
K - kontynuacja, tzn. dalsza realizacja obliczeń. 

A t Aa A.I A. 
Axk • xk+l - xk - różnica wektorów ocen x wektora x w 

sęsiednich iteracjach (krokach); k • · 0,1,2, ••• 
. T 

"' [ xlk Xzk xik xnk] 
xk • Ei' 6 2 ••·••""i';' , ••• , en - wektor ocen x w kroku 

k-ty•, ważony odpowiedni• i tolerancja• i i 1 ~g ogólnej 
zależności 

1.Reguła wykorzystujtc• watonę normę pierwaz, 

„ 1 { S, jeżeli li Axk 11 1 4 1 

O( Axle) • K, je:teli li Axj/ 11 1 > 1 
k•0,1,2, ••• 

(1) 

gdzie: U Ax~ U 1 Sf t Ax~k • t\ A;ik \ • Axik • xi,k+1-xik_ 
1.•1 .. .,1 i 

W przypadku szczególnym, gdy E.i • t;. dla i • 1,n, powyższa 
reguła niote być przedstawiona w postaci 
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Reguły zatrzymyvania algorytlllÓI' 

{
s, Jeżeli 11.&xk 11 1 '°' t 

• . A k • 0.1.2 •••• 
K, Je:teli li ~xk \1 1 > t, 

2.Reguł• wykorzyetuJ,c• we:ton, nor•, euklideeowo 

w przypadku szczególny•, gdy' E1 • ~ 

przybiera postać 
J 

k • 0,1,2, ••• 

( 1.) 

(2) 

{ 
s, J e:łel1 H Axk li : ~· f.2 

I" 112 2· 
; 

k • 0,1~2, ••• (2•) 
K . • Je:łeli \ Axk 2 >e 

W regułach (2) 1 (2 1 ) celowo zestos011eno kwadraty nor• 
IAxk Qi 1 n!xk U 2' pon1-•:t oblicze 11, J• bezpośrednio 
Jeko su• y kwadratów odpowiednich skl•~owych, podczas gdy 
do obliczenie „ • ych nor• ndetałoby dodatkowo obliczać 
p1er11iaatki kwadratowe·. 

3.Regula wykorzystuJ,ca waton, nor• t Cz•by•z-a 

,., 1 { s, Je:teli li Ax~ 11 00 , 1 
D(Ax1cl • . ,. , 

K, Jeteli li 6xk lłoo> 1 
k • 0,1,2, ••• ( 3) 

gdzie 1 ( ) 

, lt:.x I l~x • ax \ 
IIAx~lloo ~f ~x\Ax~kl • max e~k •,IAx~ (_• axli• : • in 

przy czy• uxló.xik/~il . ·otrzy• uje• y dla • inlEil • e• in 
i i 

Reguły decyzyjne (1)-(3) ob•J•uJ, trzy klasy funkcji decyzyj­
. nych, które to funkcje • o:tna przedstawić w jednej ogólnej . 

postaci 

1!Ax~l1~•1, { 
1 . dla p· i 2 . . 

gdzie t • 
2 dla : p • 2 

(4) 

Funkcja (4) op1euje powierzchnio, rozgraniczaJ,c, n-wymiar o-. 

"' przestrzeń esty• owanych parametrów x1 na dwa wzajemnie 
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dopełniajęce się obezarys 

1) za■knięty, opisa.ny nierównościt U Ax~ li~~ 1 (.obezar etopu), 

2) otwarty, opisany nierównościt IIAx~ 11~>1 (obszar konty-
nuacji). · · . · · 

Ola p • 1 obszar zaaknięty jest n-wy• iarc:111y• wielościan•• 
wypukły■• W przypadku szczególny•, dla jednakciwych toleran­

cji Ei• (i• i;n), otrzy• uje• y n-wy• iarowy odpowiednik 
oś■iościanu fore• nego (oktaedru). 

Ola p • 2 obszar za■knięty jest hiperelipeoid,a w przypadku 
jednakowych iolerancji die wszystkich składowych otrzy11uje• y 
hiper-kulę. Ole p • oo obtlzar zs■knięty przybiera postać hi­
perproetopadłoscianuJ w przypadku jedna.k0Wych tolerancji 

otrzy• uje• y hipersześcian. 

p.oo(t•1) 

p- 2(t•2) 
P• 1{t•1) . 

t . 
Rya.1.Kaztdt funkcji decyzyjnych UAx'Yp • 1 dla n = 2 

Na rys .1 przedstawiono geo• etryczno interpretację funkcji .d­
cyzyjnych jako granic ■iędzy obszara• i stopu i kontynuacji 
dla przypadku dwuwy• iarowego wektora .para• etrów x •[x1 ,x2]T. 
Granic• te, określone reguła11i decyzyjnymi (1), (2) i (3) two­

rzo kontury odpowiednio: rombu wpisanego w elipsę (utycie wa­
:tonej nor• y pierwszej), elipsy (wa.tona nor• a euklidesowa), 
prostokota opisanego na elipsie (wa:tona norma Czebysz-a). 
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Reguły zatrzymyvania algorytmóv 

3. Wyniki badań i wnioski końcowe 

w przypadku ogólny• wielowymiarowe bryły, tworzęce wspo­
• niane obszary ~amknięte, pozostaję względem siebie w na­
stępuJęcy■ zwięzku geometrycznym: hiperwielościan jest wpi• 
avny w hiperelipsoidę, która z kolei Jest wpisana ,w hiper­
prostopadłościan. Wynika stęd, że rdguła (1) jest, powiedz­
my,najbardziej ostra spośród ww. reguł, tzn. przy jej użyciu 
zatrzymanie obliczeń ■oże następić po liczbie iteracji w~ęk­
szej niż przy ufyciu reguł pozostałych. jochodzimy więc do 
zagadnienia tzw. ostrości reguły ZPI. 

Mówiay, że dana reguła ZPI jest bardziej cstra od innej 
reguły ZPI, jeżeli zatrzy• anie procesu iteracyjnego jest dla 
tej reguły trudniejsze nU dla reguły- , ~ którę dana reguła 
jest norównywana. 

8ezwzględnę ■iarę ostrości przedstawionych reguł ZPI 
~oż• być objętość odoowiednich obszarów zamkniętych. I tak, 
dla reguł (1)-(3) otrzy• ujemy objętości Vp: hiperwielości~nu 

v1 , hiperelipsoidy v2 i hiperproatopadłościanu v00 , a więc 

V, 

" gdzie: V • n ei , re •) - funkcja ga• 11a Eulera. 
i.•1 

Względnę miarę ostrości-• reguł ZPI można ut~orzyć z 
miary bezwzględnej w odniesieniu do objętości bryły najwięk­
szej (tzn. w odniesieniu do re~uły Nli • niej ostrej). Uzysku­
jemy Zflte• 11iarę WP jako obj ętosć unÓr111. .,.n_ę, a więc 

W00 • 1 

NI! .podstar1ia -• • iary względnej WP oraz dokcnenych ob­
liczeń W , dla p a 1,2,oo, uzyskano wy~ree),' (rys.2), z których 

• ' 
■o"żna łat-.wo 03zocować stopień trudności spDłnienia warunku 
zatrzy• ania obliczeń przy użyciu reguł (1) 'i. (2) w ocini,-.s ie­
~iu do reguły (3) jako ' najłatwiejszej ' do . spełnienia (naj­
.;labszej). 
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Rys.2.2.Zmiana objętośc i obszarów zatrzymania obliczeń 
przy użyciu reguł (1) i (2) w porównaniu z re­
gułę 13 ; , w funkcji wymiaru przestrzeni para~ 
metrów 

Z rys.2 widać, że ze wzrostem liczby składowych wektora x 
następuje istotne pogor szenie możliwości szybkiego zatrzyma­
nia obliczeń, szczególnie dla reguły (1). Przykładowo, tylko 
dla n= 3 spełnienie warunku zatrzyma nia obliczeń będzie dla 
reguły (1) 6-krotnie, a dla reguły (2 ) 6/'If~ 2-krotnie trud­
niejsze n ~ ż dla reguły (3 ) . Dla n= 6 (np. trzy składowe wek­
to;·a położenia i tyleż składowych wektora prędkości) pogorsze­
nie bę dzie odpowiednio: 720-krotne c'la reguły (1 } i 384/-rr 3 -

12-krotne dla reguły (2 ) , 
Zatem ·-~ pr zypadku optymalize cji wielkości ~; ek~orowych 

o duż~j liczbie składowych n należy l iczyć się z tym, że za­
stoso~e nie os trych reguł ( 1 ) i (2 ) może prowa dzić do długo­
trwałego proc esu iteracyj nego , a nawet do ni emot l i wo ~ci po­

p•a~nego jego za k ońc z enia ( kumulacja błędów zaokręg l eń i roz­
b i eżno ś ć procesu ) . W tak im pr zypadku lepiej zas t osowa ć re­
g u łę( :; ) , 
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