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In this paper it is considered the 13th Hilbert’s Problem and its solution
given by young Russian mathematician Viadimir Arnold. It seems this so-
lution can be successfully used to construct nomograms. Next it shown
that construction of nomograms has many similarities with neural net-
works. As a simply example a model of an artificial neuron was compare
to a proper nomogram.

Stowa kluczowe: 13 Problem Hilberta, sieci neuronowe, nomogramy.

Wprowadzenie

W 1900 r. na Miedzynarodowym Kongresic Matematykow w Paryzu
David Hilbert przedstawit 23 nierozwigzane zagadnicnia, zwane poZniej 23
Problemami Hilberta. Jednym z tych problemow byt 13 Problem Hilberta sta-
wiajacy pytanie czy mozna réwnanie 7-go stopnia z trzema zmiennymi przed-
stawi¢ w postaci skonczonej liczby funkcji dwoch zmiennych.

Oryginalne postawienie 13-tego Problemu Hilberta ma postac [1]:
Rozwiazania x = f(a,b,¢) rownania

X +ax>+bx?+cx+1=0 (N

nie moga by¢ przedstawione jako superpozycje ciagtych funkcji dwoch zmien-
nych.

Problem ten zostatl rozwigzany przez Vladimira Arnolda i Andreja Kot-
mogorova w 1957 roku, ktérzy udowodnili nastgpujace twierdzenie.

Kazda ciagta funkcja n zmiennych f(x,,x,,...,x, } okreslona w obszarze [O, 1]"
moze by¢ przedstawiona w postaci:

2n n
f(Xl,Xz,..., X.n): Zg'[ZhU(XJ)J (2)
i=0 {j=1
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gdzie funkcje g, 1 h, saciaghymi funkcjami jednej zmienne;.

ZaleznosS¢ (2) poczatkowo dotyczyla mozliwosci konstruowana nomo-
gramoOw, ale rozwigzanie tego problemu zostato takze efektywnie wykorzystane
do konstruowania sztucznych sieci neuronowych. Istnieja zatem pewne wspolne
teoretyczne podstawy nomogramow i sztucznych sieci neuronowych.

W pracy zostanie przedstawiona procedura konstruowania nomogramow
jako wielowarstwowych sieci neuronowych.

1. Model neuronu

W 1943 roku uproszczony model neuronu zostat zaproponowany przez
McCullock'a i Pitts'a. Taki model oblicza sume wazona sygnatéw wejsciowych
transmitowanych przez dendryty i daje na wyjsciu aksonu sygnat w postaci
funkcji Heaviside'a. '

Od tamtego czasu zaproponowano wiele réznorodnych funkcji przejscia
odmiennych od funkcji Heaviside'a, takich jak funkcja sigmoidalna, tangens
hiperboliczny i inne. W oparciu o takie modele neuronéw zbudowano wiele
poprawnie dzialajacych przyktadéw sztucznych sieci neuronowych.

Nieliniowy element w sieciach neuronowych moze by¢ opisany funkcja
aktywacji neuronu:

y=f(xlw,+x2 Wyt + X, wn) 3)

gdzie w,,w,,...,w

_ oznaczaja wagi sygnalow wejsciowych; x;,x,,...,x, ozna-

czaja sygnaly wejSciowe, Rys. 1.

“‘ Ty (1t w4242+ +xnTwn) Y]

Rys. 1. Model neuronu
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Uczenie pojedynczego neuronu polega na takim doborze wag
w,,W,,...,w,, aby jak najlepiej dopasowaé funkcje f(xl,xz,...,x",y)=0 do
funkcji aproksymowane;.

n?*

Podstawowy algorytm uczenia zostal wprowadzony przez Widrowa i
Hoffa i nazwany jest reguta DELTA. Na wej$cie neuronu jest podawany sygnat
X, a sygnatl wyjsciowy y jest obliczany jako iloczyn wag i sygnatu wejsciowego.
Roéznica pomiedzy odpowiedzig neuronu y, a zadanym sygnalem wejsciowym
jest podstawg do korekcji wag. Matematyczny dowo6d poprawnosci uczenia
pojedynczego neuronu zostat przedstawiony w pracy Ryszarda Tadeusiewicza,
Sieci Neuronowe. Zmiana wag zalezy od iloczynu sygnalu wejsciowego, bledu
pomigdzy sygnalem wyjsciowym zadanym, a obliczonym i specjalnego wspot-
czynnika liczbowego decydujacego o szybkosci uczenia.

2. Nomogramy

Nomogramem nazywamy wykres umozliwiajacy szybkie, proste i przy-
blizone wyznaczenie - bez obliczania - warto$ci dowolnej zmiennej z rOwnania:

f(x,,%5,..,%,,)=0 (4)

gdy znane sg wartosci pozostaltych zmiennych.

Na nomogramie znajduja si¢ najczesciej dwie osie liczbowe, na ktorych
zaznaczono dane wejsciowe. Wartos¢ wyjSciowg odczytuje sie z nomogramu.
Przyktad dla odczytywania kwadratu liczb z przedziatu od -10 do 10 przedsta-
wiono ponizej na Rys 2.

W celu ulatwienia wizualizacji przebiegu zmiennosci funkcji konstru-
ujemy wykresy takich funkcji. Jest to potezne narzedzie stosowane w wielu
dziedzinach nauki 1 techniki. Szczegdlnie w technice i zagadnieniach inzynier-
skich stosowane sa specjalne wykresy funkcji zwane nomogramami kolineacyj-
nymi. Stowo kolineacyjny oznacza, ze dwa punkty odpowiadajace danym war-
to§ciom pewnych zmiennych leza na wspoélnej linii prostej.

Zaletami nomogramow kolineacyjnych sa:

- prostota

- catosciowy zakres zmiennosci dziedziny i przeciwdziedziny

- fatwo$¢ operowania

- mozliwo$¢ wyznaczania granic zmiennosci.
Nomogramy, obok wielu zalet, posiadaja rowniez istotne wady takie jak:
- ograniczona doktadnos¢é wyznaczanych wielkosci

- trudnosci w konstruowaniu.
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Rys. 2. Prosty nomogram realizujacy funkcje y = x°

f1 f1+f2 f2
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Rys. 3. Nomogram realizujacy funkcje v = f, + f,
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3. Model neuronu a nomogram
Wyijscie neuronu opisuje nastepujgca zaleznosc
y=fleyw+x,w+..+x,w,) (5)
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
Flew)=xw,

fz(xz Wz)zxz w,

(6)
£l w)=x,w, .
Po podstawieniu (6) do wyrazenia (5) otrzymujemy
y=fUfi+fittf) (7)
Funkcja odwrotna funkcji f(.) ma nastepujaca postac
0)=e)=fi+ i+t !, 8)

Wyznaczong powyzej posta¢ funkcji mozna przedstawié w postaci koli-
neacyjnej. Jezeli sumujemy tylko dwie funkcje to wdéwczas neuron mozemy
przedstawi¢ jako nomogram sktadajacy si¢ z trzech osi liczbowych. Jezeli wejs¢
neuronu jest wigcej to musimy skorzysta¢ z metody geometrycznego aczenia
nomogramow przedstawionych w pracy Edwarda Otto Nomografia.

Przyklad:

Najprostszy model neuronu sktada si¢ z dwoch wejsé x, 1 x,, sygnalom
wejSciowym przyporzadkowane sa wagi w, 1 w,. Wazona suma sygnatow wej-
Sciowych x, w, + x, w, jest argumentem funkcji przejscia f(.), wyjscie neu-
ronu ma zatem nastgpujacg postacé

F = f(xl wy) + X, wz) 9)

Taki model mozna przedstawi¢ w postaci nomogramu sktadajacego si¢ z
trzech prostych rownoleglych potozonych w rownych odstgpach.
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X1 X1*wl+X2™w2 X2
wizl F:1 wz2:0 85

Rys. 4. Nomogram realizujacy funkcje f(x,,w, +x,w,)

Na osiach skrajnych wystepujg dwie skale liniowe x,, x, przemnozone
przez wagi w, i w,,ana osi $rodkowej jedna skala wyznaczajaca wyjscie neu-
ronu w postaci funkeji £ (x,, w, +x, w, ).

Funkcja /' w zasadzie moze by¢ dowolnie stosowana w modelach linio-

wych i nieliniowych neuronéw. Jednak warunkiem dla zachowania $cistosci
jednak jest, aby posiadata funkcje odwrotna.

W podanym przykladzie [ jest funkcja liniowg i rowng 1. Model wigc
przedstawia neuron liniowy.

Przeprowadzajac prosta przecinajaca wszystkie trzy osie mozemy odczy-
ta¢ wartosci liczbowe na tych osiach x,, x, iy.

Sam proces analizy jest szybki i praktycznie sprowadza si¢ do przyltoze-
nia linijki 1 odczytu na trzech osiach.

W przeciagu krotkiego czasu mozemy w sposéb graficzny przeanalizo-
wac sposéb dziatania neuronu.
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Whioski

Praca przybliza analize dziatania pojedynczego neuronu o nieliniowej
funkcji przejscia. Dzialanie to mozna przesledzi¢ na prostym kolineacyjnym
nomogramie. W znaczacym stopniu utatwia to dydaktyke, tym bardziej, ze no-
mogram w malym stopniu zalezy od rodzaju funkcji przejscia. Na jednym no-
mogramie mozna analizowaé wiele typéw neuronéw o roznych funkcjach przej-
$cia.

Analiza tych funkcji w przestrzeniach wielowymiarowych pozwala po-
rownac intuicyjne wywody z geometryczng scistoscia. Nasuwa si¢ nastepujace
pytanie: jezeli pojedynczy neuron mozna przedstawi¢ w postaci nomogramu
kolineacyjnego to czy mozna przedstawi¢ w takiej postaci calg siec?

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca poniewaz, nalezaloby dolaczy¢
kolejny nomogram reprezentujacy neuron kolejnej warstwy.

Niech jednak nie zmyli nas prostota takiego modelu poniewaz nomogram
reprezentujacy sie¢ ztozona juz z trzech takich neurondéw reprezentuje prze-
ksztalcenie liniowe plaszczyzny w samg siebie.
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