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Przedstawiono g ówne wyniki osi gni te w zakresie optymalizacyjnej 

metodologii zarz dzania d ugiem publicznym w Polsce. Proponowana meto-
dologia tworzy spójn , jednorodn  ca o , opiera si  na realiach zarz dzania 
w Polsce, zosta a stworzona od podstaw. Jako narz dzia optymalizacyjne wy-
korzystano metody:  optymalizacji wypuk ej, w tym równie  stochastycznej, 
 teorii gier oraz elementy  inteligencji obliczeniowej (sztuczne sieci neuro-

nowe). Celem dalszych prac w tym zakresie by o: zastosowanie modeli opty-
malnego sterowania dwu-poziomowego (obejmuj cych poziom makroekono-
miczny i operacyjny) oraz szersze wykorzystanie metod inteligencji oblicze-
niowej. Prezentowane wyniki powsta y w latach 1998–2006, w trakcie pracy 
autora w Ministerstwie Finansów, we wspó pracy z Pani  El biet  Kub . 

  
1. Wst p 

 
Zarz dzanie d ugiem Skarbu Pa stwa jest przyk adem zarz dzania z o onym 

systemem finansowym. Polega ono na kszta towaniu poziomu i struktury d ugu oraz 
struktury przep ywów finansowych wynikaj cych z d ugu. Zarz dzanie d ugiem 
mo na sformu owa  jako proces decyzyjny, tzn. proces rozwi zywania problemów 
decyzyjnych z zestawu o okre lonej strukturze. 

 
D ug Skarbu Pa stwa przekroczy  w 2007 r. warto  500 mld z . Znacz cy 

poziom zad u enia wp ywa negatywnie na sytuacj  ekonomiczn  kraju, stan bud etu 
pa stwa oraz sytuacj  na rynku finansowym. Optymalne zarz dzanie d ugiem po-
zwala ograniczy  lub wyeliminowa  niektóre z tych oddzia ywa , a zw aszcza zmi-
nimalizowa  wydatki z tytu u kosztów obs ugi oraz ograniczy  negatywny wp yw na 
polityk  monetarn  i rynek finansowy. Koszty obs ugi d ugu osi gaj  poziom bliski 
30 mld z  i b d  ros y – ze wzgl du na wyst powanie deficytu bud etowego. Nawet 
niewielkie, relatywnie, oszcz dno ci wydatków z tego tytu u, np. 0,5%, osi gni te w 
wyniku racjonalnego zarz dzania d ugiem mog  zapewni  niepomijalne oszcz dno-
ci - ponad 100 mln z  rocznie - nie poci gaj c za sob  istotnych wydatków. Optyma-

lizacja zarz dzania d ugiem ma zatem istotne znaczenie dla finansów publicznych i 
gospodarki kraju. 

 
Decyzje sk adaj ce si  na proces zarz dzania d ugiem dotycz : 

- struktury emisji instrumentów d u nych (bonów i obligacji),  
- rozk adu emisji instrumentów d u nych w czasie,  
- transakcji na sk adnikach d ugu.  

 
Jako kryterium optymalno ci tych decyzji przyjmuje si  – na poziomie pod-

miotu realizuj cego operacyjne zarz dzanie d ugiem - minimalizacj  kosztów obs u-
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gi d ugu w d u szym horyzoncie czasu, przy ró norodnych ograniczeniach - g ównie 
na poziom ryzyka finansowego. 

 
Decyzje sk adaj ce si  na zarz dzanie d ugiem s  podejmowane w warunkach 

ryzyka i niepewno ci. Zapewnienie optymalno ci takich decyzji w sposób tradycyjny 
- na podstawie do wiadczenia, intuicji i prostych regu  decyzyjnych lub metod symu-
lacyjnych - nie jest mo liwe; wymaga zastosowania metod optymalizacyjnych. 

 Wykorzystanie metod optymalizacji decyzji w praktyce wymaga:  
- sformalizowania problemów decyzyjnych,  
- wyznaczenia niezb dnych parametrów tych problemów, 
- opracowania algorytmów do efektywnego ich rozwi zania. 

 
Celem artyku u jest zwi z e omówienie „technologii finansowej” umo liwia-

j cej w praktyce optymalizacj  operacyjnego zarz dzania d ugiem. Oznacza to roz-
wi zanie zarówno problemów teoretycznych, jak i praktycznych, zgodnie z istniej -
cymi w Polsce realiami. Zakres prac pozwalaj cy zrealizowa  ten cel obejmuje: 

10. Sformu owanie zarz dzania d ugiem w postaci procesu decyzyjnego w z o o-
nym systemie finansowym tj.  * zestawu decyzji o okre lonym zakresie i strukturze, 
oraz:  * wskazanie u omno ci zarz dzania tradycyjnego,  * zaakcentowanie ró nic w 
stosunku do problemów zarz dzania finansowego w innych instytucjach finanso-
wych i  * wykazanie korzy ci ze stosowania optymalizacji decyzji. 

20. Sformu owanie zada  optymalizacyjnych odpowiadaj cych rozwa anym pro-
blemom decyzyjnym, tzn.:  postaci funkcji celu i  warunków ograniczaj cych. 
Zmienne decyzyjne tych zada  wyra aj  poziom sprzeda y instrumentów d u nych 
na aukcjach z wieloma cenami. Sformu owane zadania nale  do klasy dyskretnych – 
liniowych i nieliniowych; funkcje celu oraz niektóre ograniczenia maj  posta  funk-
cji empirycznych, o parametrach okre lonych przez wyniki aukcji. Cechy te sk aniaj  
– ze wzgl du na nak ad oblicze  – do u ycia metod przybli onych, tzn. zast pienia 
dyskretnych, nieliniowych funkcji empirycznych funkcjami aproksymowanymi. 
Niektóre parametry zada  oparte s  na prognozach; zasadne jest wówczas wykorzy-
stanie zada  stochastycznych. 

 
Ogóln  posta  zadania optymalizacyjnego dla rozwa anych problemów decy-

zyjnych mo na sformu owa  w nast puj cy sposób: 
zminimalizowa : koszty obs ugi emitowanego d ugu, 
przy warunkach ograniczaj cych:  
 potrzeby po yczkowe bud etu (kapita ),  
 w a ciwo ci emitowanego d ugu: poziom ryzyka, struktur , terminy  

wykupu, itp.  
 
Sformu owanie szczegó owej postaci zada  optymalizacyjnych dla zarz dza-

nia d ugiem wymaga okre lenia: 
- rentowno ci instrumentów d u nych i kosztów obs ugi (kryterium optymaliza-
cji),  
- d ugo ci horyzontu optymalizacji (inwestycji),  
- miar ryzyka. 
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Formu uj c rozwa ane zadania kierowano si  trzema postulatami: 
- osi gni ciem wysokiego poziomu adekwatno ci do realiów, 
- mo liwo ci  wdro enia w rutynowej pracy jednostki zarz dzaj cej d ugiem,  
- matematyczn  z o ono ci  zada  nie wymagaj c  od odbiorców wyników spe-
cjalistycznej wiedzy w zakresie metod optymalizacyjnych. 

 
2. Zarz dzanie instrumentami d u nymi jako proces decyzyjny 
 
Zarz dzanie d ugiem stwarza obszar decyzyjny (zbiór rozwi za  dopuszczal-

nych), w którym nale y okre li  decyzje optymalne. Ramy dla nich wyznaczaj : 
strategia rozwoju makroekonomicznego kraju oraz strategia d ugu w d u szym hory-
zoncie czasu. Podstawowym celem zarz dzania d ugiem jest minimalizacja kosztów 
obs ugi w przyj tym horyzoncie czasu, przy wype nieniu ogranicze  dotycz cych: 

a) poziomu i struktury d ugu; 
b) profilu zapadalno ci d ugu; 
c) rozk adu przep ywów finansowych, wynikaj cych z istnienia d ugu (odsetek i 
kapita u), w czasie; 
d) ryzyka zwi zanego g ównie z kszta towaniem si :  stóp procentowych,  po-
ziomu i struktury potrzeb po yczkowych bud etu,  kursów walutowych,  prze-
p ywów kapita u na rynkach, itp.; 
e) unikania negatywnego oddzia ywania na rynek finansowy; 
f) zgodno ci z polityk  monetarn  i fiskaln  kraju. 

 
Zarz dzanie d ugiem jest realizowane przy wykorzystaniu: 
- instrumentów d u nych – bonów i obligacji skarbowych oraz  
- operacji na sk adnikach d ugu (przedterminowego wykupu, swap i repo, za-
miany, transakcji terminowych itp.). 
 
Struktura emisji instrumentów d u nych pozwala kszta towa  w asno ci (cha-

rakterystyki) emitowanego portfela d ugu. Operacje dokonywane na sk adnikach 
d ugu pozwalaj  natomiast zmienia  te charakterystyki przed terminem wykupu. 

 
Metody optymalizacyjne nie s  powszechnie stosowane w praktyce zarz dza-

nia w innych krajach; uwa a si , e s  to problemy prowadz ce do zada  o znacznej 
z o ono ci. Próby opracowania takiego uj cia problemu podj to m.in.: w IMF i Ban-
ku wiatowym (zob. Cleassens i in.,. 1995). 

 
3. Sformu owanie zada  optymalizacyjnych 
 
Podstawowymi narz dziami, które zastosowano, s  metody: programowania 

matematycznego oraz teorii gier dwuosobowych. Problemy zwi zane ze sformu o-
waniem zada  optymalizacyjnych dla zarz dzania d ugiem obejmuj  okre lenie: 
a) zakresu optymalizowanych decyzji i stopnia agregacji zmiennych decyzyjnych; 
b) sposobu wyra enia wielko ci stanowi cych kryterium optymalizacji, tj. rentowno-
ci instrumentów d u nych oraz kosztów obs ugi d ugu; 
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c) zakresu i sposobu uwzgl dnienia wymogów (ogranicze ) ustalanych przez pod-
miot zarz dzaj cy d ugiem (m.in.:  potrzeb po yczkowych bud etu,  ogranicze  
wynikaj cych z polityki monetarnej); 
d) zakresów warto ci charakterystyk emitowanego lub poddawanego transakcjom 
portfela d ugu, uwzgl dnianych w warunkach ograniczaj cych; jednym z najwa niej-
szych jest poziom ryzyka; 
e) sposobu wyra enia funkcji straty i kryterium wyboru strategii w grze strategicznej. 
 

Rozwa ane dotychczas problemy decyzyjne sformu owane mo na podzieli  
na: bie ce i d ugofalowe (strategiczne). Decyzje bie ce dotycz : - optymalizacji 
struktury bonów skarbowych sprzedawanych w ramach poszczególnych przetargów;  
- optymalizacji struktury obligacji skarbowych sprzedawanych w ramach poszcze-
gólnych przetargów;  - optymalizacji struktury hurtowych obligacji skarbowych, z 
których ka da jest sprzedawana na pojedynczym przetargu;  - optymalizacji struktury 
instrumentów d u nych sprzedawanych w ustalonym okresie czasu, np. kwartale, 
pó roczu;  - optymalizacji struktury instrumentów d u nych sprzedawanych w usta-
lonym okresie czasu, z uwzgl dnieniem wielowariantowo ci prognoz stóp procento-
wych (przy wyborze wariantów u yto modelu dwuosobowej gry strategicznej i kon-
cepcji macierzy semiwariancji i semikowariancji);  - optymalizacji struktury bonów 
skarbowych sprzedawanych w trakcie wielu kolejnych przetargów, z uwzgl dnie-
niem wykupu bonów i mo liwo ci dokonywania lokat i transakcji terminowych. 

 
Do drugiej grupy nale  decyzje w zakresie:  - optymalizacji struktury sprze-

da y instrumentów d u nych w horyzoncie trzyletniej strategii zarz dzania d ugiem 
(zadanie deterministyczne i stochastyczne);  - operacji przedterminowego wykupu 
(refinansowania) okre lonych instrumentów d u nych z równoczesn  sprzeda  
instrumentów przeznaczonych na pozyskanie rodków na wykup;  - transakcji swap 
polegaj cej na zamianie stopy procentowej – ze stopy zmiennej na sta ;  - optymali-
zacji struktury d ugu krajowego i zagranicznego w horyzoncie trzyletnim. 

 
Kryterium optymalizacji, tj. koszty obs ugi d ugu, mo na sformu owa  na 

wiele sposobów. W dotychczasowych pracach (Klukowski 2003, 2005; Klukowski, 
Kuba 2001a, b; 2002 a, b) stosowano formu  o postaci: iloczyn kapita u (wp ywów 
ze sprzeda y instrumentu) oraz rentowno ci (w postaci sk adanej stopy zwrotu, 
CRR). Ta posta  wyra a rednioroczny koszt obs ugi emitowanego portfela d ugu dla 
przyj tego horyzontu inwestycji i zapewnia porównywalno  wyceny dla instrumen-
tów o ró nej konstrukcji i okresie ycia, przy pe nym refinansowaniu d ugu. 

 
Formu a okre laj ca rentowno  (i-tego) instrumentu w postaci sk adanej sto-

py zwrotu ma posta : 

CRRi = ,1]/))1([( /1
0

1

1

1

n
n

n

tj
j

n

t
t ISNrS          (1) 

gdzie:  St – przep yw finansowy (generowany przez instrument d u ny) w okresie t, 
n – d ugo  okresu inwestycji w latach, 
rj – stopa procentowa (roczna) w okresie j, 

0 – kwota inwestycji (cena instrumentu w chwili sprzeda y), 
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N – nomina  instrumentu (cena – w przypadku przedterminowego wykupu) 
(w celu uproszczenia zapisu pomini to indeks i w symbolach St, n, rj, I0, N). 
 
Kapita  instrumentu d u nego, p acony na przetargu, jest równy nomina owi 

pomniejszonemu o dyskonto i powi kszonemu o wykupywane odsetki (tzw. cena 
brudna). Wielko  kapita u jednostkowego nie jest sta a, zale y od poziomu sprzeda-
y; zwi kszenie sprzeda y obni a poziom kapita u, poniewa  w przypadku aukcji z 

wieloma cenami wi e si  z akceptacj  ofert o rosn cym dyskoncie. Kapita  jednost-
kowy z przetargu jest funkcj  empiryczn  o postaci wynikaj cej z ofert. 

 
Funkcje okre laj ce kapita  i rentowno  CRRi s , wskutek stosowania aukcji 

z wieloma cenami, funkcjami nieliniowymi; ich iloczyn ( rednioroczny koszt obs u-
gi) jest - w ogólnym przypadku - nieliniow , dyskretn  funkcj  empiryczn . Przyj te 
w pracy kryterium optymalizacji mo na wyrazi  (w sposób uproszczony), w postaci: 

min
x

{ })()(
1

xKxCRRx ii
L

i
iii ,              (2) 

gdzie: L – liczba instrumentów d u nych uwzgl dnionych w optymalizacji; 
xi – sprzeda  instrumentu i-tego rodzaju (liczba nomina ów) - zmienna  
decyzyjna; x - wektor zmiennych decyzyjnych; 
CRRi(xi) – rentowno  CRR i-tego instrumentu, odpowiadaj ca sprzeda y xi; 
Ki(xi) – kapita  (przypadaj cy na jeden nomina ) i-tego instrumentu,  
odpowiadaj cy sprzeda y xi nomina ów. 
 
Przyk adowa funkcja celu minimalizuj ca koszty obs ugi obligacji dwu- i pi -

cioletnich, przy za o eniu pi cioletniego horyzontu optymalizacji (ni=5), ma posta : 
[min

x
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gdzie: C2 – kwota odsetek obligacji pi cioletniej (jednego nomina u) wykupywanych 
na przetargu; 
rij – stopa procentowa odpowiadaj ca i-temu instrumentowi, w roku j; 
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d(i)(xi) – dyskonto i-tej obligacji, odpowiadaj ce sprzeda y równej xi (ró nica M-
d(i)(xi) wyra a kapita ); 

vik – cena jednostkowa i-tej obligacji w k-tej ofercie (uporz dkowanie ofert wg male-
j cej ceny); 

ik – liczba nomina ów i-tej obligacji w k-tej ofercie. 
 
Warunki ograniczaj ce zada  optymalizacyjnych do zarz dzania d ugiem 

mo na podzieli  na dwa podzbiory – pierwszy jest okre lony przez sytuacj  bud etu 
pa stwa oraz polityk  monetarn  NBP, drugi - przez po dane w a ciwo ci d ugu. 
Przyk adowe warunki ograniczaj ce poziom kapita u i ryzyka maj  posta  (nume-
ryczn  posta  tego problemu podano w Dodatku): 

))(( )(

1
xdNx i

i
L

i
i  A  (A - wymagany poziom kapita u),         (4) 

e  ( xii
L

i 1
)/

L

i
ix

1
  f    (ograniczenie duracji portfela; i – duracja i-tego 

instrumentu),                 (5) 
zTSvz   ( >0, Sv - macierz semiwariancji-semikowariancji, z – wektor wyra-

aj cy udzia  poszczególnych instrumentów w portfelu).           (6) 
 
Niektóre parametry wyst puj ce w funkcji celu i warunkach ograniczaj cych 

s  prognozami, np. przysz e rentowno ci, poziom potrzeb po yczkowych (kapita ), 
które mo na uzna  za realizacje zmiennych losowych. Znaj c ich rozk ady, mo na 
nada  zadaniom optymalizacyjnym posta  stochastyczn  (Klukowski, Kuba, 2002). 

 
Rozwi zywane dotychczas problemy decyzyjne dotycz ce d ugu publicznego, 

zawieraj  zwykle od kilku do kilkudziesi ciu zmiennych oraz warunków ogranicza-
j cych. Dotychczasowe do wiadczenia wskazuj , i  zwi kszenie liczby zmiennych, 
wynikaj ce np. z dezagregacji zmiennych decyzyjnych, nie stwarza istotnych pro-
blemów numerycznych. 

 
Przydatnym narz dziem do ograniczania ryzyka, wynikaj cego ze zmienno ci 

rynkowych stóp procentowych, s , obok warunków ograniczaj cych mierniki ryzyka, 
modele z teorii gier. W dotychczasowych pracach zastosowano prosty model gry 
dwuosobowej ze sko czon  liczb  strategii, uwzgl dniaj cy przypadek posiadania 
wariantowych prognoz stóp procentowych (niezb dnych w funkcji celu); umo liwia 
on wybór jednego z wariantów – równie  w warunkach nieznajomo ci funkcji praw-
dopodobie stwa na zbiorze wariantów. W tym przypadku zastosowano rozwi zanie 
minimaksowe, tj. minimalizuj ce maksymaln  strat , najostro niejsze z punktu wi-
dzenia emitenta. Elementami gry, wymagaj cymi zdefiniowania, s : gracze i ich 
strategie oraz funkcja straty. Graczami w grze s : emitent oraz inwestorzy ( cznie), 
a strategiami – warianty prognoz; elementy funkcji (macierzy) straty maj  posta : 

wsr = )( *xss - )( *xrs ,  (s=1, ..., u; r=1, ..., u)         (7) 

gdzie: )(s  - funkcja celu postaci (2), odpowiadaj ca s-temu wariantowi prognozy, 
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xs
* , xr

*  - rozwi zania optymalne odpowiadaj ce – odpowiednio – s-temu oraz 
r-temu wariantowi prognozy, 

u – liczba wariantów prognoz. 
 
Elementy macierzy strat (7) wyra aj  przyrost redniorocznego kosztu obs ugi 

d ugu, wynikaj cy z przyj cia decyzji (rozwi zania) xr* (optymalnej dla r-tego wa-
riantu prognozy), w przypadku, gdy zrealizuje si  wariant s-ty. W pracach Klukow-
ski, Kuba (2001) i Klukowski (2003) podano uogólnienie funkcji (7) na przypadek, 
gdy rozwi zanie xr* nie spe nia warunków ograniczaj cych zadania odpowiadaj ce-
go wariantowi s-temu. Gra o powy szej postaci ma zawsze rozwi zanie optymalne; 
w przypadku kryterium minimaksowego mo e mie  ono posta  zrandomizowan , 
wyznaczan  przy u yciu zadania programowania liniowego. 

 
Powy sze fakty pokazuj , e zadania sformu owane do optymalizacji zarz -

dzania d ugiem charakteryzuj  si  znacz co wy szym poziomem z o ono ci, ni  
„klasyczne” zadania optymalizacji portfela instrumentów finansowych (zob. Elton, 
Gruber, 1991). Na szczególne podkre lenie zas uguje uwzgl dnienie istniej cych 
realiów przetargów na instrumenty d u ne, które skutkuj  wyst powaniem nielinio-
wych funkcji empirycznych oraz wszechstronne uj cie problemu ryzyka. 

 
4. W asno ci sformu owanych zada  
 
W celu okre lenia algorytmów do rozwi zania sformu owanych zada  nale y 

zbada  w asno ci wyst puj cych w nich funkcji. ród ami trudno ci w optymalizacji 
tych decyzji s : * wyst powanie nieliniowych funkcji empirycznych i * dyskretny 
zbiór warto ci zmiennych decyzyjnych, indukuj cy zbiory rozwi za  dopuszczal-
nych o du ej (ale sko czonej) liczebno ci (implikuje to istnienie rozwi za  optymal-
nych). Rz d wielko ci zmiennych decyzyjnych (104–106) oraz fakt, i  decyzje s  
zaokr glane do wielokrotno ci dziesi tek lub setek nomina ów, sk aniaj  do wyko-
rzystania metod optymalizacji ci g ej. Pozwala to wyznaczy  posta  analityczn  
sk adników funkcji celu, w zale no ci od parametrów okre lonych przez wyniki 
aukcji oraz zbada  wypuk o  tych funkcji. Rozwi zywanie zada  wypuk ych jest 
atwiejsze, ni  zada  nie maj cych tych w asno ci. Czas oblicze  wymagany przez 

zadania wkl s o-wypuk e oraz dyskretne mo e by  nie akceptowalny w praktyce. 
 
W pracy Klukowski (2003, pkt 4.2.2) okre lono w asno ci nieliniowych 

sk adników funkcji celu o postaci (3) oraz funkcji wyst puj cych w ograniczeniach 
kapita u. W szczególno ci wykazano, e: 

- w przypadku rocznego horyzontu inwestycji (parametr n równy jeden, w 
formule (1) okre laj cej rentowno  CRR), przyjmowanego w zadaniach dla bonów, 
sk adniki funkcji celu maj  posta  funkcji przedzia ami liniowych o rosn cym 
wspó czynniku k towym, w kolejnych przedzia ach (kolejne przedzia y odpowiadaj  
ofertom przetargowym, uporz dkowanym wg rosn cego dyskonta). Sk adniki te s  
zatem przedzia ami liniowymi funkcjami wypuk ymi. W przypadku innego ni  rok 
horyzontu, sk adniki te maj  posta  nieliniow ; 
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- w przypadku horyzontu inwestycji d u szego od roku, ka dy sk adnik funk-
cji celu ma dodatni  pierwsz  pochodn , natomiast ujemn  drug  pochodn  - dla 
warto ci argumentu zawartych wewn trz przedzia u odpowiadaj cego ustalonej 
ofercie przetargowej. Druga pochodna jest bliska zeru i maleje do zera wraz ze wzro-
stem liczby nomina ów w ofercie; funkcja d y, wewn trz przedzia u odpowiadaj -
cego danej ofercie, do postaci liniowej. W konsekwencji funkcje b d ce sk adnikami 
funkcji celu maj , w przypadku rosn cych do niesko czono ci liczebno ci ofert, 
graniczn  posta  wypuk ych funkcji przedzia ami liniowych; 

- funkcje wyst puj ce w ograniczeniach kapita u s  wkl s ymi funkcjami 
przedzia ami liniowymi. 

 
Wymienione powy ej w a ciwo ci funkcji empirycznych uzasadniaj  doko-

nanie wypuk ych aproksymacji sk adników funkcji celu. Rzeczywiste warto ci ka -
dej funkcji wykazuj  losowe odchylenia od ich aproksymacji wypuk ych; rz d wiel-
ko ci reszt z aproksymacji wskazuje, e rozwi zanie przybli onej postaci zadania nie 
pogarsza w praktyce jako ci decyzji. W obliczeniach empirycznych zastosowano, w 
dotychczasowych pracach, redniokwadratow  aproksymacj  wielomianow . Stopie  
wielomianu okre lano przy wykorzystaniu miar adekwatno ci stosowanych w anali-
zie regresji. Wypuk o  aproksymowanych funkcji celu umo liwia efektywne uzy-
skanie rozwi za :  dobór efektywnego punktu startowego i parametrów algorytmów 
(najcz ciej stosowano gradient sprz ony oraz algorytm quasi-Newtona), eliminuj -
cych w praktyce ich ”zaci cia” (brak zbie no ci) oraz  krótki czas oblicze . 

 
Nale y doda , e w przypadku zadania dla bonów skarbowych mo na stoso-

wa , przy za o eniu rocznego horyzontu optymalizacji i braku funkcji nieliniowych 
w warunkach ograniczaj cych, algorytmy dok adne (tj. bez aproksymacji funkcji). 
Otrzymuje si  wówczas zadanie liniowe dyskretne, zawieraj ce kilkaset zmiennych 
decyzyjnych. Jego rozwi zanie przekracza zwykle czas przetargu (tj. otrzymuje si  je 
po podj ciu decyzji), a wynik pokrywa si  zwykle z rozwi zaniem przybli onym 
(dotychczas nie otrzymano ró nego w praktyce wyniku obu zada ). Post powanie 
takie jest niecelowe, zw aszcza, e czynnikiem determinuj cym rzeczywist  opty-
malno  decyzji jest trafno  prognoz rynkowych stóp procentowych. 

 
Optymalizacja zapewnia obni k  kosztów obs ugi d ugu; w przypadku poje-

dynczych przetargów – do kilku promili, w przypadku zada  strategicznych: 1 - 3%. 
 
5. Parametry niezb dne do sformu owania zada  
 
Najwa niejszymi parametrami sformu owanych zada  s : 

a) d ugo  horyzontu inwestycji; 
b) dopuszczalne zakresy warto ci zmiennych decyzyjnych; 
c) prognozy stóp procentowych, wyst puj ce w funkcji celu oraz ograniczeniach;  
d) poziom potrzeb po yczkowych bud etu; 
e) zakresy udzia ów ró nych rodzajów instrumentów w portfelu; 
f) zakres okresu zapadalno ci oraz duracji portfela instrumentów; 

g) dopuszczalny poziom ryzyka mierzonego przy wykorzystaniu macierzy 
semiwariancji i semikowariancji; 
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h) poziom i rozk ad w czasie kosztów obs ugi emitowanych lub poddawanych 
transformacjom instrumentów. 

 
Okre lenie tych parametrów wymaga zrealizowania niezb dnych prac anali-

tycznych i prognostycznych. Szczególnie istotny, ze wzgl du na wp yw na rozwi za-
nie optymalne, jest horyzont inwestycji. Prostym sposobem wyznaczenia tego para-
metru jest rozwi zanie zadania optymalizacyjnego o postaci: 

L

ih 1
[min wi h- i ]               (8) 

h  hmin ,   
gdzie: wi – udzia  i-tej obligacji w cznej sprzeda y obligacji; 

i – d ugo  okresu ycia i-tego instrumentu; 
h – d ugo  horyzontu (podlegaj ca optymalizacji). 
 
Rozwi zanie optymalne dostosowuje horyzont inwestycji do rozk adu okre-

sów ycia instrumentów. Rozwi zaniem optymalnym jest tutaj mediana w rozk adzie 
okresów ycia instrumentów lub hmin je li mediana nie spe nia warunku h  hmin. 

 
6. Algorytmy rozwi zywania sformu owanych zada  
 
Sposób rozwi zania rozwa anych zada  wynika z: (i) w asno ci funkcji wy-

st puj cych w zadaniu (oraz ich aproksymowanych postaci), (ii) wymogów procesu 
decyzyjnego, (iii) parametrów dost pnej techniki obliczeniowej. 

 
Do rozwi zania rozwa anych zada  wykorzystano: do aproksymacji empi-

rycznych funkcji nieliniowych przy wykorzystaniu wielomianów – metod  najmniej-
szych kwadratów; za  do rozwi zania zada  optymalizacyjnych - algorytmy optyma-
lizacji nieliniowej i liniowej. 

 
Efektywne wykorzystanie zaproponowanych metod wymaga o opracowania 

rozleg ego oprogramowania (licz cego kilkadziesi t rozbudowanych arkuszy syste-
mu EXCEL, wraz z programami licz cymi kilkana cie tysi cy linii w j zyku Visual 
Basic), m.in. do okre lenia:  funkcji empirycznych i ich pochodnych,  macierzy 
semiwariancji i semikowariancji,  parametrów gry strategicznej,  rz du wielomia-
nów aproksymacyjnych, jak równie   graficznej ilustracji wyników, np. precyzji 
aproksymacji i pochodnych funkcji nieliniowych. 

 
7. Podsumowanie i wnioski 
 
Przedstawiona powy ej metodologia umo liwia optymalizacj  podstawowych 

decyzji wyst puj cych w zarz dzaniu d ugiem Skarbu Pa stwa. Atrybutami tej me-
todologii s :  kompleksowo  (uwzgl dnienie wszystkich istotnych decyzji),  jed-
norodno  narz dzi optymalizacyjnych (umo liwia czn  optymalizacj  ró nych 
problemów decyzyjnych) oraz  uwzgl dnienie realiów praktyki zarz dzania. 
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Dotychczasowe wyniki stanowi  te  punkt wyj cia dla dalszych prac rozwo-
jowych. Do g ównych kierunków dalszych prac nale y zaliczy : 

10. Poszerzenie klasy u ytych zada  optymalizacyjnych, zw aszcza w celu szer-
szego uwzgl dnienia ró nych rodzajów ryzyka. W przypadkach tego typu celowe jest 
zastosowanie metod programowania stochastycznego (osi gni to ju  w tym zakresie 
wyniki) i rozmytego. Zasadne jest te  u ycie programowania wielokryterialnego. 

20. Sformu owanie zada  uwzgl dniaj cych mo liwo  wyst powania sprz e  
zwrotnych w procesie decyzyjnym. Zasadne jest wówczas wykorzystanie metod 
optymalnego sterowania oraz modeli gier wieloetapowych. 

30. Zwi kszenie skali integracji zada  optymalizacyjnych, tzn. czne uj cie roz-
patrywanych odr bnie problemów decyzyjnych. Spowoduje to zwi kszenie z o ono-
ci sformu owa  problemów decyzyjnych oraz metod ich rozwi zywania. 

40. Nadanie odpowiedniej rangi problemom prognozowania; dotyczy to zmien-
nych z zakresu makroekonomii, koniunktury, rynków finansowych. Zmienne te wy-
kazuj  z o one powi zania - cz sto o zmiennej w czasie postaci, nie atwe do okre le-
nia (prognozowanie ich wymaga z o onych modeli). 

50. Poszerzenie dotychczasowego spektrum procedur decyzyjnych o algorytmy 
ucz ce, uwzgl dniaj ce zmienno  sytuacji. Jako narz dzia do tego celu mo na wy-
korzysta  metody z dziedziny sztucznej inteligencji, a zw aszcza sieci neuronowe 
oraz algorytmy ewolucyjne. 

60. Rozwini cie koncepcji zada  dla potrzeb koordynacji zarz dzania d ugiem 
krajowym i zagranicznym. Zadania te b d  ewoluowa  w zwi zku z akcesj  do UE i 
wzrostem udzia u polskich instrumentów d u nych w rynku mi dzynarodowym. 

 
Osi gni cie satysfakcjonuj cych wyników w w/w zakresie wydaje si  w pe ni 

realne, podniesie znacz co efektywno  zarz dzania d ugiem. Do podstawowych 
korzy ci wdro enia proponowanych metod nale y zaliczy : 

(i) przeniesienie punktu ci ko ci na prace koncepcyjne – formu owanie 
kompleksowych problemów decyzyjnych (celów, ogranicze , wymogów, uwarun-
kowa ) oraz opracowywanie metod ich rozwi zywania; 

(ii) wi kszy zakres formalizacji problemów decyzyjnych, implikuj cy szersze 
spektrum metod ich rozwi zywania; 

(iii) zmniejszenie nak adu pracy ludzkiej w stosunku do tradycyjnego, hybry-
dowego rozwi zywania problemów (heurystycznego z elementami sformalizowany-
mi, które nie tworz  integralnej jedno ci). 

 
Zamierzenia te s  ograniczone mo liwo ci  absorpcji wyników w praktyce. 
 
Dodatek 
 
Optymalizacja przetargu sprzeda y obligacji dwu- i pi cioletniej 
 
Oznaczenia: 

x1 - liczba nomina ów obligacji dwuletnich (zmienna decyzyjna zadania),  
x2 - liczba nomina ów obligacji pi cioletnich (zmienna decyzyjna zadania), 
d(i)(xi), i = 1, 2 - rednie dyskonto przypadaj ce na jedn  obligacj  i-tego rodzaju ze 
sprzeda y xi obligacji (oferty uporz dkowane wg rosn cego dyskonta), 
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R - oprocentowanie kuponu obligacji pi cioletniej, 
rt+l - rynkowa stopa procentowa w roku t+l, t - rok bie cy, l 1, 

i , i=1, 2 - duracja obligacji i-tego rodzaju ( rednia dla danego przetargu); 
M - nomina  jednej obligacji (1000 z ), 
C2 - odsetki od obligacji pi cioletniej wykupywane na przetargu. 

 
Funkcja celu: 

min
x

{(M - d(1)(x1)) x1 1(x1) + (M - d(2)(x2)+C2) x2 2(x2)}, 

Warunki ograniczaj ce: 
2

1i
xi (M- d(i)(xi)+Ci)  A   (i=1, 2)  (ograniczenie kapita u; C1 =0),  

bi  xi  ci , (i = 1, 2)   (ograniczenie liczby nomina ów i-tej obligacji)  

e  (2x1 + 5x2 )/
2

1i
xi  f   (ograniczenie zapadalno ci portfela)     

g  ( 1x1 + 2x2)/
2

1i
xi  h  (warunek ograniczaj cy duracj  portfela),  

i(xi)  i (i=1, 2)   (ograniczenie rentowno ci i-tego instrumentu), 
ui  xi /(x1 + x2)  wi  (i=1, 2) (ograniczenie udzia u poszczególnych obligacji). 
 
Numeryczna posta  zadania 
 

Funkcja celu - parametry wielomianów aproksymacyjnych podano w Tablicy 1. 
 

Warunki ograniczaj ce: 
2

1i
 xi(M - d(i)(xi)+Ci)  1 770 457 939; 

1100000  x1  1700000; 
600 000  x2  900000; 
2,1  1,78x1/(x1+x2)+4,2x2/(x1+x2)  5,0      (ograniczenie duracji); 
2,5  1,78x1/(x1+x2)+4,84x2/(x1+x2)  5,0 (ograniczenie redniej zapadalno ci). 
 

Tablica 1. Parametry aproksymowanej funkcji celu - obligacji 2-letniej i 5-letniej. 
Rodz. 
oblig. 

 

Odch
stand.

Parametry aproksymowanej funkcji celu: wspó czynnik przy zmiennej w pot dze:

xi
0  xi

1  xi
2  xi

3  xi
4  xi

5  xi
6  xi

7  xi
8 xi

9  xi
10  xi

11  
 

OK 
 

4971 1,3E49,9E14,5E-7 -1,1E 
-12 

1,3E 
-18 

-8,1E
-25 3,2E-31 -7,8E-38 1,2E

-44 -1,2E-51 6,8E 
-59 

-1,6E 
-66 

 
PS 

 
491 1,1E41,1E17,3E-6 -8,8E-11 5,9E-16 2,4E

-21 
6,3E 
-27 -1,0E-32 1,1E

-38 -7,6E-45 2,9E-51 -4,7E-58

ród o: obliczenia w asne.  Zapis zE  oznacza liczb  z pomno on  przez 10 . 
Rozwi zanie optymalne powy szego zadania ma posta : x1*= 1 617 064, 

x2*= 600 000. Wskazuje ono, e ni sze rednioroczne koszty obs ugi zapewnia obli-
gacja dwuletnia (warto  x2* równa dolnemu ograniczeniu). Warto  funkcji celu 
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odpowiadaj ca temu rozwi zaniu wynios a 226 110 348,7 z ; jest to warto  mniej-
sza o 0,13% w stosunku do rozwi zania odpowiadaj cego decyzji podj tej w trakcie 
przetargu. Duracja portfela wynios a 3,53 roku, a okres zapadalno ci -3,74 roku. 

 
Rys. 1. Wykres pochodnych (aproksymowanych) sk adników funkcji celu obligacji:  

99. 1

99. 3

99. 5

99. 7

99. 9

100. 1

100. 3

1 12 23 34 45 56 67 78 89 100 111 122 133 144 155 166 177 188 199 210 221 232 243 254 265 276 287 298 309 320 331 342 353 364 375 386 397 408 419 430 441 452 463 474 485 496

108. 6

108. 8

109

109. 2

109. 4

109. 6

109. 8

110

1 13 25 37 49 61 73 85 97 109 121 133 145 157 169 181 193 205 217 229 241 253 265 277 289 301 313 325 337 349 361 373 385 397 409 421 433 445 457 469 481 493

 
dwuletniej    pi cioletniej 
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