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C Z Ę Ś Ć D R U G A 

O B r y ł a c h . 

W S T Ę P . 

W i „ 
1 J części pierwsz^y snihemi tylko zatrudnial iśmy si£ 

liniiami i powierzchniami ; lubo iakażkolwiek rozległość 
(esteusio) będzie rzeczy iakiey, nie iest ona ani samą 
liniią, ani samą powierzchnią ; ale się rozciąga wdłuź, 
wszerz i wgł<}b. I t ak , pokóy naprzykład * ma swoię 
długość , ma szerokość i wysokość , czyli grubość. T a r -
cica, choćby naycicńsza , ma także d ługość , szerokość 
i grubość* Nie byłoby powierzchni r^y t a rc icy , loiest 
nie byłoby rozległości iey , uważaney co do długości 
tylko i szerokości , gdyby nie było tarcicy uważaney 
co do Wszystkich i£y yyyininrów. Powierzchniś ogra-
nicza rozległość i i onę k o ń c z y ; aby zaś granica ia-
kiey rozległości była w samey rzeozy , t r z eba , ażeby 
i ta rozległość była. Nie byłoby yvięc pow ^ r z c h n i j 
gdyby nie było rozh gtości ; którą k jńćzy ; tak iak (mó-
wiąc prźeż podobieństwo lubo dalekie)" nie byłoby ko-: 

loru naprzykład w suknie j gdyby nie było sukna. 
Podobnym sposobem, lubo często nie Uważaliśmy 

tylko długość iakiey rozległości , (cośmy nazywali li-
nii ą), md m a s z iednak tey długóśći , ieżeli nić masgś 
powierzchni , którą ona 1-óńczy, lub na którey może 
być w rzeczy samey ciągnioną. Nie będzie yvi"ęc d łu -
gości , £dy nie będzie poyviśrzchni i a że nie będzie po-
wierzchni , ieżeli nie będzie rozległości maiącey trzy 
\Vy miary , yyięc i linii nie będzie , tylko tam , gdzie 
iest rozległość, ź trzema wymiarami . 

Gdy się kto bawi około rozległością ile ta t rzy 
Wymiary yv sobie zamyka j yv takim razie mówi się, 
i i się bawi około Ciała CCorpusi albo Bryły (Solidumh 
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Geometryd nie uważa inaczćy ciała , ty lko ile to 
rozciąg nioue iest w dłuż, w szćrz , i w zwyż albo w £ ł ąb ; 
innćmi zaś włnsnościa mi iego cale się nie za t rudnia , 
zostawuiąc ie do' uważania F izykom. Lubo zaś zdaie 
s i ę , iż sobie ściele nader w uważaniu ciała założyli gra-
nice Jeometrowie , maią iednak obszerne i lak po ledo-
chodzenia wielu bardzo prawd ukrytych , których wia-
domość po większey części koniecznie iest potrzebi.A 
chcącemu w Fizyce postąpić. 

Nie saini lylko Jeoiuełrowie , uważaiąc ciała , Je-
dnę sobie w nich własność , loiesl rozległość za cel wy-
slawuią. Jest to , a przynoymniey być powinien { 
powszechny postępowania sposób, że gdy kto 
rzecz iaką zgruntu chce poznać i po iąć : po części na-
przód iey własności uważa , a dopiero łączy ie razem, 
j dokładnieyszey o rzeczy całey nabywa wiadomości. 
R o z u m ludzki nadto Iest ograniczony , aby wiele po-
społe n nieznanych iescze własności mógł dochodzić, 
a tem bardziey ie ogarnąć. 

Skutek t a k o w ^ o własności rzeczy z osobna do-
chodzenia , tym większey iest wagi , im więoey rze-
czom taż własnośćsł żyć będzie ; a taką własnością iest 
rozległość* Cololwiek pod zmysły nasze podpada i 
podpadać m o ż e , wszystko to iest roz leg łem; cokol-
wiek więc odkryie tym sposobem Jeomeira , może to 
do wszystkich rzeczy przystosować^ które tylko pod 
zmy ły nasze podpadaią , lub poddane b}ć mogą. 
A zfąd się okazuie ważność w wynalazkach geometry-
cznych , i obfitość w przystosowaniu onychże. 

L u b o maiąc wzgląd na słabość poięcia ludzkie-
go , iednę lylko własność ciała uważa Jeonietra ; dla 
\ i irkszev iednak wygody i tę iescze dzieli nieiako na 
części , i w myśli ie osobno stawia , chociaż w rzeczy 
samey osobno się nie znayduią. Nie ma względu rol-
nik na grubość ziemi w tem mieyscu , gdzie rolą swoię 
uprawia. Dosyć mu na t em, że ta grubość ie.st do-
stateczna do przj ięcia ziarna , do dostarczania soku 
i do rozwinienia się tegoż ziarna. W ielkość pola znać 
osobliwiey stara s i ę , aby wiedział , ile na nieni ziarna 
pos'ać może , a zalein powierzchnią .swego pola , bez 
Av/«l;du na grubość ziemi uważa. Tak i piszący, miar -
lcnie wielkość powierzchni papieru , końcem zmiescze-
ia na niui tego co ma pisuć^ jgtie wchodząc w jego 
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grubość , i dosyć maiąc na tern , że mu atramentu nie ~ 
przebija. 

Jakożkolwlek mała będzie grubość ciała iakiego, 
wszelako iednak , ciało to , dwie strony odmienić, 
przeciwne sobie mieć musi , i iedna z nich odłączyć 
się w rz<?czy samey może od drugiey , luboby nie zna-
lazło się sposobne narzędzie do uczynienia tego roz-
łączenia. Ciało więc , chociaż noycieńsze , nie m<>ze 
bvć z a iedno brane , co powierzchni^ ; a zatem nie-
prawdziwie rzecz wykładaią niektórzy J e o m e t r o w i e , 
gdy mówią: że ciało albo bryła składa się z powierz-
chni położonych iednych na drugich ; bo iakażkol-
wiek byłaby liczba tych warst , z których ciało zło-
żone uważamy, każda iedńak w sczególności ta war-
sta był»by bryłą a nie powierzchnią, ponieważ miałaby 
dwie strony przeciwne, i mogące się od siebie odłą-
czyć. 

Co się zaś powiedziało o powierzchniach , to i o 
Jiniiach twierdzić należy, że nie dla tego są od Jeo-
metrow uważane, iakoby w rzeczy samey znaydowały 
się, ale tylko dla łatwości i wygody. Nie wiele w to 
wchodzi podróżny , iak szeroka iest droga , którą ma 
p rzebyć , dosyć mu na l em , iż się nią udać może. 
Liczba k roków, które ma czynić nie zawisła od szero-
kości , ale od samey długości tćy d rog i ; tę przeto dłu-
gość sczególoiey uważa. 

Niechby była bardzo mała szerokość powierzchni 
iakiey , naprzykład równoległoboku , i niechby 
ta sama tak mała szćrokość podzielono była na iak 
naywięcey części, przez liniie równolegle do długości, 
wzr i ako każda z tv<h części będzie powierzchnią, i 
chociażby iak naymnieysza była odległość dwóch limy» 
które tę hczuplą powierzchnią kończą, za iedne ied iak 
liniią wziąć ich nie można ; n ztąd łatwo każdy widzi, 
iak to wyiażenie iest niedokładne a bardz ey i ccze 
fałszywe; że powierzchni^ skła '« ię z liniy poi' żouych 
iednych przy drugich. 

Nakoniec zdarzaią się przypadki , gdzie nie potrze-
ba nawet uważać przeciągu całćy linii , ale koniec iey 
tylko ieden lub obadwa , albo zgoła t o , co dzieli dwie 
iey Części. W takim razie mówi się , że Joonietra sa-
mym się zatrudnia punltem. Punktu w samey istocie 
n i e m a , ieżeli n iema linii , którą punkt kończy , albo 
i ty części , któro oddziela. Podróżny cel swoićy drogi, 
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iafc punkt inki sobie Wystawia , wielkością iego cale sie 
nie zaprzątaiąc , aż póki do uiego nie dóydzie , doszedł-
szy uważa dopiero ob-zerność mieysca do którego dą-
żył. Nie masz wierzchołka kąta , ieżeli nie będzie 
dwóch liniy ten kąt czyniących. Uwagi nad któiemi 
się zastanawia Geometra , czylito co do położenia 
punktów iednycji względem drugich , czyli uzględeirj. 
linii iakiey , pochodzą z samego wystawienia sobie 
w myśli łych rzeczy w jstocie się nie znayduiących , dla 
latwieyszego tjóyścia tego, czego szuka. 

Jakożkolwiek mała będzie rozległość względem 
zmysłów naszych lub względem wielkości c i a ł , któić 
nam nayczęściey pod zmysły podpadaią ; wszelako mo-
żna oddalić myślą tę małość, względem innych większy< fy 
r zeczy , i uważać ciało^ch^ćby też naymuieysze, iak 
gdyby wielkiem bardzo było , a to względem tysiączney 
naprzvkład części swoiey. 

Niech będzie iak naymnieysza liniió; tóy linii 
koniec i eden * zawsze różnić się będzie od drugiego. 
1 znown niechby kio na iak naywięcey części podzielił 
jaką liuiią , każda z tych części dwa końce odmienni 
mieć będzie , a ztąd poznać można , iak nie prawdzi-
w i i es l to wyrażenie, że liniia składa się z punktów 
przy sobie położonych. 

Wystawuiąc sobie Jeometra pod temi różnemi po-
staciami rozległość, uprzedzać tźm samem zdaiesię te 
trudnością które często zwykły bywać zarzucani o 
prawdziv\ey bytności (existenlia) tych rzeczy, które 
są celem iego nauki. 

Powierzchnia płaska, czyli płasczyzna(planum) rest 
powierzchnia , na którśy ku wszystkim stronom liniie 
prostó prowadzić można : i takiemi to iiniiami i po-
wierzchniami dotąd zatrudnialiśmy się, których wszyst-
kie części na tćyże samćy plasczyznie zoslaią (in eodem 
P i a n o ) ; w części nastepuiącey takie nadto Jiniie i po-
wierzchnie zabawiać nr* będą , które się na odmiennych 
płasczyznach znayduią. 

Zdwoiakiemi Iiniiami mieliśmy iescze do czynie-
nia , z prostemi i z kołowymi, lub ich częściami. Po-
wierzchnie "także , około których bawiliśmy się , były 
j*lbo zakończone Iiniiami prostemi, albo liniią kołową, 
albo Iiniiami proslćmi i częściami liniy kołowych. 
W części następuiącey będziemy nadto zabawiać się 
różnemi powierzchniami krtywemi ( c u r v a ) , które wy-
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•tawić sobie można, iak gdyby początek miały z obrotu 
^powierzchni płaskich , które iużeśmy roztrząsali. Oba-
pzymy to w sczególności,gdy o każdey lakiey powierzchni 
mowa będzie. 

(Jo się zaś tycze b r y ł , te dwoiakiego gatunku za-
bawiać nas będćj : iedne , które są zakończone po-
wierzchniami płaskićmi , d r u g i e , k lńres ię kończą po-
wierzchniami krzyweini , tubo częścią k rzyweni i , częścią 
piaskjćmi. 

Geometrya więc , iest to n a u k a , któia się zaba-
wia samą rozległością, 

L imie prosie dwoiakośiny uważal i , raz co d o i i b 
wielkości, drugi j az co do ich położeniu ieduych wzglę-
dem drugich. W pierwszym względzie przyrównywa-
liśmy iedne do drugich , albo prosto zaraz y a lbo przez 
spoiną im mia rę , do kiórey stosowaliśmy każdą z o-
sobna liniią. W drugim względzie, albo liniie z sobą 
się spotykały , i ztąd początek kątów i ich podziałów, 
albo się też nie spoty kały. 

Nauczyliśmy .się dawać linii iednćy względem 
drugiey iakiśkolwiek do upodobania położenie, tołcst 
robić kąt iakikolwiek d a n y , lub pociągnąć równole-
głą do 1 mii dau6v. W ryznaczyliśmv mieysce wierzeh^ł-
ków kątów iakicfrkolwiek danych ' , których ramiona 
przechodzą przez dwa punkla d a n e , i wiele ztąd uży-
tecznych używań wywiedliśmy. Nie mogąc zaś dokła-
dnie wyznaczyć stosunku okręgu koła do l in i i prosićy, 
przybliżyl iśmy iak naybardzióy stosunek len do pra-
wdziwego. Widzieliśmy o i a z , że porównanie okręgów 
ieduych do drugich niezawisło od porównania okręgu 
7. liniią. 

Co do powie rzchn i , przytoczyl iśmy naprzód 
p r z y p a d k i , w których dwie figury mogą przystać do 
siebie. W i d z i e l i ś m y , że to przystawanie zawisło ie-
dynie od wielkości i położenia liniy ń d n y c h w/glę-
dem drugich , toiest , że ty Iko /ak ie dwie łfgury pizy 
stać mogą do siebie, w których boki iedoakowey są 
wielkości iedne względem drugich , i iednakowego po . 
łożenia. Jednem z nayzuamieni | szvrh przystosowań 
było przeniesienie, czyli przerysowanie iakieykolwiek 
fi* ury prostokreślney Widzie l iśmy t a k ż e , iż wiel-
kość figur protfokreślnych nie zawoła od wielkości 
i położenia ich b o k ó w , gdyż t roykąty , lub równo-
ległoboki„ byleby jednakowe miały podstawy i wv-
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sekości, są równe ; równe też będą , tak dwa naprzy-
"kład t roykąiy, iak i dwa rówuoległobok' , gdy ich 
podstawy b^dą w stosunku odwrotnym ich wysokości. 
.Nadio równość w wielkości figur nie tylko nie zawi-
sła od wielkości i położenia boków , ale nawet ani od 
i ih liczby; ponieważ t royką t , równolegtobok , i kwa-
drat in"Ze być tak z robiony , że się równać będzie 
iakieykolwiek figurze daney postokreślney ; może ie-
scze zrównany być z summą lub różnicą figur innych 
prosloki eslnych. 

Można też przez przybliżenie porównać ' kolo 
z figurą iaką prost ok reślną i zrysować takie kolo , któ-
re by mało co różniło się od iednśy lub więcey figur 
p r o s t o k i eślnych ; dokładnie >.aś można mi»ć koło ró-
wnć innćmu danemu , lub wielu innym kofóm lakże 
danym. ]<nbo wielkość figury nie iest lem samćm 
wyznaczona, że wyznaczony iesl ićy obwód i poło-
żenie boków ; podany iiduak mieliśmy spo»ób ieden 
z niiywygodniev,<zycb , wykreślenia figury prostokre-n 
ślney o ilukolwiek bokach danych , yiaiąt dany <ey 
obwód, widzieliśmy oraz- granicę , w którycli j J r z y 
jiiepowięk^zonym obwodzie , powierzchni^ figury być 
może powiększond lubo zmnicyszeuia iey nie ma ża-
dnych granic. 

Z podobieństwa położenia liniy , klóre kończą 
figurę,i z proporcyonalności tychże liniy wynikało wiele 
twierdzeń, a z ' y f h znowu wiele wniosków i przy-
stosowań. Sczególniey zaś wynikało przeniesienie na 
papier działań na ziemi częstokroć nierówiuśy od-
prawionych ; które to przeniesienie dokładniej szem i 
Jptwieyszóm iescze stawało się, używszy rachunku. 

W tein wszyslkiem , co się dotąd mówiło . nie 
wspomniało się tylko o linii p ros t ey , i o linii kołoi 
wey , o powierzchniach płaskich zakończonych przez 
limie p r o s t e , albo przez liniie kołowe, lub ich czę-
ści ; o bryłach obwiedzionych powierzchniami płpskierm 
albo krzywćmi inaiącemi swóy początek od powierzchni 
pla-kich. Ta część Geomet ry i , nazywa się Geomełryą 
początkową (Geometr ia e lementar is) , służy ona za 
f . n J a m e n t koniecznie potrzebny do nnych części'/.a-
wilczych , z k tó rych się składa Geometry A wyzszd 
(Geometria sublimis); a w Iśy i*zccz iest o rozmaitych 
innych liniiach k rzywych , o powierzchniach przez 
nie zakończonych , i o wielu bardzo takich bryłach, 
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których początek czasćm można , a czasem nie moi 
zna wyprowadzić z tych o»iatflich liniy krzywych , lub 
e powierzchni n;emi zakończonych. 

Kózui się też Geomelryd początkowa od wyższey, 
i co do spofrobu rymowania figur do niey należących j 
w Gcoinetryi albowiem początkowey, dosyć iest na 
cerklu i linii do wykreślenia figur iey własnych : każ* 
de pizeto zagadnienie, które z pomocą tych dwóch 
tyiko narzędzi inoźe być rozwiązanć , do niey należy. 
Jeżeli zaś zagadnienie mogąc b \ ć rozwiązane z po-
morą samey linii i cyrk la , to ie*t przez saine liniie i 
łuki k o ł a , rozwiązuie się z użyciem innych iescze "na-
rzędzi , albo liniy krzywych, odmiennych od koła, 
o lakowem rozwiązaniu mówić się zwykło , iż nie iest 
wykonane spo.sobśui zadosyć czyniącym. 

R O Z D Z I A Ł I. 

O położeniu tak liniy iaio i plasczyzn iednych 
względem drugich« 

T 
i . wierdz. i . Gdy liniią prosta ma dwa swo-

ie punktu , na iednćy płasczyznie , ma ie oraz i wszyst-
kie na teyże płasczyznie. 

Dowod : Lini a prostd wyznacza się przez dwa 
punkta ; a zatem liniią prosta poprowadzona przez dwa 
puukta dane , na daney także płasczyznie zćydzie się 
z każdą inną p ros tą , przez też dwa puukta poprowa* 
dzoną i iednę z nią liniią uczyni. 

1. Twierdzi Przez liniią prostą i punkt gdzie-
kolwiek dany , może zawsze przechodzić iedna płas-
czyzna. 

Dowod. Wys tawmy sobie myślą , iż przez tę 
liniią przechodzi iak&kolwiek pIa>ĆzVzna i niechay ta 
płasczyzna obraca się około leyże linii , w tyra obro-
cie przeydzie przez punkt dany , a w przechodzeniu 
będzie ią samą płasćzyzną którzy szukamy. 

M ożna także i przez dwie liniie przecinaiące się 

(a) Mówię przecinaiące się , bo wiele iest l in iy , których po-
łożenie ie.st taki« , ze pTzet nie , nić rtioże razćm pfzepho-
dzić iedna płaseryzjaa : oaprzykład w kostce od grania , tak 
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przeprowadzić płasczyznę : ponieważ płasvzyznu 
przechodząca przez iednę # tych liniy i przez który-
kolwiek punkt d rug iey , przechodzi razem i przez 
przecięcie tych dwóch liniy , i przez punkt należący 
do drugiey liniy ; a zatćm i druga ta liniia cala iest 
na teyże płasczyznie.* 

Można nakoniec i przez t rzy boki troykąta prze-
prowadzić płasczyznę. Jakoż płasczyzna przechoazącś 
przez dwa buk i l rovką ta , przechodzi leż i przez dwa 
p u n k ' a , w których trzeci bok przecina lamlć dwa, 
u zalćui i ten trzeci bok na teyże iest płasczyznie. 

o. Twierdz. 3, Gdy się dwie pła^czyzny prze*-
cinaią, teru spólnćm ich przecięciem iest liniia pi o* 
8tŚ. 

Dowod. W e ź m y na tćm spólnem przecięciu dwa 
jakiekolwiek p u n k t a , i poprowadźmy przez n ie , na 
iednćy z dwóch pla^Ozyzu liniią prosią ; ta l i n i i 
będzie miała na drugiey plasczyzriie dwa punkta tlo 
s i e b i e na.i-żijce , wi<;C i calu będzie na teyze drugiey 
płasnzyzuie; a zatem będzie cala na obudwóch pla-
sczy/nuch ^ loiesl będzie spólnem ich przecięciem. 

T o , co się o Jjłasczyznach powiedziało , inożirA 
porównać z temy co się linii U c z e , loiest : liniia p ro-
s i wyznacza się przez dwa punkta , płasczyzna wy-
znacza się przez t rzy punkta lub przez dwie limie 
przecinaiące się. Gdy znowu dwie liniie wzaiem się 
przecinaią , punkt sjpólneni ich iest przecięciem: gdy 
zaś pi zectnaią się dwie pła.^ćzyzny j spólnem ich prze-
cii^cieiu iest liniia prov'a. 

4. Twierdz* 4. Gdy l i n i i pros!al do dwóch in-
nych^ które się przeciuaią na icdnćy płasczyznie, pro-
stopadłą iest w punkcie ich przecięcia, będzie leż 
prostopadłą i do każdey inney liniią przechodzącóy 
pi zez ten punkt na le^że pla>czyznie< 

Można to naprzód obiaśnić na karcie przełama-
rtey. Liliiui prosia , podług kfórey karta się przeła-
mała i prostopadłą iest do boków , części dwóch i tey 
karty przełamauey. Obracaiąc część iednę złamaną* 

iest położone ramie iedno kąta, na iedney stronie, i bok 
przeciwny drugiemu ramieniu tegoż k^ta , na inney stronie, 
że przez te dwie liniie iedna płasczyzna przechodzić nie 
»qzc. • 
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około z łamania , czyli spólnego przecięcia , bok iederl 
Z dwoCb, do którego liniią przecięcia była prostopadłą, 
odmieniać będzie położenie , wszelako iednak na iedućy 
zostanie płasczyZnie , i liniią przecięcia zawsze do nie-
go będzie prostopadłą. Ten przykład prawdę tę zmy-
słom dosyć ukażuie , nie dosyć iednak ukazuie ią ro-
zumowi. 

Dotvocl. Niech będą dwie liniie proste, AB i CD, 
przecinaiące się w P , i mech do obudwóch Tab. J. 
prostopadłą bidzie liniid SP. Na płasczyznie Fig. i. 
przechodzącey przez te dwie liniie $ przeciągnąwszy 
przez punkt P . iakązkolwiek liniią E F , do tey linii 
będzie też prostopadłą liniid SP. 

W e ź m y liniie r ó w n e : PA i P B , i znowu P C , 
i P D j także równe« Poprowadźmy BD^ AC, spotyka-
iącć liniią EF , w punktach E i F. 

Ponieważ t royką ty ; APC i B P D , maią dwa 
boki równe iedne względem drugich , i kąty między 
temi bokami zawarte , także rów ne , więc mogą przy-
stać do siebie; a w sczególności k<tt P A C , równy iest 
kątowi PBI), Przeto i troykąty A P E i B P F , ' i a k o 
maiące równe buk i : P A , P B , i kąty równe iednś 
względem drugich , mo^ą też do siebie przys tać , a 
w sczególności , równe są w nich boki P E , PF i AE, 
BF. 

PoCiągniymy iescze liniie SA, SB, SC, S D ; t roy-
kąty prostokątne S P A , SPB , maią bok spólny S P , i 
boki PA i P B , r ó w n e : a zafśm mogą do siebie 
przysłać , a w sczególności liniie S A , S B , są równć. 
Podobnie równe są i liniie SC *i SD. Dwa więC t roy-
kąty CSA, BSD, których boki wszystkie równe są ie-
dne względem drugich , mogą do siebie przystać , a 
VV sczególności kąty SAC i SBD równś* 

Poprowadziwszy S E , S F ; i t royką ty : SA Ej SBF, 
maią boki SA i AE, równe Względem boków SB i 
B F , i kąty między temi bokami zawarte, równć i 
więc mogą do siebie przystać J a w sc-cególności ró« 
wne są liniie SE i SF. 

WięC w troykątcah SPE i SPF równe Są boki 
w j e d n y m , względem boków drugiego , a zatem i (e 
przystać mogą do siebie; a w sczególnośei kąt SPE, 
równa się kątowi S P F ; a że są kątami przyleglemj 
czynią razem dwa kąty pros te ; każdy z nich pi zet g 
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będzie kątem prostym ; a żalem liniid SP, będzie leż 
prostopadłą i do linii EF. 

10 twierdzenie bardzióy w dowodzeniu długie 
niż t r u d n e , powinno być objaśnione przez figurę 
z papieru grubszego, lub z drewna i z nici ; lub w i n -
ny sposób. Toż rozumieć trzeba i względem wszyst-
kich prawie podań w Iey części zawartych. 

5. Opisanie. Gdy liniia prostopadłą iest do wszy-
stkich innych , które się w punkcie iey spadku prze-
cinaią na płasczyznie iakiey , o Iakiey linii mówi się, 
że i e t prostopadłą do Iey płasczyzny ; a zatem ieże-
li liniia prostopadłą iest do dwóch innych w punkcie 
ich przecięcia, na płasczyznie, ta liniia prostopadłą 
iest i do tey płasczyzny. 

6. Twierdz. 5. Wzaiemnie , ieżeli liniia prosta, 
prostopadłą iest do trzech innych l in iy , któie się 
w jednym ićy punkcie przecinaią ; płasczyzna ta, k(ó-
ra pizeihodzi przez dwie z tych trzech l i n i y , prze* 
chodzi t> ż i przez trzecią. 
Tal. I. . Dowod. Niech będzie liniia SP, pro.sio-
Fig. 1. padłą do liniy P B , P D , P F , które przecho-
dzą prz> z sam punkt P , linii SP. 

Niechay płasczyzna iak a przechodzi przez liniią 
SP i PF. Jakażkolwiek będzie l iniia, w klórev ta pła-
sczyzna przecina drugą płasczyznę przechodzącą 
przez liniie PB i P D , wszelako liniia SP , będzie 
prostopadłą do tego spólnego przecięcia , a zaićm gdy-
by liniid PF, nie była lem spólnem przecięc e m , te-
dy lini a SP byłaby prostopadłą do dwóch liniy leżą-
cych na leyże co i ona płasczyznie, toiesl : byłaby 
prostopadłą do linii P F , i do drugiey iescze linii ró-
żney od PF , przecinaiącey spoinie dwie płasczyzny; 
co być nie może. Liniid więc PF nie iest różna od 
spólnego przecięcia dwóch płasczyzn SPF i B P I ) , a 
ża lem, iest tćm spólnem przecięciem, przeto należy 
i do drugiey płasczyzny B P D , toiesl ta płasczyzna 
BPD , przechodząca przez liniie P B , P D , przechodzi 
też i przez liniią PF. 

7. Twierdz. 6. Dwie liniie proste prostopadłe do 
Tab. I. iedney płasczyzny , są do siełiie równoległe* 
Fig. 2. Niech będą dwie liniie BA i CD , prosto-
padle do iedney płasczyzny, na którą spadaią w pun-
ktach B i C , te dwie liniie do siebie są równoległe. 

Dowod. Poprowadźmy liniią B U , a od końca C, 
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spólne;jo linii GC , z liniią DC, prostopadłą do pła« 
sczyzny, wyciągniymy na tey płasczyznie prostopadłą 
CE , do B C , równą lakieykolwiek długości BA , wzię-
tey na drugiey linii prostopadłey do leyże p ł aczy -
zjiy. Poprowadźmy iescze i liniie B E , AC , AE. Dwa 
troykąly ABC, ECB , maią spoiny bok BC , boki tak-, 
że B A , C E , r ó w i ó , z wykreślenia, i kąty p ros t e ; 
A B C , B C E ; więc te troykąly mogą przysłać do sie-
bie , a w sczególności liniie BE , AC , są równć. Dwa 
tedy troykąty , ABE, ECA, maią względem siebie 
równe wszystkie boki , a zatem przystać mogą do cie-
bie ; a w sczególności równe są kąt}' ABE i ACE : 
że zaś liniid A B , prostopadłą iest do linii B E , po-
nieważ wzięliśmy ią za prostopadłą do płasezyzny prze-
chodzącey przez liniie BC, BE, więc kąt ACE , iest też 
prosty ; a żalem liniią EC , prostopadła do dwóoh 
liniy CB i CD , z wykreślenia , iest też prostopadłą 
i do linii CA. Przeto ta liniid CA iest na Iey samey 
płasczyznie, co i liniie BC, CD. Aże płasczyzna prze-
chodząca przez liniie AC , CB, przechodzi też i przez 
liniią AB , więc liniie AB , CD , są na iedney pła-
sczyznie ; będąc zaś na iedney płasczyznie, że pro-
stopadłymi do linii BC , więc do siebie równoleglemi 
będą. 

Przestroga. Aby latwiey zrozumieć to dowo-
dzenie , dobrze będzie przeciąć figurę 2. w linii AC, 
t a k , aby część iedua ABCD, iey figury, przypada-
ła prosto nad drugą częścią BEC. Podobnie dopoma-
gać można łatwieyszemu wyobrażeniu i w i n n y c h fi-
gurach , gdzie nie iedna zachodzi płasczyzna. 

U waga , W pierwszey części cokolwiek się mó-
wiło o liniiach równoległych , zawsze to było w tem 
rozumieniu , że te liniie kreślona były na tey sa-
mey płasczyznie , na klórey i każda inna lini d łączą-
ca dwa ich p u n k t a , leżała. 

8. Twierdz. 7. Jeżeli dwie liniie są do siebie 
równoległeini , a iedua z nich prost opadłą iest do ia-
kiey płasezyzny , będzie i druga do leyże plasezyzny 
prostopadłą. 

W e ź m y dwie liniie B \ i CD za równole- Tab. I. 
g ł e ; ieieli iedna z nich nap. C D , iest pro- Fig. 2. 
stopadłą do iakiey płasezyzny r będzie do leyże pla-
sezyzny prostopadłą i druga BA. 

Dowod. Na płasczyznie , do którey wzięliśmy 
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za prostopadłą C D , pociągniymy CB ; będą do CB 
prostopadferai obiedwie liniie A B i CD. Na teyże 
płasczyznie niech będzie C E , prostopadłą do B C , i 
równą długości BA- Poprowadźmy iescze A C , AE, 
i BE. Całe dowodzenie na tśin zawisło , aby okazać, 
ze kąt A B E , iest p r o s t y , toiest ; że liniią A B , pro-
stopadłą do linii BC , iest razem prostopadłą i do li-
nii BE , leżąośy na tey sarney płasczyznie , do klói ćy 
liniid CD iest prostopadłą. 

Dwa troykąty prostokątne ABC i ECB , maią 
ramiona kąta prostego równe iedne względem drugich; 
a zatem te dwa troykąty mogą przysłać do siebie , a 
w sczególności liniie A C i B E , są równe. Maią tedy 
dwa troykąty A B E i E C Ą , wszystkie trzy boki ró-
wne iedne względem drugich » i mogą żalem przystać 
do siebie ; a w sczególności równe są kąty ABE i ACE. 
Płasczyzna przechodząca przez dwie liniie równoległe 
AB i CD , przechodzi leż tak prąez liniią BC , iak 
i przez A C , więc liniie DC, BC i A C , na iedney 
płasczyznie leżą. A że liniią CE iest prostopadłą do 
dwóch liniy CD i BC ; będzie leż prostopadłą i do t r ze -
ciey linii C A ; a żalem kąt ACK iest p ros ty ; a że 
ten ką t , iest równy kątowi A B E , więc i kąt ABE 
jest prosty. 

9. Zagad. Spuścić prostopadłą do plasczyzny, 
Tab. I. z punktu nie na niey danego. 
fig. Niech będzie taki punkt S , z którego 
spuścić trzeba prostopadłą na daną płasczyznę. 

Rozwiązanie. Na płasczyznie daney nakreślmy 
jakąkolwiek liniią AB Niech przez tę liniią i przez 
punkt dany S, przechodzi inna płasczyzna, na którey 
pociągniymy S D , prostopadłą do AB. Na daney 
płasczyzpie niech też będzie poprowadzond DP , p ro-
stopadła do A B ; a przez liniie S D , D P , niech prze-
chodzi płasczyzna , na którey niech będzie SP , p ro -
stopadłą do linii D P ; ta liniią SP , będzie razem 
prostopadłą , którey szukaliśmy. 

WyhrćMenie służące do dowodzenia. Niech przez 
P , przechodzi liniią EF , równoległa do AB. 

Dowodź. Liniie S D , P D , z wykreślenia są pro-
stopadłe do linii A B ; więc liniią DB , wzaiemnie 
iest do obudwoch tych liniy pros topadłą ; a zatem 
prostopadłą iest i do płasczyzny przechodzącey przez 
te dwie liniie. Aże liniią E F , równoległą iest do l i -
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nii AB , więc liniia E F , iest też prostopadłą do tey-
że płasczyzny SDP : a w sczególności prostopadłą iest 
do linii S P ; i liniid SP , iest wzaiemnie do linii EF 
prostopadłą. Ze zaś liniia SP , zrobiond była prosto-
padłą do linii P D , więc liniia SP , iest razem p ro -
stopadłą do liniy EF i P O , które się przy ieyspad-
ku P , przecinaią na daney płasczyzuie, a zatem li-
niia SP , prostopadłą iest do teyże płasczyzny. 

10. Żagadn. 2. Od punktu danego na pła-
sczyzuie wynieść prostopadłą do teyże płasczyzny. 

Rozwiąz. Spuśćmy do płasczyzny daney z pun-
ktu jakiegokolwiek, nie na niey będącego , prostopa-
dłą , a przez punkt dany poprowadźmy równoległą 
do teyże prostopadłej/. 

11. Uwaga 1. Od punktu danego , iednę ty l -
ko prowadzić można prostopadłą do płasczyzny. 

12. Uwaga 7. Gdy liniia iaka nie iest ani na 
sajney płasczyzuie, ani do niey pros topadłą ; może 
być albo od niey równoległą , albo t ak , iak ze-
chcemy do niey nachyloną. 

Naprzód. Jeżeli, spuściwszy z dwóch punktów 
linii iakiey dwie prostopadle na płasczyznie , te p ro -
stopadłe będą sobie równe ; tedy ta liniia od któiey 
są spusczone, będzie równoległa do płasczyzny, na 
którą ie spuściliśmy, toiest : nie spoLka nigdzie tey 
płasczyzny, choćby tak l ini ia , iako i płasczyzna 
naydaley były przedłużone. 

Powłóre. Niech będzie liniia SD niepro- Tab. I. 
stopadłą do płasczyzny; ale niech spotyka pła- S-
sczyznę w punkcie naprz . D. Z punktu któregokol-
wiek teyr linii naprz. z S , spuśćmy do tey płasczy-
zny prostopadłą natrafiaiącą na nię w punkcie P , i 
poprowadźmy PD. Kąt SDP nazywa się kątem po-
chyłości (angulus inclinationis) tey linii SD , do p ła -
sczyzny. 

T e n kąt iest naymnieyszy z tych wszystkich, 
które czynić może liniia S D , z jakąkolwiek inną liniią 
poprowadzoną na tey płasczyznie przez punkt D , i 
gdyby z punktu P , iako ze środka promieniem ró -
wnym linii P D , nakreślony był okrąg koła , wszyst-
kie liniie ciągnione od punktu S , do punktów tego 
okręgu , czyniłyby iednakowy zawsze kąt z tą płasczy-
zną. 

Ponieważ te podania są tylko do innych gló-
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wnieyszych pomocnicze (subsidiariae) i łatwe do do-
wiedzenia , przestaie się Lu na samem ich wyrażeniu. 

13. Twierdz 8. Ody dwie linie równoległe są do 
t f / e c i e y , któi d na odmiennóy od ni< h leży płasczy-
Z iie, (e dwie liniie i do siebie równoległe będą. 
Tab. I. Niech będą dwie liniie AB i C O , równo-* 
Fig. 4. ległe do linii E F , będą le dwie liniie i do 
siebie rówmdeglemi. Od punklu któregokolwiek na 
linii El7 naprzykląd O , wyciągniymy dw e do tey linii 
p ros topad łe : GH i GI , na płasczyznach przechodzą* 
Cyćh przez t.ęż liniią E F , i przez AB i CD. Po-
nieważ liniie EF , iest prostopadłą , tak do linii G H , 
iako i do linii GI , więc też będzie prostopadłą do 
pł isczyzny przechodzącey przez te dwie liniie. A ae 
znowu dvvie liniie AB i CB są równoległe do linii 
E F , więc <=ą obiedwie prostopadle do płasczyzny.prze* 
chod/.ącey przez liniie GH i G I , a żalem są do sie-
bie równoległe. 

14. Twierdz. 9. Gdy dwie liniie; proste, [które się 
przecinaią , są równoległe względem dwóch drugich 
p ros tych , które się także przecinaią , a na inney le-
żą płasczyznie, kąt zawarły m i ę d z y dwiema pierwszemi 
liniiami, równy będzie kątowi zawartemu między dwie* 
ma drugiemi. 
Tab. I. Niech będą dwie liniie AB i AC , równo-
Fig. 5. ległe względem dwóch drugich DE i D F ; 
kąt BAC zawarty między dwiema p idrwzemi , równy 
iest kątowi E D F , zawartemu między dwiema dru-
giemu— 

W e ź m y równe liniie AB i DE,, równe także lii-
niie AC i DF , pociągniymy liniie AD, BE, CF, BC, EF , 

Ponieważ liniie AB i E D , są równe i równo-
ległe ; czworokąt ABED będzie równoległobokiein , i 
liniie AD i BE będą równetni i równoległe mi. 

Podobnie równe są i równoległe liniie AD i C F ; 
więc liniie BE i CF są też równe i równoległe , wzglę-
dem linii A D ; a zatem równe są sobie , i do siebie 
równoległe. Jest tedy czworokąt BEFC, równoleglo-
bokiem , a w sczególności równe są liniie BC i EFT 
Prze to troykąty B A C , E D F , boki trzy równe maią, 
iedne względem drug ich , a zalein przystać mogą do 
siebie, a w sczególności równe są kąty BAC, EDF. 

15. Przystosowanie. Niech będą dwie plasczy-
z n y , które się przecinaią. Na każdey z tych plasczy-
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znie wysławmy prostopadłą do spólnego ich przecię-
cia wyprowadzoną od punktu któregokolwiek tegoż 
przecięcia. Kąt zawarty między dwićrna temi prosto-
padiemi , iednakowy zawsze będzie , chociaż coraz in -
n y na spólnem przecięciu punkt wybierać będzićmy 
do wyprowadzenia z niego tych prostopadłych. 

Opis. Jest przeto taki kąt zdatny do wymie-
rzenia pochyłości tych dwóch płasczyzn iedney wzglę-
dem drugiey. Gdy zalśrn kąt zawarty między temi 
dwiema prostopadłymi, iest prosty , mówi się, że w ta-
kim razie płasczyzna iedna iest prostopadłą do dru-
giey. Gdyby zaś kąt między temi dwiema prostopadiś-
mi zawar ty , m i a ł : io°, 2<>°, 5o° i l. d. , w tym razie 
i dwie płasczyzny zawierałyby kąty : io° , 20°, 3o° i 
t. d. 

M uzna iescze i w jnny sposób przeświadczyć się, 
iako pochyłość dwóch prostopadłych, wyciągnionych 
na dwóch płasczyznach , od iednego punktu linii prze-
cięcia spólnego tych płasczyzn , odpowiada zawsze po-
chyłości tychże dwóch płasczyzn. Wystawmy albowiem 
sobie te dwie płasczyzny przystaiące do siebie , i Icżąco 
iedna na drugiey. Niech polem spodnia pła? czy z na 
zostanie na swoiem mieyscu , a wyżaza niech się podnosi, 
i obraca około spólnego przecięcia. Spólnś przecię-
cie , podczas tego obrotu będzie zawsze prostopadłe 
do dwóch liniy, prostopadłych, wyciągnionych na obu-
ci wocli płasczyznach, od iednego p u n k t u : a zatem te 
dwie prostopadłe, zostaiące zawsze każda na swoiey pła-
sczyznie, odpowiadać będą podczas tego obrotu po-
chyłości dwó(h płasczyzn* Ody naprzykład płasczy-
zna ruchoma obieży połowę drogi , którą iey obeyść 
trzeba , aby się znalazła na drugiey stronie w równi 
z płasczyzną ruchomą ; wtenczas i prostopadła do spól-
nego przecięcia , znayduiąca się na płasczyznie rucho-
m e y , obieży połowę Iey drogi , którą ma obeyść, 
aby się w jedney równi stykała końcem swoim z dru-
gą l i n i i ą prostopadłą, do spólnego przecięcia wyciągnio-
ną na płasczyznie nieruchomey. Toż mówić i o in-
nych częściach tego obrotu. 

16. Twierdz. 10. Gdy iaka prosta liniia prosto-
padłą iest do płasczyzny , do Iey że płasczyzny prosto-
padłą będzie każdd inna płasczyzna przez tę liniią 
przechodząca. 
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Tal. 1. Niech będzie liniią G P , prostopadłą do 
Fig. 6. iakiey płasezyzny, i niech przez tę liniią GP , 
przechodzi inna iakakolwiek płasczyzna 5 ta pros topa-
dłą będzie do pierwszey płasezyzny. 

Niech liniią A B , będzie spólnem tych dwóch 
plasczyzn przecięciem; od punktu P , przez pierwszą 
płosczyznę wyciągniymy PC, proslopadłą do tego spól-
nego przecięcia. 

Ponieważ liniią G P , wzięliśmy za prostopadłą 
do pierwszey płasezyzny, więc GP prostopadłą będzie 
lak do linii AB, iako i do linii P C : bo te dwie li-
niie przechodzą przez pierwszą płasczyznę; a zatem, 
od punktu któregokolwiek np. P , znayduiącego się 
na spólnem przecięciu dwóch tych płasczyzu , wycią-
gnąwszy prostopadłe PG , P C , do tegoż spólnego prze-
cięcia, te liniie będą prostopadłe iedna do d rug iey ; a 
ztąd prostopadłe będą do siebie i te dwie płasezyzny. 

17. Wniosek. Gdy liniid iaka prostopadłą iest do 
płasezyzny , a na teyże płasczyznie pociągniemy iaką-
kolwiek inną liniią, i do tey spuścimy drugą prosto-
padłą od spodku pierwszey prostopadley: poprowa-
dziwszy potem od klóiegokolwiek punktu pierwszey 
prostopadley liniią do p u n k t u , w którym druga p ro -
stopadłe; spotyka liniią pociągnioną na płasczyznie; 
ta ostatnia liniią poprowadzona, prostopadłą będzie 
do linii na płasczyznie pociągnioney. 
Tab. I. Niech będzie SP , proslopadłą do płasCzy-
F<g- 5. z n y : pociągniymy na leyże płasczyznie liniią 
A B , i spuśćmy do niey prostopadłą PD, od spodku 
P , linii SP. Poprowadziwszy z punktu któregokolwiek, 
naprzykład S , linii prostopadley SP , liniią S D , do 
punktu D , w którym prostopadła PD spotyka liniią 
AB ; ta liniią SD , będzie prostopadłą do AB. 

Przez punkt P , przeciągniymy EF równoległą 
do AB. 

Ponieważ liniią SP, prostopadłą iest do płasezyzny 
daney, będzie też prostopadłą i do linii EF, znaydu-
iącey się na tey płasczyznie ; a wzaiemnie i EF będzie 
prostopadłą do SP. Taż liniią E F , iako równoległa 
do A B , iest też proslopadłą do P D ; a zatem będąc 
prostopadłą tak do P D , iako i do P S . będzie także 
prostopadłą i do płasezyzny SPD, przechodzącey przez 
te dwie liniie ; więc i AB, równoległa do EF, będzie 
też proslopadłą do płasczyzri}' SPD , a w sczególuosci 
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będzie prostopadłą do linii S D , znayduiącóy się tia 
tey płasczyznie. 

18. Twierdz, u . Gdy płasczyzna iedna prosto-
padły iest do drugiey , a przez którykolwiek punkt ie-
dnóy z tych płasczyzny pociągniemy prostopadłą do 
d rug iey , ta prostopadła padnie na spólne przecięcie 
tych dwóch płasczyzn. 

Dowod. Gdyby liniia SP , nie padała na spólne 
przecięcie dwóch płasczyzn , tedy , spuściwszy z tegoż 
samego punktu S , prostopadłą do spdlnego przecię-
cia , ta byłaby oraz prostopadłą i do drugiey płasczy-
zny ; a zatem dwie prostopadłe z jednego punktu spu-
sczone byłyby na iednę płasczyznę , co być nie 
może* 

19. Twierdz. 12. Gdy dwie płasczyzny prosto-
padłe są do trzeciey , spólne przecięcie tychże dwóch 
płasczyzn, prostopadłe Łez będzie do teyże trzeć ey 
płasczyzny. 

DowodOd punktu , w którym liniia przecięcia 
dwóch pierwszych płasczyzn , spotyka trzecią płasczy-
znę , pociągnąwszy tak na iednćy iak i na dr. giey 
z dwóch pierwszych płasczyzn prostopadłe do dwóch 
liniv spólnego ich przecięcia z trzecią pła^czyzną , te 
dwie prostopadłe , prostopadłemi też będą do trzeciey 
p łasczyzny; a za lśn i , gdyby te dwie prostopadłe nie 
zeszły się w jednę , i nie były w rzeczy samey iedną 
l ini ią , która iest spólnem przecięciem dwóch pierw-
szych płasczyzn t tedy od iednegO punktu możnaby 
do iedney płasczyzny dwie prostopadle wyprowadzić $ 
to zaś być nie może. 

20. Twierdz. i3. Gdy iedna liniia prostopadłą 
iest do dwóch płasczyzn , te dwie płasczyzny nigdzie 
się z sobą nie zeydą, choćby naydaley były przedłu-
żone. 

Dowod. Gdyby te dwie płasczyzny mogły się 
spotkać z sobą , ledy troykąt Zrobiony z ley prostopa-
dłe}', i z dwóch niv poprowadzonych od punktu j ak ie -
gokolwiek na spólnem przecięciu dwóch łych płasczyzn* 
do punktów w których prostopadła spotyka też p ła-
sczyzny, miałby dwa kąty pros ie , co być nie może. 

Opis. Dwie płasczyzny , które nawet przedłużone 
spotkać się z sobą nie mogą , nazywaią się równo e-* 
głemi. 

21. Twierdz. i4 . Gdy dwie liniie proste , są ró-» ( 
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wnoległe względem dwóch drugich prostych na innóy 
płasczyznie leżących , płasczyzna przechodząca przez 
dwie pierwsze liniie, będzie równoległą do płasezyzny 
przechodzącey przez dwie drugie liniie. 
Tab. I. Niech będą dwie liniie AB i AG równo-
Fig• 7- ległe względem dwóch drugich DE i D F ; p ła -
sczyzna przechodząca przez liniie AB i AC , równo-
ległą będzie do płasezyzny przechodzącey przez liniie 

Dow. Z wierzchołka A, kąta zawartego między dwie-
ma pierwszemi l ini iami, spuśćmy prostopadłą A G , do 
płasezyzny przechodzącćy przez drugie dwie l in i ie , i 
od spodku G , tey prostopadley poprowadźmy na ley-
że samey płasczyznie liniie GH , GI, równoległe wzglę-
dem liniy D E , DF. 

Liniid A G , prostopadła do drugiey płasezyzny, 
iest też prostopadłą i do liniy G H i G I : a że liniie 
A C , GI , są obiedwie równoległe do linii D E , więc 
i do siebie są równoległemi; a zatem liniią A G , iest 
także prostopadłą do linii AC. Tymże sposobem p o -
kazać m o ż n a , że liniią A G , iest też prostopadły i d o 
linii AB. W i ę c ta liniią A G , iest prostopadłą do p ła -
sezyzny przechodzącey przez liniie A B , A C ; a za-
tem i dwie płasezyzny przechodzące, iedna przez li-
niie A B , A G , druga przez liniie D E , DF , są obie-
dwie prostopadłe do tćyże samey linii A G , a przeto 
są do siebie równoległe. 

22. Twierdz. i5. Gdy dwie płasezyzny równo-
ległe do siebie , przecina trzecia płasczyzna , ich spoi-
nę przecięcia z trzecią plasczyzną , będą też do siebie 
równoległe. 

Dowodź. Gdyby te spólne przecięcia , z trzecią 
plasczyzną spotkały się gdzie z sobą ; tedy punkt prze-
cięcia łych dwóch przecięć należąc tak do iednego, 
iak i do drugiego spólnego przecięcia dwóch płasczyzn 
z trzecią , należałby też tak do i edney , iak i do d r u -
giey z dwóch płasczyzn przecinających trzecią ; a za-
tem dwie płasezyzny spotkałyby się gdzie z sobą , lo -
iestnie byłyby iak są równoległe. 

23. Twierdz. 16. Gdy dwie płasezyzny są do 
siebie równolegle ; liniią, która iest prostopadłą do ie-
dney z tych płasczyzn , będzie prostopadłą i do d r u -
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Niech będą dwie płasczyzny równoległe* Tnb. I. 
B A C , E U F : liniia AG prostopadła do iedney Fig. 7» 
z tych płasczyzn , naprzykład do pierwszey , pro-
stopadłą będzie i do drugiey płasczyzny. 

Jeżeli liniia A G , nie iest prostopadłą do k t ó r y -
kolwiek linii takićy , iak G H , przeciągnioney przez 
spodek G , teyże linii A G , który iest na płasczyznie 
E D F ; tedy przeciągnąwszy przez liniie G H i AG, 
płasczyznę , któraby przecięła plaśczyznę BAC , w linii 
A B : liniid AG będzie prostopadłą do linii AB ; więc 
liniie AB i G H , z których iedna iest , a druga nie iest 
prostopadłą do linii A G , leżącey na teyże s a m e y , co 
one , płasczyznie , spotkać się mogą z sobą ; a przeto i 
płasczyzny, na których leżą spotkać się też z sobą 
m o g ą , i nie będą równolegle : co iest przeciwko wa-
runkowi. 

24. Twierdz. 17. Gdy dwie liniie leżące albo niele-
zące na iedney płasczyznie, przecięte są przez trzy 
równolegle do siebie p łasczyzny, te liniie będą od 
tych płasczyzn przecięte proporcyonalnie. 

Niech będą dwie liniie A B , C D , leżące, albo 
n i e , na iedney płasczyznie: niech trzy płasczyzny r ó -
wnoległe przecinaią pierwszą liniią w punktach ; B , F, 
A , a drugą w punktach , C , G , D j będzie BF : A F = 
CG : DG. 

.Doff.Poprowadźmy liniią BD,spptykaiącą płasczyznę 
średnią w punkcie E . 

Liniie EF , AD , są spólnemi przecięciami ?pła-
sczyzny B A D , z dwiema płasczyznami równoległe ni ; 
więc te dwie liniie są do siebie równolegle ; a załern 
•podobne są t royką ty : B F E , B A D ; przeto B F : A F = 
B E : E D . 

Dla teyże przyczjmy podobne będą i troykąty 
B D C , E D G , a zatem B E : E D = C G : GD. Więc 
też będzie BF : AF = CG: GD. 

Uwaga. W tym razie tylko liniie BC , A D są 
równolegle , i oraz liniie F E , E G iednę cz3'nią li-

> S^y linii® AB , CD na teyże ssmey płasczyznie 
znayduią się. 

http://rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł II. 

O iątac/i bryłowych. 

pis. W y k r e ś l m y iakikolwiek wielokąt na płasczy* 
zu i e : od każdego wierzchołka kąta w tym wielokącie 
wyciągniymy liniie do iednego punk tu , nie na ley 
płasczyznie będącego. Przy tym punkcie tyle się zrobi 
kątów płaskich znayduiących się na odmiennych pła-
sczyznach, ile wielokąt naprzód wykreślony miał bo-
ków. Mieysce nieograniczone zawarte między płasczy-
znami tych kątów , nazywa się kątem bryłowym 
gnlu.s solidus). P u n k t , który iest spólnym wierzchoł-
kiem wszystkich kątów płaskich, nazywa się wierz-
chalkiem lego kąta bryłowego. P łasczyzny , na których 
się zuayduią kąty p łask ie , które ten wierzchołek czy^ 
n i ą , nazwać można ścianami ( pa r ieles albo facies ) : a 
zaś spólne tych płasczyzn przecięcia krawędziami (^po 
F r a n c u z k u Jlrretes~). 

Przestroga. W lem wszyslkiem, co się tu o ką-
tach bryłowych powie , wystawiać sobie trzeba nie in-
ne wielokąty, iak tylko t e , których krawędzie scho-
dząc się w ich wierzchołkach , same kąty wyskakuiące 
tam czynią ^b). 

T rzy rzeczy uważać można w kącie b ry łowym ; 
ściany albo kąly p łaskie , które go tworzą , pochyło-
ści wzaiemne tych ścian , i stosunek placu zawartego 
między temi śc ianami , dó placu całego około wierz-
chołka kąta bryłowego; w podobny .prawie sposób , iak 
leź uważaliśmy wielkość kąta płaskiego względem ca-
łego placu y około wierzchołka tegoż kąla , na iedney 
z tym placem płas-zyznie znayduiącego się. Obacz ni-
zeyy co służy do ostatniey tey uwagi, w Rozdziale o 
kuli (Jipłioera). Jako wielokąt, w klórego wierzchoł-
kach kończą się krawędzie kąta bryłowego , może być 
na troykąty podzielony przez przekątne ciągnione od 
iednego z wierzchołków iego ; tak tez i kąt bryłowy 
jakikolwiek podzielić można na inne kąty bryłowe, 
złożone ze trzech tyIko kątów płaskich. Przeto Jeome-

(b) Obacz o innych kątach bryłowych rozprawę P. Bermanna, 
pod tytułem ; J)e angulis solidis disscrtatio Yitembergae. 
ł 7Ó4T 
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trowie naywięcćy się bawią około kątów bryłowych, 
trzema kąlami plaskiem i określonych , aby doszli po-
chyłości ścian , lub ich wielkości ; a potśm wiadome 
maiąc dostatecznie te pochyłości i wielkości ścian , wy-
znaczaią kąt b ry łowy , który się z tych ścian układa. 
Część ta Geometry! , w któiey o kątach bryłowych 
rzecz iest , pod t ą , pod którą ie wystawuiemy posta-
c i ą , nazywa się Trygonometryą kulisią , albo sferyczną 
^Trigonometria spherica). Damy przyczynę tego na-
zwiska, gdy się o kuli mówić będzie. Jest ta część 
koniecznie potrzebna Astronomom. Na daniu p ierw-
szych o niey początków, tu przestaniemy, i mówić 
będziemy o kątach bryłowych , tylko ty le , ile wiedzieć 
potrzeba bjdzie dla zrozumienia podań ściągaiących się 
do samy(hże brył, 

25. Twierdz, i . W kącie bryłowym zrobionym 
z trzech kątów płaskich , summa dwóch z tych trzech 
kątów, większa iest od kąta trzeciego. 

Niech będzie kąt bryłowy w A , Tab. II. 
zrobiony z trzech ką«ów płaskich: BAC , BAD, -Fig. 2. 
CAD •, którykolwiek z tych trzech kątów wzięty , muiey-
szy iest od summy dwóch innych. 

Dow. Jeżeli te trzy kąty są wszystkie równe,iuż oczy-
wiście dwa , większe są od iednego. 

Jeżeli zaś kąt ieden nap. BAC, większy iest tak 
od kąta BAD, iak i od kąta CAD , tedy wszelako inniey-
szy będzie od summy obudwoch. 

Zróbmy albowiem na płasczyznie BAC, kąt BAE 
równy kąiowi nap. BAD ; i weźmy dwie długości r ó -
wne A D , AE ; na linii także A B , weźmy punkt któ-
rykolwiek , nap. B ; przez trzy punkta B, D , E , niech 
przechodzi płasczyzna przecinaiąca krawędź AC, w pun-r 
kcie C. 

Dwa t royką ty : B A D , BAE mnią bok spólny AB, 
b o k i : A D , A E r ó w n e , i kąty między lemi bokami 
zawar te , r ó w n e ; więc te troykąty mogą przystać do 
siebie, a w sczególnośoi, l iniie: BD , B E , są równe. 
Ąże w troykącie B D C , summa boków x BD , CD, 
większa iest od trzeciego boku B C : więc bok CD, 
większy iest od linii C E ; a zatem troykąty : GĄD, CAE, 
maią bok spólny A C , bok i : A D , A E r ó w n e ; pod-
stawa zaś D C iednego, większa iest od podstawy CE 
drugiego: więc kąt C A D , w wierzchołku pierwszego 
troykąta , większy iest od kąta C A E w wićrzcholku 
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drugiego ; więc i summa kątów : B A D , C A D , większa 
iest od summy kątów: B A E , C A E , toiet>t większa 
od kąta BAC. 

a6. Twierdz. 2. W kącie b ry łowym,summa wszyst-
kich kątów płaskich , mnieysza iest od summy czterech 
kątów prostych ( e ) . 

Dowodź. Wierzchołki wielokąta , na których 
wspieraią się wszystkie krawędzie kąta b ry łowego , są 
oraz wierzchołkami tylu innych kątów bryłowych zro-
bionych przez kąty trzy płaskie , ile ten wielokąt ma 
wierzchołków : gdyż każde dwa z tych kąlów płaskich 
wchodzących w kąt ieden bryłowy , znayduią się przy 
podstawach ścian tego kąta b ry łowego , a trzeci ta-
kowy kąt należy do podstawy kąta bryłowego w wierz-
chołku , toiest: do wielokąta, na klprym się wszystkie 
krawędzie ką'a bryłowego w wierzchołku wspieraią. 

Na każdćy z tych ścian summa trzech kąlów ie-
dnego w wierzchołku , a dwóch przy podstawie ściany, 
równa się suminie dwóch kątów prostych ^ a zatem 
summa wszystkich kąlów w wierzchołku i wszystkich 
kąlów przy podstawach ścian , równać się będzie dwóm 
kątom prostym tyle razy wziętym, ile ma ścian kąt bry-
jo wy. 

Sumrna dwóch kątów przy podstawach śc ian, 
większa iest od kąta trzeciego przy podstawie kąta b ry-
łowego , który kąt t rzeci , z dwoma tamtemi robi kąt 
ieden bryłowy przy tey podstawie \ a zatem summą 
wszystkich kątów przy podstawach ścian wszystkich, 
większa iest od summy wszystkich kąćów przy pod-
stawie kąta bryłowego. 

W i ę c summie wszystkich kątów przy podstawach 
śc ian , mniey nie dostaie do summy dwa razy tylu k ą -
tpw prostych, ile wielokąt, czyli podstawa kąta b ry -
łowego , ma boków ; niżeli summie wszystkich kąlów 

(c) Trzeba mieć na pamięci , ze się tu mówi tylko o kątach bry-
łowych , których krawędzie wspieraią się na wierzchołkach 
wielokąta , maiącego same tylko kąty wyskakuiące. W przy-
padku od tego odmiennym, mogą być kąty bryłowe takie, 
w których summa kątów płaskich, będzie większa od 4 kątów 
prostych tyle , ile zechcemy. P. Le Sagc Geneweńczyk pierw-

' tzy tę prawdę odkrył , która też pierwsza i sama iedna zdaio 
się uchybienie zadawać Euklidesowi. Obacz Historyą Aka-
demii JNauk 1'aryzkiey na rok 1756. 
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wielokąta iego nie dostaie do tćyże summy dwa raz/ -
tylu kątów prostych , ile ten wielokąt ma boków. 

A że suramie kątów wszystkich wielokąta , do 
rzeczoney summy brakuie 4 kątów pros tych , w i ę c 
summie kątów wszystkich przy podstawach śc ian, bra-
kować będzie do teyże summy mniey niż 4 kąty p r o -
ste. Ze zas summa wszystkich kątów przy wierzchoł-
ku kąta bryłowego spełnia ten niedostatek mnieyszy 
od 4 ; kątów prostych; więc summa wszystkich kątów 
przy wierzchołku kejta bryłowego , mnieysza iest od 4 
kątów prostych. 

T o twierdzenie obiaśnić trzeba przez wiele p r zy -
kładów sczególoych, biorąc różne liczby ścian kąta 
bryłowego nap. 3. 4, 5, 6, i t. d . w których to ra -
zach , takoważ liczba 3 , 4 , 5 , 6 , i t» d. będzie wy-
rażać boki wielokąta służącego kątowi bryłowemu za 
podstawę; summa zaś kątów wielokąta będzie ważyć 
2, 4, 6, 8, i t. d. kątów prostych , a zatem summa 
kątów przy podstawach ścian ważyć będzie więcćy niż 
2, 4, 6, 8, i t. d. kątów prostych. Ze zaś summa 
tych ostatnich kątów , wraz z summą kątów przy wierz-
chołku kejta b ry łowego , waży w tychże razach kątów 
prostych 6, 8, 10, 12 ; więc summa kątów samych przy 
tym wierzchołku mnieysza iest, niż nadmiar (excessus) 
liczb 

6, 8, 10, 12, i t. d. 
nad liczby - - 2. 4. 6. i t. d. 

toiest ta summa kątów przy wierzchołku mniey-
sza iest od 4 kątów prostych. 

Można prawdę tego twierdzenia okazać i w spo-
sób następuiący. 

Obierzmy punkt iakikolwiek w pośród wieloką-
t a , i pociągniymy od niego liniie do wszystkich wierz* 
cholków tego wielokąta. Summa wszystkich kątów, 
około tego punktu , zrówna summę 4 kątów prostych. 
W y n i e ś m y leraz myślą ten punkt nad płasczyznę wie-
lokąta , podług ciągu linii prostopadłey do tey pła-
sczyzny. Jin bardziey ten punkt oddalony będzie od 
wierzchołków wielokąta ; tym bardziey^zmnieyszy się 
każdy kąt przy tym punkc ie , zawarty między Iiniiami, 
od niego poprowadzonemi do wierzch ołk^y wielokąta; 
a żalem tćin mnieysza będzie summa wszystkich ką-
tów przy tym punkcie od summy pierwszey 4 kątów 
prostych. 
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97* Przystosowanie. Pięć lylko iest gatunków ką-
tów należących do wielokątów foremnych , z których 
może się złożyć kąt bryłowy. 

1. W kącie bryłowym zrobionym ze trzech kątów 
troykąla równobocznego , każdy płaski kąt ważyłby f 
kąta prostego , a zatem summa ich ważyłaby 2 kąty 
proste. 

2. W kącie b r y ł o w y m , złożonym ze czlórech 
kątów troykąla równobocznego, summa lakich kąlów 
ważyłaby 2f kąty proste. 

3. W kącie bryłowym, złożonym z pięciu ką'ó\v 
troykąla równobocznego, summa takich kątów waży-
łaby 5f kąty prosie. 

•Sześć kątów troykąta równobocznego waży kąlów 
prostych cztery. Są one zdatne do nape łn i en i placu, 
około punktu iakiego na płasczyznie , nie zaś do zro-
bienia kąta bryłowego. Summa więcey niż sześciu 
takowych kątów , ważyłaby też więcey niż cztery ką-
ty proste. 

4. W kącie bryłowym, złożonym ze trzech kątów 
kwadratu , każdy takowy kąt byłby kątem prostym, 
a zatem summa lakowych kątów równałaby się sum-
mie 3 kąlów prostych ; summa 4 kątów kwadratu, 
byłaby summą 4 kątów prostych ; a przeto ze 4 la-
kowych kątów składać się nie moż i kąl bryłowy , da-
leko zaś bardziey składać się nie może z większey licz-
by takich kąlów. 

5. W kącie bryłowym , złożonym ze trzech ką-
tów pięciokąta foremnego , każdy płaski kąt ważył-
by lj- kąl prosty 5 a żalem summa ich ważyłaby 3} 
kąly proste. 

Summa czterech takowych kątów, a lem bardziey 
więcey niż czterech , ważyłaby więcey niż cztery kąly 
proste. 

Summa trzech kątów sześciokąta foremnego waży 
czlery kąly proste , a zatem żaden kąt bryłowy nie 
złoży się z samych kątów sześciokąta foremnego 5 lem 
bardziey zaś żaden kąt bryłowy składać się nie może 
z samych kątów należących do wielokątów foremnych* 
klóre więcey niż sześć boków maią. 

Jeżeli tedy znayduią się bryły iakie , których ścia-
nami są wielokąty ieduakowego tylko gatunku, lakich 
brył gatunków , więcey iak pięć być nie może. 

B r y ł a , którey każdy kąl bryło\Vy złożony iest 
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ze trzech kąlów troykąta równobocznego , ma 4 ścia-
ny , każda iest troyką»em równobocznym , i 4 kąty 
bryłowe. Nazywa się Czworościanem ( T e t r a e d r o m ) 

Bryła , kldrey każdy kąt złożony iest ze 4 ką-
tów tróykąta równobocznego, ma ścian 8, z których 
każda iest troykąlćm równobocznym , i 6 kątów bry-
łowych. Nazywa się Ośmioicianem (Octóćdrum). 

Bryła , którey każdy ką| złożony iest z 5 kąlów 
troykąta równobocznego , ma 20 ścian, z których ka-
żda iest troykątem równobocznym , i 12 kątów brv« 
łowych. Nazywa się Dwudziestościanem (Jcosaśdrum). 

B r y l a , którey każdy kąt złożony iest ze 5 kątóvv 
kwadra tu , ma 6 ścian , z których każda iest kwadra-
t e m , i 8 kąlów bryłowych. Nazywa się Sześcianem 
( H e x 4 e d r u m ) f a zwyczaynie (jCubus). 

Bry ła , które}' każdy kąt złożony iest ze 5 kątów 
pięciokąta foremnego, ma la śc ian, z .których ka-
żda iest pięciokątem foremnym , i 20 kąlów bryło-
wych. Nazywa się Owunastościanem (Dodecaedrum) . 

Dosyć będzie pokazać uczniom lakie b r y ł y , n:e 
wchodząc w obszerne w tey mierze rozwodzenia się, 
które więcey samey ciekawości dogadzaią, niż poży-
tek przynoszą. Te b r y ł y , gdv wszystkie kąly tnaią 
r ó w n e , i wszystkie ściany ło i emue , i mogące przy-
stać iedne do drugich , nazywaią się bryłami fore-
mnemi. 

Gdybyśmy w kącie bryłowym pomieszać chcieli 
różne kąty wielokątów fo remnych , końcem złożenia 
kąta bryłowego , liczba takich kątów pła,kich , mogłaby 
być do upodobania powiększoną. 

28- Twierdz. 3. Gdy dwa kąty bryłowe złożone 
są ze trzech kątów płaskich, równych iednych wzglę-
dem d rug i ch : pochyłości ścian, tychże kątów bryło-
wych , równe też są iedne względem drugich. 

Niech będą dwa kąly bryłowe. ABCD, Tal. II. 
abcd złożone z równych kątów wzi?l<?dem sie- Fig. 2. 
b ie : B A D , b a d , BAC , b a c , D A C , dac ; pochyło-
ści płasczyzn równe też będą iedne względem drugich ; 
nap. pochyłość płasczyzny BAD do BAC, równa 
iest pochyłości płasczyzny bad do bac 

Wykreśl. W e ź m y równe liniie AB a b , na pla-
«czvznach : B A D , b a d ; wynieśmy do AB prostopadłą 
BI) , a do ab prostopadłą bd. Sa płasczyznach lakże 
BAC, bac wyprowadźmy do tychże liniv A B , ab 
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prostopadle BC , bc. Kąfy CBD , cbd , będą kątami 
pochyłości płasczyzu BAD BAC i had • bac , a z i -
łem dowieść należy, że te ką ty : C B D , cbd są równe. 

Dowodź. Dwa troykąty DBA , dba , są prosto-
kątne w B i b, maią równe kąty BAD , bad i boki: 
A B , a b , r ó w n e ; więc mogą przysłać do siebie; a 
w sczególności , l iniie: £ D , bd , są równe , iako też 
i liniie A D , ad. 

Dla leyże przyczyny i troykąty BAC, bac p rzy -
stać do siebie m o g ą , a w fCzególności liniie B C , bc, 
są r ó w n e , iako też i liniie AC, ac. 

W i ę c troykąty C A D , cad , maią boki A C , ac 
r ó w n e ; i boki A D , a d , także równe , a maiąc oprócz 
tego i kąty między terai bokami zawar te , równe , przy-
ssać do siebie m o g ą ; w sczególności zaś liniie CD, cd 
są równe. 

W i ę c t royką ty! CfcD, c b d , maią wszystkie bo-
ki r ówne , iedne względćm drug ich , a zatem do sie-
bie przystać mogą ; a w sczególności kąfy : CBD# cbd, 
są rów ne. 

29. Twierdz. 4. Gdy dwa kąfy bryłowe , składa-
ią się ze trzech kątów płaskich , które równe są iedne 
względem drug ich , takie kąty bryłowe mogą p rz j ' -
slać do siebie. 

Niech będzie kąt bryłowy w A , złożony ze trzech 
kątów płaskich i B A D , B A C , D A C , równych wzglę-
dem kątów płaskich: bad , bac , dac , z których się 
składa kąt drugi br yłowy w a ; te dwa kąty b ry ło -
we mogą przystać do siebie. 

Dowod. Wys tawmy sobie w myśli drugi z tych 
kątów t iak oby przeniesiony, t a k , aby wierzchołek a, 
przypadł na wierzchołek A ; liniią zaś ab , aby leża-
ła na linii AB. Ponieważ kąty B A D , bad, wzięte są 
za równe , liniią więc a d , będzie też leżeć na linii AD. 

A że trzy kąty płaskie w a, równe są trzem ką-
tom w A ; równe więc będą poc!v> iości plasczyzn 
B A D , BAC, i plasczyzn bad bac , a za śm p ł ą c z y -
zna bac , leżeć będzie na płasczyznie BAC. D a ró-
wności zaś kątów bac , BAC, liniią ac leżeć będzie 
na linii A C ; więc tak liuiia ad leży na linii AD, 
iak i ac na AC ; a zatóm pła czyzna cad , przysta-
nie do p łaczyzny C A D ; przystaną tedy do siebie le 
dwa kąty bryłowe. 
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30. Wniosek. Kąt b r y ł o w y , określony t rzema 
kątami płaskiemi , iuź tern samara iest wyznaczony, 
gdy mamy wiadome te trzy kąty płaskie. 

Można by też pokazać że ze trzech kątów płaskich 
czyniących kąt bryłowy, maiąc wiadome dwa z tych 
kąty , i pochyłość ich ścian , wyznacza się także kąt 
b ry łowy ; iako też z wiadomey tylko pochyłości wszy-
stkich trzech ścian tego kąta. 

' Je iednak ostatnie podania , iż nie służą do na -
szego zamiaru , przeto dosyć iest tu o nich tylko ua-
tnienić. 

31. Zagadn. i . Zrobić kąt b ry łowy , maiąc da-
ne trzy kąty p łask ie , z których ł ma być złożony 
tenże kąt bryłowy. 

Do składu tego kąta bryłowego ze 3 ,ką tów p ła -
skich , następujący sposób, zdaie się być naywygo-
dni eyszym. 

Niech będą dane trzy kąty płaskie: CAD, Tab.JI. 
BAC, DAC, do zrobienia kąta bryłowego. W y - Fig. 
stawmy sobie myślą , iż len kąt iuż iest zrobiony. 
W e ź m y którykolwiek punkt C , na krawędzi nap. AC, 
i od tego punklu , spuśćmy na inne krawędzie, AB, 
A D , liniie pros topadłe : CB , C D , a znowu do p u n -
któw B i I ) , na płasczyznie B A D , poprowadźmy 
do teyże krawędzi, prostopadłe: B E , D E , które się 
przetną w punkcie E. Pociągnieymy nakoniec liniie 
C E , 

Ponieważ liniie CB , EB , są prostopadle do linii 
A B , liniia więc A B iest prostopadłą do płasczyzny 
C B E , a zatem płasczyzna B A D , która przechodzi 
przez liniią A B , iest też prostopadłą do pła-czyzny 
C B E , a wzaiemnie, i ta płasczyzna iest do tamley 
prostopadłą. Dla leyże przyczyny , płasczyzna CDE 
prostopadłą iest do płasczyzny BAD-, więc obiedwie 
płasczyzny C B E , C D E , prostopadłe są do płasczy-
zny B A D ; a zatem spoinę ich przecięcie C R , iest 
także prostopadłe do płasczyzny B A D ; i płasczyzna 
C A E , iest także prostopadłą do teyże płasczyzny B A D . 
Zkąd wypada takowe wykreślenie. 

Po obudwoch stronach linii a c , przy punkcie a, 
nakreślmy k ą t y : c a b , c a d , rdwne względem kątów 
danych CAB , CAD. Od punktu któregokolwiek tey-
że linii ac , nap. od c spuśćmy na dwa drugie ramio-
n a , ab , ad , liniie prostopadłe ; cb, cd ; a na ramio-
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nach trzeciego kąta w e ź m y , zacząwszy od wierzchoł-
ka A , ' l i n i i e A B , A D , równe względem linii ab, ad; 
Od punktów B i D , wyprowadźmy prostopadłe do 
linii AB , A D , przecinuiące się w punkcie E , a od 
tego punktu wynieśmy znowu prostopadłą EC do pła-
sczyzny BAD. Niech przez liniie EC i A E przecho-
dzi inna płasczyzna, na którey z punktu A , iak ze 
ś rodka , promieniem równym odległości ac nakreślmy 
łuk koła , który przetnie prostopadłą w EC , w punkcie 
C Naostatek przez punkt C, i liniie AB, AD,niech prze-
chodzą dwie płasczyzny t e , wraz z plasczyzną BAD, 
Zrobią kąt bryłowy , którego szukamy. 

Iuaczey iescze punkt C , będzie wyznaczony na 
prostopadłey EC ; gdy taką liniią EC , weźmiemy, 
aby kwadrat iey równał się różnicy kwadratów : linii 
ac, i A E albo różnicy kwadratów: cd , i D E , albo 
nakoniec różnicy kwadratów : bc i BE. 

3z. TJwaga. Używaiąc tego wykreślenia , można 
łatwo dowieść następuiące Twierdzenie , na którein 
się zasadza Trygonometrya kulista , toiest, ze : 

W każdym kącie bryłowym zrobionym ze trzech 
kątów płaskich , wstawa iednego kąta płaskiego , iest 
do wsta wy drugiego płaskiego , iak wstawa kąta po-
chyłości przeciwnego pierwszemu kątowi, do wslawy 
kąta pochyłości przeciwnego drugiemu kątowi, toiest: 
iak wstawa kąla pochyłości płasczyzn dwóch ścian pod 
pierwszym kątem będących , do wstawy kąla pochy-
łości dwóch także ścian pod drugim kątem hędących. 

Jakoż l ini ie : C D , C B , są wstawa mi , pierwsza 
kąta C A D , druga kąta CAB , wziąwszy za promień li-
niią AC} a żalem te dwie liniie tak się do siebie maią, 
iak wstawy tych dwóch kątów. 

Aże w tróykącie ECD prostokątnym w E ; 
C D : CE = P r o m i e ń : ws t .CDE, 

A w troyk. EBC; CE : CB = wst.CBE : Promienia. 
W i ę c złoży w- . . . 
szy te p ropor -
c y e , będzie: CD : CB = wst.CBE: wst. CDE, 

toiest : wslawa kąta C A D , tak się ma do wstawy 
kąta CAB, iak wstawa kąta pochyłości dwóch płasczyzn 
B A D , BAC, do wstawy kąla pochyłości dwóch pła-
sczyzn BAD, CAD. 

33. Zagadn i . Maiąc dane trzy kąly płaskie, 
z których się ma składać kąt b ry łowy , wyrachować, 
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iaka ma być pochyłość płasczyzn , aby ten kąt zro-
biły. 

Sposób i . W czworokącie ABED, kąty przeciwne 
B i D są proste : więc czworokąt ten może być w koło 
wpisanym , a żalem kąty (w tymże samym odcinku) 
A D B , AEB będą równe. Wyrachowawszy tedy w troy-
kącie BA!) kąt ADB , iuż tern samem znaydziemy i kąt 
AEB równy tamlemu. 

Stosunek boku BC do BE , toiest stosunek wsta-
wy całey czyli promienia , do dostawy kąta pochyło-
ści C B E , składa się ze stosunków boków : BC do AB i 
AB do BE. 
Bo iest BC : AB = stycz. BAC : wst. całey. 

i - AB : BE = wsta. cała : dostycz. A E B 
więc BC: BE = stycz. B *C : dosty. AEB 

w tr . CBE, BC : BE = Promień : dostawy CBE 
a zląd stv. BAC : dosty. AEB = P r . : dosta. CBE. 

Sposób 2. W7yciągnąwszy od punktu iednego nap. 
B znayduiącego się na klóreykolwiek krawędzi kąta b ry-
łowego, prostopadle: B D , BC do tey krawędzi , a 
na dwóch płasczyznach , których spólnem przecięciem 
iest ta krawędź , niech le dwie prostopadłe spotykaią 
dwie drugie krawędzie w punktach C i D : Liniie BC* 
BD będą styczne m i , a liniie BC , A D będą siecznemi 
względem kątów BAC, B A D , biorąc-za promień li-
niią AB. W i ę c te liniie mogą być wyrachowane na 
miarę linii stałey AB , t;zyli promienia. W troykącie 
CAD wiedząc dwa boki A C , A D i kąt C A D , między 
niemi zawarty, możemy wyznaczyć bok trzeci CD. 
W troykącie zatem CBD wiedzieć będziemy trzy bo-
k i , a ztąd możemy wyznaczyć kąt C B D , który iest 
kąlem pochyłości dwóch płasczyzn: B A D , BAC. In-
nych też kątów pochyłości łalwo wyznaczymy podług u* 
wagi poprzedzaiącey. 

P R Z Y G O T O W A N I E DO R O Z D Z I A Ł O W NASTĘ-
PUIĄCYCH. 

O podnoszeniu iahichkolwiek liczb do sześcianu , 
i o w) ciąganiu z nich pierwiastku sześciennego. 

Przed następuiącerni rozdziałami kładzie się nauka 
o podnoszeniu liczb do sześcianu, i o wyciąganiu pier-
wiastku sześciennego ; bo właśnie w tych rozdziałach, 
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można będzie naukę tę do praktyki zaraz przystoso* 
wać, 

34. Sześcian liczby iak iey robi się , gdy lę liczbę 
przez nię samę raz mnożymy , i tak rozmnożoną , ie-
scze raz przez nię mnożymy , albo co na ieduo wycho-
dz i , gdy tę liczbę mnożymy przez iey kwadrat. I tak 
sześciany dziewięciu liczb pierwszych : 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 
są: i , 8 , 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729. 

Sześciany liczb : 
10 , 2 0 , 3o , 4 0 , - - - 9 0 , 

s ą : 1000, 8000, 27000, 64ooo, - - 725000. 
Sześciany liczb • 

100, 2 0 0 , 3oo, - - - 9 0 0 , 
są: 1000000, 8000000, 27000000 - 729000000. 

35 Sześciany więc liczb maiących iednę tylka cy-
frę, a resztę z e r a , są te same, co i sześciany tychże 
cyfr samych przez s i ę , przydawszy im łrzv razy tvle 
z e r , ile ich było w liczbie , z którey się sześcian robi. 

W y r a z ten sześcian, wzięty iest z Geometryi , 
w którey, aby mieć bryłowatość iakiego sześcianu , roz-
mnaża się liczba wyrażaiąca wielkość boku iego , raz 
i drugi przez siebie. 

Sześcian każdey liczby znaleść m o ż n a , mnożąc 
iey kwadrat przez nię s a m ę ; podamy tu iednak inny 
sposób zrobienia sześcianu z liczby dan&y, a ten spo-
sób pomoże nam do przeciwnego działania, toiest do 
wyciągania pierwiastku sześciennego z liczby iakiey-
kolwiek. 

36. Sześcian liczby złożony z dwóch części, może 
być. rozłożony na cztery części następujące. 

1. Na sześcian pierwszey części, 
2. Na kwadrat pierwszey części trzy razy wzięty 

i rozmnożony przez część drugą. 
3. Na kwadrat drugiey części trzy razy wzięty i 

rozmnożony przez część pierwszą. 
4. Na sześcian drugióy części. 
I tak liczbę 5 rozłożywszy na dwie części nap . 

1 i 4 ; można uważać iey sześcian , iakoby złożony ze 
czterech części; 1 , 12, 48 , 64 , których summa iest 
125. Gdybyśmy zaś tę samę liczbę 5 , u w a ż a l i iako zło-
żoną a dwóch części 2 i 3 ; iey sześcian mógłby się 
był rozłoży ć na cztery części: ^8 , 36 , 54 , 27. 
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Zj. Nieclihy potrzeba znaleść sześcian liczby nap.4?. 
P >nieważ iey kwadrat (podług reguły iuż nam wiado-
jijey* składa się z kwadratu pierwszey części 4o , z leyźe 
części 4o , dwa razy wzięley , przez drugą 7 rozmno-
źoney , i z kwadratu drugiey części 7 ; mnożąc cały 
ten kwadrat iescze raz przez 4o i przez 7 , sze-
ścian ze 47 składać się będzie: (biorąc 7 za liczbę 
mnożącą (z kwadratu liczby 4o, rozmnożonego przez 7; 
ze 4o, rozmnożonych przez kwadrat liczby 7 , dwa razy 
wzięty, i z sześcianu leyźe liczby 7; 2re (biorąc 4o za liczbę 
mnoź^rą) z sześcianu liczby 4o$ ze 7 rozmnożonych przez 
kwadrat liczby 4o,dwa razy wzięły; i ze4o rozmnożonych 
przi z kwadrat liczby 7 , raz wzięty ; a razem to wszyst-
ko zebrawszy, składać się będzie z sześcianu liczby 
4 o , z kwadratu ióyże lic/.by trzy razy wziętego, a 
rozmnożonego przez 7 , z kwadratu liczby 7 , trzy ra -
zy wziętego, a rozmnożonego przez 4o , i z sześcianu 
liczby 7. Co bCzyni summę lo3iu3 , która iest sze-
ścianem liczby 47. 

Ponieważ zaś nie można iescze dowieść lego alge-
braicznie , trzeba przynaymniey bedzie z Gebrnelryi 
zaciągnąć obiaśuienia , pokazuiąc : $e sześcian linii zło-
źonśy ze dwóch części , może być w rzeczy san ey roz-
łożony na sześciany każdey z tych dwóch części , i na 
6 równoległościanów , z których Hzy mieć będą za pod-
stawę kwadrat iedney części , a za wysokość część d r u -
gą : trzy zaś inne mieć będą za podstawę kwadrat dru-
giey części , a za wysokość część pierwszą. 

W y k o n a ć lo w skutku będzie można na sześcia-
nie z drewna lub z papieru tak z rob ionym, aby te 
części od siebie się oddzielały. 

38. Ndywygodniey ies t , rozłożyć liczbę na i.«dno-
ści , dziesiątki, sta i t. d. które w sobie zawiera. 

Niech będzie liczba nap. 12. ' Podzielmy ią na 
dwie części , 10 i 2 , sześcian iey składać się będzie 
2 części następuiących: 

looO sześcian dziesiątku 
600 kwadrat dziesiątku trzy razy wzięty przez 

iedności rozmnożony. 
120 kwadrat iedności trzy razy wzięty7przez dzie-

siątek rozmnożony. 
8 sześcian dwóch iedności. 

1728 sześcian ze 12. 
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Niech będzie liczba 8 4 , rozebrana na dwie czę-
ści 80 i 4 ; sześcian iey mieć będzie części nastęjfuiące: 

5i2<>oo sześcian dziesiątków, 
76800 kwadrat dziesiątków trzy razy wzięty, 

przez iedności rozmnożony. 
384o kwadrat tychże iedności trzy razy wzięty 

przez dziesiątki rozmnożony. 
64 sześcian z jedności. 

592704 sześcian z 84. 
Niech będzie liczba 3a4 , rozebrana na dwie czę-

ści 3so i 4 ; aby zaś mieć sześcian pierwszey części, 
rozłóżmy ią na części 5oo i 20. 

27000000 sześcian set. 
54ooooo kwadrat set potróyny przez dziesiątki 

rozmnożony. 
36oooo kwadrat dziesiątków potróyny przez 

sta rozmnożony. 
8<>oo sześcian dziesiątków. 

122^800 kwadrat ze 320 pot róyny rozmnożony 
przez iedności. 

i536o kwadrat z jedności potróyny , rozmno-
żony przez 520. 

64 sześcian iedności. 
34 >122^4 sześcian ze 324. 

Niechby trzeba zrobić sześcian z 8421. 
5i2ooooooooo sześcian z 8000. 

76S00000000 kwadrat z 8000 potróyny , rozmnożony 
przez 400. 

384ooooooo kwadrat ze 4oo potróyny rozmnożony 
przez 8000. 

G4oooooo sześcian ze 4oo. 
4s356ooooo kwadrat z 84ooo pot róyny rozmozony 

przez 20. 
1008000 kwadrat ze 20 protróyny rozmnożony 

przez 84oo. 
8000 sześcian ze 20. 

21268^200 kwadrat z 8±2o potróyny rozmnożony 
przez 1. 

2526o kwadrat z 1 potróyny rozmnożony 
przez 8420. 

l sześcian z 1. 
Ó97i6o4oi4(ji sześcian z o t2 i . 
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W i d z i m y na poprzedzających przykładach, iż 
przez takowy rozbiór , każda część następuiąca sześcian 
nu rauiey ma iedućtn zerem , od części , która ią p o -
przedziła; i że iako pierwsza część sześcianu iest za-
wsze sześcianem , fi po nim następuią dwie części, ka-
żda złożona z potrdynego kwadratu , iedney części roz -
mnożonego przez część drugą ; tak i daley tymże po-
rządkiem idą i dalsze wyrazy części składaiących sze-
ścian. 

40. Można było opuścić zera , kładąc tylko cy f ry 
znaczące , a w każdćy części następniącey występuiąc 
z ostatnią cyfrą w prawą. I tak części sześcianu m o -
gły być w ten sposób wypisane. 

% 
56 

8 
12288 

i536 

34012224. 
41. T e n sposób postępowania, pokaźnie nam , że 

liczba wyrażaiąca sześcian iedności, kończy się na o -
statnićy po prawey ręce cyfrze , że sześcian dziesiątków 
kończy się na czwarfey od prawey ręki cyfrze , liczba 
sześcianu set kończy się na siódinćy cyfrze od teyże 
strony rachuiąc i t. d. 

Zeby więc wiedzieć liczbę cyfr wyrażających pier-
wiastek sześcianu danego , trzeba od prawey strony za-
czynaiąc, oddziały co trzy cyfry kreskami poczynić ; 
a ile będzie tych oddziałów, tyle leż cyfr będzie się 
znaydowało w pierwiastku. Oddział pićrwszy po le-
wey stronie może mieć t r z y , dwie, a czasem i iednę 
tylko cyfrę , iako to przykłady poprzedzaiące okazuią. 
I t a k pierwiastki sześcienne liczb i33 i ; 68921; b84656 ; 
maią dwie cyfry. 

42. Niechby trzeba z liczby i33i wyciągnąć pier-
wiastek sześcienny : 

Ta liczba ma dwie cyfry w swoim pierwiastku, 
bo dwa w niey uczynić można oddziały, tym sposo-
bem i,351. Niywiększa liczba dziesiątków tego pier-
wiastku taka być powinna , aby iey sześcian nie był 
większy od 1 ; a zatćm będzie tylko ieden dziesiątek 
W pierwiastku. Sześcian z 10 , iest 1000: który sze^ 
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ścian odiąwszy od i33i , zostanie 33i . Ta reszta po-
winna zumykać w sobie potróyny kwadrat dziesiątka 
rozmnożony przez iedności; potróyny kwadrat łych 
jedności rozmnożony przez dziesiątek , i sześcian tych-
że iedności. Aże w sczególności ta reszta , ma w so-
bie zamykać kwadrat potróyny dziesiątka rozmnożo-
ny przez iedności ; wystawmy więc sobie tę resztę 331, 
iak gdyby zamykała tylko sam potróyny kwadrat z 10, 
toiest 3oo. W ieloraz ze 331 przez 3oo podzielonych, 
iest i , więc iedność będzie w pierwiastku. Rozmno-
żywszy 3oo przez i , będzie 3oo , a te od 331 od-
iąwszy, zostanie 3 i . Ta reszta ma iescze w sobie za-
mykać potróyny kwadrat iedności przez dziesiątek roz-
mnożony , toie-t 3u ; i sześcian iedności, toiest i , a 
ze wszystkiem 3i , które odiąwszy od o«tatniey reszty 
nic nie zostanie ; a zalein pierwiastek sześcienny liczby 
i 3 3 i , iest i i . 

Wyciągnieymy pierwiastek sześcienny z liczby 
63q2i. Pierwiastek tey liczby ma dwie cyt ry . Liczba 
dziesiątków taka być powinna, aby sześcian iey od-
ićjć można od pierwszego podziału 68. Aże z tablicy 
dziewięciu pierwszych sześcianów ( 3 * ) , którą ucznio-
wie umieć na pamięć powinni , sześcian ńdybliższy 68, 
iest ( 4 , a lego pierwiastek iest 4 ; więc w pierwia-
stku będą 4 dziesiątki. Sześcian ze 4o , iest 64ooo; 
odiąwszy go od 68921, zostanie 4921. Ta reszta ma 
w sczególności zawierać w sobie potróyny kwadrat dzie-
siątków, rozmnożony przez iedności, toie-t ma w so-
bie zawierać 48 o rozmnożone przez iedności. Dzie-
ląc- 4 ,21 przez 48 >0 wypada 1 na wieloraz, więc bę-
dzie w pierwiastku iedna iedność. Odiąwszy od 49.21 
kwadrat potróyny 4 O) rozmnożony przez 1, zosta-
nie 121. Ta reszta ma iescze w sobie zawierać kwa-
drat potróyny iedności , rozmnożony przez 4 dziesią-
tk i , toiest 120, i sześcian iedności, toiest 1 , a ze 
wszystkiem 121 ; które odiąwszy od oslatniey reszty , nic 
nie zostanie : a /atem pierwiastek zupełny będzie 4i« 

Wyciągnieymy pierwiastek sześcienny z liczby 
884, 63ó. Ta też liczba ma dwie cyfry w swoim pierwia-
stku. Sześcian naybliż-zy liczby '884, iest 729, które-
go pierwiastkiem iesl g ; więc pierwiastek będzie miał 
q dziesiątków. Sześcian z 9 0 , iest 729000, który od-
iąwszy od 884736, zostanie 155736. Kwadrat z 90, 
iesl 8100 | potióyiiy będzie 243oo. Dzieląc przez 243oo, 
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resztę i55y36, na wieloraz wypada 6 , więc pierwiastek 
mieć będzie 6 iedności. R >zinnożywszy 2ł3oo przez ó, 
będzie i453oo , które odiąwszy od i5573ó , zostanie 
9946. Kwadrat pot róyny 6 iedności, rozmnożony przez 
9 dziesiątków, będzie 9720 , ud ią wszy go od 9^36 , za-
stanie 2 1 6 , nakoniec sześcian z 6 , iest 216 ; a zatem 
pierwiastek zupe łny będzie 96. Jakoż sześcian z 96, 
ie.t 884736. 

Wyc iągn i śymy pierwiastek sześcienny z l iczby 
590589719. Ten powinien mieć trzy cyf ry . 

Liczba set w pierwiastku taka hyc powinna , aby 
iey sześcian nie przechodził 5g ». Z dziewięciu p ierw-
szych sześcianów , naybliższy liczby 5 9 ) iest sześcian 
512 , k tórego pierwiastek ie«t 8 ; a zatem 8 set będzie 
w pierwiastku. Odiąwszy 5i2000000 od sześcianu da-
nego , zostanie 7^58^719. Kwadrat po t róyny set 8, al-
bo 800 , toiest 1920000 zndyduie się razy 4o w iey 
reszcie ; mogłoby więc zdawać się , iż 4 dziesiątki pier-
wiastek mieć powin ien ; aleby nie można od 78589719 
odiąć dwóch innych części , toiest kwadratu poi róy-
nego dziesiątków rozmnożonego przez sta i sześcianu 
dziesiątków; nie można przeto więcey dać pierwiastko-
wi , iak 3 dziesiątki. Liczbę 1920000, rozmnożoną przez 
3 o , toiest 57600000 odiąwszy od 78539719, zostanie 
20989719; od tey reszty odiąwszy znowu kwadrat po-
trÓMiy 3 dziesiątków, przez sta r o z m n o ż o n y c h , toiest 
2160000, zostaie 18029719, a po odięciu sześcianu 
dziesiątków toiest 27000 , będzie w reszcie 18802719, 
kwadra t po t róyny części pierwiastku zualeziouey , to-
iest liczby 83o , iest 2066700; przez ten dzieląc resztę 
18802719, wypadnie 9 iedności na wieloraz. Odiąwszy 
od tey reszty liczbę 2066706 , rozmnożoną przez 9, 
toiest i86co3oo , zostanie 202419; zkąd znowu odiąw-
szy kwadrat pot róyny iedności 9 , rozmnożony przez 
83 >, toiest 201690, zostaie 729. Naostatek sześcian 
z 9 iest 7 2 9 ; a zatem pierwiastek, którego szukaliśmy, 
będzie 839. 
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TVzbr działań w przykładach poprzedzaiących. 

P r z y k ł a d i . P r z y k ł a d 2 . 

Przykład 5. Pr z y k ł a d 4 . 

Więcey takowych przykładów należy podać u-
czniom , nie używaiąc iescze żadnego skrócenia. 

43. Pierwsze skrócenie na tern zawisło , aby opu-
sczać zera w liczbach dzielących, podzielnych , i 
w wielorazach : maiąc iednak zawsze uwagę na miey-
sca, które zastępować przypada c ) f rom znaczącym. 
"Wsczególności zaś co do wielorazów , będzie ten 
z opusczania zer pożytek , że zaraz przy sobie kłaść 
będzie można cyfry wyraża i ące pierwiastek, którego 
stukamy. 

Drugie skrócenie, związane z pierwszem na lem 
się zasadza, aby do każdego następuiącego dzielenia, tyle 
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tylko cyfr z sześcianu przyłączać do reszty pozostałej^ 
ile ich wyciągać będzie przypadaiące odeymowanie; 
daremna albowiem byłaby praca , przy każdem odey-
mowaniu , wszystkie pozostałe sześcianu c^fry na no-
wo wypisywać, ponieważ ostatnie zwłascza cyfry przez 
większą część działania nienaruszone zostaią. 

Trzecie skrócenie na tem zawisło , aby za iednym 
razem odiąć kwadrat potróyny części znalezioney, 
rozmnożony przez część następuiącą ; kwadrat po t róy-
ny teyże części drugiey , rozmnożony przez część pier-
wszą znalezioną, i sześcian tey części drugiey. To 
zaś wykona się dodaiąc razem te trzy liczby odeymo-
wać się maiące, i tak dodane odeymuiąc od sześcia-
nu , z którego pierwiastek wyciągamy. Zawsze iednak 
mieć trzeba na to uwagę , aby w l iczbach, które 
pierwey dodawać , a polem ich summę odeymować 
m a m y , zachowane było mieysće każdey cytrze wła-
ściwe ; iako k ż wzgląd mieć należy na położenie cy-
f r y tych , od których inne odeymować przypada. 

Przy stonowanie % N i e c h b y z l iczby 267.259,456, 
trzeba wyciągać pierwiastek sześcienny. Ten będzie 
miał cyfr trzy. Naywiększy sześcian zawarty we 2.*>7, 
iest 216, którego pierwiastek iest 6 , odiąwszy ten 
sześcian od a 5 j f zostanie 4 i . Do tey reszty przy-
łączmy następujący oddział 269 , będzie 4i259. Nie-
maiąc tym czasem względu na ostatnie dwie cyfry-59, 
dzielmy 412 przez potróyny kwadrat z 6 , toiest 
przez I08, wieloraz będzie 3. W e ź m y teraz summę 
trzech l i czb : toiest kwadratu potróynego z 6 
set rozmożonego Z 7 przez 3 dziesiątki, kwadratu, po-
tróynego ze 3 dziesiątków rozmnożonego przez 6 set 
i sześcianu ze 3 dziesiątków. Summę 34o47 odeymićy* 
m y od 41259, zostanie 7212; przy których przypi-
sawszy ostatni oddział 456, będzie 7212456. Nie uwa-
żaiąc tym czasem na ostatnie dwie c y f r y , dzielmy 
72124 przez kwadrat potróyny z części pierwiastku 
znalezioney, toiest przez 11907, wypadnie 6 na 
wieloraz. W e ź m y summę trzech l i czb : 7 l ^ J 4 t o i e 8 t 
kwadrat potroyny części pierwszey znalezioney, 2 ł 6 : o z -
mnożony przez 6 iedności, kwadrat potróyny ze 6 
iedności rozmnożony przez część pierwey znalezioną, 
1 sześcian z 6 iedności. Summa 7212456 równa się 
reszcie ostatniey : co znakiem iest, że pierwi-astek, kló~ 

http://rcin.org.pl



rego szukaliśmy, ani mnieyszy ani większy iest, iak 
656. 

To działanie bardziey długie niż trudne wycią-
ga od uczniów częstego w niem ćwiczenia się. 

44. A b y wyciągnąć pierwiastek sześcienny z ułam-
ku , którego tak licznik , iako i mianownik iest sze-
ścianem; traeba go osobno wyciągać z każdego z tych 
wyrazów. 1 lak pierwiastek sześcienny z ^T! » ifcSl -g* 
pierwiastek z iest A b y zaś wyciąguąć pier-
wiastek sześcienny z liczby mieszańcy, trzeba ią pier-
wey zamienić na ułamek. I lak pierwiastki ześcien-
ne liczb mieszanych 3^, 37~y , są te same co i u -
łamków ' f ę 0 toiest : , a , ł ) ° »ł« 3 t 

45. (Jo się o pierwiastku kwadratowym powie-
działo ( w Części 1. Geom. $ i a 8 ) ściąga się i do 
pierwiastku sześciennego, toiest : że ieżeli nie można 
mieć pierwiastku sześciennego liczby całkowitey w li-
czbach całkowitych ; tedy go i w ułamkach nie znay-
dzieiny. Dowodzi się to ogólnie tymże s a m y m , iak 
względem pierwiastku kwadratowego sposobem (d}. 

46. Pierwiastek sześcienny liczby iakiey, mo-
żna tak do prawdziwego przybliżyć , iak tylko ze-
chcemy. Sposób nayogól nieyszy iest , używaiąc do 
tego ułamków dziesiętnych. Niechby naprzykład trze-
ba z 2 wyciągnąć pierwiastek sześcienny , przybliża-
iąc go do prawdziwego w cząstkach tysiącznych. W y -
ciągamy ten pierwiastek , sposobem dopiero podanym, 
z liczby 2,000,000,000, a ostatnie trzy tego pierwiast-
ku cyf ry połóżmy za dziesiętne. Pierwiastek sześcien-
ny liczby : 2000000000 w liczbach całkowitych 1133% 
bliższych wyrażony , iest 1209; a zatem pierwiastek 
sześcienny liczby 2, przybliżony aż do części tysiącz-
nych iedności, będzie 1,259. Jakoż sześcian z 1269 iest 
1,995,616,979. mnieyszy od 2, a sześcian 126, iest 

, większy od 2. 
47. Chcąc pierwiastek sześcienny liczby nap. 2. 

przybliżyć do prawdziwego , w ułamkach zwyczay-
nych , podwoiwszy pierwsze dziewięć sześcianów liczb 

(d) Otoż i drugi rod/ay ilości niespółmicrnych. Pierwszego 
rodzaiu ilości niespółmierne można Geometrycznie wyrazić, 
lecz wyrażenie tych drugich , wyższey nad początkową na-
uki potrzębuie. 
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naturalnych 1,2,3,4, i t. d. uważać należy (podobnie 
iako się o przybliżeniu pierwiastku kwadi aiowego 
w części 1. powiedziało): ieźeli między lerni sześciana-
mi podwoiouemi , nie zuayduie się laki , k ló iyby bli-
ski bardzo był sześcianu zupełnego. Zuaydziemy nap . 
że 64 podwoione, toiest I23 mało się co różni od 
125 loiesL od sześcianu liczby 5 ; a zal^.n 2 które 
równa się cale , będzie leż prawie równe ; 
przeto i pierwiastek sześcienny liczby 2, będzie pra-
wie równy A b y zaś poprawić len pierwszy mniey 
dokładny pierwiastek sześcienny , podzielimy różn i -
cę między x f | i £ f s , t o i e s t : , przez kwadrat po-
t r ó y n y , lego pierw-zego pierwias tku, toiest przez — 
i wieloraz , dodamy do pierwiastku S u m m a 

, będzie pierwiastkiem bardziey przybl iżonym. 
Jakoż sześcian z ies t , 1tooó%oó i a ' to uchybienie 
m >żnaby iescze zmnieyszyć podobnym iak wyżey spo-
sobem. / 

Niechby z liczby 3 trzeba wyciągnąć pierwia-
stek sześcienny przez przybliżenie. 

Liczba 3 , równa się zupełnie r f | f , a niewiele 
się różni od żalem pierwiastek sześcienny li-
czby 3 , będzie prawie równy \f , poprawuiąc to 
pierwsze uchybienie , pierwiastek bardziey do praw* 
dziwego przybl iżony będzie 

48. Gdy ani licznik ani mianownik iakiego ułam-
ku , nie iest sześcianem : trzeba ohadwa te wyrazy 
rozmnożyć przez laką l iczbę, aby po rozmnożeniu, 
mianownik siał się sześcianem ; potem dopiero wy-
ciąga się pierwiastek z licznika przez przybliżenie, a 
wyciagniony , dzieli się przez pierwiastek zupełny 
mianownika. I tak chcąc wyciągnąć pierwiastek sze-
ścienny z £ , zamieniam len ułamek na ; a wycią-
gnąwszy z a przez przybliżenie pierwiastek sześcien-
ny 1,259,-biorę iego połowę 0,629—, toiest dzielę 
go przez pierwiastek sześcienny mianownika 8. Po-
dobnie pierwiastek sześcienny z , ten sam i e s t c o 
i pierwiastek sześcienny z ^f-g, toiest ~ pierwiastku 
sześciennego z 90. 
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R O Z D Z I A Ł UL 

O Równoległościanach prostokątnych 

O p i s . Gdy bryla iaka zakończona iest sześcią 
ścianami prostokątnymi , taka bryła nazywa się Ró~ 
u>noległościanem prostokątnym (Para l le lopipedum re-
c tangulum) . t t 

5o. Twierdz, i . W każdym równołegłościanie 
p r o s t o k ą t n y m , ściany naprzeciwko siebie stoiące, są 
równe i równolegle ; a każda z tych ścian w scze-
gólności prostopadłą iest do każdey ze czterech in-
nych ścian , które z nią spólny maią bok ieden. 
Tab. II. Dow. Niech będzie ABCDEFGH, równoległo-
Fig. 4. Ścian prostokątny» spólne dwóch ścian GBCF, 
G B A H przecięcie G B , prostopadłe iest do dwóch 
innych boków BC, B A należących do tychże ścian, 
w i ę c to przecięcie iest też prostopadłe i do płasczy-
zny przechodzącey przez liniie AB , BC , toiest do 
ściany A B C D . Płasczyzny zatem A B G H , BCFG, któ-
r e przechodzą przez to spólne przecięcie G B , są do 
ściany ABCD prostopadle. Toż mówić i o dwóch 
drugich ścianach, których spólnein przecięciem iest li-
niia E D : a zatem czlery ściany równoległościanu pro-
stokątnego , są prostopadłe do tey ścian}', z którą ma-
ią po iednym boku spolnym. 

Dowiedliśmy, że liniia G B , prostopadłą iest do 
ściany xABCD. Podobnie dowiesćby m o ż n a , że taż li-
niia iest prostopadłą i do ściany G F E H ; więc te obie 
ściany są prostopadłe do iedney linii GB , a zatem są 
do siebie równolegle. 

Naostatek w prostokącie A B G H liniie przeciwne 
A B , G H , są równe ; iako też i liniie BC, FG , a 
z a t e m dwie przeciwne ściany A B C D , E F G H , mogą 
przystać do siebie. . 

5 i . Uwaga. Ponieważ w równołegłościanie p r o -

(s) Częste używanie równoległościanów prostokątnych, iest nara 
pobudką do mówienia o nich w sczególności, tem bardziey, 
że przez to przysposobią się Uczniowie do zamienienia 
z większą łatwością innych nieprostokątnych równoległo-
ścianów na prostokątne. 

http://rcin.org.pl



prostokątnym ze czterech ścian otaczaiących ten równo* 
ległościau, każda ma ieden bok spóltiy z bokiem ie-
dney ściany z dwóch pozostałych ; przeto można wy-
stawić sobie rodzenie się (genera t io albo f o r m a t i o ) 
równoleglościanu prostokątnego , w sposób następu-
jmy- . . . . . 

Niech będzie proslokąt iakikolwiek, na którego 
wierzchołkach wszystkich wystawione są prostopadłe 
do iego płasczyzny w-zystkie równe. Niech ten p r o -
stokąt posuwa się równolegle do pierwszego swego po -
łożenia y i tak aby wierzchołki kątów iego wzdłuż li-
niy pi o-stopadlych wznosiły się. Mieysce to , które ta-
kowem posuwaniem się przeydzie pros tokąt , będzie 
r ó w n o l egłoś ci a n e m prostokątnym. 

52. Opis. Równoleglościan pros tokątny , którego 
wszystkie ściany są kwadratami , nazywamy Sześcia~ 
nem, albo z Łacińskiego, Kubusem. 

Sześcian więc, iest to bryla zakończona sziścią 
kwadratami. "Wypływa zaś z twierdzenia poprzedza-
iącego , że te 6 kwadratów, są równe , że każda 
z nich dwa , naprzeciwko siebie stoiące , są równo-
leg łe , i że cztery z tych kwadratów wspierające się 
na czterech bokach kwadratu iednego z dwóch kwa* 
dralów pozostałych są do tego kwadratu prostopadłe. 

Wystawiwszy sobie równoległościan prostokątny 
iako "zbudowany na iedney ze ścian swoi(h , prosto-
padła spusczona na tę ścianę , od punktu któregokol-
wiek ściany przeciwney , nazywa się wysokością tego 
równoległościanu. Ta zaś wysokość równa iest spól-
neraii przecięciu dwóch ścianxzbudowanych na dwóch 
przyległych sobie bokach podstawy. 

53. Twierdz i . Gdy podstawy dwóch równole-
głościanów prostokątnych mogą przystać do siebie , a 
ich wysokości są r ó w n e , te dwa równoległościany, 
mogą też przystać do siebie, to iest nie różnią się od 
siebie tylko mieyscem. 

Dowodź. Wszystkie ściany tych dwóch równole-
głościanów, podobnie położone , mogą przystać do 
siebie; wszystkie też tych równoległościanów kąty b ry-
łowe, skladaią się ze trzech kątów p ios typh , a zatem 
wszystkie te kąty bryłowe mogą przystać do siebie. 
Przeniósłszy tedy myślą ieden z tych równoległością-
no w , tak , aby ieden z kątów iego bry łowych , p rzy-
»ta£ do iednego z kąlów bx*yłowych równoleglościanu 
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drogiego , i aby śc ony pierwszego kąta , które mogą 
przystać do ścian drugiego , w 6amey rzeczy do nie-
go przys ta ły , wszystkie końce krawędzi pierwszego 
k ą l a , przystaną do końców krawędzi odpo\viad;iiący t h 
p r z y drug im kącie ; a przeto i wierzchołki kątów b ry -
łowych pierwszego równoiegłościanii , które są p r z y 
końcach tych krawędzi , p rzypadną na wierzchołki 
kąlów bryłowych drugiego równoiegłościanii % będące 
p r z y końcach tychże ścian odpowiadających pierwszym; 
za!em i te kąty bryłowe przys taną iedne do dru-
gich. 

54. 7VnioseJc. Podzieliwszy wysokość iak i ego r ó -
wnoległością nu prostokątnego na pewną liczbę części 
r ó w n y c h , a przez te wszystkie punkta podziału prze-* 
ciągnąwszy płasczyzuy równoległe do pods tawy, r ó -
wnoległościan podzielony będzie na tyle równole -
głościanów mnieyszy eh , które przystać do siebie m o -
gą , na ile części była podzielona wysokość: będą a l -
bowiem miały te wszystkie równoległościany mnieysze, 
iednakową wysokość, a takie p o d s t a w y , z k tórych ka-
żda przystać może do podstawy wielkiego równoległo-
ściano. 

• 55. Twierdz. 3. Dwa równoległościany p ros to -
k ą t n e , wystawione na teyże saraey pods t awie , lub 
n a podstawach mogących przystać do s iebie , tak się 
maią ieden do drugiego , iak ich wysokości. 

Dowodź, i . G d y b y wysokość iednego równole-
głościanO , była d w a , t rzy, cztery i t . d . razy więk-
sza od wysokości drugiego , pierwszy równoległościąn, 
mógłby się podzielić na a, 3, 4, i t. d. równoległo-
ściany mogące przystać do drugiego*, a zaie/n ten 
pierwszy rówrioległościan b y ł b y też większy od d ru -
g i e g o , 2, 3, 4, i t. d. razy. Co przystosować możnai 
i w innych przypadkach , gdzieby ty lko wysokość ie-
dnego równoległościauu zawierała w sobie zupełnie 
wysokość drugiego. 

2. Gdyby zaś wysokość iednego równoległościa-
n u zawierała nap . 3. takich części , iakich 5 zawiera 
wysokość d r u g i e g o ; w takim r a z i e , podzieliwszy p ier -
wszą wysokość na t r z y , a drugą na pięć rówuych 
części , a przez punkta podziału przeciągnąwszy p ł a -
tczyzny równolegle do p o d s t a w y , podziel i l ibyśmy 
pierwszy równoległościan na 3 , a drugi na 5 równole-
głościanów iednakowey wysokości , i k tórych podstawy 
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pr?ystac[by mogły do siebie ; a zatem pierwszy równoi 
ległościan takby się miał do drugiego, iak 3 do 5, toiest 
jak wysokość pierwszego do wysokości drugiego. Ro-
zumowanie to służy i do innego iakiegokolwiek sto-
sunku. 

Na koniec t o , co się powiedziało w przypadkach 
społmiernych , przystosować można i do przypadków 
wiespółmiernych , tak iakośmy^ uczynili mówiąc o 
figurach płaskich , w części i . 

Jakoż niech będą AB, CD wysokości dwóch Tal. IT. 
równoległościanów prostokątnych, zbudowa- Fig. 5. 
nych na teyże samey podstawie, albo na podstawach 
mogących do siebie przystać ; i niech te wysokości bę-
dą niespółmierne ; wszelako dwa takie równoległościa-
n y mieć się do siebie będą , iak ich wysokości. 

Gdyby albowiem stosunek tych dwóch równole-
głością)] ów nie był równy stosunkowi ich Wysokości,'; 
tedy iedna z tych wysokości, byłaby nadto mała do 
uczynienia tey równości stosunków. Niechże więc, ie-
żeli to być może, stosunek pierwszego równoległościa-
nu do drugiego, będzie równy stosunkowi linii AE 
(większey od A B ) do CD. 

Podzielmy liniią CD na pewną liczbę części r ó -
wnych mnieyszych ieduak od różnicy B E , i prze-
nieśmy iednę z tych części na liniią A B , tyle razy, 
ile można , ostatni punkt podziału padnie między A 
i B , a przeniósłszy daley ku E , iednę iescze taką 
część, punkt podziału padnie między B i E , nap. 
w F. 

Równoległościany maiące iednakowe podstawy, 
a wysokości spólmierne CD i A f , będą do siebie iak 
te wysokości CD i AF. 

A że (przez przypusczenie) rownoległościan, k tó-
rego wysokością iest AB f tak się ma do równoległo-
ściąnu , którego wysokością iest CD , iak się ma li-
niią AE do linii CD. 
v W i ę c (przez złożenie stosunków) równoległościa-
n y , których wysokościami są AB i A F , miałyby się 
do siebie , iak liniie AE i A F . Ze zaś pierwszy po-
przednik mnieyszy iest od swego następnika , a drugi 
poprzednik większy od swego następnika , więc pro-

Jjorcya ta nie ma mieysca , a zatem stosunek rowno-
egłościanów, których" AB i CD , są wysokościami, 

nie iest różnym od stosunku tychże wysokości. 
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T o samo w królkości lak się wyraża : niech bę-
dą oznaczone przez K. AB, R. A F , R. CD, równo-
ległościany maiące iednakowe podstawy, wysokości zaś 
AB, A F , CD. 

Gdyby można uczynić tę proporcyą : 
R. A B : R. C D — A E : CD. 

tedy ponieważ iest, - - R. C D : R. A F = C D : AF, 
być by powinno - - R. A B : R. A F = = A E : AF. 

Ta. zaś ostatnia proporcyą utrzymać się nie mo» 
i e , więc ani pierwsza. ^ 

56. Twierdz.4. Dwa równoległościany prostokątne, 
maiące iednakowe .wysokości , są do siebie iak ich 
podstawy. 

Przenieśmy ieden z tych równoległościanów tak, 
Tab. II. aby podstawa iego stykała się w wierzchołku 
figi 6 spólnytn z drugą podstawą. Niech ABCD 
będzie iedną z tych pods taw, a drugą EBGF. Dopek 
n iymy prostokąta , CBGH przedłużywszy boki DC, FG, 
aż do ich spóluego przecięcia , w punkcie H ; i wy-
stawmy sobie w myśli równoległościan trzeci stoiący 
na podstawie C B G H , dawszy mu wysokość równą 
wysokości iednakowey dwóch danych równoległościa-r 
nów, Równoległościan, którego podstawa iest ABCD, 
i t e n , którego podstawa iest C B G H , wystawuiąc ie 
sobie iak gdyby miały za podstawę pros toką t , które-
go iednym bokiem byłaby liniia CB , a drugim , wy-
sokość spoina obudwoch danych równoległościanów; 
te mówię równoległościany są do siebie iak ich wyso-
kości AB i B G , albo iak prostokąty ABCD i CBGH. 

Podobnie równoległościany, których C B G H i 
B E F G są pods tawami , uważane, iak gdyby miały 
za podstawę pros tokąt , którego iednym bokiem była-
by liniia B G , a drugim spólna wysokość dwóch da-
nych równoległościanów, są także do siebie iak ich 
wysokości B C , B E , albo iak prostokąt CBGH, do 
prostokąta BEFG* 

W ięc (przez złożenie stosunków) równoległościan, 
którego podstawą iest ABCD , tak się ma do równo-
ległościanu , Itiói ego podstawą iest B E F G , iak się ma 
pierwsza podstawa do drugiey. 

Krócey to samo. 

Niech równoległościany , których podstawami są 
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pros tokąty t A B C D , C B G H , BEFG , będą oznaczo-
ne wyrazami nas tępuiącemi: R . A B C D , R . CBGH. 
Li. BEFG. 

1. p roporcya , , 
B AI4CD : R . C B G H — A B C D : C B G H . 

2. proporcya, 
R.CBGFI ł H . B E F G — C B G H : BEFG 

więc 
R. ABCD : R . B E F G — A B C D : BEFG. 

57. Wniosek 1. Dwa równoległościany prosto-
k ą t n e , ieżeli rnaią równe tak wysokości , iak i pod-
s t a w y , są r ó w n e ; t a k i e , ieżeli równe dwa równole-
głościany prostokątne , maią równe podstawy , równe 
będą i ich wysokosci ; albo ieżeli równe maią wysoko-
ś c i , równe będą i ich podstawy. 

53. Wniosek 2. Można zawsze zamienić albo 
w myśli zamienionym sobie wystawić równoległością 11 
ieden pros tokątny , na drugi iednakową z nim wyso-
kość m a i ą c y , a k tó ryby za podstawę miał prostokąt , 
z jednym bokiem d a n y m ; to się zaś stanie , zamie-
niaiąc podstawę równoległościanu danego na prosto-
kąt , w k tó ryby wchodził ten bok dany. 

59. Twierdz. 5. Dwa równoległościany pros to-
k ą t n e , ieżeli maią podstawy w stosunku odwrotnym 
ich wysokości , są r ó w n e ; i wzaiemnie , ieżeli dwa 
równoległościany są r ó w n e , będą podstawy ich w s to-
sunku odwrotnym ich wysokości. 

Niech będzie A B C D podstawa, a B i wy- Tob- U. 
sokość równoległościanu iednego proslokąlne- Fig. (j. 
go ; drugiego zaś równoległościanu niech będzie pod-
stawa B E F G , a wysokość BL. 

1. Niech zachodzi ta między podstawami i wy-
sokościami p roporcya : 

A B C D : BEFG =5= BŁ : BI , tedy te równoległo , 
ściany będą rówue. 

W y s t a w m y sobie drugi równoległość ian , iakoby 
zamieniony na inny teyże samey wysokości B L , a 
maiący za ieden bok swoiey podstawy , bok nap . BC, 
należący do podstawy pićrwszego równoległościanu , i 
niech będzie tego nowego równoległościanu podstawa 
C B M N . 

Będzie zatem podstawa ABCD do podstawy BEFG; 
iak AB do BM ; a żeśmy też przypuścil i A B C D ; 
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BEFG BL : B I , więc będzie AB : B M ~ BL : BI # 
a zatem prostokąt maiący za boki AB , B I , równy bę-
dzie prostokątowi maiącemu za boki BM , BL. Ze 
zaś pierwszy i trzeci równoleglościan maią za pod-
stawy te dwa równe prostokąty , i spólną przytem maią 
wysokość BC , więc są sobie równe. Aże trzeci równo-
leglościan równy iest drugiemu , więc i pierwszy ró -
wny także będzie drugiemu. 

a. Niech równoleglościan, którego ABCD iest 
podstawą , a BI wysokością , będzie równy równoległa-
ścianowi , którego podstawą iest B E F G , a wysokością 
BL ; idzie zatem , że ABCD : BEFG == BL : BI. 

Zróbmy to samo co wyzęy wykreślenie. 

Uważaiąc pierwszy i trzeci równoleglościan , ia-
ko maiące za wysokość spólną BC , będzie pierwszy 
do trzeciego iak prostokąt AB X BI do prost. BM X 
B L . Aże te d\ya równoległościany są (przez przypu-
eczenie, albo wykreś len ie) równe d rug i emu , więc i 
sobie są r ó w n e , więc AB X BI = BM X ^ L ; a za-
tem A B : BM = BL % BI. Ze zaś AB ; BM = ABCD, 
CBMN = ABCD: B E F G ; więc ABCD : BEFG = BL ; 

. . . 
60. Wniosek. Z tego wszystkiego , co się powie-

działo , wynika sposób znalezienia dwóch l in iy , któ— 
reby były do siebie w stosunku dwóch równoległościa-
n ó w , zawierających boki d&ie. 

Przykład. Maiąc dany sześcian i równoleglościan 
prostokątny , znaleść liniią taką , aby stosunek sześcia-
nu do równoległościanu równy hył stosunkowi boku 
sześcianu do tey linii. 

Niech będzie.S bok sześcianu, P , Q , R , boki 
t rzy równoległościanu. Zamieńmy naprzód prostokąt, 
którego bokami są P i Q , na inny któryby miał za 
bok ieden bok sześcianu, toiest szukaymy czwartey 
proporcyonalney do S , P i Q ; niech będzie L tą 
czwartą proporcyonałną. Równoleglościan d a n y , ró -
wny będzie iunemu , k tóryby miał za boki S , L , R ; 
a zatćm stosunek sześcianu do równoległościanu da-
nego , równać się będzie stosunkowi kwadratu S 2 dq 

Ijroslokąła L X Zamieńmy znowu ten drugi równo-
egłościati równy danemu na inny , któryby znowu 

miał S za bok ieden , to iest szukaymy czwartey pro-
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porcyonalney do S , L i R. Niech będzie M tą czwartą 
proporcyonalną rownoległościan d r u g i , a zatem, i 
pierwszy d a n y , iernu r ó w n y , równać się będzie trze-
c iemu, któryby miał za boki-S , S , M ; więc stosu-
nek sześcianu do rówuoległościauu danego , idwnać się 
będzie stosunkowi kwadratu S 2 do prostokąta S )( M, 
loitsl stosunkowi S do M. 

Aby tndy zualeść w liniiach stosunek sześcianu 
do rówńoległościanu prostokątnego , trzeba i ° do boku 
sześcianu i do dwóch bokó v równołegłości anu szukać 
czwartey proporcyona luey ; 2° tizeba znowu do tegoż 
b j k i sześcianu, do trzeciego boku równoległościam;# i do 
czwartey proporcyonaluey dopiero znalezioney, szukać 
inney czwartey p roporcyona lncy ; a stosunek boku sze-
ścianu do tey ostatńiey linii, równy będzie stosunkowi 
sześcianu do równoległoaciauu. 

Idzie za tem, że ieźeli mamy dwa równoległością-
ny prostokątne, będziemy mogli wyrazić w liniiach ich 
stosunek, szukaiąc w liniiach stosunku tychże równo-* 
ległościanó v do iakiego sześcianu : wziąwszy albowiem 
bok tego sześcianu , za poprzednika , każdego z tych 
s tosunków; stosunek ich następników, wyrażać bęcLie 
stosunek w liniiach tych dwóch równoległościanów. 

61. Uwaga. Wszystko to , co się powiedziało o 
przyrównywaniu , albo mierze geometryczney równo-
ległościanów prostokątnych, zgadza się zupełnie z nauką 
podaną w Arytmetyce o przyrównywaniu liczebnćm 
równoległościanów* 

Przykład. Niech iedność wyraża bok sześcianu 
wziętego za miarę do przyrównywania } a niech boki 
równoleglościanu , który chcemy do sześcianu [przyró-
wnywać, zawieraią ten bok sześcianu kilka razy ozna-
czone przez liczby nap. 5 , 7 i 9. Czwarta p ro-
porcyonalna do boku sześcianu i ,do dwóch pierwszych 
bok ów rownoległościanu wyrazi się przez liczbę 35, 
to iest zawierać będzie bok sześcianu , razy 35 , czwartą 
zaś drugą proporćyonalną , do tegoż boku sześcianu, 
do trzeciego boku równoleglościanu i do pierwszey 
czwartey proporcyona lney , wyrazi liczba 3 i5 , to iest 
zawierać la będzie bok sześcianu razy 3 i5 . A za'Gfc» 
rownoległościan , zawierać będzie w sobie sześciar razy 
5 i 5 , t o i e s t : wziąwszy sześcian za iedność albo spółką 
m i a r ę , ten rówjjoległościaa wyrazi się przez liczbę 3i5, 
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która podług wykreślenia pochodzi z rozmnożenia liczb 
6 , 7 1 9 -

62. Opis. Gdy cztćry- takie m a m y l in i ie , źe sto-
s u n k i , pierwszey do d r u g i e y , drugiey do trzeciej* 
trzeciey do czwartey są r ó w n e j o takich liniiach mó-
wi się", źe są ciągło (eon l inue) p roporcyona lne . 

Przykłady Liczebne. Czlery liczby 1,2, 4, 8, na-
zvwaią się ciągło p roporcyona lnemi , a cztery liniie, 
k tóreby tak się do siebie m i a ł y , iak te czlery liczby, 
nazywałyby się też ciągło p roporcyona lnemi . Toż mó-
wić i o liczbach : 8 , 1 2 , 18 » 27 , z klórych każda za-
wiera w sobie poprzedzaiącą ieden raz i pó ł i t. d. 

Stosunek pierwszey z tych liniy do czwartey, 
składa się ze stosunku pierwszey do d r u g i e y , drugiey 
do trzeciey, i trzeciey do czwar tey , ( a to przez opi-
sanie stosunku złożonćgo). Ze zaś wszystkie te scze-
gólne stosunki są r ó w n e ; więc stosunek pierwszey tćy 
linii do czwartey składa się ze 3 stosunków równych, 
ma zaś nazwisko stosunku tróymnoinego ( ra t io tripli-
cata ) , i pierwsza ta liniia do czwartey , będzie w sto-
sunku tróy możnym. 

63. Przystosowanie. Niechby równoległościan, któ-
r y wymierzać m a m y przez sześcian wzięty za iedność, 
by ł i on sam sześcianem. 
Tab.ll. Niech będzie AB bok sześcianu maią-
Fig. n. cego służyć za m i a r ę ; A C , bok sześcianu, któ-
r y wymierzyć m a m y . Szukaymy do AB i AC trzeciey 
p roporcyona lney AE, (kreśląc tróykąt prostokątny ABC, 
maiący A B za iedno ramie kąta prostego , a AC za 
przeciwprostokątną i wyslawuiąc do linii A C , w pun-
kcie C , prostopadłą CE , aż do iey spotkania się w E, 
z liniią A B przedłużoną). Szukaymy daley do AB, 
A C , A E , czwartey proporcyonalnóy , AF (wyprowa-
dzaiąc od punklu E , linii AE , prostopadłą E F aż do 
iey spotkania się w puukcie F z liniią AC przedłożo-
ną) . Pierwszy sześcian, wzięty za m i a r ę , tak się bę -
dzie miał do sześcianu, który wymierzać przypada , 
iak liniia AB do linii A F , ' toiest : iak liniia pierwsza 
do czwartey z liniy ciągło proporcyonalnych ; z któ-
rych pierwszych dwóch iedna iest bokiem sześcianu 
wziętego za m i a r ę , a druga bokiem sześcianu wziętego 
do wymierzenia ; a zatem stosunek pierwszego sześcia-
nu do drugiego iest t róymoźnym stosunku ich boków* 

I tak , ieżeli bok sześcianu iakiego trzy razy za-
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wiera w sobie bok sześcianu wziętego za miarę , sze-
ścian pierwszy będzie do drugiego, iak 3 X 3 X 3 du 
albo iak uy do I, to iest : ieżlli liniia AC zawiera w so-
bie i a /y trzy liniią AB ; lini :a tez AE zawierać bę-
dzie razy 5 l inią A C . a za len 9 razy liniią A B , a 
liniia Al? zawierać będzie 3 razy liniią A E , a lem sa-
mem 27 ra /y liniią AB. 

6'ł . Wza/eninie. Gdy trzeba znaleźć sześcian, 
któryby do drugiego byt w slosunku d a n y m , i ta-
kim , któryby się równał stosunkowi boku sześcianu 
tego drugiego, do li uf i daney ; bok sześcianu, którego 
szu kamy, ma być drugą liniią ze czterech ciągło wielorazo-
iv o proporcyonalnych, między ktoremi pierwsza z czwar-
tą , są w danym stosunku , to iey : bok ten szukany, 
pja być liniią pierwszą z<* dwóch śrzeduich ciągło wie-
lorazowo proporcyonalnych między pierwszą i czwartą. 

* Zagadnienie to , nie może być rozwiązane przez 
geometryą początkową, chyba traf inkiem przez do-
iświadcza.iie i szukanie niepewne ; do dokładnego i pe-
wnego rozwiązania, potrzeba iedney p izynaymuiey 
z liniy k r z y w y c h , nazwanych przecięciami osfrołrę-
znemi (sectioues conicae), o których -ię po e ń namieni. 
1 loćto zagadnienie o znalezieniu dwóch średni h wielo-
razowo proporcyonalnych , pierwszym powodem bvć 
musiało geometrom, do uważania łych liniy krzywych, 
dopiero wspomnionych, i do uczynienia pierwszego 
kroku w wyższey geometryi. G ly się w Delos radzo-
no wyroczni , coby za sposób był zjednania bogów za-
gniewanych, i odwrócenia zarazy powietrza , nisczące-
go pań-twb Attyckie , miał się dać głos s łyszeć: aby 
dwwnnożono ołtarze (duplicenlur allariaY Po wielu 
niepożytecznych zawodach, postrzeżolio nakouiec, iż 
trzeba było znaleźć bok sześcianu dwa razy tak wiel-
kiego , iak drugi wzięty za spoiną miarę , toiest ; iż 
trzeba było wynaleźć p i e rwzą ze dwóch śrzeduich 
Wielofazowo proporcyonalnych między dwiema liniiauii, 
2 których iedna dwa razy w sebie zamykałuby drugą. 

65 W arytmetyce , gdy stosunek d a n y , ńesf sto-
sunkiem liczby iedney sześcienuey , do drugiey także 
sześcicnney, rozwiązać można dokładnie to zagadnie-
1, ,e. Tak nap. gdyby dwa sześciany miały być do sie-
bie , iak 1 do 8 , albo iak 1 do 27, albo iak 6 do 27 
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i t. d. boki ich byłyby ieden do drugiego, iak i do 
a , albo iak i do 3 , albo iak 2 do 3 i t. d. 

Ale gdy stosunek dany nie iest stosunkiem dwóch 
liczb sześciennych , rozwiązanie będzie tylko do p r a -
wdziwego przybliżone. I t ak , gdy sześcian i eden , ma 
być dwa razy tak wielki, iak d r u g i , wziąwszy bok 
tego drugiego za ieduość, bok pierwszego powinienby 
być wyrażony przez liczbę taką , którey sześcianem 
iest 2 ; a żalem pierwiastek sześcienny liczby 2 , wy-
rażałby ten b o k : pierwiastek zaś ten przybliżony, 
iest i , 26 , toi-est bok mnieyszego sześcianu, takby\się 
miał do boku sześcianu dwa razy tak wielkiego , iak 
a do 1 , 26 , albo iak 100 do 126, albo iescze dokła-
dniey iak 23 do 29. 

66. TJwaga. Gdy stosunek dwóch liniy iest da-
n y ; dany iest tem samem i stosunek ich sześcianów. 

Tak albowiem mieć się będą do siebie te sześcia-
n y , iak liniią pierwsza do czwartey ciągło proporeyo-
nalney , wziąwszy za pierwsze dwa wyrazy tey p ro -
porcyi dwie liniie , których stosunek iest dany. 

Zkąd wypada wniosek następuiący ; 
67. Gdy cztery liniie są w proporcyi, ich sześciany 

w proporcyi też będą, toiest gdy stosunek dwóch 
pierwszych liniy równa się stosunkowi dwóch drugich ; 
stosunek też sześcianów ze dwóch piśrwszyęh l in iy , r ó -
wnać się będzie stosunkowi sześcianów ze dwóch d r u -
gich liniy. 

W a ry tme tyce : cztery licz. 2, 3, 8, 12, 
składaią p ropo rcyą ; ich sześciany : 8, 27, 512, 1728, 
składaią także proporcyą. 

68. Uwaga, Podanie zamknięte w tym wniosku, 
iest tylko wysczególnieniern podania następuiącego: 

Niech będą trzy iakiekolwiek proporeye , i czte-
ry takie równoległościany prostokątne : aby krawędzie 
pierwszego rownoległościanu , były trzema poprzedni-
kami trzech pierwszych stosunków , krawędzie drugie-
go , trzema następnikami tychże trzech pierwszych sto-
sunków , krawędzie trzeciego , trzema poprzednikami 
trzech drugich stosunków , a krawędzie czwartego , trze-
ma następnikami tychże trzech drugich stosunków; 
stosunek pierwszych dwóch równoległościanów , równy 
będzie stosunkowi dwóch ostatnich. 

Trzeba naprzód to podanie obiaśnić na przy kła* 
dach liczebnych : 
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W ogólności zaś niech będą trzy iatiekolwiek 
p r o p o r c j e : A : B = C : L). 

a : b = c : d. 
a : b z=z c : d. 

Zamieńmy stosunek A do B na inny b do czwar^-
tey linii E : zamieńmy podobnie i stosunek C do D 
na inny d , do czwartey linii e. 

Będą podstawy drugiego i czwartego równoległo-
ścianu równe prostokątom B X b , i D X d ; a zatem 
podstawy dwóch pierwszych równoległościanów będą 
się miały do siebie, iak a do JE, a podstawy Zaś dwóch 
drugich równoległościanów będą się miały do siebie 
iak c do e. 

Aźe przez przypusczenie i wykreślenie stosunki: A 
do B , b do E, C do D , d do e są wszystkie równe, 

więc - - b : E — d : e. 
Ze zaś - - a i b =± c : d. 

więc - - a : Ez=z c : c. 
A zatem stosunek podstaw równoległościanów 

dwóch pierwszych , równy iest stosunkowi równole-
głościanów dwóch drugich. 

Jest teź z przypusczenia 
a : bz=zc; d 

więc prostokąty aa, E6, cc, ec/składaią proporcyą; a za-*-
lem cztery równoległościany, któreby te prostokąty mia-
ły za podstawy , i z których dwa pierwsze iuiałvby 
spoiną wysokość A , dwa zaś. drugie wysokość C , by -
łyby także z sobą w proporcyi. Aże pierwszy z tych 
równoległościanów miałby za krawędzie trzy l ini ie: 
A , a a , drugi zaś równałby się t emu , któryby miał 
za krawędzie t rzy liniie: B , b , b; a to dla tego, że 
są równe prostokąty: B \ b i A ^ ( E ; trzeci z tych ró-
wnoległościanów miałby za krawędzie trzy liniie : C, 
c , c , a czwarty równamy się t e m u , któryby miał za 
krawędzie , trzy l in i ie : , d, d ; więc te cztery r ó -
wnoległościany byłyby w proporcyi. 

R O Z D Z I A Ł IV. 

O Rownolełgościanach niepr ostoi ątnyc/it 

69. pis : Bryła zakończona 6 ścianami parzy-
sto równoległemi nazywa się Równo/eg lościanan a 
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zatem równoległościany prostokątne , o których w roz-
dziale poprzed/.aiącym mowa była, są pewnym gatun-
kiem równoległościanów. 

70. Twierdz. 1. W równołegłościanie, wszy-
stkie ściany są równoległobokami ; każde zaś dwie 
ściany przeciwne mogą przystać do siebie. 
Tab.lll. Niech będzie równoległościan ABCDEFGH; 
Fig- wszystkie iego ściany Są ró vnoległobokami 
a ściany przeciwne nap. ABCD, JEFGH mogą do sie-
bie przystać. 

Dowodź. Ponieważ płasczyzny równoległe ABCD, 
G H F E cą przecięte trzecią płasczyzną BGFC, więc 
ich spćl.ic przecięcia B C , FG z tą płasczyzną. są 
równoległe. Także pokazać można , źe liniie H E , 
GF są równolegle, i liniie H G , EF równoległe , a 
za e n źe ściana H G F E iest równoległobokiem. Podo-
bni^ i wszystkie inne ściany są także równoległobo-
kami. 

W sczególności zaś, liniie B A , G i l , i liniie 
B C , GE , są do siebie równoległemi; więc równe są 
kąty A B C , HGF. Aże te liniie B A , GF i B C , GF 
są r ó w n e ; w ięc równoległoboki, A B C D , H G F E , mo-
gą przvs ać do siebie. Toż mówić o każdey inney 
parze śc>an przeciwnych. 

71. Ztąd też wystawić sobie można każdy ró -
wnoległościan, iakoby utworzył się następującym spo-
sobem. 

Niech będzie jakikolwiek równole^łobok ; a od 
iednego z jego wierzchołków wyciągoiymy liniią czy-
niącą z iego płasczyzną kąt jakikolwiek ; wyciąguiy-
my pofem i przez drugie wierzchołki liniie równo-
ległe do pierwszey, i zróbmy wszystkie sobie równe-
mi. Niech nakoniec ten rówuoległobok posuwa się 
równolegle do pierwszego swego położenia , i niech 
wierzchołki iego nie schod/ą nigdy z liniy równole-
głych , mieysce od rownoległoboków , tym spoaobem 
przebyte , będzie równoległościauem. 

72. Twierdz. 2 D,va równoległościany mogą 
przystać do s iebie , gdy i wszystkie ich odpowiadają-
ce sobie ściany przystać do siebie mogą , i gdy kąty 
ich bryłowe także sobie odpowiadaiące , robią się z ką-
tów równych należących do tychże ścian* 
Tob. III. Niech będą dwa równoległościany : AF, 

1 i a. a f , których wszystkie ściany odpowiadaiące 
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sobie w jednym i drugim równoległościonie , mogą 

f)izysłac do siebie, i których kąty bryłow e także so-
)ie odpowiadaiące nap. A i a, robią się z równych 

kąlów tychże śc ian , te dwa równoległościany przestać 
do siebie mogą. 

Dowodź. Ponieważ kąty bryłowe, A i a , r o -
bią się z róvnyrh względem siebie kątów płaskich, 
więc przysiąc do siebie mogą. Przeniósłszy t e d y i ó -
wnoległościau n f , t a k , aby kąt bryłowy a , przysłał 
w rzeczy sami \ do kąla bryłowego A ; ponieść aż i 
kąty płaskie, z których się te b r \ łowe robią , p r z y -
staią iedne do drugich sobie równych ; a liniie ab, 
a d , a b , są równe względem liniy A B , A D , A H ; 
więc punkfa : b , d , h , przystaną do p u n k t ó w : B, 
D , H , i ściany lakże czyniące dwa kąty bryłowe a 
i A , przystaną iedne do drug ich ; a zatem i punkta: 
c , g . e , przysłaną do punktów odpowiadających so-
bie C , G j E ; a w sczególności l ini ie: bc , bg, p rzy -
staną do l in iy : BC , BG. W i ę c i pła-czy Zrtd przecho-
dząca przez l iniie: bc t b g , leżeć będzie na płasczy-
znie przechodzącey przez liniie BC, BG. Ze zaś p rzy-
puściliśmy iż ściana be fg , przystać może do ściany 
BCFG , więc punkt f , przystanie do punktu F< 

Tymże sposobem okazać można , że i wszystkie 
irfne ściany i kąty rownoległościanu af przeniesione-
g o , przystaną do innych ścian i kąrów równoległo-
ścianu AF, a zatem te dwa równoległościany przystać 
do siebie mogą. 

73. Uwaga, Tymże cale sposobem dowodzi się, 
ze dwie iakiekolwiek bryły przystać mogą do siebie, 
gdy wsz^slkie kąly ich bryłowe odpowiadające sobie, 
przystać także do siebie mogą , i gdy ściany iedney 
b ry ły , przystać mogą do ścian odpowiadaiących w d r u -
giey bryle. 

pi. Opis. Uważaiąc równoległościąn iakotiy zbu-
dowany na iedney ze ścian swoich , ta ściana nazywa 
się podstawą iego ; a prostopadła od punktu którego-
kolwiek ściany przęciwney, do tey spu«czona, n a -
zywa się wysokością tego równoległościanu. 

Gdy ściany zbudowane na bokach podstawy , są 
do niey prostopadłeini , taki równoleglościan nazywa 
się prostym (Paral lelopipedum rectum). Bównoległo-
Ściany prostokątne są gatunkiem rówuoległościanów pro-
stych, w których podstawa nawet sama iest prostokątem* 
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J?5. Twierdz. 5. Dwa równoległościany równe są 
W bryłowatości (soliditas"), gdy maią iednakową wyso-
kość i na teyże samey są zbudowane podstawie , a dwie 
ich ściany, na iedney płasczyznie znayduiące s ię , stoią 
na tymże samym boku podstawy. 
Tab. III. Niech będą dwa równoległościany ACGE 
Fig. 3. i ACLI zbudowane na teyże samey pod-
stawie A C i i niech dwie ich ściany, A G , A L znay-
duią się na teyże samey płasczyznie J le dwa równo-
leglościany, są równe w bryłowatości. 

Dowodź. Dwie bryły AD1ENM BCKFGL , maią 
takie wszystkie ściany odpowiadające sobie, iż iedne 
do drugich przystać mogą ; wszystkie podobnie kąty 
ich bryłowe przystać mogą do siebie. Jakoż tróykąt 
H A M , może przystać do tróykąta GBL , a w scze-
gólności kąty F1A.Y1 , G B L , są równe. Równoległobok 
1 IADE przystać może do równoległoboku GBCF so-
bie przeciwnego , w pierwszym równoległościanie , a 
W sczególności,kąty H A D , GBC , są równe ; równo-
ległoboki także A1ADI, LBCK przeciwne sobie, w dru-
gim równoległościanie, mogą do siebie przystać , a 
w sczególności kąty MAD , LBC są równe , więc kąty 
bryłowe A , B , i ściany tych kątów mogą przystać 
do siebie. Toż mówić i o wszystkich innych kątach bry-
łowych , i o wszystkich innych tych dwóch brył ścia-
nach. Zaczem te dwie bryły przystać mogą do siebie 
i są równe sobie w bryłowatości. Aże od całey bryły 
A C L E , odiąwszy pierwszą z bry ł wyżey wyrażonych 
A D I E H M t zostaie się rownoległościan A C L I , a od-
iąwszy od teyże całey bryły A C L E , drugą bryłę 
B C K F G L , zostaie się rownoległościan A C G E ; więc 
te dwa równoległościany są równe 

76. Twierdz. 4. Dwa równoległościany są ró-
wne w bryłowatości , gdy iednaką maią wysokość, i 
na teyże samey są zbudowane podstawie, chociaż ża-
dna z ich ścian stoiących na bokach podstawy, nie 
b ę d z i e »ia teyże samey płasczyznie. 
Tab. III. Niech będą dwa 1 ównoległościany A C G F 
Fig. 4. i A C L I , na teyże samey podstawie AC, z je-

(f) To dowodzenie iest ogólne , i rozciąga się do iakietożkolwiek 
położenia linii M l ; czyliby punkt M przypadał na punkt 
G , czyliby się znaydował między G i H , czyli HakomeC 
t y ł b y lia linii HG przedlużoney. 
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dnaką wysokością, i niech inne ich ściany na odmiennych 
znayduią się płasczyznach te dwa równoległościany są 
równe. 

Dowodź. Przedłużmy liniie K I , I1E tak dale-
ko , aż się zniydą z sobą w punkcie O. Nitch iescze 
i liniia L.M, p rzed łużona , przecina H E , w N , lini-
ia GF także przedłużona mech przecina IK w P , i 
niech Q będzie punktem przecięcia liniy GF i LM , albo 
ich przedłużeń. 

Pociągniymy liniie A N , D O , BQ , CP. 
Bryła ACQO , będzie równoległościauem , czego 

bardzo łatwo dowieść można. 
Równoległości a n A C Q O , ma tę sarnę , co tamte 

d w a , podstawę AC. 
Ma ściany AO na płasczyznie ściany AE , nale-

żącey do równoległościanu ACGE , więc temu równo-
ległościanowi będzie równy. 

Ma zaś oprócz tego ścianę AQ na- płasczyznie 
ściany A L , należącey do równoległościanu AC LI, 
więc będzie równy i temu drugiemu równoległościa-
nowi. 

W i ę c równoległościan ACQO równy iest także ró-
wnoległościanowi A C G E , iako 'i równoległościanowi 
ACLI; a żalem i te dwa równoległościany są też sobie 
równe. 

77. Twierdz. 5, Dwa równoległościany są ró-
wne , gdy iednaką maią wysokość i równe podstawy 
z jednym spólnym bokiem , i gdy ich ściany na t y m -
że samym boku spólnym wystawione, znayduią się 
na teyże samey płasczyznie. 

Niech będą dwa równoległościany : Tab.IIJ. 
ACGE , ICOQ iednakiey wysokości , a podsta- -Fig. 5. 
wy ich równe AC, IC , niech maią bok spoiny CD, 
na którym wystawione są dwie ściany DF , 1)P, na 
teyże samey płasczyznie znayduiące się; te dwa równo-
ległościany są równe. 

Wykreśl. Przez punkta I i L, poprowadźmy na 
płasczyznie A G , czyli A O , liniie I N , L M , równo-
ległe do AFI , albo BG , i niech te równoległe spo-
tykaią w N i M, liniią H O . Pociągniymy i liniie E N , 
FM. Bryła ICME będzie też równoległościauem. 

Dowodzenie. Równoległościan I C M E , ma tęż 
samę podstawę I C , i tę sapię wysokość , co i równo-
ległościan ICOQ , a zatem są sobie równe. 
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Tenże równoleglościan 1CME, i równoleglościan 
, uważaiąc w nich ścauę spólną D F , iak pod-

s tawę, maią też iednaką wysokość, a żalem są sobie 
równe. W i ę c równoleglościan 1CME, równy iest tak 
iednemu , iak i drugiemu j ównoległościanowi : ACGE 
i ICOQ, a zatem i te dwa równoległościany są równe. 
Tulili. 78. Twierdz. 6. Dwa równoległościany są 

5. równe , gdy maią iednaką wysokość i gdy ich 
podstawy maiące hok ieden spólny , są równe. 

Nierh we dwóch równoległościąnach nednakiey 
wysokości będą dwie p o d s t a w y : AC i IC równe, i ma-
iące spólny hok CD ; te dwa równoległościany będą 
równe. 

/Tylresl. Na podstawie IC , iednego z tych ró-
wnoległościanów, który nazwiemy pierwszym, postawmy 
trzeci równoleglościan teyże samey wysokości , tak 
aby ścianą iego stoiąca na boku C D , znaydowala się 
na płasczyznie ściany drugiego równoległościanu, sto-? 
iącey na tymże boku. 

Ten trzeci równoleglościan , iako maiący z pier-
wszym spólną podstawę i \vysokość, będzie mu ró -
wny. Tenże trzeci równoleglościan , będzie równy i 
drugiemu ; bo maią równe podstawy IC , A C , ze spól-
n y m bokiem CD , i ściauy ich stoiące na boku CD, 
zuayduią się na teyże samey płasczyznie. 

W i ę c ten trzeci równoleglościan równy iest tak 
pierwszemu iak i drugiemu , a zatem i one sobie 
równe będą. c 

W sczególności. Równoleglościan każdy równy 
iest równoległościanowi pros toką tnemu, k t ó r y ma tę 
sarnę, co i tamten wysokość, podstawę równą podsta-
wie iego i bok iedeu spólny obudwom podstawom. 

79. Zkąd wynika , że cokolwiek się powiedziało 
0 równoległościanach prostokątnych , wszystko to do 
jakichkolwiek innych można przystosować; kładąc za-
miast każdego z n ich , równoleglościan prostokątny, 
teyże samey wysokości i podstawy równey , a ma-
iącey bok ieden spólny z podstawami równoległo-
ścianów nieprostokątnych. I l ak : 

j . Dwa 1 ównoległościany » maiące równe podsta-
wy i wysokości , są równe ; bo równoległościany pro-
stokątne iednakiey wysokości , i maiące z łamiemi 
1 ównoległościanami równe podstawy f a w nich spólny 
bok ieden , są równe. 
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2. Dwa równoległościany są też równe , których 
podstawy są w stosunku odwrotnym i< h wysokości. 

3. Dwa równoległościany, których bryłowa to-
ści są równe , maią podstawy w stosunku odwrotnym 
ich wysokości. 

4. Wszystko to , co się powiedziało o zamienia-
niu stosunku dwóch równoległościanów prostokątnych, 
na stosunek dwóch liniy , i o mierze liczebney dwóch 
równoległościanów prostokątnych, przystosować można 
do miary równoległościanów [nieprostokątnych-; uży-
waiąc do tego , boku iednego podstawy , wysokości iey 
względem tego boku , i wysokości równoległościanu. 

8o. Przestroga. Gdyby ścisłe i prawdziwre geo-
metryczne dowodzenie wyżey położone przyt rudne 
się zdawało uczniom do poięcia , mimo wystawione 
im przed oczy f igury , z d rewna , lub papieru wyro-
bione , można im to będzie łatwiey do poięcia 
podać w sposób następuiący. 

Niechay dwa równoległościany z równemi pod-
stawami i wysokościami stoią na teyże samey płasczy-
znie. Niech inna iakakolwiek płasczyzna równoległa 
do pierwszey, przecina te dwa równoległościany. Prze-
cięcia ich b ę d ą r ó w n e , i podobne ich podstawom, 
a zal&m i sobie równe będą ; i gdziekolwiek te dwa 
równoległościany przetniemy płasczyzną równo-
ległą do ich podstaw, równe zawsze będą te przecię-
cia. Zadney więc nie masz p r z y c z y n y , dla któreyby 
ieden z tych równoległościanów nie miał być równym, 
drugiemu. 

Trzeba tu iednak ostrzedz zaraz uczniów , iż 
tym sposobem słabo si»ę w rzeczy samey dowodzi 
równość dwóch równoległościanów. Bo chociażby iak 
naywięcey było tych przecięć równoległych do pod-
staw równoległościanów , to iest s chociażby iak uay-
mnieysza była odległość kążdego z tych przecięć, od 
drugiego naybliższego, wszelako części równoległościa-
nów zawarte między takiemi dwoma przecięciami, 
są iescze równoległościanami, które tak się względ m 
siebie maią , iak się maią całe równoległościany, któ-
rych tamte są częściami. A b y więc wnieść można ró -
wność równoległościanów, z równości ich części, trzeba-
by pierwey dowieść równości tych części. 

Może się imaginacya nasza tok daleko zapuścić, 
Że przez nię wystawimy sobie dwóch równoległością-
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nów przecięcia lak bliskie iedne od drugich , iż części 
między nienii zawarte będą się zdawały nie różnić od 
podstaw tychże równoległościanów; lecz prawdziwe 
rozumowanie uczynić lu różnicę potrafi i powinno. 
W i e m y albowiem, że małość lub wielkość iakiey rze-
czy , nie iest. w sobie małością lub wielkością, ale się 
albo za małość bierze względem inney rzeczy wię-
kszey , albo za wielkość względem inney muieyszey; 
i nie można nigdy bryły choćby też naycień>zey za 
ieduo brać z powierzchniami , które ią kończą. P r a -
wda to iest, że im większa będzie liczba przecięć, dwóch 
równoległościanów przez płasczyzny równolegle do ich 
pods taw, tem mnieysza będzie różnica małych dwóch 
ich części zawartych między dwiema naybliż,zemi 
płasczyznami, czyli przecięciami; ale znowu , ieżeli 
lakakolwiek iest choćny też naymnieysza , ta różnica, 
tedy wielekroć powtórzona może uczynić różnicę*wiel-
ką w dwóch równoległościanach, których równości 
chcemy dowodzić z równości ich cząstek , czyli ma-
łych równoległościanów, z których się składaią. 

Ta sama trudność do rozwiązania zostaie , gdyby 
kto równości dwóch równoległościanów maiących ie-
dnaką podstawę i wysokość, a z których ieden byłby 
na przy kład p ros ty , a drugi n i e , chciał dowodzić 
z podnoszenia się w górę ich podstaw w równey za-
wsze od pierwszego położenia odległości , ponieważ 
pierwey dowieść t rzebaby, że mieysca od podstaw 
przebyte , nie podług tey drogi brane być posvinny, 
którą w samey rzeczy punkt każdy tych podstaw prze-
b y ł ; ( b o do iednakiey wysokości postępuiąc, więcey 
mieysca przeydzie punkt nap. skrayuy równoległo-
ścianu ukośnego , niż tego , który iest prosty) ale to 
mieysce od podstaw równoległościanów przebyte , po-
winno się wymierzać wzdłuż linii prostopadley do tey-
że podstawy, ponieważ ta tylko liniia mierzy odle-
głość , w którey podstawa podnoszeniem się swoiem 
oddaliła się od pierwszego swego położenia. 

Następuiące porównywanie może iakożkolwiek 
słuśyć do ułatwienia tych wątpliwości , lubo ich nie 
znosi cale. 

Gdy dwa równoległoboki zrobione na teyże sa-
mey podstawie , i z równą wysokością, przetniemy 
liniią równoległą do podstawy , obadwa przecięcia ró-
wn§ będą podstawie, Wszystkie też inne takowe prze-* 
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cięcia tych dwóch równoległoboków, byłyby r ó w n ^ 
i lyleby ich było w jednym , co i w drugim równo-
ległoboku. Toż mówić i o dwóch tróykątach , którychf 
przecięcia równolegle do podstawy fipólney byłyby 
także równe. Dla czegóż więc te dwa cafe równole-
głoboki , i lub troykąty nie miałyby sobie być r ó w n e ? 
Ponieważ tedy tym sposobem dochodzimy względem 
powierzchni płaskich , tey samey prawdy , klórey do-
szliśmy ścisłem pierwey dowodzeniem ; iuź ten sam 
sku tek , powinien nas wątpliwości pozbawić, kf ń ą b y -
śmy mieć mogli w używaniu tego sposobu. Można 
żalem przystosować go i do brył dla teyże przyczyny. 

Obiaśni 8ię to iaśnie i potem gdy mówić będzie-
my o sposobie wyczerpania (de methodo exhaustionis)« 

81. Twierdzenie 7. YV jakimkolwiek równole-
głościanie, przez krawędź którąkolwiek , i przez prze-
kątną iedney ze ścian i ego przeciągnąwszy płasczyzuę; 
przecięcie równoległościanu przez tę płasczyznę, będzie 
równoległobokiem , i podzieli 1 ównoległościan rła dwie 
części , które przystać do siebie mogą. 

Niech będzie równoiegłościau A C G E ; Tab.III. 
przez krawędź A H , i przez przekątną *HF Fig. 5* 
niech przechodzi płasczyzna; liniie A H , CF są równo-
leg łe , a płasczyzna, która przechodzi przez AH, HF, 
przechodzi też i przez CF. Że zaś liniie AH , CF są 
równe i równolegle, więc czworokąt A C F H , iest oraz 
i równoległobokiem. 

Dwie bry ły : ABCFGH , F E H A C D , mogą p rzy -
stać do siebie. 

1. Wszystkie ich ściany, są równe iedne wzglę-
dem drug ich , bo ściany ich rćwnoległoboczne ( pa ra I -
le logrammicac) są ścianami przeciwnemi w równole-
głościanie i ściany zaś ich Iróykątne iak nap. ADC, 
H E F , maią równe boki iedne względem drugich. 

2. Wszystkie ich kąty bryłowe mogą przystąp 
iedne do d rug ich ; nap. kąt bryłowy w A iedney 
b r y ł y , robi się ze trzech kątów płaskich : CA ił, JBAH. 
H A G , które równe ją względem kątów E F H , EFC, 
H F C , z których tię robi kąt bryłowy w F , drugiey 
b ry ły . 

W i ę c te dwie bry ły mogą przystać do siebie, 
a w sczególności są sobie rówue. 

http://rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł . V . 

O graniaslosłupachi 

T 
82. •*- w i e r d z . przybrane. Niech będą dwie 

prostokreślne figury równe i podobne , wykreślone na 
dwóch równoległych płasczyznach ; niech iescze i boki 
ich równe będą równolegle ieden względem drugiego: 
czworokąty, których bokami przeciwnemi będą boki 
równe tych figur , są równoległobokami. 

Dowodź. W e wszystkich takowych czworokątach 
boki dwa przeciwne są równe i równoległe ; a zatem 
i inne boki Są też równe i równolegle. 

83. Opis. Niech będzie bryła iaka zakończona 
dwiema figurami prostokreślnemi równemi , podobue-
mi i równoległemi, a raaiącerni wszystkie bok i , ie-
dne względem drugich równoległe, i lylą równoległo-
bokami maiącemi za bok i , boki przeciwne tamtych 
dwóch figur, ile każda z tych figur ma boków / ta 
b ry ł a nazywa się grani astosłupem (p r i sma) . I tak ró-
wnoległościany, o których w poprzedzaiących rozdzia-
łach mówil iśmy, są pewnemi graniastosłupów gatun-
kami. Jedna z tych figur równych i równoległych, 
na którey wystawiamy sobie, iakoby zbudowany gra -
niastosłup , nazywa się iego podstawą , a prostopadła 
spusczona na tę podstawę z punktu iakiegokolwiek 
ściany przeciwney, nazywa się wysokością tego graniasto-
słupa. Graniastosłup albo iest prosty , albo ukośny ; pro-
sty , gdy ściany iego stoią do pionu względem pod-
stawy ; ukośny , gdy też ściany są do podstawy nachy-
lone. 

Różne także nazwiska przybiera graniastosłup, 
podług rozmaitey liczby boków podstawy swoiey , al-
bo podług wielości ścian pobocznych. Nazywa się 
tróykątnyrn , czworokątnym , pięciokątnym , sześcioką-
tnym, , gdy podstawa iego iest tróykątem , czworoką-
tem , pięciokątem , sześciokątem i t. d. 

84. Twierdz. 1. Przeciąwszy gdziekolwiek grania-
stosłup płasczyzną równoległą do iego podstawy , prze-
cięcie to będzie figurą równą i podobną podstawie* 

Dowodź. Przecięcie iedney któreykolwiek ściany 
poboczney , przez tę płasczyznę, równoległe będzie 
do lego boku podstawy, na którym fa ściana stoi ; i te 
dwie liniie będą bokami przeciwnemi równoległoboku, 
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klóry za dwa iane boki ma części "dwóch innych bo-
ków teyże ściany, zawarte między podłlawą-ipłasczy-
zuą przecinaiącą ; więc te dwie liniie będą równe. 

f Przecięcia więc przez tę płasczyznę dwóch ścian 
przyległych , będą równolegle względem boków sobie 
przeciwnych należących do podstawy , a zatem kąt, 
który te spólne przecięcia z rob ią , równy będzie kąto-
wi zawartemu między temi bokami podstawy. 

Będzie tedy mieć przecięcie graniastosłupa przez 
tę płasczyznę , wszystkie swoie boki i wszystkie k^ty 
równe względem boków i kątów podstawy graniasto-
słupa , i dla tego przecięcie to przystać może do pud-
stawy. 

85. Można sobie wystawić graniastosłup f iakoby 
zrobiony przez posuwanie się w górę iego podstawy, 
W sposób następuiący : 

Niech będzie figura iaka prostoki eślna , odryso-
wana na płasczyżnie. Od wierzchołka kąta któregokol-
wiek tey figury , wyciągniymy liniią prostą czyniącą ia-
kikolwiek kąt z tą płasczyzuą. Niech się potem wznosi 
do góry ta figura , w równey zawsze od siebie odle-
głości , a len wierzchołek niech nigdy nie schodzi z li-
nii od niego wyprowadzouey ; bryła , która się takim ®u« 
chem utworzy , będzie graniastosłupem. 

86. Twierdz, a. Graniaslosłup t r ó y k ą t n y , iest 
połową równoległościanu takiego, któryby za podsta-
wę miał równoległobok dwa razy większy od podsta-
wy lego graniastosłupa, z dwoma bokami równaiące-
rai się bokom podstawy tegoż graniastosłupa tróyką-
tnego. 

Niech będzie graniastosłup tróykątny TablV. 
A B C D E F , którego podstawą iest lróvkąt ABĆ. Fig. x. 
Do kończmy równoległoboku ABCG, którego dwoma 
bokami są AB i BC; na tym równoległoboku do-
kończmy równoległościanu A C E H , któryby miał spólne 
dwie ściany AE i BD z graniastosłupem tróykątuvtn. 

Dwa grania-stosłupy tróykątne ABCDEF, DHFAGC, 
mogą do siebie przystać , bu są dwiema częściami od-
dzielonymi przez płasczyznę przekątną A C D F j a za-
tem ieden z n ich , nap. graniastosłup ABCDEF, iest 
połową rósvnoległościauu ACEH. 

87. Wniosek. C >kolwiek się powiedziało o ró-
wnoległościanach względem ich wielkości, wszystko 
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to przystosować można do graniastosłupów tróykątnych, 
które tych równoległościanów są połowami. 

] . Dwa graniastosłupy t róyką tne , równey wyso-
kości i podstawy, równaią się i w bryłowa (ości. 

2. Dwa graniastosłupy tróykątne, których podsta-
wy są równe , maią się do siebie, iak ich wysokości. 

3. Dwa graniastosłupy tróykątne iednakiey wyso-
kości , maią się do siebie iak ich podstawy. 

4. Dwa graniastosłupy t róyką tne , których pod-
stawy są w stosunku odwrotnym ich wysokości , ró -
wnaią się sobie w brylowalości. 

5. Dwa grania.stoffupy t róykątne , równe w bry-
łowatości, maią podstawy w stosunku odwrotnym ich 
wysokości. 

6. Co się powiedziało o porównywaniu liczebneui 
dwóch równoległościanów , to twierdzić można i o po-
równywaniu dwóch graniastosłupów tróykątnych* T r z e -
ba podobnie dla znalezienia ich bryłowa t ości przez r a -
chunek rozmnożyć l iczbę, znaczącą wielkość pod-
stawy graniastosłupa tróy kątnego, przez liczbę zna-
czącą wielkość iego wysokości. 

7. Maiąc wiadomą podstawę graniastosłupa t róy-
kątnego , kąly dwóch ścian iego , które z kątem pod-
stawy czynią ieden- kąt bryłowy i krawędzie , można 
wyznaczyć graniastosłup tróykątny i iego wysokość, 
a zatem i bryłowatość tymże samym sposobem, iak 
się czyniło względem roWnoległościai.ów. 

8. Graniastosłupy tróykątne , mające spólny kąt 
Jeden b r y ł o w y , są do siebie iak równolegtościany pro-
stokątne , maiące te same trz}' krawędzie ; w rachunku 
zaś tak są do siebie , iak liczby trzy ciągłe iedna przez 
drugą rozmnożone , wyrażaiące wielkość tych trzech 
krawędzi. 

88. Twierdz. 3. Graniastosłup nietróykątny może 
być rozłożony na graniastosłupy tróykątne teyże co on 
wysokości , za podstawy zaś maiące tróykąty , na któ-
re rozdzielona ie--t iego podstawa przez tyle prze-
kątnych ciągnionych od iednego tey podstawy wierz-
chołka do innych , ile ich poprowadzić można. 
Tab.lV. Niech będzie ABCDE, podstawa nap. pię-
Fig. 2. ciokątna graniastosłupa ABCDEedcbn. Od 
iey wierzchołka nap. A, poprowadźmy przekątne A D , 
A C ; te rozdzielą podstawę na trzy t róyką ty : AED,-
A D C , ACB. Na ściauie przeciwney podstawie, od pun-
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ktn a , odpowiadającego punktowi A , poprowadźmy 
przekątne ad , ac. 

Liniie A a , Dd , są obiedwie równolegle do linii 
Ee i ooey równe ; więc i względem siebie będą ró -
wnoległemi i równera i , a przeto czworokąt ADda* 
iest równoległobokiem , a zatem bryla A D E e d a , iest 
graniastosłupem tróykątnym. Tymże sposobem okazuie 
s i ę , że i b ry ły ACDdca , ACBbca, są graniaslosjupa-
jni tróykątnemi. 

89. Twierdz. 4. D v a iakiekolwiek graniastosłu-
py rnaiąre równą wysokość, tak się do siebie maią, 
jak ich podstawy. 

Jakoż graniastoslupy ADEeda , ADCcda, ACBbca 
i t. d. maią się do siebie iak ich podstawy : ADE , A C D , 
A B C ; więc ieden z nich , nap. grauiastosłup ADEeda, 
tak się ma do summy wszystkich , to iest : do grania-
stosłupa pięciokątnego ; iak podstawa tróykątna pier-
wszego , do summy podstaw wszystkich, to ies t ; do 
podstawy graniastosłupa pięciokątnego. 

Podobnie też i każdy inny graniastosłup iedna-
kiey wysokości, takby się miał do graniastosłupa tróy-
kątnego A D E e d a , iak podstawa iego , do podstawy 
tróykqfney A D E . 

Więc (złożywszy stosunki) będzie stosunek Jakiego-
kolwiek graniastosłupa do graniastosłupa ABCDEedcba, 
równy stosunkowi podstawy pierwszego grania-
stosłupa , do podstawy A B C f ) E ; ( a to w t e d y , gdy 
wysokości tych dwóch graniastoslupów są równe. ) 

W sczególności zaś , gdy rownoległościan i g ra-
niastosłup iakikolwiek równe mieć będą podstawy i 
wysokości; bryłowatość iednego, równa będzie bry ło-
watości drugiego. 

A zatem cokolwiek się o równoległościanach po-
wiedziało , można to i do graniastosłupów iakichkol-
wiek przystosować, co do wielkości ich , ile te zawi-
sły od ich podstaw i wysokości. Można przeto do ia-
kichkolwiek graniastosłupów przystosować wnioski , co 
d® graniastosłupów tróykątnych w sczególności, k tóre 
po twierdzeniu agiem tego rozdziału następuią. 
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R O Z D Z I A Ł VI . 

0 piramidach albo ostrosłupach. 

90. 
O p i s . Niech punkt iaki znayduie się nad 

płasczyzną figury iakieykolwiek prostokt eślney; przez 
ien punkt i przez wszystkie boki figury, niechay prze-
chodzą płasczyzny, zrobi się zląd bryła kończąca się 
z jedney strony na tey figurze , a z jnuych stron , na 
tvlu tróykątach maiących spólny wierzchołek w owym 
punkc ie , ile ta figura ma boków. Bryła ta nazywa 
się ostrosłupem (Py ramis ) . Powierzchnią ostrosłupa 
moźna^ sobie wystawić iakoby zrobioną ruchem nici 
przywiązauey iednym końcem do punktu znayduiącego 
się nad płasczyzną figury, a drugim końcem wycią-r 
gnionyin obracaiącey się około obwodu teyże figury. 
Figura prostokreslna , którey boki służą za podstawy 
tróykątów kończących ostrosłup , nazywa się podstawą 
ostrosłupa , te tróykąty nazywaią się iego ścianami ; 
punkt , który iest wierzchołkiem spólnym wszystkich 
ścian ostrosłupa , nazywa się wierzchołkiem iego ; p ro -
stopadła spusczona od tego wierzchołka na płasczyznę 
podstawy , zowie się wysokością ostrosłupa. 

Ostrosłup różne przybiera nazwiska , podług 
wielości boków podstawy swoiey. Nazywa się tróyką-
t n y r n , czworokątnym, pięciokątnym , sześciokątnym i 
t . d. , gdy podstawa iego iest t róykątem, czworokąt 
t e m , pięciokątem , sześciokątem i t. d. 

T e n ostrosłup nazywać będziemy prostym , któ-, 
rego podstawą iest figura prostokreslna mogąca się na 
kole opisać ; i gdy prostopadlćy spusczoney od wierz-
chołka tego ostrosłupa , drugi koniec przypada na 
środek tego koła. 

W takim ostrosłupie wysokość wszystkich ściao. 
iest iednakowa , i tych ścian płasczyzny równie są na-
chylone do płasczyzny podstawy. 

W ostrosłupie, którego podstawą iest figura pro-
stokróślna mogąca się wpisać w k o ł o , a któsego wy-
sokość ws chodzi od środka tego koła , wszystkie k ra -
wędzie ścian są równe , a zatem wszystkie te ściany 
są tróykąlami równoramiennemu Ale że środek koła 
opisanego na podstawie, może czasem za tę podstawę 
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Wychodzić, dla tego takowego ostuosłupa nie można 
nazywać prostym. 

Zeby iednak nazwisko to ostrosłupa prostego fz le 
do t \ c h czas zwyczaynie określone) ogólnieysze u-
czynić , p rzydamy następuiący warunek. 

Gdy w figurze prostokreślney znayduie się taki 
p u n k t , przez który ciągnione l ini ie , a po ob ud wo eh 
stronach na obwodzie figury zakończone, dzielą się 
w tym punkcie na dwie równe części; ten punkt na -
zywa się środkiem figury. 

1 tak punkt przecięcia przekątnych w równole-
głoboku , iest tego równoległoboku środkiem. Jeżeli 
tedy figura proslokrćślna maiąca taki ś r o d e k , Siuży 
ża podstawę ostrosłupowi , i ieźeli prostopadła od wierz-
chołka iego spusczona przypada na ten środek figu-
r y , taki ostrosłup nazwiemy prostym. 

Ostrosłup nazywa się foremnym, gdy za podsta-
w ę ma figurę prosLokreślną foremną. 

91. Twierdz 1. Przeciąwszy ostrosłup plascćvzną 
równoległą do podstawy iego , przecięcie to b^d/.ie fi-
gurą podobną do podstawy. 

Niech będzie ostrosłup SABCDDE , m a - Tob IV. 
iący wierzchołek w punkcie , a którego pod- Fig. 3. 
stawą iest figurą proslokt eślną ABCDE. Niech len o-
strosłup przecina płasczyzna równoległa do podstawy, 
przecięcie to abcde będzie podobne do podstawy. 

Dowodź. Ponieważ płasczyzna podstawy równo-
legła iest do płasczyzny przcciuaiącey; będą też i prze-
cięcia ścian , spólue z temi pła«czyznami, równoległe ie-
dne względem drugich ; więc wszystkie boki przecię-
cia nap. a b , bc równoległe będą względem boków 
A B , BC podstawy ; a zatem i wszystkie kąty przecię-
cia , równe będą względem kąlów podstawy , nap. kąt 
ubc , równy będzie kątowi ABC. Jest tedy przecięcie 
równokątne z podstawą, 

Troykąty SAB , sab są podobne , więc Sb : SB = 
ab : AB. 

Troyką ty t e ż , Shc , SBC p o d o b n e : więc S b : 
SB — bc : BC ; a zatem ab : AB = » bc : BC. 

WięC przecięcie i podstawa maią około kątów 
względem siebie równych , boki proporcyonalne , a 
zatem przecięcie podobne iest do podstawy. 

W sczególności zaś , przecięcie loki«j i podstawa, 
maią się do siebie w stosunku dwumnożiiym boków 
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Także różnice dwóch par graniastosłupów następu-
iących , równe są graniastosfupom , teyże co óne wy-
sokości, maiącym za podstawy czworokąty b z c 2 b 3 c 3 i 
b 3 c 3 b 4 c 4 . 

Ostatni zaś graniastosłup opisany, równa się gra-
niastosłnpowi teyże, co on wysokości, maiącemu za 
podstawę tróykąt Ab 4 c 4 . 

Różnica tedy między suramą wszystkich grania-
stosłupów opisanych , a sum mą wszystkich graniasto-
słupów wpisanych , równa będzie summie wszystkich 
graniastosłupów teyże co one wysokości, któreby stały 
na czworokątach B " C c I b I , b l c l c » b a , b 2 c 2 c 3 b ? » h 3 c 3 c 4 b ' ł

l 
i na tróykącie A b 4 c 4 , to ies t : równa będzie graniasto-
słupowi tróykątnemu teyże co one wysokości, a ma-, 
iącerau za podstawę tróykąt ARC. Ta więc różnica 
równa się w samey rzeczy pierwszemu graniąstosłu-
powi opisanemu. 

g5. Wniosek. Pierwszy ten graniastosłup opisany 
na ostrosłupie S A B C , którego podstawa ABC nie od-
mienia się, będzie t e m m n i e y s z y , im mnieyszą damy 
mu 'wysokość , to ies t : im liczba przecięć ostrosłupa 
będzie większa. Można zaś uczynić ten graniastosłup 
mnieyszym od iakiegokolwiek graniastosłupa nazna-
czonego , zamieniaiąc ten ostatni graniastosłup na inny, 
k tóryby miał za podstawę tróykąt ABC , i dzieląc wy-
sokość iednosloyną ostrosłupa , na tyle części , aby ka-
żda z nich była mnieysza od wysokości lego graniasto-
słupa tak przerobionego. 

Maiąc więc dany ostrosłup , można weń wpisaća 
i opisać na nim sposobem wyżey wyrażonym, tyle 
graniastosłupów, aby różnica dwóch sumra , mniey-
sza była od iakiegokolwiek graniastosłupa naznaczone-
go , a tern bardziey, aby różnica ostrosłupa od ie-
dney z tych summ mnieysza była od iakiegokolwiek 
graniastosłupa naznaczonego. 

9 6 . Twierdz, 2 . Dwa ostrosłupy maiące równe 
wysokości i podstawy , są równe. 

Gdyby le dwa ostrosłupy nie były równe , tedy 
daymy , że ieden z nich byłby większy od drugiego. 
Niechby więc ta mniemana ich różnica zamieniona 
była na graniastosłup maiący równą z temi ostrosłu-
pami podstawę. Podzielmy wysokość iednego z tych 
ostrosłupa na tyle cxęści równych , aby każda z nich 
mnieysza była od wysokości tego graniastosłupa* Wpisz -
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my w len ostrosłup i opiszmy na nim graniastosłupv 
sposobem wyrażonym w poprzedzaiącem twierdzeniu 
przybranem. Toż uczyńmy i nu drugim ostrosłupie * 
wszystkie grauiastoslupy wpisane i opisane, na tych 
dwóch ostrosłupach, będą równe iedne względem d r u -
gich ,87 , 88); a zatem summa graniastosłupów wpisa-
nych nap : w jeden ostrosłup będzie równa summie 
graniastosłupów wpisanych w drugi ostrosłup. Ze zaś 
zrobiliśmy różnicę dwóch summ graniastosłupów wpi-
sanych i opisanych na pierwszym ostrosłupie, mniey-
sz<j od różnicy m.niemauey dwóch ostrosłupów , więc 
tern bardziey różnica tego ostrosłupa od summy wszyst* 
kich graniastosłupów weń wpisanych , mnieysza będzie 
od różnicy mnićmaneyr tycn dwóch ostrosłupów; a za-
tem i różnica pierwszego ostrosłupa, od summy gra-
niastosłupów wpisanych w drugi os t ros łup, mn iey sza, 
będzie , niż różnica pierwszego ostrosłupa od drugie-
go . Su tnnu tedy graniastosłupów wpisanych w len« 
drugi ostrosłup , byłaby większa od tego drugiego o* 
strosłupa , co być nie m o ż e ; a przeto te dwa ostro* 
słupy nie mogą sobie być nie równe. 

97. Twierdz. Graniastosłup t róyką tny , mo-
że zawsze być rozłożony na trzy ostrosłupy t royką-
tne równe , z których dwa mieć będą tę samę pod-
stawę i wysokość, co i graniastosłup. 

Niech będzie graniastosłup tróykątny Tab. VL 
A B C D E F , można go rozłożyć na trzy oso- Fig. 
słupy tróykątue r ó w n e , z których d w a , tę s a m ę , co 
on mieć będą podstawę i wysokość. 

Dowod. Przez bok A C , podstawy ABC , gra-
niastosłupa , i przez koniec F , krawędzi tego grania-
stosłupa nie przechodzącey przez punkta A i C% 
przeciągniymy płasczyznę ACF \ odetnie ona od gra-
niastosłupa , ostrosłup tróykątny F A B C , maiący za 
wierzchołek punkt F , a za podstawę troykąt A B C ; 
a zatem ten os t ros łup, tę samę co i graniastosłup 
mieć będzie podstawę i wysokość. 

Podobnie i przez bok F F , ściany przeciwn«y 
podstawie , i przez punkt C przeciągniymy płasczy-
znę E C F ; odetnie ona od graniastosłupa x ostrosłup 
tróykątny C E D F , maiący za wierzchołek punkt C, 
a za podstawę troykąt 1>EF, równy tróykątowi ABG\ 
a zatem i ten drugi o>trosłup ma tę sarnę także , ca k 
graniastosłup, podstawę i wysokość. 
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W i ę c dwa ostrosłupy: FABC, CDEF równe ma-
ją wysokości, i podstawy, a za em są równe 
Zostanie iescze po tvc!i dwóch przecięciach ostrosłup 
Cl K \ , zakończony czterema Łróykątami : ACF, ACE, 
A E F , ECF. 

W y -tawnay sobie , ten ostatni ostrosłup iako ma-
jący za podstawę t róyką t , nap. A C f t , a za wierz-
chołek, punkt F, ostrosłup zaś C D E F , iakoby miał za 
podstawę, tróykąt CDE , a za wierzchołek tenże punkt 
F. Przekątna C E , równoległoboku AGDE, dzieli go 
ma dwa tróykąty , które przystać do siebie mogą: więc 
te dwa ostrosłupy maią podstawy równe , ACE, DEC!, 
i na iedney płasczyzuie zuaydniące się ; a oprócz le-
go , maią spólny wierzchołek w punkcie F , a żalem 
i wysokość równą , więc są r ó w n e ; wszystkie tedy 
ostrosłupy, ua które graniastosłup był podzielony, są 
równe. 

lVzaiemnie. Ostrosłup t róyką lny , można zaw-
sze sobie wystawić , iako trzecią część graniastosłupa 
maiącego, tę sarnę co i ostrosłup podstawę i wyso-
kość. 

Niech będzie ostrosłup tróykąlny A B C F , klore-
go podstawa ABC , a wierzchołek F. 

Na teyże podstawie ABC , wystawmy sobie ia-
koby zbudowany graniastosłup, A B C O E F , którego, 
dwie ściany ABFE , BCDF znaydowałyby się na tych 
samych płasczyznach , na których znnyduią się dwie 
ściany ostrosłupa, i krawędź im spoina BF. Podług-
twierdzenia poprzedzającego, ten graniastosłup iest 
trzy razy tak wielki , iak ostrosłup ; więc też i ten 
ostrosłup iest trzecią częścią' tego graniastosłupa. A* 
że wszystkie graniastosłupy maiące równe podstawy i 
wysokości , ;są równe; więc ostrosłup tróykątny iest 
trzecią częścią graniastosłnpa jakiegokolwiek , maiące-
go taką sarnę, iak on podstawę i wysokość. 

98. Twierdz. 4. Ostrosłup jakikolwiek iest trze-
cią częścią g' p i asto siu pa maiącego tę samę , co on 
podstawę i wysokość. 

Dowodź. Jakaikolwiek będzie podstawa ostrosłupa, 
poprowadźmy na n ;ey przekąlnych tyle do wszystkich 
kątów, ile można. Przez te wszystkie przekątne, i przez 
wierzchołek ostro-łupaniech przechodzą płasczyzny; o -
stra-łup będzie przez te płasczyzny podzielony na tyle 
ostrosłupów t ióykąUiych, na iłe tróykąlów podstawa 
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była podzielona przez przekątne; każdy z tvch ostro* 
słupów tróykątnych , będzie trzecią częścią graniasto-
słupa maiącego laką sarnę , iak 011 podstawę i wyso-
kość ; a za e n summa wszystkich tych ostrosłupów 
tróykątnych, to iest cały iakikolwiek ostrosłup z uich 
się składający , równać się będzie trzeciey części sum-
my wszystkich tych grania-tosłupow , albo co na ie-
dno wychudzi, równać się będzie trzeciey części g ra -
niastosłupa maiącego tę sarnę podstawę i wysokość, co 
i ostrosłup. 

99- Wnioski. Cokolwiek się o stosunku grauia-
slosłupów powiedziało , tuż mówić można i o stosun-
ku ostrosłupów , k t ó r e , maiąc takie same iak te gra-
ni astosłupy, podstawy, i wysokości, są Irzeciemi wzglę-
dem nich częściami. 

T. Dwa ostrosłupy iakiekolwiek ([proste , lub uko-
śne fo remne , Jub nit f o r e m n i ) z równymi wysoko-
ściami , lak się do siebie maią iak ich podstawy. 

2. Dwa ostrosłupy z równemi podstawami, tak 
się do siebie maią , iak ich wysokości. 

3. Dwa ostrosłupy są równe , gdy ich podstawy 
są w stosunku odwrotnym ich wysokości. 

4. Dwa ostrosłupy równe , maią podstawy w sto-
sunku odwrotnym ich wysokości, i wyraz liczebny 
bryłowalości ostrosłupa będzie żnaleziony , gdy się we-
źmie trzecia część mnogości ze dwóch liczb, z których 
iedua znaczyłaby wielkość powierzchni podstawy tego 
ostrosłupaa a druga wielkość iego wysokości. 

100. Uwaga. Maiąc dane w liczbach , sześć 
krawędzi iakiego ostrosłupa t róykąlnego, można wy-
znaczyć bryłowalość tego ostrosłupa. 

J.ikoż złożywszy tróykąt ze trzech lakowych k ra -
wędzi , i uważaiąc go iak podstawę ostrosłupa ; a na 
trzech bokach tey podstawy , zrobiwszy trzy t roy-
kąty , na teyże samey , co i podstawa płasczyznie, 
dawszy każdemu z nich za boki , po dwie krawędzie 
ze trzech pozostałych; te tróykąty będą ścianami ostro* 
słupa. Kąt każdy bryłowy przy podstawie , składać 
się będzie, z kąta tióykąta wziętego za podstawę, i 
ze dwóch kątów ścian dwóch przy podstawie. Ponie-
waż zaś te kąty są wiadome, więc będzie można wy-
znaczyć pochyłość ścian do podstawy, a w sczególno-
ści będzie można wyrachować stosunek wysokości ostro-
słupa , do spólnego przecięcia tych dwóch ścian; a 

http://rcin.org.pl



£e to spólne przecięcie iest dane co do wielkości, więc 
ddydzjeniy i wysokości ostrosłupa , a zatćin i iego 
bryłowatości kióra zawisła od wysokości ostrosłupa 
i powierzchni iego podstawy. 

101. Uwagd 3. Można tę bryłowatość wyzna-
czyć i bez T r y g O n o m e t r y i , iako się to pokaże w Al-
gebrze. 

1 0 2 . Uwaga G d y ostrosłup iest Foremny , a 
żalem wszystkich ścian iego krawędzie są r ó w n e ; 
kwadrat wysokości ostrosłupa , równa się różnicy kwa-
dratu iedney krawędzią od kwadratu promienia koła 
na podstawie opisanego; a przeto ta wysokość może 
być bardzo łatwo w liczbach wyznaczona * beż p o -
mocy T ry gonom e t ry i . T e n zaś sposób postępowania 
przystosować można do wszystkich ostrosłupów fore-
mnych* iakażkolwiek byłaby liczba ich boków w pod-
stawie* 

Przykład t . W y z n a c z y ć bryłowatość b ry ły n a -
zwaney Czworościanem ( T e t i i e d r u m ) . 

Bok ieden troykąta równobocznego ti a Zn a czy w*-
«zy przez l iczbę a, kwadrat wysokości lego t roykąta 
wyrazi się przez liczbę 3. P romień koła opisanego 
iest tey wysokości , więc kwadrat tego promienia 
iest £ kwadra tu wysokości t r o y k ą t a , a zatem k w a -

dra t tego promienia iest - - Ze zaś kwadrat \Vysokości 

tego ostrosłupa iest 4 — więc sama 

wysokość będzie 
Powierzchnia t roykąta służącego za podstawę wy-

razi się przez V5 > a zatćm bryłowatość ostrosłupa 
będzie wyrażona przez -g—to iest bryłowatość os t ro-
słupa lak się ma do bryłowatości sześcianu maiącego 
równe krawędzie z ostrosłupem iak do 8» albo 
iak V2 do 1 2 ; albo iak o do 12 V q ; albo iak 
1 do 6V2 ;' albo nakoniec iak 1 do ; który to 
stosunek bliski iest stosunku 2 do 17 > albo 33 do 
280 , a bardzo mało różni się od stosunku 68 do 577. 
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Przy I ł , 3. Wyznaczyć bryło watość ośmiościanu 
foremnego. ' • • / 

Można sobie ośmiościan wystawić w myśli , Jakby 
złożony ze dwóch ostrosłupów prostych kwadratowych, 
stykających się z sobą równeini podstawami. 

Wyraziwszy krawędź iednę ośmiościanu tego 
przez 2, kwadrat promienia koła opisanego na pod-
stawie iednego z tych dwóch ostrosłupów, będ/ie wy-
rażony przez 2, a kwadrat wysokości lego ostrosłupa 
wyrazi się przez różnicę między kwadratem z 2, to 
iest 4 , i 2, to iest będzie = . 4 — 2 = 2 . Wysokość zaś 
lego ostrosłupa wyrazi się przez Vu ; więc bryłowa-
tość iednego lego ostrosłupa będzie oznaczona p r ez 
^ a za'óm bryłowalość ośmiościanu przez 
Je&t tedy bryłowalość ośmiościanu foremnego do bry* 
łowatości sześcianu maiącego równe krawędzie z ośmio-
ścianem iak do 8> albo iak V a : 3. k:óry to sto-

5. 
sunek bliski iest stosunkowi 8 do 17, albo 17 do 36, 
a bardzo mało różni się od stosunku 33 do 70. 

103. Uwaga 3. Ponieważ ściany ostrosłupa są 
powierzchniami płaskiemi i to iescze tróyką'aęrn'* 
wyznaczenie iego powierzchni , żadney nie podlega t ru-
dności. Gdy ostrosłup iest f o r e m n y , powierzchnia ie-
go (op rócz pods t awy) równa będzie tróykątowi, któ-
ryby miał za pod 'tawę , obwód podstawy ostrosłupa; 
a wysokość równą wysokości ściany któreykolwiek 
(ponieważ wszystkie są równe) . 

My boczę nie (Digressio) o sposobie wyczerpania, 
nazwanego po łacinie Methodus exhaustionis , maią* 
ce służyć za wstęp do rozdziałów następuiąiyc/i, 

104. S p o ó b , którego się użyło dla dowiedzenia 
równości dwóch os t ros łupów, których podsta-
wy i wysokości są równe , na to wypada , aby oka-
z a ć , iż każdy z tych ostrosłupów zawarty iest między 
dwiema ilościami , których różnica może być mniey-
sza od iakiey kol wiek ilości naznaczoney 5 to iest , że 
każdy ostrosłup iest zawarty między summą graniasto-
słupów na nim opisanych i summą graniastosłupów 
weń wpisanych; i że tych dwóch suinm różnica może 
być mnieysza od iakieykolwiek ilości naznaczoney ; a 
tćirt bardziey każdego z tych ostroslupow różnica, od 
iedney z t y c h s u m m , może być mnieysza , uiż iakakol-
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wiek ilość naznaczona. Zkąd można było ostrosłu-
pom porównywanym do siebie przystosować to wszy-
stko , cokolwiek się powiedziało o stosunku iedney 
z tych suram, nap. summy graniastosłupów opisanych 
na iednym ostrosłupie , do drugiey z tych suram , to 
iest do summy graniastosłupów w jednakiey liczbie, 
opisanych na drugim ostrosłupie* Ze zaś, gdy ostro-
słupy miały równe podstawy i wysokości , te dwie 
summy graniastosłupów były równe ; więc też i ostro-
słupy , których różnica od tych dwóch summ może być 
mnieysza niż iakakolwiek ilość naznaczona , będą ró-
wne, 

105. Gdyby dwa ostrosłupy miały tylko wyso-
kości równe , a podstawy n ierówne; moźnaby tymże 
samym prawie sposobem okazać, że są do siebie, iak 
ich podstawy ; a to zlądby się wniosło , że w tymże 
samvm stosunku byłyby do siebie summy graniasto-
słupów opisanych na każdym z tych ostrosłupow ; i 
że każdy z tych ostrosłupów może się różnić od ka-
zdey z tych summ , odpowiadaiących sobie , ilością 
mnieyszą , niżeli iest iakakolwiek ilość naznaczona. 

106. Ponieważ ten sposób wnoszenia stosunku 
dwóch ilości, które bezśrednie z sobą porównywać 
iest t r u d n o , będzie bardzo często używany w roz-
działach następniących , przeto nie zawadzi okazać ie-
scze pewność iego na kilku przykładach , aby iuż po-
tóm nie trzeba było za każdym razem powtarzać ca-
łego ciągu takowego działania , który zawsze iest ie-
dna ko wy. 

Przykł. i . Niechby dowiedziono było , że dwa 
równoległoboki maiące równe wysokości, są do siebie, 
iak ich podstawy. Trzeba iescze dowieść, że i dwa 
t r ó y k ą t y , których równe są wysokości, maią się do 
siebie iak ich podstawy. W tein zaś stawiamy się 
mniemaniu , iakoby nam nie wiadomo było , źe tróy-
kąt iest połową rówuoległoboku , teyże co on podsta-
wy i wysokości. 
Tab.IV. Niech będą dwa tróykąty : ABC , abc. 
Fig. 6. równey wysokości , a z nierównemi podsta-
wami ; trzeba dowieść , źe się tak maią do siebie, iak 
ich pods tawy; a to z tąd, że i równoległoboki iedna-
kiey wysokości są do siebie, iak ich podstawy. 

Podzielmy bok ieden nap. AC. na pewną liczbę 
części równych. P rz tz wszystkie punkta podziału po-
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prowadźmy równolegle do podstawy ; a na każdey 
z tych równoległych , wpiszmy i opiszmy tróykąto-
wi ABC, równoległoboki, maiące za wysokość równo 
oddalenie dwóch naybliższych równoległych. 

Różnica równoległoboków opisanych, od równo* 
ległoboków wpisanych , równać się będzie nayw"ę-
kszemu z nich równoległobokowi. T a zaś różnica m o -
że być muieyszą zrobiona, niż iakikolwiek równole-
gł bok naznaczony , odmieniwszy go na inny równo-
ległobok , k tóryby lę sarnę , co i tróykąt miał pod-
stawę , i kąt z nim przy podstawie spdlny , a potem 
podzieliwszy bok AC troykąta na tyle części równych, 
aby każda z nich mnieysza była od boku , równole-
globoku równego naznaczonemu , maiącego równą pod-
stawę z t róykątem. 

Gdyby to być mog ło , aby dwa tróykąty ABC, 
abc, nie miały się do siebie, iak ich pods tawy; te-
dy ieden z tych t róykątów, nap. A B C , byłby do 
uczynienia tego stosunku, nadto wielki, lub nadto mały . 

Niech więc , ieżeli to być może , trzeba powię-
kszyć tróykąt A B C , równoległobokiem ABFE , aby 
się lak miał do troykąta a b c , iak A B do ab. 

Podzielmy bok AC, na tyle części równych, aby 
każda z nich mnieysza była od linii A E ; wpiszmy 
potem i opiszmy tróy kątowi równoległoboki , w spo-
sób wyzey wyrażony. Niech będzie naywiększy z ni«h 
równoległobok A G H B . Różnica summy równoległo-
boków opisanych od summy równoległobokow wpisa-
nych , uczyniona iest mnieyszą , niżeli równoległobok 
ABFE ; tem bardziey zaś różnica summy równoległo-
boków opisanych , na tióykącie A B C , od tegoż Króy-
kąia A B C , mnieysza będzie , niżeli równoległobok 
ABFE ; a żalem summa wszystkich równoległoboków 
opisanych mnieysza iest od równoległoboJcu ABFE, 
wraz wziętego z tróy kątem ABC. 

Podzielmy i bok ac , tróykąla a b c , na tyleż czę-
ści r ó w n y c h , na ile był podzielony bok A C ; opisz-
my na tym tróykącie równoległoboki, tak iak wyżey. 

Równoległoboki opisane, na tych dwóch t róy -
kątach, a odpowiadające sobie, tak się mieć będą do 
siebie iak podstawy A B , a b , tychże t róykątów; więc 
też i summa wszystkich równoległoboków opisanych 
na tróykącie ABC, tak się mieć będzie do summy 
równoległoboków opisanych na tróykącie abc , iak pod -
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stawa AB, pierwszego tróykąfa , do podstawy ab, d r u -
giego ; to iest przez przypusczenie t iak summa, 
v. tróykąta A B C , i z równoległoboku ABFE , d o t r ó y -
kąta ahc Aże zrobiliśmy pierw zy poprzednik mniey-
szy m od drugiego , więc też i pierwszy następnik być-
by powinien mnieyszy od drugiego ; to iest summa 
wszystkich i óu noległoboków opisanych na tróykącie 
abc , powinna być mnieysza od tróykąta a b c , co ie-
dnak być nie może ; a zatem stosunek podstaw tych 
dwóch tróykąfców , tenże sa\n iest , co. i samych t róy-
kątów. 

Podobnym sposobem można by okazać, że i dru* 
gi tróykąt abc , nie powinien być powiększony aby 
niiał ten sam do tróykąt^ ABC , stosunek , co i ich 
podstawy. 

Przykł. 2. Nieoh troykąty A B C , a b c , wysta-» 
wuią dwóch ostrosłupów przecięcia przechodzące przez 
wierzchołki C , c^ i przez prostopadłe spusczone od 
tych wierzchołków do podstaw ostrosłupów. Niech te 
obudwa ostrosłupy będą iednak iey wysokości. Trze-
ba dowieść, że bryłowa tości tych ostrosłupów, tak się 
maią do siebie , iak ich pods tawy, a to z własności 
graniastosłupów iednakowey wysokości , które także 
w takim iak ich podstawy stosunku są do siebie, 
ęzego się iuż wyżey dowiodło. 

Okaże s ię , w podobny sposób, że opisawszy i 
wpisawszy iednemu z tych ostrosłupów , graniastoslu-
py , równey wszystkie wysokości j różnica wpisanych 
ed opisanych , równać się będzie naywiększemu g ra -
niastosłupowi opisanemu , i że można w to potrafić, 
aby ta różnica mnieysza była mż iakikolwiek grania-
ętosłup naznaczony ; a tem bardziey różnica ostrosłu-
pa od każdey z tyck summ mnieysza będzie , niżeli 
ten graniastosłup* 

Wpisawszy i opisawszy di-ugiemu ostrosłupowi, 
tyle co i pierwszemu graniastosłupów ; summa tych 
wszystkich graniastosłupów opisanych na pićrwszym 
ostrosłupie , tak się mieć będzie do summy opisanych 
na d rug im, iak podstawa pierwszego ostrosłupa, do 
podstawy drugiego. Także i summy graniastosłupów 
Wpisanych , w tyin samyiu stosunku będą , co i pod-
s'asvy dwóch ostrosłupów. 

Gdyby to albowiem być mogło, aby stosunek 
d\voęh tych ostrosłupów nie był rówuy stosunkowi ich 
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podstaw, tedy ieden z tych ostrosłupów, by łby nap*, 
nadto mały na ten stosunek. Przydaymy mu więc tę 
i lość, którą powiększony zachowa len stosunek, i za-
mieńmy tęa ilość na graniastosłup równey z nim pod-
siawy. Temu ostrosłupowi wpiszmy i opiszmy grauia-
stoslupy i iednakiey wysokości , tak iednak małey , aby 
różnica summ graniastosłupów wpisanych od opisanych, 
mnieysza b-vła od różnicy naznaczoney; będzie tern 
ba rdziey różnica summy graniastosłupów opisanych na 
tym ostrosłupie, od tegoż ostrosłupa mnieysza , niżeli 
różnica naznaczona ; a zatem summa tych graniasto-
słupów mnieysza będzie niżeli summa z ostrosłupa i 
z różnicy naznaczoney. 

Na drugim ostrosłupie opiszmy tyl J co i na 
pierwszym graniastosłupów. 

Summa wszystkich graniastosłupów opjsanych na 
pierwszym ostrosłupie, tak się mieć będzie do sum-
my graniastosłupów opisanych na drugim ostrosłupie, 
iak podstawa pierwszego ostrosłupa, do podstawy dru-
g iego , to i e s t : iak summa z pierwszego ostrosłupa , i 
z różnicy iego mniemaney , do drugiego ostrosłupa. 

Aże się pokazało, iż pierwszy poprzednik mniey-
szy iest od drugiego , więc i pierwszy następnik po-
wiuienhy być mnieyszy od drugiego, co iednak bye 
nie może. 

Więc stosunek dwóch tych ostrosłupów, nie r ó -
żni się ód stosunku ich podstaw. 

107. Uwaga. Użyliśmy iuż tego sposobu , mó-
wiąc o kwadrowauiu koła , w części l. Dowiodłszy a l -
bowiem , iż obwody dwóch wielokątów foremnych, 
z jednaką liczbą boków, wpisanych, lub opisanych, 
dwom kołom , tak się do siebie maią , iak tych kół pro-
mienie ; pokazawszy o raz , iż różnica obwodu koła, 
od obwodu wielokąta wpisanego, lub opisanego, mniey-
szą być może od iakieykolwiek ilości naznaczoney , wy-
wiedliśmy ztąd proporcyonalność okręgów koł do ich 
promieni . Dowiedliśmy także równości koła z tróy-
kątem maiącym za wysokość promień iego, a za pod-
stawę okrąg; a ta z podobi^ey własności wielokąta na 
kole opisanego. 

W którymkolwiek z tych przykładów nap. w o-
statnim , koło iest granicą między wielokątami wpisa-
nem i i oprsauemi , do którey każdy z n ich, lem bar-
dziey się zbliża , im więcey boków mu d a m y , tak da-
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lece , ze przyyść można do tego , iż ich obwody ró-
żnić się od siebie będą mnieyszą ilością, niż jakakol-
wiek ilość naznaczona , a tein rnniey ie->cze różnić się 
będą ich obwody od okręgu kota. Wielokąiy podo-
bne na dwóch kolach opisane, zawsze łę maią własność, 
i e ich obwody są proporcyoualne tychże ko{ promie-
niom. Łącząc z sobą te własuości , wypadło z nich, że 
i granice tych wielokątów , to iest ko ła , lęż samę wła-
sność maią ; lubo choćby ie na więcey coraz cząstek 
podzielić (by l eby ich liczba była skończona) nie pi zyy-
dziemy nigdy do tego , abyśmy cale zgubili tę r ó -
żn icę , która zachodzi między wielokątem a kołem, to 
i es t , abyśmy wielokąt cale na koło iemu równe za-
mienili. 

Ten sposób postępowania nazywa się sposobem 
wyczerpania (Melhodus exhaustionis) używanym bar-
dzo często u dawnych , którym się to, i sprawiedli-
wie nie zdawało , ab}' liniie krzywe uważać iak zło-
żone z liczby bardzo wielkiey maleńkich liniy p ro -
stych ; powierzchnie zaś k rzywe , aby uważać iak 
zbiór bardzo wielu powierzchni płaskich małości nad-
zwyczayney: bryły także krzywe, aby uważać iak 
wielościuny ^Polyedra) bardzo wielką liczbę boków 
maiące. 

Po tych , które się tu dały objaśnieniach, obey-» 
dzie się w następujących podaniach , bez powtarzania 
za każdym razem całego ciągu tego sposobu wyczer-
pania. Do^yć będzie okazać , że powierzchnie k rzy-
we i bryły niemi zakończone , o których mamy mó-
wić , zawarte zawsze są między powierzchniami Jub 
b r y ł a m i , o których iuż mówiliśmy, a które mogą się 
różnić od siębie mnieyszą ilością, niż iakakolwiek ilość 
podana. Gdy zaś przyydzie mówić o ścianach bry ł , 
o ich warstach (laminae) i t. d. , tedy rozumiem , że 
przez poprzedzaiące obszerne objaśnienia, dosyć się 
wytłumaczyło, iak dalecy być powinniśmy od uwa-
żania powierzchni krzywych , iakoby złożonych z p ła-
sczyzn, i od uważania brył , iakoby złożonych z powierz-
chni usłanych ieduych nad drugiemi. 
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R O Z D Z I A Ł VII, 

O w a l c a c h . 
N 

108. ;ech będą dwa koła równe nakreślone na 
dwóch płasczyznach równoległych, Przez liniią łączącą 
ich ś rodki , uicch przechodzi iakakolwiek inna pła-
sczyzna. Nieth będą złączone inną liniią końce dwóch 
promieni znayduiących się po iedney stronie linii łą-
czącey środki , i służących za spó ne przecięcia tey pła-
sczyzny z płasczyzuami dwóch k o ł ; niechay ta liniia 
końce dwóch promieni łącząca obraca się równym 
wszystkich iey punktów ruchem, około okręgów t ) ch 
dwóch kół. Powierzchnia krzywa obrotem tym linii 
naznaczona , nazywa się powierzchnią walcową. Bryła 
zakończona temi dwoma kołami , i tą powierzchnią 
zowie się walcem (Cylinder) . Liniia prosta łącząca 
środki tych dwóch k ó ł , nazywa się osią tego walcą 
(axis). Dwa koła , na których się walec kończy , na-
Zywaią się iego podsluwami. Prostopadła spusczbna od 
punktu któregokolwiek iedney z tych podstaw do 
płasczyzny podstawy dugiey , nazywa się wysokością 
walca. Gdy oś walca, albo liniia łącząca środki dwóch 
podstaw iego, prostopadłą iest do płasczyzn podstaw, 
walec zowie się prostym , gdy zaś ta oś iest pochyłą do 
tychże płasczyzn , wtedy walec zowie się ukośnym, 

109. JPniosek. Liniia robiąca obrotem swoim 
powierzchnią walcową, równoległą iest w początko-
wym swoiein położeniu do osi walca (bo ta liniia z o-
sią czyni dwa boki przeciwne w czworokącie tym, 
którego dwoma innemi bokami , są dwa promienie 
kół równe i równoległe). Ze zaś ta liniia zawsze iest 
do pierwszego swego położenia równoległą , więc za-
wsze będzie równoległą do osi. Wzaiemnie , gdy przez 
punkt którykolwiek powierzchni walcowey pociągnie-
my liniią równoległą do osi t ta liniia zmiesza się z li-
niią , która obrotem swoim kreśli powierzchnią walca, 
a przez tenże punkt przechodzi , i cała ta liniia znay-
dować się będzie na powierzchni walcowey. Liniia 
równoległa do osi, a przechodząca przez punkt któ-
rykolwiek powierzchni walcowey, nazywa się bokiem 
walca ; wszystkie zatćm boki walca są równe, a w scze-
gólności równaią się osi, 

110. Twierdz. 1. Przeciąwszy walec plasczyzną 

http://rcin.org.pl



równoległą do podstawy, przecięcie !o będzie kołem. 
Tal. V. Niech będzie CAac , połową przecięcia 
Fig. u walca, od płasczyzny przi chodzące v przez 
oś iego Cc , i niech BD będzie spólnem przecięciem Iey 
płasczyzny , i drugiey równoległey do podstawy. 

Przecięcie walca przez tę drugą płasczyznę bę-
dzie kołem. 

Dowodź. Bok Aa walca iest do osi Cc równo-
leg łym; przecięcia także BI) , CA płasczyzny przecho-
dzącey przez oś , i dwóch płasczyzn równoległych, są 
rów n o ległem i , więc czworokąt ACBD iest lównoJegło-
bokiem , a zatem bok BD równa się bokowi AC. 

Tymże sposobem okazać można równość wszyst-
kich liniy prowadzonych od punktu B , óo każdego 
punktu przecięcia powierzchni walcowey , przez pła-
sczyznę równoległą do podstawy ; a zatem to przecię-
cie iest ko ł em, którego środkiem punkt B ; i wszyst-
kie takie przecięcia są sobie równe , a w sczególności 
równe są podstawie. 

111. Wniosek. Ztąd wynika inny sposób, k tórym 
wystawić sobie można rodzenie się (generatio) iakiego-
kolwiek walca , to ies t przez ruch koła taki , k tórym-
by się to koło w równey zawsze od pierwszego swego 
położenia odległości posuwało, a ieden z punktów ie-
go nie schodził nigdy z linii prostey daney co do iey 
położenia. 

W sczególności zaś walec p ros ty , można uważać 
iakoby zrobiony obrotem równoległoboku' prostoką-
tnego , około iednego z boków iego. 

112. Twierdz* i . Powierzchnia krzywa Tg) walca 
prostego, równa się prostokątowi , któryby miał za pod-
stawę okrąg podstawy walca , a za wysokość bok 
walca. 

Dowodź. W p i s z m y w podstawę walca , i opiszmy 
na niey dwra wielokąty foremne , z równą liczbą boków, 
i na tych wielokątach, iak na podstawach, uważayrny 
iakoby zrobione graniastosłupy prosłp , teyże co i w a -
lec wysokości ; powierzchnie bocznych ścian t \ ch dwóch 
graniastosłupów równe będą prostokąlóm maiącym wy-
sokość walca; podstawy zaś równe obwodom tych wie-

( f ) Powierzchnią krzywą wal«® nagywaniy tę^ w którą nie wcho-
dzą podstawy walca. 
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lokątów , a'zalćm te dwie powierzchnie bocznych ścian 
graniastosłupów , tak się mieć do siebie będą , iak obwo-
dy tychże wielokątów. Tein mniey więc różnić się od 
siebie będą l edwie powierzchnie, im mniey brakować 
będzie lym wielokątom do równości, to iest: im wię-
ksza liczba będzie ich boków; i różnica tych powierz-
chni mnieysza być może, niż iakakolwiek ilość na-
znaczona , a lem bardziey powierzchnia krzywa , mo-
że się mniey iescze różnić od iedney z tamtych po -
wierzchni; więc (podług tego co się powiedziało u spo-
sobie wyczerpania , i w rozdziale XIII. części I ) po -
wierzchnia krzywa walca prostego, równa się prosto-
kątowi maiącemu wysokość tego walca , a podstawę 
równą okręgowi podstawy iego. 

113. Wnioski i . Powierzchnie krzywe walców 
prostych iednakiey wysokości, tak się do siebie maią, 
iak promienie ich pod-taw. 

2. Powierzchnie krzywe walców prostych maią-
cych równe podstawy, są do siebie , iak ich wysokości. 

3. Powierzchnia cała walca prostego , równa się 
prostokątowi maiącemu za podstawę okrąg podstawy 
walca , a za wysokość summę z wysokości walca , i z pro-
mienia podstawy iego, (ponieważ summa z powierz-
chni dwóch podstaw walca, równo iest prostokątowi 
mnącemu za podstawę ok rąg , a za wysokość, promień 
iedney z tych podtlaw). Jest żulem powierzchnia cała 
walca prostego pioporcyonalna prostokątowi , k tóryby 
miał pa boki , promień podstawy walca , i summę z te-
goż promienia i z wv-ok,osci walca ; (<rdyż stosuuek o-
kr ęgu do p oniiecia ,iest ieduoslayny.) 

i ;4. Można okazać, iż wyznaczenie po-
wierzcji ii kc.y.wey walca ukośnego, zawisło od wyzna-
czeniu obwodu przecięcia walca tego , przez płasczy-
znę prostopadłą do iego osi; ale, źo wyznaczenie lego 
obwodu, większey niż początkowey geometryi \viado* 
mości wyciąga , przelo n e może być przez nię wyzna-
czona i powierzf.nuia krzywa walca ukośnego. 

u 5 Tiv>terdz. 3. Dwa walce równe są w b ry ło -
watości , których lak podstawy iako i wysokości są ró-
wne. 

Doa>tyrfz. Wpisawszy i opisawszy podstawom tych 
dwóch walców, wielokąty l o r emne , o ieriuakowey 
liczbie boków, a zrobiwszy n a s t y i h wielokątach, gra-
uiastosłupy rywney a walcami wysokości, mające ścia-
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n y równolegle do osi łych walców; różnica graniastosłu-
pa opisanego na iednym z tych walców , od graniasto-
klopa w tenże walec wpisanego , równać się będzie g ra -
niastoslupowi maiącemu tę samę , co tamte dwa wy-
sokość , a podstawę równą różnicy dwóch ich podstaw. 
A źe różnica tych dwóch podstaw , mniey.-.za być mo-
że , niż iakakolwiek ilość naznaczona; więc też i ró -
żnicę dwóch graniastosłupów, wpisanego i opisanego, 
można uczynić mnieyszą od iakieykolwiek ilości na-
znaczoney , a te;n bardziey różnica iednego z tych 
graniastosłupów , od walca może być mnieyszą uczynio-
na f niż iakakolwiek ilość naznaczona. 

Ze zaś dwa graniaslosłupy podobne , nap. opisa-
ne na tych dwóch walcach są r ówne , więc też i te 
dwa walce są równe , (nodług tego co się powiedziało 
o sposobie wyczerpania!) 

116. Twierdzenie 4. Wa lce z równemi podsta-
w a m i , maią się do siebie, iak ich wysokości. 

1 1 7 . Twierdz. 5. Walce z równą wysokością maią 
się do siebie, iak ich podstawy. 

Dowodzenie tych dwóch twierdzeń to samo iest 
p r awie , co i dowodzenie twierdzenia 5 ; położywszy 
stosunki nierówności podstaw , lub wysokości, na miey-
scu stosunków równości. 

U8- Wnioski. Cokolwiek się powiedziało o po-
równywaniu graniastosłupów maiących podstawy różne-
go gatunku , wszystko to przystosować można do po-
równywania walców z graniastosłupami. Wa lec ró* 
wny naprzykład iest jakiemukolwiek graniaslosłupowi 
maiącemu równą z nim podstawę i wysokość. W a -
lec tak się ma do graniastosłupa teyże co on wy-
sokości, iak podstawa tego walca , do podstawy g ' a -
uiastosłupa, a zatem walec tak się ma do graniasto-
słupa teyże co i on wysokości, a którego podstawa iest 
wielokątem opisanym na podstawie walca , iak pod-
stawa walca , do podstawy graniastosłupa , toiest iak 
okrąg podstawy walca , do obwodu podstawy grania-
stosłupa; nap. walec , którego wysokość równa się śre-
dnicy podstawy iego , tak się ma do sześcianu tey śre-
dnicy , iak okrąg koła do leyże średnicy wziętey 4 
razy . 

Gdy walec równy iest graniastoslupowi w bryłowa-
tości , wysokość i< h będzie w stosunku odwrotnym pod-
staw, i znowu, ieźdi wysokości są w stosunku odwro-
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tnyra podstaw, tedy walec równa się graniastoslupo-
wi. 

Stosunek dwóch walców, może podobnie , iak i 
stosunek graniastosłupów, wyłożonym być w liniiach 
sposobem następuiącym : wyraźmy w liniiach stosu-
nek ich podstaw znalazłszy trzecią proporcyonalną 
do promienia walca pierwszego, i do promienia walca 
drugiego; do wysokości walca pierwszego, do wysoko-
ści drugiego, i do tey trzeciey proporcyonalney szu-
kaymy czwartey proporcyonalney, stosunek promienia 
walca pierwszego, do tey cz war Iey proporcyonalney, 
równy będzie stosunkowi bryłowatości pierwszego wal-
ca , do bryłowatości drugiego. 

Przyktad liczebny. Niech będzie promień podstawy 
drugiego walca trzy razy tak wielki iak promień pod-
stawy pierwszego: wysokość zaś drugiego walca , niech 
będzie cztery razy tak wielka , iak wysokość pierwsze* 
go ; trzecia proporcyonalna do promienia walca pier-
wszego i do promienia walca drugiego , będzie 9 ra-
zy lak wielka, iak promień pierwszego walca : a po-
nieważ wysokość drugiego walca, 4 razy iest tak wiel-
k a , iak wysokość pierwszego; będzie więc czwarta 
proporcyonalna do wysokości pierwszego walca , do 
wysokości drugiego, i do tey trzeciey proporcyonal -
ney , cztery razy tak wielka , iak trzecia proporcyo-
nalna , to iest 36 razy tak wielka , iak pierwszy pro-
m i e ń , a żalem drugi walec zawiera w sobie pierwszy, 
razy 36. Jakoż, gdyby podstawa drugiego walca za-
wierała w sobie razy 9 podstawę pierwszego , a wy-
sokość ich była równa ; tedy drugi walec byłby 9 r a -
zy lak wielki , iak pierwszy : a że nndlo wysokość d r u -
giego walca zawiera w sobie razy 4 wysokość pier-
wszego, będzie więc i z tey miary drugi walec 4 razy 
tak wielki, ink piśrwszy , a z óbudwoch razem tych 
miar będzie 36 razy tak wielki, iak pierwszy. 

Co się zaś lycze miary liczebney iakiego walca, 
ta będzie znaleziona , wyraziwszy naprzód w liczbach, 
powierzchnią iego podstawy (podług tego co się po-
wiedziało o powierzchni koła) , a polem rozmnożyw-
szy tę liczbę przez i nną , oznaczaiącą wysokość walca. 

1 1 9 . Uwaga. Wyznaczenie dokładne tak po-
wierzchni krzywey walca prostego, iako też i całey 
iego powierzchni , to iest dokładne porównywanie tey 
powierzchni z powierzchnią pros lą , nap. z kwadratem, 
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zawi to od skwadrowania koła , a zatem od wypro-
stowania iego. okręgu. Toż mówić i o hryłowatości wal-
ca , czyli o dokładnem porównywaniu tey bryłowato-
£ci z bryłowa tością nap. sześcianu. 

Wyznaczenie wielkości kawałków walca, maią-
cych za podstawy wycinki łub odcinki koła , zawi-
sło także od wyznaczenia walca: ponieważ le kawałki 
lak się maią do walca całego , którego są częściami* 
iak ich podstawy do koła służącego za podstawę temtj 
walcowi ( h ) . 

R O Z D Z I A Ł VIII. 

0 o s t r o k r ę g a c h . 

120. pis. Niech będzie kolo nakreślone na ia-
kićv płasczyznie y i niech od punktu nad tą płasczyzną 
znayduiącego się , wy ciągniona tfniia lub nitka , ohraca 
się około okręg i tego koła, powierzchnia krzywa obro-
tem tym linii lub nit ki naznaczona, nazywa się powierz-
c/lnią ostrokręgu. I3ryła zakończona przez tę powierz-
chnią i koło , około którego nitka się obraca , nazw ie-
m y ostrokręgiem (conus), koło , , na którem ostrokrąg 
s to i , nazwiemy podstawą iego; wierzchołkiem, zaś punkt 
t e n , od którego nitka była wyciągniona. JLiniia od 
tego wierzchołka do środka podstawy prowadzona, 
nazywa się as /ą ostfokręgu , a prostopadła spusczoua 
od wierzchołka do płasczyzny podstawy , nazywa się 
wysokością. Gdy oś iest prostopadłą do płasczyzny 
podstawy ostrokręgu osŁrokrąg nazywa się prostym; 
gdy zaś ta oś nie iest do płasczyzny podstawy prosto-
padłą , ostrokrąę nazywa się ukośnym. 

12r. Wniosek. Poprowadziwszy liniią od wierz-
chołka ostrokręgu do któregokolwiek punktu; okręgu 
podstawy iego, la liniią zmiesza się wtedy z nitką r o -
dzącą obrotem swoim powierzchnią ostrokręgu , gdy 
ta nifka przechodzić będzie przez ten punkt okręgu 

(h) Lubo niektóre części powierzchni watcowey same przez się 
wyznaczyć można ; nic można iednak wyznaczyć ich stosunku 
do całcy powierzchni walca. Toż mówić i o częściach waW 
ę a , których hryłowatości mogą l>yć wyznaczone. Ale ta rzecz 
bardziey iest ciekawa , niż użyteczna ,~dla tego tęz dosyć iest 
Q tein namicuić. 
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podstawy; a zalćm ta liniią cała będzie na powierzchni 
krzywey tego ostrokręgu. 

Liniią poprowadzona od wierzchołka ostrokręgu 
powierzchni iego krzywev » aż do okręgu podstawy, 
nazywa się bokióm ostrokręgu. 

122. Twierdz, i . Gdy płasczyzna przechodząca 
przez wierzchołek ostrokręgu iakiegokolwiek przecina 
g o , przecięcie to iest zawsze trtfykąlem. 

Dowodź. Liniie poprowadzone na tey płasczyznie 
od wierzchołka ostrokręgu , do dwooh punktów okrę-
gu , w których go la płasczyzna przec ina , będą bo-
kami ostrokręgu , i spómem.i powierzchni iego- krzy-
wey z tą piasc/.yzną przecięciami ; a zatem przecięcie 
ostrokręgu przez tę płasczyznę , b idzie tróykątem ma-
iący m za podstawę spólne przecięcie tey płasezyzny 
z płasczyzną podstawy ost rokręgu, a za boki dwie li-
niie poprowadzone <xł wierzchołka do punktów prze-
cięcia okręgu, od płasezyzny przechodzącey przez wierz-
chołek. 

123. Twierdz. 2. Gdy ostrokrąg przecięty iest 
przez płasczyznę równoległą do iego podstawy , prze-
cięcie to iest kołem. 

Niech troykąt ASB wyraża iakiekolwiek Tab. V. 
przecięcie ostrokręgu od płasezyzny, przecho- Fig. 2. 
dzqcey przez iego oś S C ; niech liniią DFE wyraża 
spólne przecięcie tey płasęzyzny i kmey równoległey 
do podstawy. 

Troykąty SCB , SFE są podobne ; więc SC : C B = 
SF : FE. Aże płasczyzna przecinaiąca ostrokrąg równo-
łegle do podstawy , przechodzi przez punkt nierucho-
my F T a przeto trzy pierwsze wyrazy tey proporcyi 
są s ta łe , iakiżkolwiek będzie promień podstawy przez 
k t ó r ą , a razem i przez oś, przechodzi płasczyzna; więcr 
też i czwarty wyraz iest stały. Poprowadziwszy te-
dy liniie od punktu F , do okręgu przecięcia , te li-
niie równe zawsze będą a zatem to przecięcie iest 
kołem , którego punkt F iest środkiem. 

124. J J nioski. Te kół powierzchnie tak się d-o 
siebie matą , iak kwadraty ich p romien i , albo kwa-
draty odległości ich od wierzchołka. (To podanie iest 
wielce przydatne w- Fi/yce.) 

Gdy ostrokrąg ivst prostym , wtedy wszystkie 
płasezyzny równolegle do podstawy, są do osi pro-
MopaJlemi; a ztąd można u-,vażae ostrokrąg proslyv 
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Jakoby zrobiony obrotem troykąta prostokątnego , 
kolo iednego z ramion kąta iego prostego. To ramie 
będzie osią ostrokręgu , drugie naznaczy powierz-
chnią podstawy, przeciwprostokątna zaś naznaczy po-
wierzchnią krzywą ostrokręgu. 

125. Twierdz, przybrane i . Gdy liniia poprowa-
dzona na płasczyznie podstawy ostrokręgu , dotyka się 
tey podstawy , płasczyzna przez tę iiniią i przez bok 
ostrokręgu do punktu dotknięcia r ciągniony przecho-
dząca , wszystkie inne punkta swoie mieć będzie zą 
os t rokręg iem, to iest nic spólnego z ostrokręgiem nie 
będzie miała , oprócz b o k u , przez który przechodzi. 

Tal. V. Niech będzie SCA , przecięcie ostrokrę-
Fig. 3. gu -od płasczyzny pizechodzącey przez oś 

S C , i przez podstawy promień CA. Niech A T , bę-
dzie styczną z tą podslawą, w końcu A , promienia 
C \ płasczyzna przechodząca przez liniie ; SA , A I', 
będzie miała za ostrokręgiem, wszystkie punkta swoie* 
które nie są w linii 5SA. 

Dowodź. Niech płasczyzna iakakolwiek równo-
legła do podstawy, ostrokrąg przec ina , niech ca, 
będzie spólnem przecięciem tey płasczyzny , i d r u -
giey przez oś przachodzącey ; niech iescze at będzie 
przecięciem teyże płasczyzny , i drugiey przechodzą-
ce y przez liniie SA , AT. Liniie ca , at , będą ró-
wnoległe do linii C A , A T ; a zatem kąt cat, bę-
dzie równy kątowi C A T . A że kąt CAT iest prostym, 
więc prostym także będzie i kąt cat; a zatem , oprócz 
punktu a, linii at, każdy inny punkt , leyże linii, bę-
dzie w większey od środka c , odległości, niżeli pro-
mień ca, to iest niżeli odległość punktu na powie-
rzchni os t rokręgu, i oraz na płasczyznie cat, zna \d 
iącęgo s ię , od punktu osi , do teyże płasczyzny na -
leżącego. Każdy tedy inny punkt tey l i n i i a / , oprócz 
punktu a , iest za okręgiem. 

ia6. Opis. O tey płasczyznie mówi s ię , iż się 
dotyka ostrokręgu, która ieduę tylko liniią ma spoi-
ną z powierzchnią krzywą ostrokręgu. 

127. Wniosek, (Spisawszy wielokąt na podsta-
wie os t rokręgu, a przez wierzchołek tego ostrokręgu, 
i przez boki wielokąta przeciągnąwszy płasczyzny; 
ponieważ te boki wielokąta opisanego , służyć b ę d ą 
za podstawy ścian ostrosłupa , wierzchołek zaś iego, 
będzie ten s a m , co i wierzchołek os t rokręgu , więc 
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iciany tego ostrosłupa dotykać się będą powierzchni 
oslrokręgu. O^lro^łup ten nazywa się opisanym na 
ostrokręgu : inny zaś , któryby spoiny z ostrokręgiem 
miał wierzchołek, a za podstawę wielokąt Wpisany 
w podstawę os t rokręgu , nazywałby się w ostrokrąg 
W pisanym. 

twierdz, przybrane a. Maiąc dany ostro-
krąg prosty , uooźua weń wpisać i opisać na nim dwa 
©Birosłupy f o r e m n e , którychby stosunek powierzchni 
ściennych bardziey się zbliżał do stosunku równości* 
niż iakikolwiek naznaczony stosunek nierówności. 

Powierzchnie ścienne łych dwóch ostrosłupów, 
ró vnaią się tróykątom , maiącym za pod tawv o b -
wody podstaw ostrosłupów, a wysokości zaś równe 
wysokościom iedney ze ścian każdego ostrosłupa, a za-
tem tak się do siebie maią te os t ros łupy, iak te dwa 
tróykąty. A ze podstawy tych dwóch tróykąlów tak 
«ię maią do siebie, iak prostopadłe spusczone od ś rod -
ka , do dwóch których kol wiek boków podstaw ostro-
słupa , więc te powierzchnie ścienne, tak się leź do 
siebie mieć będą, iak tróykąty równey ze ścianami 
ostrosłupów wysokości, a maiące za podstawy te pro-
stopadłe; albo iak prostokąty, teyźe ze dwiema temi 
tuóykątami podstawy i wysokości. Ze zaś stosunek 
taki<h dwóch prostokątów, może być bardziey przy-
bliżonym do stosunku równości, niż iakikolwiek dany 
stosunek tiierowności , to się tak dowodzi. 

Niech będzie SCA , przecięcie ostrokrę- Tal. V. 
gn prostego, od płasczyzny przechodzącey Fig. 4. 
przez oś tego ostrokręgu i przez wysokości S A , SB 
d\\o<h ścian ostrosłupów f o r e m n y c h , i maiących za 
podstawy wielokąty z równą liczbą boków, ieden 
z tych ostrosłupów niech będzie opisanym na ostro-
k r ę g u , a drugi weń wpisanym. 

Powierzchnia ścienna ostrosłupa opisanego p r o -
porcyoualna iest z prostokątem CA przez S A , a po-
wierzchnia ścienna ostrosłupa wpisanego proporeyo-
na Ina iest prostokątowi CB , przez SB. Poprowadźmy 
£ D równoległą do SA. Powierzchnia ścienna ostro-
słupa , maiącego za podstawę podstawę ostrosłupa 
wpisanego, a za wysokość liniią Cl) } takby się miała 
do powierzchni ścienney ostrosłupa opisanego, iak 
prostokąt CB X d o prostokąta CA X A S , to iesf 
( d l a podobieństwa tróykąlów SAC , DBC ) iak kwa-
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dra t z GB do kwadratu z CA ; albo iak powierzchnie 
podstaw dwóch oslrostupów. Ażesię dowiodła w roz-
dziale o kwadrowantu kola w części l , że te dwie po-
wierzchnie bardziey mogą być zbliżonemi do stosun-
ku równości , niż iakikolwiek dany stosunek nierówno-
ści , więc też i stosunek powierzchni ściennych , tych 
dwóch ostrosłupów, bliższy może być stosunku równo-
ści , niż iakikolwiek dany stosunek nierówność1. Ze 
zaś powierzchnia ścienna ostrosłupa , którego SC A iest 
przecięciem, mniey się różni od ostrosłupa , którego 
przecięciem iest SCB, niżeli od ostrosłupa , którego 
przecięciem iest DCB ; więc tein bardziey stosunek 
powierzchni ściennych dwóch ostrosłupów , iedne-
go wpi janego, drugiego opisanego, mniey się różnic 
może od stosunku równości, niżeli od tegoż stosunku ró-
żni się iak i kol wiek dany stosunek nierówności. 

129. Twierdz. 3. Powierzchnia krzywa ostro-
kręgu p r o s t e g o , równa się tróy kątowi maujceniu za 
podstawę obwód podstawy ostrokręgu, a za wysokość 
bok ostrokręgu. 

Dowodź. Powierzchnia krzywa ostrokręgu pro-
stego iest granicą między powierzchniami śeienuemi 
ostrosłupów prostych wen wpisanych i na nim opisa-
nych. Aże stosunek takich dwóch powierzchni ostro-
s łupów, może być do stosunku równości bardziey 
p rzyb l i żonym, niżeli iakikolwiek dany stosunek nie-
równości ; więc tein bardziey stosunek powierzchni 
ostrokręgu prostego, do powierzchni iednego z tych 
ostrosłupa, nap* opisanego , mniey się różnić może 
od stosunku równości , niżeli się od tegoż stosunku, 
różni iakikolwiek dany stosunek nierówności. Ze zaś-
powierzchnia ścienna ostrosłupa opisanego , równa się 
tróykątowi maiącemu za wysokość bok ostrokręgu , a 
za podstawę odwód podstawy tego ostrosłupa ; więc 
( podług tego , co się powiedziało o sposobie Wyczer-
pan ia , a w sczególuości w rozdziale o kwadrowaniu 
koła, że powierzchnia koła , równa się tróykątowi m a -
iącemu za podstawę obwód koła , a za wysokość pro-
mień i e g o ) powierzchnia krzywa ostrokręgu proste-
g o , iest równa tróykątowi, któryby miał za podstawę 
obwód podstawy ostrokręgu , a za wysokość bok iego. 

i3o. Wniosek. Powierzchnia k r z y w a ostrokręgu 
prostego , równa się wycinkowi koła, któreby miało 
ea promień bok os t rokręgu, a którego łuk r ó u n y b y 
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był w długości okręgowi podstawy oslrokręgu ę a to 
dla tego , ze powierzchnia tego wycinku, równa się 
także tróykątowi , maiącemu za wysokość bok ostro-
kręgu , a za podstawę łuk tego wycinku, albo okrąg 
podstawy ostokręgu. 

>3i. Dla znalezienia ważności kątowey tego wy-
c ioku , następująca czyni się p ropo rcyą : Jak się ma 
bok os l rokręgu , do promienia podstawy iego, tak się 
ma 36o° do ważności kątGwey, którey szukamy. 

Jakoż , gdyby bok ostrokręgu , był d w a v ' t r z y , 
i I. d. razy większy od promienia podstawy , . tedy 
okrąg cały maiący za promień bok ostrokręgu, byłby 
dwa , trzy i t. d. razy większy od okręgu podstawy; 
a zatem łuk pierwszego k o ł a , któryby się równało* 
kręgowi podstawy , byłby połową , trzecią częścią i t. d. 
okręgu , do którego należy. 

»52, Opis. Niech będzie ostrokrąg przecięły 
płasczyzną równoległą do podstawy iego, bryła zakon* 
czona z jeduey strony podstawą ostrokręgu , a z d ru -
giey tśm przecięciem , nazywa się ostrokręgiem ścię-
tym Q Conus I runcatus) . 

133. Twierdz. 4. Powierzchnia krzywa ost rokrę-
gu prostego ściętego , równa się prostokątowi maiące-
mu za wysokość , bok tego ostrokręgu ściętego , a za 
podstawę liniią równą okręgowi koła takiego, którego 
promieniem byłaby połowa summy promieni do dwóch 
podstaw ostrokręgu tegoż ściętego należących ; to iest 
średnia różnicowo proporcyonałna między dwoma te-
mi promieniami. 

Niech tróykąt SĆA , wyraża połowę Tab. V 
przecięcia ostrokręgu prostego, od płasczyzny Fig. 5. 
przechodzące}' przez oś iego. Niech tenże ostrokrąg 
będzie iescze przecięty płasczyzną równoległą do pod-
stawy , a spólnem tey płasczyzny ż pierwszą przecię-
ciem , niech będzie ca. Przecięcie CAac , oznaczy 
przecięcie oslrokręgu ściętego. Pociągniymy liniią AB, 
prostopadłą do boku SA, i równą okręgowi koła, k tó-
rego promieniem iest CA. Tróykąt SAB, będzie ró -
wny powierzchni krzywey ostrokręgu całego : pop ro -
wadźmy iescze l in i ią ,ab, równoległą do A B , i spo-
tykaiącą w punkcie 6 , liniią SB. Ta liniią ab , bę-
dzie też równa okręgowi koła , którego promieniem 
iest ca, a tróykąt Sab , równać się będzie powie-
rzchni krzywey ostrokręgu $ac ; będzie zatem czwos 
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rofcąt ABba, równy powierzchni krzywey ostrokręgu 
ściętego caCA. 

Podzielmy teraz liniią A a , na dwie części równe 
W punkcie E , i poprowadźmy E F równoległą do 
AB# 

T a liniią E F , będzie równa okręgowi kola, któ-
rego promień równałby się linii ED , to iest średniey 
różnicowo proporcyouainey między promieniami , CA, 
i ca dwóch podstaw ostrokręgu ściętego ; a przeto po-
wierzchnia czworokąla Aliba , równa się prostokątowi 
A H G a , maiącemu za wysokość buk A a , ostrokręgu 
ściętego, a za podstawę liniią EF równą okręgowi 
średnie różnicowo proporcyonalnernu, między okrę-
gami dwóch podstaw tegoż ostrokręgu. 

i34. Uwaga i . Wyrażen ie nustępuiące powie-
rzchni krzywey ostrokręgu prostego , czyli to całego, 
czyli też ściętego , posłuży nam , gdy mówić będzie-
m y o powierzchni kuli ( Sphaera ). 

Od środku E , linii A a , wyciągniymy liniią E l 
prostopadłą do Aa , spotykaiąCą oś SC w punkcie I. 
Poprowadźmy i drugą liniią aL , równoległą do SC, 
a pi o topadfą do AC. 

S unnia kątów I E D , DEa , ró wna się kątowi pro-
filem u ; tak iako i summa kątów A a L , L E i ; więc 
te dwie summy są sobie równe ; a zatem kąt IED, 
równa się kątowi AaL . Są tedy podobne dwa t roy-
kąty prostokątne I E D , A a L , a żalem boki ich bę-
dą proporcyonalne ; więc , J E : E f ) = A a : aL , ( a l b o 
Cc ) a ztąd i okręgi , maiące za promienie , liniie IE, 
E D , są też do s iebie , iak liniie A a , C c ; a zatem 
prostokąt z linii Cc, przez o k r ą g , którego liniią 1F, 
byłaby promieniem , równałby się prostokątowi z li-
nii Aa , przez o k r ą g , k lóryby miał za promień li-
niią ED. Aże ten drugi prostokąt równy iest powie-
rzchni krzywey ostrokręgu ściętego ; więc też i pier-
wszy byłby równy teyże ostrokręgu ściętego powie-
rzchni . Jest tedy powierzchnia krzywa ostrokręgu 
ściętego, równa prostokątowi maiącemu wysokość 
równą wysokości ostrokręgu ściętego , a podstawę równą 
okręgowi takiego koła, którego promieniem byłaby pro-
stopadła , od środka boku ostrokręgu ściętego w y c i ę -
gniona , aż do iego osi , która to prostopadła iest 
czwartą wielorazowo proporcyonalną do wysokości o -
trokręgu ściętego , do iego boku , i do średnicy ró-
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znicowo proporcyonalney między dwoma promienia-
mi : co wszystko łatwo przystosować można i do o-
strokręgu całego. 

i53. Uwaga a. Wyznaczenie więc dokładne po-
wierzchni oslrokręgu , lub iey części , zawisło od wy-
prostowania okręgu koła. 

Co się tycze ostrokręgu ukośnego , iescze ciężey 
iest wyznaczyć powierzchnią iego krzywą niżeli' walca 
ukośnego ; to zaś pochodzi z nierówności iego boków, 
a zatem z nierówności ścian ostrosłupów z podstawa-
mi foremnemi , opisany ch lub opisać się mogących na 
tym ostrokręgu. 

t36. Twierdz: przybrane. Beyłowatości dwóch 
ostrosłupów z podstawami foremnemi , iednego wpi-
sanego w os t rokrąg , a drugiego na nim opisanego, 
różnica może być mnieysza, niż iakakolwiek ilość na-
naznaczona, to i e s t : stosunek ich brylowatości, m o -
że bardziey być przybliżonym do stosunku równości, 
niż iakikolwiek dany stosunek nierówności. 

J}jwodz. Bóżnica tych dwóch ostrosłupów, ró-
wna się ostrosłupowi teyż^,co one wysokości, a któ-
rego podstawa byłaby równa różnicy ich podstaw. 
Aże slosuuek tych podstaw , może być bardziey przy-
bliżonym do stosunku równości , niż dany iakikolwiek 
inny stosunek nierówności \ więc Feż i stosunek tych 
dwóch ostrosłupów, może się zbliżyć do stosunku 
równości bardziey , niż inny dany iakikolwiek stosunek 
nierówności. Zamieniwszy różnicę dwóch ostrosłupów 
na trzeci ostrosłup teyże , co one wysokości , można 
będzie wpisać i opisać podstawie ostrokręgu dwa wie-
lokąty , z równą liczbą boków, takie, klórychby różni-
ca mnieysza była od podstawy tego trzeciego ostrosłupa, 
a tera bardziey ieden z ostrosłupów wystawionych na 
tych wielokątach, równey z ostrokręgiem wysokości, 
mniey się różnić będzie od osl rokręgu, niż iakąkol-
wiek ilością naznaczoną. 

137. Twierdz. 5. Brytowatość iakiegokolwiek 
oslrokręgu , iest trzecią częścią bryłowaćości walca 
równey z ostrokręgiem podstawy i wysokości. 

Dowodź, Ostrosłupy i graniaslosłupy iednoi-
mienne (e iusdetn nomin i s ) wpisane, lub opisane, 
pierwsze na ostrokręgu a drugie na walcu , iednakiey 
z niemi wysokości , są trzecią częścią pierwsze wzglę-
dem drugich. Aże le ostrosłupy i grauiastosłupy m o -
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gą się różnic pierwsze od ostrokręgu , drugie od wal-
ca , na którym są nap. opisane , inniey niż jakakol-
wiek daną ilością; więc ( p o d ł u g tego, co się powie-
działo o sposobie wyczerpania) ostrokrąg iest też trze-
cią częścią walca. 

i38. Wniosek. Cokolwiek mówiliśmy o poró-
wnywaniu walców, zawisłem od ich wysokości i pod-r 
staw , można to wszystko i do ostrokręgów przysto-
sować , które trzecią ich są częścią , podobnie iako-
śmy to ,co się mówiło o porównywaniu graniastosłupów* 
do ostrosłupów przystosowali. 1 taks 

1. Ostrokręgi , których podstawy są równe, ma-
ią się do siebie , iak ich wysokości. 

2. Ostrokręgi , których wysokości są równe, ma* 
ią się do siebie iak ich podstawy. 

3. Ostrokręgi , których bryłowatości są równe,, 
maią podstawy w stosunku odwrotnym ich wysoko-
ści. 

4. Ost rokręgi , których podstawy maią się do, 
siebie w stosunku odwrotnym ich wysokości,, są ró-
wne. 

5. Stosunek dwóch ostrokręgów w liniiach wyra-, 
ż o n y , tak się znayduie : zamienia się stosunek pod-
stawy iednego, do podstawy drugiego na stosunek 
linii / ło linii ; znayduiąc trzecią wielorazowo propor--
cyonalrią do promienia podstawy pierwszego ostrokrę-
gu , i do promienia podstawy drugiego. Zamienia się 
także stosunek wysokości pierwszego ostrokręgu , do 
wysokości drugiego, na stosunek trzeciey proporcy-
onalney znalezioney do czwartey. Stosunek promfenia 
podstawy pierwszego ostrokręgu, do tey czwartey 
proporcyonalney , równy będzie stosunkowi pierwszego 
ostrokręgu do drugiego. 

6. Wyrażenie liczebne bryłowatości ostrokręgu^ 
znayduiemy, mnożąc liczbę oznaczaiącą wielkość po-, 
wierzchni podstawy iego, przez liczbę oznaczaiącą 
wielkość wysokości , a potem tey liczby rozmnożoney 
biorąc część trzecią. 

Wyznaczenie tedy dokładne bryłowatości ostro-
kręgu , zawisło od wyznaczenia dokładnego iego pod-
stawy , a zatem od wyprostowania okręgu koła. 

Bryłowatość ostrokręgu , równa się bryłowatości 
jakiegokolwiek ostrosłupa, równey z ostrokręgiem wy-
sokości i podstawy. 
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J39- Twierdz. 6. Bryłowatość oslrokręgu pro-
stego , równa się hryłowatości ostrokręgu innego , któ-
rego powierzchnia podstawy byłaby równa powierz-
chni całey ostrokręgu prostego; a wysokość, równa 
promieniowi koła wpisanego w tróykąt równoramien-
ny, wyraiaiący przecięcie ostrokręgu prostego od p ła-
sczyzny , przez oś iego przechodzącey. 

Niech będzie ASB przecięcie ostrokręgu prostego, 
od płasczyzny przez oś iego przechodzącey. 

Niech będzie SC prostopadłą do A B , Tab. V. 
wysokością , czyli osią tego ostrokręgu. Po- Fią. 6. 
dzielmy ieden z kątów przy podstawie AB , nap. kąt 
A , na dwie równe części , przez liniią AU , i p r o -
wadźmy ią aż do punktu D , prostopadłey S C ; od 
tegoż punktu D , niech idzie prostopadła DE do SA. 
Liniie równe D C , D E , będą promieniami koła wpi-
sanego w tróykąt przechodzący przez oś ostrokręgu. 

Powierzchnia podstawy ostrokręgu , tak się ma 
do iego powierzchni k rzywey , iak AC do AS ; a za-
tem powierzchnia podstawy, ta,k się mieć będzie do 
całey powierzchni oslrokręgu , iak A C do A C \ AS, 
albo iak AC2 do AC (AĆ)(AS) ; więc powierzchnia 
cała ostrokręgu równa się kołu, maiącemu za promień 
średnią wielorazowo proporcyonalną między promie-
niem AC podstawy os l rokręgu; i summą z tego p r o -
mienia i z boku ostrokręgu. Ażo liniią A D , dzieli 
kąt CAS na dwie równe części; więc AS: A C = S ' D ' ł 
C D , i AS X A C : A C ^ S D Y C D : C D ; a nakoniec 
( AS)( AC ) AC : A G - = S C : CD. 

W i ę c ostrokrąg maiący za promień podstawy 
średnią wielorazowo proporcyonalną między AC i 
(ACXAS) a za wysokość liniią C D , miałby powierz-
chnią swoię , do powierzchni ostrokręgu podanego* 
wfstosunku odwrotnym wysokości; a żalem le dwa 
ostrokręgi byłyby równe. Ze zaś podstawa pierwsze-
go ostrokręgu iest równa całey powierzchni ostrokrę-
gu podanego; więc bryłowatość ostrokręgu prostego, 
równa się hryłowatości oslrokręgu innego , maiącego, 
podstawę równą całey pras leg o ostrokręgu powierzchni, 
a wysokość równą promieniowi koła wpisanego w tróy-
k ą t , który iest przecięciem tego oslrokręgu od pła-
sczyzny przechod/ącey przez oś iego. 
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R O Z D Z I A Ł IX. 

O Kuli. 

i4o. ^ - ^ p i s : Niechby półkole obracało się oko* 
ło swoiey średnicy. Okrąg iego przebiegnie tym swo-
im obrotem powierzchnią krzywą , którą nazwiemy 
powierzchnią kulistą (superficies sphaerica); całe zaś 
półkole obiegnie mieysce tą powierzchnią krzywą za-
kończone , które się nazywa kulą (sphaera ałbo glo-
bus ) . 

Podczas tego obrotu , każdy punkt okręgu pół-
kola i w jednakowey zawsze byłby od iednego środka 
odległości; a zatem i każdy punkt powierzchni ku-
listey , w jednakowey też będzie odległości od tego 
środka. 

Kula więc iest bryłą zakończoną przez powierz-
chnią k rzywą , którey wszystkie punkta iednakowo 
są odległe od pewnego punktu nazwanego środkiejUt, 

Odległość środka od punktu któregokolwiek po-
wierzchni kul i , nazywa się promieniem. Liniia ka-
żda przechodząca przez środek ku l i , a po obudwoch 
stronach kończąca się na iey powierzchni, nazywa się 
średnicą, i dwa razy iest większą od promienia. T a 
zaś ś redn ica , około którey ohracaiąc się półkole zro-
biło kulę , nazywa się osią kuli. 

Gdybyśmy przecięli kulę płasczyzną przecho-
dzącą przez iey środek , wszystkie punk La przecięcia 
powierzchni kulisley , przez tę płasczyznę , by ły -
by iednakowo odlegle od środka kuli , który na tein-
że iest przecięciu. 

W i ę c takie przecięcie iest kołem , maiącem za 
promień , promień kuli. 

Przecięcie kuli od płasczyzny , która przez iey 
środek przechodzi , nazywa się wielkiem kołem kuli. 

Dwa takie koła przecina.ą się , iednó z drugiem 
na dwie części równe. 

Jakoż spólne ich przecięcie przechodzi przez 
środek ku l i , a zatem i przez środek tak iednego, iak 
i drugiego ko ta ; więc iest średnicą obudwoch, Aże 
średnica przecina koło na dwie równe części, więc i 
dwa koła wielkie kuli przecinaią się na dwie części 
równe. 

http://rcin.org.pl



Gdyby kula przecięła była plasczyzną nreprzecho-
dzącą przez iey środek , ale prostopadłą do Obi i ey 
ob ro tu , przecięcie to kuli byłoby kołem od spó l n e-
go przecięcia tey płasezyzny z plasczyzną półkola, 
nakreślonem, pod czas obrotu tegoż połkola tworzą-
cego kulę 

Ze zaś można sobie wystawić w myśli kulę da -
n ą , iakoby utworzoną przez obrot kióregokolwiek 
półkola wielkiego, około iego ś rednicy , i kula z tego 
obrotu powstała iednakowey zawsze iest wielkości ; 
więc gdziekolwiek przetniemy kulę pła^czyzną , wszę-
dzie przecięcie iey będzie ko łem, ponieważ można 
wziąć za oś kuli tę iey ś rednicę , która do tey pła-
sezyzny iest prostopadłą. 

Przecięcie kuli od płasezyzny nieprzechodzącey 
przez iey środek , nazywa się matem kotem. 

Gdy przez koniec promienia kuli przechodzi p ła-
sczyzna prostopadła do tego promienia , wszystkie i n -
ne p u n k a tey płasezyzny będą za kulą. 

Jakoż odległość któregokolwiek innego punktu Iey 
płasezyzny, od środka kuli, iest przeciwprostokątną tróy-
kąta prostokątnego, który ma promień za iedno ramie 
kąta prostego,a za drugie odległość lego punktu do końca 
projnifnia . Wszystkie tedy inne punkla tey płasezyzny 
są od środka odległe większą ilością , niżeli iest p r o -
mień , a żalem są za kulą. 

O płasczyznie , niemaiącey ani mieć mogącey 
więcey nad ieden punkt spólny z kulą, mówi się , iż 
się kuli dolyka. Ta zaś płasczyzna powinna być 
proslopadłą do promienia , poprowadzonego do pun -
ktu dotknięcia. 

Przez punkt dotknięcia pociągnąwszy na tey pła-
sczyznie iakąkolwiek liniią p ros tą , ta będzie prosto-
padłą do tego promienia , który do punktu dotknię-
cia byłby poprowadzony; a za łem liniią ta będzie 
styczną z tein kolein , któreby było przecięciem ku-
li od płasezyzny przechodzącey przez tę liniią, i 
przez ten promień. 

Jakośmy się zatrudniali wyżey około walców i 
ostrokręgów prostych , tak leraz zatrudniać się będzie-
my około powierzchni i bryłowatości ku l i , i iey czę-
ści różnych. 

Twierdz: przybrane. Niech będzie łuk fco-
ła , przez którego punkt średni poprowadziliśmy sty-
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taną , aż do iey zeyścia się z obudwoeh stron , z pro* 
mieniami przez końce tego łuku przeciągnionemi. 

Tak iednę, iak i drugą połowę tego ł u k u , po -
dzielmy na dwie części równe, i przez punkta podzia-
łu poprowadźmy znowu dwie slyczne aż do ich zey-
ścia się z promieniami, przeciągnionemi przez końce 
tych połów. 4 

Część promienia przeciągnionego , Zawarta mię-
dzy okręgiem i pierwszą s tyczną, więce}' niż dv*a 
razy większa iest od części zawartey między okręgiem 
i iedną z drugich dwóch stycznych. 
Tab.VI. Niech będzie ADB łuk ko ła , przez 
Fig- i. którego punkt średni D , poprowadzona iest 
styczna spotykaiąca w pimk'ach E i e ; promienie 
CB , CA , przedłużone. Przez średnie punkta F i fy 
łuków B D , A D , poprowadźmy slyczne G H , Gh, 
które spotykają w punktach G , i ł , h , promienie 
przechodzące przez końce łuków B D , AD. 

Trzeba dowieść, iż liniia B E , więcey niż dwa 
razy iest większa od linii BH. 

Niech liniia C F , spotyka w punkcie L , liniią 
Ee ; tróykąty ,CDL i CFG mogą przystać do siebie, 
więc liniie D G , albo BH i F L , są równe. 

Poprowadźmy cięciwę BD, którą liniia CL, spo-
tyka w punkcie l , i E M równoległą CL. 

Tróykąty prostokątne: BDM , J D L , są do siebie 
podobne: a że Bl) dwa razy iesl większa od D I , więc teź 
i B M , dwa razy większa będzie od J L ; a żalem BM, 
więcey niż dwa razy większa iest od FL , albo BH« 
Ze zaś w tróykącie E B M , kąt M , iest rozwar ty , a 
przeto liniia BE , większa od linii BM ; więc tćm 
bardziey liniia B E , więcey niż dwa razy większa iest 
od linii BH. 

I42. Wniosek* li Niech będzie promień CN, 
prostopadły do promienia CA. Od punktów E, II , B, 
spuśćmy prostopadłe E O , H P , BQ do promienia 
CN ; stosunek liniy E B , HB , równy będzie stosun-
kowi liniy O Q , PQ. Aże EB więcey niż dwa razy 
iest większa od B H , więc i OQ więcey niź dwa ra -
zy większa też będzie od PQ. 

i45. H niosek 2. Gdy daley dzielić będziemy łuk 
A B , na części równe 4 , 8 , 16, , i t. d. , i przez 
punkta średnie podziałów, pociągniemy styczne, aż 
do ich zeyścia się z promieniami przechodzącemu przez 
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końce każdego w sczególności podziału ; gdy nadto, 
od punktu , w któl*ym ostatnia styczna spotyka p r o -
mień przedłużony C E , spuścimy prostopadłą E O , na 
promień C N ; różnica między odległością spodku O 
Iey pros topadłey , od środka C , i odległością od te-
goż środka C , spodku Q , prostopadłey BQ , z koń-
cu B, łuku AB, spusczoney i ta mówię różnica zmniey-
sza się więCey niż połową za każdym następującym 
podziałem , a zatem może się oaostatek stać inniey-
szą od iakieykolwiek ilości naznaczouey. 

i44. Twierdz, i . Niech będzie łuk koła , mniey-
szy od czwartey części okręgu iego , i niech ten łuk 
obraca się około promienia prostopadłego do drugie-
go promienia , który przechodzi przez ieden koniec 
tego łuku. Z drugiego iego końca spuśćmy prostopa-
dłą na piefwsży promień , to iest na oś obrotu łuku . 

Część powierżchni kuli utworzona tym około 
osi obrotem łuku , równa się prostokątowi , maiącemu 
za podstawę liniią równą całemu okręgowi, którego 
ten łuk iest Częścią ; a za wysokość liniią równą od-
ległości śfodka , od spodku prostopadłey spusczoney 
na oś obrotu i powierzchnia zaś Cała kuli cztery razy 
iest większa, niżeli powierzchnia wielkiego koła , tey-
że kuli . 

Niech będzie łuk ADB ; niech promień Tab.VL 
CN i będzie prostopadłym do promienia CA, i 
przechodzącego przez ieden koniec lego łuku. 

Poprowadźmy B Q , prostopadłą do CN. Niech 
koła czwarta część ABN , obraca się około promienia 
CN , iak około osi sWoiey* Powierzchnia krzywa, 
obrotem łuku AB naznaczona , równA się prostokąto-
wi , któryby miał za wysokość liniią CQ , a za pod-
stawę liniią równą okręgowi , którego CA iest pro-
mieniem. 

Dowodź. Nieśli styczna E e , przechodzi przez 
średni punkt D , łuku A B , i niech spotyka w pun -
ktach E i e , promienie przechodzące prżeż dwa koń* 
ce tego łuku. 

Dzielmy daley łuk A B , ha części równe : 4 ,8 , 
16, 3 a i t. d. , a od punkta , w którym ostatnia spo-
tyka promień CB , przy ka^dynl nasiępuiącym podzia-
le , spusczaymy prostopadłą na promień CN. Bóżni-
ca między odległością środka , od Spodka tey prosto-
padłey , a liniią CQ , z/imieyszać się będzie więcey n i i 
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połową, za-każdym następnym podz i a ł em; więc ró -
żnica t a , może się naostatek siać mnieyszą, niż iaka-
kolwiek ilość naznaczona. 

Podczas obrotu łuku AB około linii C N , każda 
styczna kreśli powierzchnią krzywą ostrokręgu ścię-
tego , równaiącą się prostokątowi maiącemu za podsta-
wę liniią równą okręgowi , klórego promieniem iest 
CN , a za wysokość odległość dwóch prostopadłych 
spusczonych na oś od końców tey styczney ; a zatem 
summa powierzchni k rzywych , zrobionych od wszy-
stkich tych s tycznych, równa się prostokątowi , raa-
iącemu tę sarnę podstawę, a wysokość równą summie 
wszystkich tych wysokości , to iest równą odległości 
śiodka od spodku prostopadłey, spusczoney na oś 
z punktu t ego , gdzie ostatnia styczna spotyka pro-
mień CB. Może tedy różnica summy powierzchni 
krzywych ostrokręgu zrobionych obrotem wszystkich 
s tycznych, mnieysza być od prostokąta z laką iak się 
wyżey powiedziało podstawą, a z wysokością CQ, ni-
żeli iakakolwiek ilość naznaczona. Summa zaś tych 
wszystkich powierzchni k rzywych , większa iest zaw-
sze od powierzchni 'u tworzoney obrotem J u k u AB ; 
więc ( p o d ł u g tego , co s :ę powiedziało o sposobie 
wyczerpania , i w Rozdziale o kwadrowaniu koła") 
powierzchnia krzywa utworzona obrotem łuku A B , 
równa się prostokątowi, maiącemu za podstawę okrąg, 
którego promieniem iest C A , a za wysokość odle-
głość CQ , środka C, od spodku Q, profctopadłey spu-
sczoney na oś z końca B , tego łuku. 

Mówiąc w sczególności; powierzchnia półkuli 
( Hemispherium ) utworzoney obrotem czwartey części 
koła A B N , równa się prostokątowi maiącemu za 
podstawę okrąg , którego CA iest p romien i em, a za 
wysokość , p romień CN. 

A zatem powierzchnia krzywa , utworzona obro-
tem łuku B N , równa się prostokątowi maiącemu wy-
sokość N Q , a podstawę równą okręgowi wielkiego ko-
ła kuli. 

Powierzchnia także caj[ey kuli , równa się p ro -
stokątowi maiącemu za wysokość średnicę kuli , a za 
podstawę okrąg wielkiego iey koła. A że powierz-
chnia wielkiego koła równa się prostokątowi maiącemu 
za wysokość połowę promienia , albo czwartą część 
ś rednicy , a okrąg tego koła za podstawę. 
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W i ę c powierzchnia kuli cztery razy iest więk-
sza od powierzchni wielkiego iey k o ł a , którego pro-
mień równa się średnicy kuli. 

145. Jdzie za t em, że powierzchnia ku l i , tak się 
ma do powierzchni kwadratu iey średnicy, iak po-
wierzchnia kola iakiegokolwiek, cztery razy wzięta, do 
kwadratu średnicy tegoż koła. A że powierzchnia 
koła , iest do powierzchni kwadratu średnicy i^go , iak 
okrąg koła do iey średnicy cztery razy większey (ia-
ko się w rozdziale XIII części I dowiodło*, ; więc 
powierzchnia kuli tak się ma do powierzchni kwa-
dratu iey ś rednicy , iak cztćry razy okrąg koła , do 
średnicy iego cztery też razy wziętey, to iest iak 
okrąg koła do swoiey średnicy. W i ę c wyznaczenie 
dokładne powierzchni kuli , zawisło od skwadrowania 
k o ł a , i od wyprostowania okręgu iego. 

146. Powierzchnia cała kuli , tak się ma do po-
wierzchni nakreśloney obrotem łuku NB , iak się ma 
średnica k u l i , do linii N Q , albo iak kwadrat tey 
ś rednicy , do prostokąta z linii N Q i ze ś redn icy ; al-
bo nakoniec, iak kwadrat średnicy do kwadratu linii 
N B : a zatem , iak koło , k tóreby miało za promień 
tę średnicę do koła , któreby miało za promień li-
niią NB ; a że powierzchnia kuli równa się powierz-
chni pierwszego ko ł a , więc powierzchnia nakreślona 
obrotem łuku N B , równa się powierzchni drugiego 
koła. 

Niech będzie N B F A , półkole tworzące Tab VI. 
obrotem swoim k u l ę ; niech będzie N E D A Fig. a. 
prostokąt, którego podstawą iest średnica tego półkola, 
a wysokością promień iego. Podczas obrotu półkola, 
ten prostokąt utworzy walec prosty , którego powierz-
chnia krzywa zrobiona przez obrot linii E D , równać 
się będzie prostokątowi maiącemu za wysokość średni-
cę D E , albo A N , a za podstawę okrąg podstawy tego 
walca , a zatem ta powierzchnia krzywa , równa się 
powierzchni kuli. 

147. Podobnie się okaże, iż poprowadziwszy li-
niią Q B P , prostopadłą do osi, powierzchnia k r zy -
wa należąca do walca, a zrobiona przez obrot linii 
E P , równa iest powierzchni należącey do kul i , a z ro -
bioney przez obrot łuku NB. 

148. Wa lec utworzony obrotem prostokąta A D E N , 
miałby wysokość równą srrednicy podstawy swoiey ; do-
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tykałby się w punktach Ą i N kuli, u tworzoney obro-i. 
tera półkoła AFBN ; dotykałby się iey także w o--
kręgu , którego promieniem byłby promień CF kuli... 

O takim walcu mówi s ię , iż iest na kuli opisa-
n y . Nazywa się* on także i walcem Archjmedesa% 
©d nazwiska tego Matematyka , kt«%y pierwszy zna-
lazł równość powierzchni kuli z powierzchnią krzywą 
tego walca , iako. też i stosunek ich bryłowatości. 

149. Powierzchnia iedney ze dwóch podstaw tego, 
wa lca , równa się prostokątowi z okręgu tey podstawy* 
i z połowy iey p r o m i e n i a ; a zalęm powierzchnia o -
b u dwóch razem tych podstaw równa się prostokątowi 
z okręgu iedney podstawy i z jey promienia. A że po-r. 
wierzchnia krzywa walca, równa iest prostokątowi z o-
k r ę g u podstawy iego , i ze średnicy teyże podstawy^ 
albo z promienia dwa razy wziętego ; więc powierz-
chnia cała walca , równa iest prostokątowi z okręgu ie-
go p o d s t a w y , i z promienia t rzy razy wziętego; a za-
t e m powierzchnia krzywa tego walca iest % powierzchni 
iego ca łey ; a przeto i powierzchnia kuli iest też f po-
wierzchni całey walca na niey opisanego. 

i5o. TJwagcit T o , co się dot^d powiedziało r t rze-
ba przystosować do niektórych przykładów liczebnych, 
podobnych następuiącemu. 

Prz\kł. Jakaż iest wielkość powierzchni ziemi 
W milach kwadratowych n iemieck ich , I;achuiąc na 
stopień mi i i 5 ? 

Niech będą dwa koła wielkie z i e m i , iedno p r o -
stopadłe dtx drugiego. Pod.zielmy okrąg iednego z tych 
k ó ł , nap. co dziesięć, albo co pięć s topn iów, i przez, 
punk ta podziału niech przechodzą płasczyzny równo-, 
ległe do koła drugiego. Trzeba znalęść wielkość po-
wierzchni zawartych między dwiema nąybliższemi od; 
siebie podstawami. 

W sczególności zaś , ieżeli uczniowie maią wia-
domość początkową geografi i , mogą wyrachować dwie 
powierzchnie zawarte między ko łami , z których ie-
dno odległe iest od równika ( aequa to r ) na 2 3 ° i , a 
drugie od biegunie ( po lu s ) także na 23°^. 
Tab.yi. Niech będzie CF p romieniem iednego koła 
Fig. 2. wielkiego; niech N B T wyraża czwartą część 
drugiego koła tło niego prostopadłego ; niech BQ , bq, 
będą przecięciami tego koła prostopadłego i dwóch 
płasczyzn równoległych do koła pierwszego. 
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Powierzchnia krzywa p ó ł k u l i , tak się ma do po-
wierzchni części zawartey między płasczyznami CF i 
JBQ , iak się ma promień ku l i , do linii CQ , klóra iesl 
w sławą łuku EF. Podobnie i powierzchnia krzywa 
półkuli ,, tak się ma do powierzchni części zawartey 
między piasczyznami CF i bq ; iak wstawa ca ła , czyli 
p romień do "wstawy łuku bF , to iest do linii Gq. 
Można więc wyrachować te części powierzchni półkuli, 
a zatem i ich różnicę , to iest 5 część powierzchni za-
wartey między piasczyznami BQ i bq. 

Twierdz. 2. Bryłowatość kuli równa się -f 
bryłowatości walca na tey kuli opisanego. 

Niech będzie ACBMA czwarta część ko- Tab.VI, 
Ja , tworząca półkulę obrotem swoim około Fig-
promienia CB. Niech będzie CA BD kwadrat opisany 
na tey czwartey części koła. Ten kwadrat obracaiąc się 
około CB , utworzy walec opisany na półkuli , który 
będzie połową walca opisanego na całey kuli. t r z e -
ba dowieść, iż pó łku la , utworzona obrotem czwartey 
części kała ĄMBC, równa się f walca utworzonego o -
brotem kwadratu ACBD. 

Poprowadźmy prz ekątną C D ; tróykąt BCD u -
tworzy os t rokrąg , którego podstawa wykreślona bę-
dzie promieniem BD , a za wysokość tego ostrokręgu 
będzie B C ; to iesl będzie ten ostrokrąg równey z wal-
cem podstawy i wysokości. 

Od dwóch którychkolwiek punktów nap. P i p 
osi CB wyciągniymy prostopadłe do niey l ini ie: PQ> 
pq ; te przetną okrąg w M i m , a liniią CD w L i 
l , nakreślmy nadlo l ini ie: M N , m n , L O , b , ró-
wnoległe do osi. Kwadrat promienia C M , równa 
się summie kwadratów z PM i CP : a że liniia PQ ró^ 
\vna iest promieniowi , ( tak iako B D , CA i CB są 
r ó w n e ) i CP równa P L ; więc kwadrat z Pq równa 
się summie kwadratów z PM i z P L . 

zaś walce utworzone obrotem prostokątów 
, P N , P O , maiących iednakie wysokości, są do 

siebie iak ich podstawy, albo iak kwadraty promieni 
tychże podstaw ; więc pierwszy z tych walców będzie 
równy summie dwocb innych. Podobnym sposobem 
okazać można,, że walec Pq równa się summie wal-
ęów utworzonych obrotem prostokątów P#v? i P'-

Takowe dowodzenie ma mieysce chociaż nie od 
punktów P i p , ale od klórychkol.wiek innych będ% 
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wywiedzione prostopadłe do osi CB ; a zatem podzie-
liwszy oś na iakąkolwiek liczbę części równych , a od 
każdego punktu podziału wyciągnąwszy prostopadle 
przecinające tak okrąg , iako i liniią CD ; summa wszyst-
kich walców składaiących walec ADB, równać się bę-
dzie summie wszystkich walcó v wpisanych w półkulę, 
wraz z summą wszystkich walców opi-anych na ostro-
kręgu albo summie wszystkich walców opisanych na 
półkul i , wraz z summą wszystkich walców w ostrokrąg 
wpisanych. A że summa wszystkich walców wpisanych 
lub opisanych na półkul i , może się mnieyszą ilością 
różnić od teyże półkuli , niż iakakolwiek ilość nazna-
czona ; a wtedy i summa wszystkich walców wpisa-
nych lub opisanych ostrokręgowi, różnić się też od 
tego ostrokręgu będzie mnieyszą ilością, niż iest ta 
ilość dana. 

W i ę c (podług tego , co się powiedziało o spo-
sobie wyczerpania ) walec utworzony obrotem kwa-
dratu CABD , równa się summie z półkuli utworzo-
ney obrotem czwartey części koła , i z ostrokręgu u-
tworzonego obrotem tróykąta BCD. 

A że ostrokrąg utworzony obrotem tróykąta BC, 
iest -f walca ; więc półkula utworzona obrotem czwar-
tey części koła AMBC , iest f walca. 

A zatem kula , któraby utworzyła się obro tem pół-
koła , byłaby też f walca opisanego na tey kuli , a u-
tworzonego obrotem prostokąta opisanego na półkolu 
tworzącem kulęą 

i5a. Wniosek i . Stosunek biyłowatości kuli do 
hryłowatości walca opisanego , ten sam iest , co i sto-
sunek powierzchni k u l i , do powierzchni całey walca 
©pisanego (i4cj)„ 

i53. Wniosek 2 . Bryłowatość kuli, równa się hry-
łowatości ostrokręgu , któryby miał za podstawę ko-
ło równe powierzchni ku l i , a za wysokość p romień 
teyże kuli. Jakoż ten ostrokrąg maiąc podstawę czte-
ry razy większą od podstawy walca na kuli opisanego, 
b^ łby cztery razy większy od ostrokręgu innego ró -
wney z nim wysokości, a maiącego podstawę równą 
z walcem. A że ten drugi ostrokrąg % gdyby miał po-
łowę tylko wysokości walca , byłby połową oslrokrę-
gu maiącego równą z walcem wysokość i podstawę a 
zatem byłby połową te^o os t rokręgu , który iest -^wal-
ca J więc ostrokrąg maiący równą z walcem podstawę, 
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a wysokość równą promieniowi k u l i , iest i tego wai-
ra ; a zatem ostrokrąg maiący za wysokość promień 
kuli , a podstawę cztery razy większą od podstawy wal-
ca , byłby £ albo f walca. Ze zaś i kula iest f tegoż 
walca » więc kula równa się temu ostrokręgowi. 

Można to samo iescze i w ten sposób okazać : 
Niech będzie iakikolwiek wielościan {PoJyedrum), 

którego wszystkie ściany dotykaią się kuli : uważaiąc 
każdą z tych ścian , iak podstawę ostrogranu maiącego 
swóy wierzchołek w środku wielościanu; bryłowatość 
tego wielościanu, równać się będzie bryłowatości ie-
dnego takiego ostrosłupa , k tóryby miał za wysokość 
promień ku l i , a za podstawę summę podstaw ostro-
słupów , na które podzielony był ten wielościan , to iest 
powierzchnią całą tego wielościanu. 

T o podanie zawsze iest prawdziwe , iakażkolwiek 
będzie liczba ścian tego wielościanu ; więc (pod ług te-
go , co się mówiło o sposobie wyczerpania) możnaby 
łatwo dowieść , że też i do kuli w sczególności p rzy-
stosowane to podanie , iest prawdziwe , a zatem , że 
kula równa się ostrokręgowi, k tóryby miał za wyso-
kość iey p r o m i e ń , a za podstawę całą iey powierz-
chnią. 

lb Wniosek 3. W y c i n e k kuli utworzoney obro-
tem wyv a kołowego BCM , równy iest os t rokręgo-
wi maiącemu za wysokość promień tey k u l i , a za 
podstawę ko ło , równe powierzchni kulistey , utworzo-
ney obrotem łuku B M , to iest koło , którego promie-
niem byłaby cieńciwa BM ; a zalćm bryłowatość te-
go wycinka , tak się ma do bryłowatości kuli , iak 
powierzchnia tego wycinka , do powierzchni bkul i ; al-
bo iak wysokość BP , do średnicy kuli. 

i55. Wniosek 4. Taż bryłowatość wycinka kuli , 
utworzonego obrotem wycinka koła B C M , iest f wal-
ca utworzonego obrotem prostokąta BPQD. Jakoż po-
wierzchnia tego wycinka , tak się ma do powierzchni 
k u l i , iak BP do średnicy kuli i albo iak walec utwo-
rzony obrotem prostokąta B P Q D do walca opisanego 
na kuli. Aże kula iest walca na niey opisanego; 
więc i wycinek k u l i , utworzony obrotem wycinka koła 
BCM , iest leż f walca utworzonego obrotem prosto-
kąta BPQD. 

IÓ6. Wniosek 5. Podobnie i część kuli utworzona 
obrotem wycinka A C M , iest walca utworzonego o-
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brotem prostokąta CAqP. Aże część k u l i , którą (o 
część nu zwać można klocem kulistym ( T r u n c u s sphne-
r i c u s ) utworzony obrotem części kołowey AGPM, 
iest summą z wycinka kulistego utworzonego obro-
tem wycinka kołowego A C M , i z ostrokręgu utwo^ 
rzortego obrotem tróykąta CPM ; więc bryłowatość te-
go kloca kulistego , równa się sum tnie z -f walca tey-
że z nim wysokości, k tóryby miał za podstawę koło 
wielkie kuli i z y walca iednakiey także wysokości , a 
którego podstawa byłaby równa drugiemu kołu , kloc 
ten kończącemu; a zatćm bryłowatość tego kloca, tak 
się ma do bryłowatości walca utworzonego obrotem 
prostokąta CAqP » iak § CA2 X c A a -

1*57. Wniosek 6. Aby znaleść odcinek kuli utwo-
rzoney obrotem odcinka kołowego B M P , uważaymy 
sobie ten odcinek kulisty, iak różnicę między półkulą 
utworzoną obrotem czwartey części kołowey ABC , a 
klocem kulistym utworzonym przez obrot odcinka 
CAMP ; albo też iak różnicę wycinka kulistego utworzo-
nego obrotem wycinka BDM , od ostrokręgu utworzo-
nego obrotem tróykąła C P M ; albo nakoiliec, iak ró -
shiicę walca utworzonego obrotem prostokąta BPQD, 
od ostrokręgu ściętego , utworzonego obrotem czwo-
rokąta B D L P . 

R O Z D Z I A Ł X. 

0 bryłach podobnych, 

i58. - D w i e bryły samem i tylko płasczystetni po-
wierzchniami zakończone , i których wszystkie kąty 
b ry łowe , odpowiadaiące sobie , mogą przystać do sie-
b ie , a ściany ich także odpowiadaiące są podobne ; 
t e , mówię, dwie bryły nie różnią się , chyba samą tyl-
ko wielkością, i iedna wzorem iest drugiey. T a k nap. 
dwa sześciany , z których ieden ma bok długi na pół 
stopy , a drugi na Cal ieden , różnią się samą tylko 
wielkością. Takie bryły nazywaią się podobnemi. 

Przykłady. Dwa równoległościany prostokątne są 
podobne , gdy ich podstawy i ściany są podobne iedne 
względem drugich. 

Dwa grariiastosłupy proste , są podobne , gdy po-
dobne są ich podstawy , i gdy wysokość ich proporcyo-
nalna iednemu z boków tychże podstaw. 
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Dwa ostrosłupy , maiące kąt bryłowy spólny 
w wierzchołku , podobne będą, gdy podstawy ich są 
równoległe. 

i5g. Uwaga. Gdy dwie figury prostoki ćślne, 
są podobne, wziąwszy punkt iakikolwiek w jedney 
z tych f igur , i poprowadziwszy od tego punktu liniie 
do wszystkich wierzchołków tey figury; można będzie 
znaleść i w drugiey figurze punkt podobnie p ;ćrw-
szemu położony, od którego ciągnąc liniie do każdego 
tey ligury wierzch tka , podzielimy ią na troykąty po-
dobne względem tróy kątów, na które podzielona była 
pierwsza figura. Podobnie też : 

160. Twierdz, i . Wziąwszy w b r y l e , zakończo-
ney powierzchniami płaskiemi , punkt iakikolwiek 
za wierzchołek tylu ostrogranów , ile ta bryła ma 
ścian , biorąc też ściany za podstawy ; można znaleść i 
w drugiey bryle podobney , punkt podobnie pierwsze-
mu położony, który wziąwszy także za wierzchołek 
tyluż , co i w pierwszey bryle ostrosłupów, wszystkie te 
ostrosłup}' będą podobne względem ostrosłupów pier-
wszey bryły. 

Przykład. W e ź m y środek sześcianu za wierzcho-
łek sześciu ostrosłupów, maiących za podstawy ścia, 
ny tego sześcianu ; gdy w jnuym iakimkolwiek sześcia-
nie , weźmiemy także środek za wierzchołek sześciu o-
strosłupów maiących za podstawy ściany tego długie-
go sześcianu; te drugie ostrosłupy będą podobne wzglę-
dem pierwszych. 

Toż mówić i o innych bryłach foremnych. 
Na tćm podaniu zasadza się cała nauka o b r y -

łach podobnych ; należy więc nad wyłusczeniem iey 
nieco zabawić się. 

Wybrawszy iakikolwiek punkt w bryle za wierz-
chołek ostrosłupów maiących ściany tey b r y ł y za pod-
stawy , i na te ostrosłupy bryłę podzieliwszy , spuść-
my od tego punktu prostopadłą do iedney ze ścian 
tey b r y ł y ; a na ścianie odpowiadaiącey w drugiey 
b r y l e , weźmy punkt podobnie *°y ścianie położony, 
jaki spodek prostopadłey spuscz» / na ścianę pierw-
szey bryły ; od tego punktu , na sciuiiie drugiey bryły 
położonego, wyprowadźmy prostopadłą do tey ścia-
ny , tak wysoką, aby stosunek iey do pierwszey p r o -
stopadłey równał się stosunkowi dwóch krawędzi f od-
powiadających sobie w obudwoch bryłach. Wie rzch 

http://rcin.org.pl



tey drugiey prostopadłey weźmy za wierzchołek wszyst-
kich [ostrosłupów , na klóre tę. drugą bryłę dzielić 
mamy . Ostrosłupy tey drugiey b r j ł y , będą podobne 
względem ostrosłupów , na które podzielona pierwsza 
bryła . 

Dowoclz. Odległości dwóch punktów służących za 
wierzchołki ostrosłupów od wierzchołków odpowiada-
iących sobie, w ścianach, do których prostopadłe są 
ciągnione ; te t mówię , odległości , są przeeiwprosto-
kątnemi tróykątów prostokątnych podobnych, maią-
cych za boki te prostopadłe , i odległości ich spodków 
od wierzchołków kątów ścian tychże. W i ę c wszystkie 
ściany tych dwóch ostrosłupów, odpowiadaiące sobie 
bok i , maią proporcyonalne , to iest maią ie w sto -
sunku dwóch krawędzi , odpowiadaiących sobie we 
dwóch bryłach ; a zatem wszystkie te ściany są podo-
bne , i wszystkie ich kąty są równe , iedne względem 
drugich ; a przeto i kąty bryłowe , które się z nich 
skladaią , mogą przystać do siebie; są więc te dwa o-
strosłupy podobne. Pochyłości też ścian ostrosłupów 
do, płasczyzn podstaw są równe iedne względem dru-
gich ; aże także równe są pochyłości tych podstaw do 
płasczyzn ścian tych , odpowiadaiących sobie w bry-
łach , które ściany spólną krawędź maią z podstawa-
mi tych ostrosłupów ; więc i ściany odpowiadaiące so-
bie w tych dwóch ostrosłupach, będą podobnie na -
chylone doś-ciaut^ch odpowiadaiących sobie we dwóch 
brylach , a które maią spólną krawędź z piet wszemi 
dwiema ścianami, toiest z podstawami dwóch tych o-
strosłupów. 

Na ścianach dwóch odpowiadaiących sobie w tych 
dwóch pierwszych ostrosłupach , spuśćmy od ich wierz-
chołków prostopadłe do podstaw tychże dwoih ścian ; 
a od spodków tych prostopadłych , poprowadźmy na 
ścianach odpowiadaiących sobie w dwóch br) łach , inne 
dwie prostopadle do ty<hże dwóch podstaw, ścian o-
strosfupów. Oprócz tego , na płasczyznie przechodzą-
cey przez dwie w obudwoch bryłach ciągnione prosto-
padłe , spuśćmy do drugich dwóch prostopadłych, na 
płasczyznach ścian odpowiadaiących sobie w bryłach, 
od tychże co i pierwsze wierzchołków, trzecie dwie 
prostopadłe ; te ostatnie prostopadłe , będą prostopa-
dłe mi do płasczyzn dwóch tych ścian odpowiadaią-
cych sobie , na których ciągnione były dwie drugi© 
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prostopadłe : tróykąty zawarte trzema terai prostopa-
dłemu, tak w iedney , iak i w drugiey b ry le , będą 
równokątne a zatem i podobne. Aże pierwsze dwie 
prostopadłe ciągnione na płasczyzn ach ścian dwóch 
pierwszych ostrosłupów , maią się do siebie, iak k ra -
wędzie odpowiadaiące sobie w dwóch bryłach ; więc 
też i odległości wierzchołków, tych dwóch ostrosłu-
pów od drugich dwóch ścian także sobie odpowiadają-
cych , w tych b r y ł a c h , będą w tymże samym stosun-
k u , i odległości spodków ich , od dwóch krawędzi na -
leżących do tych ścian, a odpowiadających sob ie , 
w tymże też stosunku będą. 

Spodki prostopadłych spusczonych na dwie ścia-
ny , odpowiadaiące sobie w pierwszych dwóch ostro-
słupach , były podobnie położone na dwóch brył k ra -
wędziach odpowiadaiąc\ch sobie , a zatem odległości 
tych spodków od końców odpowiadaiących sobie, tych 
krawędzi , są do siebie w tymże sątnyin stosunku ; a 
zatem odległości spodkpw liniy prostopadłych spusczo-
nych do płasczyzn drugich ścian b r y ł , od końców 
tychże dwóch krawędzi , będą w tym samym stosun-
ku. W i ę c na tych dw-och ścianach spodki prosto-
padłych podobnie są położone. Ze zaś i wielkość iych 
prostopadłych są proporc jona lne krawędziom tych 
dwóch b r y ł ; więc wierzchołki pierwszych dwóch o-
slrosłupów, są też podobnie położone względem dwóch 
ścian drug ich , odpowiadaiących sobie w b ry łach ; a 
zatem i drugie dwa ostrosłupy , maiące spoiny wierz-
chołek , a te dwie ściany b ry ł za podstawy, będą do 
siebie podobne. 

Toż mówić i o innych ostrosłupach odpowiada-
iących sobie, z których się te dwie bryły składaią( i ) . 

161. Twierdz. 2. Powierzchnie b ry ł podobnych, 
zakończonych ramemi tylko płaskiemi powierzchnia-
mi , maią się Iw siebie , iak kwadraty boków ich o d -

( i) T o twierdzenie, iest bardziey dlygie niż trudne, i łat^o p«-
iąć ie można, mai.-jc figurę przed oczami z drewna, lub 
z papieru zrobioną. Jużby też nawet po tak wielu geome-
trycznych ćwiczeniacli powinni wprawieni być uczniowie, 
aby w myśli samey umieli sobie wystawić figurę pomagaią-
cą do zrozumienia twierdzenia podanegę, a zdatnieyszą do 
pLiaśnienia iego, niżby była figura odrysOwąna w pecspe.. 
k lywie , i przed oczy iiu stawiony. 
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ęowiadaiących sobie , czyl i , są w stosunku dwunmo-
Znym tychże boków. 

Dowodź. W ^ y s t k i e ściany dwóch brył podo-
bnych , po dwie brane są sobie podobne , i tak bra-
ne , w j - d n a k o w y m do siebie są s tosunku, to iest 
w stosunku dwumnożnyrn dwóch krawędzi odpowia-
daiącyth sobie ; więc i summa wszystkich śęiun koń-
czących iednę bryłę , będzie do summy wszystkich 
ścian kończących drugą bryłę , w tymże samym sto-
sunku. 

162. Twierdz. 3. Bryłowatości dwóch b ry ł po-
dobnych , są do siebie w stosunku sześciennym dwóch 
ich krawędzi odpowiadających sobie, czyli , są w sto-
sunku t róymnożnym tychże dwóch krawędzi, 

i . W idzieliśmy iuż, że stosunek iednego sześcia-
nu do drugiego , { t en sam iest , co i stosunek boku 
pierwszego sześcianu , do czwartey linii ciągło wielo-
razowo proporcyonaluey ; która się znayduie , szuka-
iąc naprzód trzeciey ciągło wielorazowo proporcyo-
na lney , do boku sześcianu pierwszego, i do boku sze-
ścianu drugiego ; a po em do tychże dwóch boków, i 
do trzeciey proporc jonalney znalczioney , szukaiąc 
czwartey. 

Gdyby tedy bok drugiego sześcianu był dwa ra -
zy nap. większy od boku sześcianu p erwszego , ta 
czwarta ciągło wielorazowo proporcyonalna , byłaby 
ośm razy w iększa od boku sześcianu pierwszego, a 
zatem i sześcian drugi byłby ośm razy większy od 
sześcianu pierwszego. 

1. Niech będą dwa równoległościany prostoką-
tne podobne. 

Gdy krawędź iedna, iednego z tych równole-
glościanów, iest nap. dwa razy większa, od krawędzi 
iedney drugiego równoległościanu ; wszystkie też inne 
krawędzie pierwszego równoległościanu , będą dwa 
razy większe od krawędzi drugiego. Powierzchnia 
więc podstawy pierwszego równoległościanu, będzie 
czlery razy większa, niż powierzchnia podstawy d r u -
giego. Aże tez i wysokość pierwszego , dwa razy 
iest większa od wysokości drugiego ; więc bryłowatość 
pierwszego, iest ośm razy większa od hryłowatości dru-
giego. T o rozumowanie przj'stosować można do wszj7st-
kich innych liczebnych przykładów podobnych przy-
toczonemu. 
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W ogólności zaś m ó w i ą c : niech będą t rzy k ra -
wędzie : A,B,C, iednego równoleglościanu prostokątne-
go : a zaś , a,6,c, krawędzie drugiego rownoległościa-
nu pierwszemu p o d o b n e g o ; b-dą te trzy stosunki r ó -
wne , A ; a = C : b = : Ć c. Lini iom A i a znaydź-
m y dwie liniie L i M , ciągło wielorazowo p r o -
porcyonalne , tak , aby było A : a = a : L — L : M . 

Będzie pierwszy rownoległościan do drugiego, iak 
A do M. 

Jakoż uwazaiąc liniie A i a , B i 6 , iak bok i 
podstaw tych dwóch równoległością nów, zamieńmy 
prostokąt z. linii a i h , na i n n y , k ióryby miał za 
bok ieden | tliniią B , a za hok drugi tę l in i i ą , któ-
r a wypadnie z proporcyi B : b == a ' zaś sto-
sunek linii 6 do i i , wzięły iest za równy stosunko-
wi linii A d o r t , więc tez będzie A ; a = a : x ; aza-
tem ta czwarta proporcyonalna , którey szukamy , b ę -
dzie w samey rzeczy trzecią p rppor ryona lną do A , i 
a. Nazwiymy tę trzecią propoi cyonalną L . Będzie 
podstawa drugiego równoleglościanu, rów ną prosto-
kątowi z B przez L f i ten drugi rownoległościan, bę-
dzie równy równoległościanowi , k tóryby miał t rzy 
liniie B , c , L, za krawędzie; a zatem stosunek iego 
do pierwszego rownoległościan u , będzie ten s a m , co 
i stosunek prostokąta z liniy c i L , do prostokąta 
z linii A i C, 

Zamieńmy prostokąt z linii c i L , na inny, któ-
r y b y miał za bok ieden liniią C , a za bok drugi l i -
n i i ą , która wypadnie z proporcyi C : c = L : x . Ze 
zaś stosunek linii C do c , wzięty iest za równy sto-
sunkowi A do a , a stosunek A do c , zrobil iśmy 
r ó w n y stosunkowi a do L ; więc też będzie a : L = 
lu:z=zx: a zatem ta czwarta p r o p o r c y o n a l n a , k tórey 
szukamy , będzie w samey rzeczy trzecią wielorazowo 
propoi cyonalną do a i L . Nazwiymy tę trzecią p r o -
porcyonalną M : prostokąty B )( M i C )( L będą 
równe . Aże się dow iodło , iż pierwszy rownoległościan 
iest do drugiego w stosunku prostokąta A X ^ do 
prostokąta c X L ; więc też ten pierwszy lównole-
glościau będzie do drugiego w stosunku prostokąta 
A X C do prostokąta C X to iest w s 'osunku A do M. 

Ze zaś A: a : L = L : \1 ; więc stosunek pier-
wszego równoleglościanu do drugiego , równa się sto* 
sunkowi linii pierwszey do czwartey ciągło wielora-
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aowo proporcyona lney ; która to pierwsza liniia słu-^ 
Żąca za pierwszy wyraz proporcyi , powinna być kra-
wędzią iednego z tych równoległościanów , drugim zaś 
teyże proporcyi wyrazem ma być krawędź drugie-
go równoległościanu, pierwszemu odpowiadający •, tak 
iak iest nap. krawędź A i a . 

Ale że też i dwa sześciany , maiące krawędzie A 
i ay w tymże samym byłyby s tosunku; więc dwa 
równoległościany podobne , maią się do siebie w sto-
sunku sześciennym ich krawędzi. 

iti3 Twierdzi przybrane. Wysokości graniasto-
słupów podobnych , lub ostrosłupów podobnych , tak 
się maią do siebie , iak ich krawędzie odpowiadaiące 
sobie. 

Dowodzi Dwóch ścian odpowiadaiących sobie 
w dwóch graniastosłupach podobnych f pochyłości do 
podstaw są r ó w n e : tychże ścian wysokości, tak się 
maią do siebie, iak bok i , służące im za podstawy. 
Wysokości tych graniastosłupów, równe są prostopa-
dłym spusczonym na ich podstawy od punktów któr 
rychkolwiek na podstawach przeciwnych, nap. od 
punktów na bokach odpowiadaiącvch sobie w tychże 
podstawach; a zaiera te wysokości graniastosłupów, 
oędą służyły za iedno ramie kąla prostego w dwóch 
tróykąlach podobnych , klóre za przeciwprostokątne, 
maią wysokości dwóch ścian odpowiadaiących sobie. 
Będą zatem te wysokości dwóch graniastosłupów , tak 
się mieć do siebie, iak wysokości dwóch ich ścian 
odpowiadaiących sobie , to i e s t : iak krawędzie dwóch 
tychże graniastosłupów t odpowiadaiące sobie. To sa-
m o rozumowanie przystosować można i do ostrosłu-
pów. 

3. Niech będą dwa jakiekolwiek graniastosłupy 
podobne , i te także są do siebie w stosunku sześcien-
n y m ich krawędzi odpowiadaiących sobie. 

Kozumowauie arytmetyczne , któreby mogło siu? 
zyc za wstęp do ogólnego dowodzenia, to samo iest, 
Co i poprzed/aiące. 

W ystawuiąc sobie podstawy tych dwóch grania-
stosłupów , zamienione na dwa kwadraty równe im 
co do powierzchni : ponieważ powierzchnie tych dwóch 
podstaw, maią się do siebie, iak kwadraty boków ich, 
odpowiadaiących sobie ; więc też i powierzchnie kwa-
dratów równych tym pods tawom, mieć się do siebie 
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b ę d ą , iak kwadra ty boków odpowiadaiącycb sobie 
w tychże podstawach; a żalem i stosunek boków t\ctx 
dwóch kwadratów ^ równy będzie stosunkowi boków 
odpowiadających sobie w podstawach dwóch g ran ias to -
słupów. A źe ten ostatni stosunek , równa się s tosun-
kowi wysokości dwóch granias tos łupów; więc równo-
ległościany maiące za podstawy kwadra ty , równe pod -
stawom granias tos łupów, i wysokości równe wysoko-
ściom gran ias tos łupów, byłyby do siebie p o d o b n e ; a 
zatem te dwa r ó w n o l e g ł o ś c i a n y t a k b y się do siebie 
miały * iak sześciany ich krawędzi , albo iak sześciany 
krawędzi odpowiadaiących sobie w granias tosłupach. 
Ze zaś te równoległościany byłyby równe względem 
granias tos łupów; więc tez i dwa gramastos łupy podo-
b n e , maią się do siebie* iak sześciany krawędzi ich, 
odpowiadaiących sobie. 

4. Niech będą dwa iakiekolwiek ostrosłupy po -
d o b n e , stosunek ich równa się stosunkowi sześcianów 
krawędzi i c h , odpowiadaiących sobie. 

Dwa graniastosłupy nap . p r o s t e , k tórych pod-
stawy i wysokości byłyby równe względem podstawy 
i wysokości tych os t ros łupów; te mówię graniastosłu-
p y miałyby wysokości p roporcyona lne bokom p o d -
staw swoich; byłyby więc podobne ; a zatem takby 
się do siebie miały , iak sześciany ich krawędzi. A ż e 
by łyby trzy razy większe względem tych dwóch ostro-
s łupów; więc i te ostrosłupy są do siebie w stosunku 
sześciennym ich krawędzi . 

5. Wszystkie b r y ł y p o d o b n e , zakończone p o -
wierzchniami płaskiemi, maią się do siebie iak sześcia4-' 
ny ich krawędzi. 

D>vie bryły p o d o b n e , można rozłożyć na takie 
os t ros łupy , z których każdy w sczególności należący 
do iedney b ry ły , podobny będzie d rug iemu należące-
mu do drugiey bryły . T e ostrosłupy iedne względem 
drugich poiedynczo b r a n e , mieć się do siebie będą 
w stosunku sześciennym ich k rawędz i , odpowiadaią-
cych sobie ; więc i summa wszystkich ostrosłupów, 
z których się składa iedna b r y ł a , będzie do s u m m y 
wszystkich os t ros łupów, z których się składa d ruga 
b r y ł a w tymże samym s tosunku , to iest w stosunku 
sześciennym ich krawędzi odpowiadaiących sobie. 

i64 . Opis. W a l c e proste podobne do siebie są 
, k tó rych stosunek wysokości r ówua się s losuakor 
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wi promieni ich podstaw ; przecięcia zatem tycli wal-
ców przez osi przechodzące , są podobne , a ztąd po-
dohne są i prostokąty tworzące obrotem swoim te 
walce. 

Co zaś do walców pochyłych , a do siebie po-
dobnych , oprócz tego, że wysokości ich mieć się po-
winny do siebie , iak promienie ich podstaw ; przecię-
cia też ich od płasczyzny przechodzącey przez ich osi 
prostopadłe do podstawy powinny być do siebie po-
dobne, to iest ich osi powinny się mieć do siebie, 
iak promienie ich pod taw. 

165. Twierdz 4. Powierzchnie walców prostych 
podobnych , maią się do siebie, iak kwadraty ich twy-
miarów ^Uimen^io) odpowiadających sobie, t o i e s t : iak 
kwadraty promieni ich podstaw, albo iak kwadraty 
ich wysokości. 

Powierzchnia każdego z tych walców równa się 
prostokątowi z okręgu podstawy iego , i z summy wy-
sokości iego f i promienia podstawy ; więc powierz-
chnie te r tak się mieć do siebie będą , iak prostokąty 
z promieni ich podstaw, i z summy tychże promieni 
i wysokości walców. Aże promienie podstaw, są do 
siebie (d la podobieństwa walców) iak ich wysokości ; 
więc i summa z tych promien i , iest do summy z tych 
wysokości, w tym stosunku , w którym są te promie-
nie. Prostokąty wrięc, w których stosunku maią się do 
siebie powierzchnie te walców , są podobne , a przeto 
tak się będą do >iebie miały , iak kwadraty ich bo-
k ó w , odpowiadaiących sobie , nap. iak kwadraty pro-
mieni ich podstaw. Będą więc do-efebie i powierzchnie 
walców w tymże samym stosunku, to i e s t : iak kwa-
draty promieni ich podstaw.. 

Toż mówić i o powierzchniach krzywy< h w wal-
cach , lo iest o takich , w których się nie zam^kaią pod-
stawy. 

166. Twierdz. 5. Bryłowatości walców podobnych, 
tak się r^aią do siebie, iak sześciany ich wymiaiów 
odpowiadaiących sobie, t o i e s t : są do siebie w stosunku 
t roymnożnym tychże wymiarów , nap. w stosunku 
tróy mnożnym promieni ich podstaw. 

Dowodź. Opiszmy na podstawach tych walców , ia-
kiekolwiek wielokąty foremne , podobne : niech te wie-
lokąty będą podstawami graniastosłupów, teyże z wal-
cami wysokosci ; te grauiastosłupy będą podobne , . a 

http://rcin.org.pl



żalem będą się miały do siebie w stosunku t róymno-
żnyni , nap. promieni ich podstaw. 

Walce lak się do siebie inaią , iak graniastosłupy 
na nich opisane. Jakoż każdy walec , iest do grania-
stosłupa na nim opisanego , w stosunku podstawy tego 
walca do podstawy graniastosłupa. Aże podobne są 
dwa wielokąty na podstawach walców opisane ; więc 
tenże sam stosunek będzie każdego walca do grania-
stosłupa na nim opisanego; a zatem tak się mieć będzie 
ieden walec, do graniastosłupa na nim opisanego, iak 
i walec drugi do graniastosłupa na nim takie opisane-
go , tak więc pierwszy walec będzie się miał do d r u -
giego, iak i pierwszy graniastosłup do drugiego. 

Aże stosunek tych graniastosłupów, równa się 
stosunkowi tróymnożncmu promieni podstaw walców, 
na których są te graniastosłupy opisane; więc i stosu-
nek łych walców, równać się także będzie stosunko-
wi tróymnożnemu promieni tychże podstaw. 

167. Można obiasnić przykładami liczebnemi to 
twierdzenie: ma zaś bvć naprzód przystosowane do 
samych walców prostych, zkąd łatwo wnieść będzie 
można , że i w ukośnych walcach , ten sam stosunek 
ma mieysee; ponieważ walce ukośne, równey podsta-
wy i wysokości z walcami p ros temi , byłyby im r ó -
wne , a zatem byłyby też do sieb e w stosunku tróy-
mnożnym promieni podstaw swoich. 

168. Opis. Ostrokręgi proste nazywaią się potlo-
bnemi., gdy tak się maią do siebie ich wysokości , iak 
i promienie ich podstaw. Przecięcia przec hodzące przez 
oś tych oslrokręgów są podobne , a zatem podobne 
są Iróykąly , tworzące obrotem swoim te ostrokręgi. 

Co zaś do ostrokręgów ukośnych^ tych nie tyl-
ko wysokości tak się mieć do siebie powinny , iak p ro -
mienie ich podstaw, ale nadto i osi ich w tymże samym 
do siebie są stosunku. 

169. Twierdz. 6. Powierzchnie całe ostrokręgów 
pros tych , są do siebie w stosunku dwninnożnym pro-
mieni podstaw, albo w stosunku dwumnożuym bo-
ków lychże ostrokręgów. 

Dowodzenie tego może być podobne do dowo-
dzenia twierdzenia 4 , względem stosunku powierz-
chni walców podobnych. 

Może też być i w sposób nas tępuiący, k tóry 
także slużyćby mógł równie i do walców. 

http://rcin.org.pl



W jeci nyin którymkolwiek ostrokręgu , powierz-
chnia krzywa , tak się ma do powierzchni podstawy, 
iak bok osti o k r ę g u , do promienia tey podstawy. Aze 
i w drugim ostrokręgu podobnym pierwszemu , tenże 
sam stosunek ma mieysce ; więc powierzchnia k rzy-
wa iednego ostrokręgu , tak się ma do powierzchni 
podstawy iego, iak powierzchnia krzywa drugiego o-
strokręgu podobnego , do powierzchni iego podstawy : 
więc i summa z powierzchni krzywey i z powierzchni 
podstawy iednego ostrokręgu , to iest cala iego po-
wierzchnia, lak się ma do powierzchni podstawy iego, 
iak cala powierzchnia drugiego oslrokręgu , do po-
wierzchni iego podstawy; a zatem cala powierzchnia 
pierwszego ostrokręgu , tak się ma do całey powierz-
chni drugiego , iak powierzchnia podstawy pierwszego 
os t rokręgu, do powierzchni drugiego, albo iak kwa-
drat promienia pierwszey podstawy , do kwadratu p r o -
mienia drugiey. 

Podobnie dowieść można , że i powierzchnie krzy-
we ostrokręgów podobnych , są w stosunku dwumno-
żnym promieni podstaw tych os t rokręgów, lub ich 
boków odpowiadaiących sobie. 

170. Twiercłz. 7. liryłowatości ostrokręgów podo-
bnych , maią się do siebie, iak sześciany ich wymia* 
rów odpowiadaiących sobie, toiest: iak sześciany p r o -
mieni ich pods taw, albo iak sześciany ich bokó*v 
i t. d. 

Twierdzenie to podobnie się dowodzi , iak i po-
przedzające , względem brytowalości walców ; kładąc 
zamiast graniastosłupów na walcach opisanych , ostro-
słupy opisane na oslrokręgaoh. 

171. Uwaga. Wszystko t o , cokolwiek się po -
wiedziało o stosunku bryłowatości równoległościanów, 
graniastosłupów , ostrosłupów i ostrokręgów podobnych, 
na lo wypada, ż e : 

W ogólności mówiącf, te bryły są w stosunku 
złożonym ze stosunku ich podstaw, i ze stosunku ich 
wysokości. 

Ze zaś , gdy te bryły są podobne , stosunek ich 
podstaw iest dwumuożnym stosunku ich wysokości, 
więc stosunek złożony ze stosunku icli podstaw, i ze 
stosunku ich wysokości, składa się ze stosunku dwu-
innożnego , i ze stosunku poiedynczeg.o ich wysoko-
ści ; będzie tedy laki stosunek troym lożnyin stosunku 
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ich wysokości. Aże stosunek ich wysokości równa się 
stosunkowi ich boków, klórychkolwiek odpowiadają-
cych sob ie , więc stosunek tych b r y l , gdy do siebie 
są podobne , iest też stosunkiem tróymnożnym boków 
ich, którychkolwiek odpowiadaiący ch sobie. 

173. Twierdz. 8. Powierzchnie kul są do siebie 
\y stosunku dwumnożnym ich p romien i , to ies t : iak 
kwadraty ich promieni. Bryłowatości zaś ku l , są do 
siebie w stosunku tróymnożnym ich p romien i , to ies t : 
iak sześciany tychże promieni. 

Dowodź. Powierzchnie kul, są cztery razy większe, 
niżli powierzchnie ich kół wielkich ; a za tem, tak się 
do siebie maią , iak powierzchnie tychże kóf , to i e s t : 
iak kwadraty ich promieni. 

Bryłowatości kul, są ^względem walców na n icho-
pisanych ; więc tak się maią do siebie, iak h ry ło-
watości tych walców, to iest: iak sześciany ich p ro -
mieni, 

173. Uwaga. Widzieliśmy w sczególności , iż po-
wierzchnia kul i , iest do powierzchni kwadratu iey śre-
dnicy w stosunku okręgu kola do iego ś rednicy , i 
ten stosunek iest zawsze iednakowy. Widziel iśmy też, 
że bryłowatośę kuli, iest do hryłowatości sześcianu iey 
ś rednicy , iak okrąg ko ła , do średnicy iego, 6 razy 
wziętey } który także stosunek nigdy się nie odmienia. 

Kule więc zacliowuią własności brył podobnych, 
tak w stosunku ich powierzchni, iako i w stosunku ich 
bryłowatości. J j k o ż , są one w samey rzeczy bryła-
mi podobnemi ; środek iedney kuli podobnie iest po-
łożony , iak i środek inney iakieykolwiek k u l i ; iak 
i edna , tak i d r u g a , tworzy się obrotem półkola , a 
te półkola są do siebie podobne. 

Możnaby więc (z niewielką odmianą) to im przy« 
stosować, co się powiedziało o bryłach podobnych, 
zakończonych powierzchniami p łaskiemi , 1 względem 
punktów podobnie położonych w tychże bryłach. 

17Ł Opis. W y c i n k i podobne k u l , są t e , których 
kąty we środku są p o d o h n e , albo które obrotem po-
dobnych wycinków kół tyyprzą się. 

Odcinki ku l , podobne są te , których promienie 
pods taw, tak się do siebie maią , iak ich wysokości, 
albo iak promienie k u l , do których należą; albo na 
koniec są te , które się tworzą podobnych pólodcin-
ków kół obrotem. 
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Tab.VI. 17S. Twierdz, g Powierzchnie kuliste "1 
Fig. 4. powierzchnie cafe , tak wycinków, iak i od-
cinków podobnych w k u l a c h , są do siebie, w stosunku 
dwu mnożnym promieni kul, do których należą. 

Do<vodz Niech będą ACB, ach, dwa wycinki 
kół podobne , które obrotem swoim około promieni 
AC, ac , tworzą podobne kul wycinki. 

Naprzód. Powierzchnie kuliste utworzone przez 
łuki A B , ab r równać się będą powierzchniom kół ma-
jących za promienie liniie AB , ab ; więc lak się mieć 
będą do s iebie , iak kwadraty tych liniy A B , ab , 
albo iak kwadraty promieni A C , ac. 

Powiore. Powierzchnie ostrokręgowe utworzone 
obrotem promieni CB , bc , maią się też do siebie , iak 
kwadraty promieni CB , cb , albo CA , ca ~T więc i po-
wierzchnie całe wycinków podobnych , tak się do sie-
bie maią y iak kwadraty promieni C A , ca. 

Koła wykreślone promieniami BI) , hd , i służące 
za podstawy odcinkom ku l i , utworzonym przez obrot 
pólodcinków kół ABD a b d , są także d ) siebie, iak 
kw adraty liniy BO , hd , a zatem iak kwadraty pro-
mieni C l i , cb , albo C A , ca. 

178. 'Twierdz. 10. Bi yłowatości tak wycinków, 
iak i odcinlów podobnych w kulach, są do siebie 
W stosunku LIÓ̂  mnożnym promieni k u l , do których 
należą. 

Dowodź. Nnprzód. Wyc inek kuli , utworzony 
przez wycinek ACB koła , tak się maią do swoiey 
k u l i , iak kwadrat linii A B , do kwadratu średnicy 
A E : albo iak kwadrat linii a b , do kwadratu średnicy 
ae , t o i e s t : iak wycinek kul i , utworzony przez wyci-
nek ach koła , do kuli swoiey. Więc tenże sam iest 
stosunek iednego z ty<h wycinka do swoiey ku l i , co 
i drugiego w y c i n k a do swoiey także ku l i ; a zatem te 
wycinki lak się do siebie m a i ą , iak i kule, do któ-
rych należą. Aże stosunek tych ku l , iesl stosunkiem 
tróym.nożny m ich promień) więc i stosunek tych wy-
cinków, iest także stosunkiem tróymnożnyin t \chże p ro -
mieni. 

Powtóre. CKtrokręgi podobne utworzone obro-
tem t róykątów, C B D , c b d , są do siebie w stosunku 
t rzymuożnym promieni C B , c b ; więc tak też maią 
się do siebie , iak i wycinki kuł utworzone obrotem 
wycinków A C B , acb , do kół należących; a zatem i 
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różnicc każdego wycinka kuli, od każdego ostrokręgu, 
to iest odcinki kul , utworzone przez półodcinki kuf, 
A B U , abd , są do siebie w stosunku równym stosun-
kowi wycinków k u l , to iest w stosuuku t róymnożnym 
promieni : CB , cb. 

1 7 7 . Twierdz. 11. Gdy cztery iakie liniie czy-
nią p ropo rcyą , i gdy dwa pierwsze wyrazy tey p r o -
p o r c y i , są liniiami odpowiadaiącemi sobie , czyli po-
dobnie położone mi w dwóch brylach podobnych ; a 
dwa ostatnie wyrazy teyże proporcyi , są liuiiahii od-

1)owiadaiącemi sobie w dwóch innych bryłach podo-
mych ; stosunek dwóch pierwszych b r y ł , będzie ró-

wny stosunkowi dwóch brył drugich. 
Dowodź. Gdyby te cztery liniie były bokami 

czterech sześcianów, te cztery sześciany czyniłyby pro-
porcyą : aże stosunek dwóch pierwszych b r y ł , równa 
się stosunkowi dwóch pierwszych sześcianów, a stosu-
łiek dwóch drugich b ry ł , równa się stosunkowi dwóch 
drugich sześcianów ; więc i stosunek dwóch pierwszych 
b ry ł , równa się stosunkowi dwóch brył drugich. 

178. Uwaga. Bryłowatości brył podobnych, 
prędzey rosną , niż ich powierzchnie. 

Przykład* Niech będą liniie odpowiadaiące so-
bie w dwóch bryłach podobnych, dwa razy większe 
iedne względem drugich ; powierzchnia iedney z tych 
b r y ł y , będzie cztery razy większa od powierzchni d r u -
giey bryły; a zaś bryłowatość iedney bryły, będzie ośm 
razy większa od bryłowatości drugiey bryły. 

W ogólności zaś mówiąc, niech będą Tal>.VI. 
Al3 , A C , liniiami odpowiadaiącemi sobie F'g-
w dwóch bryłach podobnych. Z róbmy tróykąt pro-
stokątny maiący liniią A B , za iedno ramie kąta p r o -
stego , a liniią A C ?a przeciwprostokątną. 

Pociągniymy CU prostopadłą do AC , i na t ra-
fiającą na liniią A B przedłużoną w punkcie D. Od 
tego punktu D , wyprowadźmy D E prostopadłą AD, 
i natrafiaiącą na liniią AC przedłużoną w punkcie E. 

Powierzchnie dłU^li ł ) r y ł , któreby miały AB i 
AC za liniie odpowiadaiące sobie, maią się tak do- ie-
bie , iak liniie AB i / D ; a bryłowatości i<h, są w tym 
samym stosunku , w którym liniie AB i A E . 

Aże liniia AE , większa iest względem linii AB, 
niżeli liniia A D ; więc też i bryłowatość drugiey 
bry ły większa iesL względem bryłowatości pierwszey 
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b r y ł y , niil i powierzchnia tey drugiey b ry ły wzglę-
dem powierzchni pierwszey b r y ł y , to ies t : bryłowa-
tość drugiey bryły prędzey się powiększa , niżeli iey 
powierzchnia. 

179, Uwaga. Na poprzedzaiących twierdzeniach 
zasadza się podział linii brył (Linea sol idorum) którą 
znayduiemy na cerklu proporcyonalnym. 

T a liniia zawiera w s^bje zwyczaynie 64 po -
działy , które się rachowac zaczynaią od środka na-
rzędzia ( a centro ) . 

Odległości tego środka od punktów naznaczo-
nych l iczbami: 1. 8 , 27 , 6 4 , tak się maią do sie-
bie , iak 

liczby - - ^ 1 , 2 , 3 , 4 , 
co znaczy, że b ry ły podobne, których boki są w sto-
sunku l iczb: 1 , 2 , 5 , 4 , maią bryłowatości w sto-
sunku liczb : l , 8 , 27 , 64. 

Inne podziały wyznaczone są przez wyciągnienie 
przybliżone pierwiastko,w sześciennych. 1 tak, ponie-
waż boki dwóch sześcianów, z których ieden dwa 
razy iest większy od drugiego, tak się blisko maią 
do siebie, iak liczby 126 i 100; więc też i odległości 
ś rodka , od punktów naznaczonych na tey linii licz-
bami 1 , 2 , tak się maią do siebie, iak liczby 100, 
i 126. Używanie dwóch takich l in iy , z nay duiących 
się na dwóch ramionach eerkla proporcyonaluego, 
podobne iost używaniu innych liniy tamie się znay-
d u i ą c j c h , które w osobnym na to rozdziale iuż się 
wyłożyło w części I . 4 

K O N I E C . 
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TceóJ. 
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