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CzZESZC DRUGA

O Brytach.

W S T E P

w i "
19 czedci pierwszMy snihemi tylko zatrudniali$my sif
liniiami i powierzchniami ; lubo iakazkolwiek rozlegtosé
(esteusio) bedzie rzeczy iakiey, nie iest ona ani samg
liniig, ani samg powierzchnig; ale sie rozcigga wdtuz,
wszerz i wgt<;b. | tak, pokdy naprzyktad * ma swoie
dtugos¢ , ma szerokos$¢ i wysokos$¢ , czyli grubos¢. Tar-
cica, choc¢by naycichsza , ma takze diugos$¢, szerokosc
i grubo$¢* Nie byloby powierzchni r?y tarcicy, loiest
nie bytoby rozlegtosci iey , uwazaney co do dtugosci
tylko i szerokosci , gdyby nie bylo tarcicy uwazaney
co do Wszystkich iy yyyininrow. Powierzchni$ ogra-
nicza rozlegto$¢i i one konczy; aby za$ granica ia-
kiey rozlegtosci byta w samey rzeozy , trzeba, azeby
i ta rozlegto$¢ byta. Nie byloby yviec pow ~rzchnij
gdyby nie byto rozh gtosci ; ktorg kjncézy ; tak iak (mo-
wigc przez podobienstwo lubo dalekie)" nie bytoby ko-
loru naprzykiad w suknie j gdyby nie byto sukna.

Podobnym sposobem, lubo czesto nie Uwazalismy
tylko dtugos¢ iakiey rozlegtosci , (cosSmy nazywali li-
niig), md masz iednak tey dtugo6sci, iezeli ni¢ masgs$
powierzchni, ktérag ona 1-6nczy, lub na ktorey moze
byé w rzeczy samey ciagniong. Nie bedzie wi'ec dtu-
gosci , £dy nie bedzie poyvisrzchni i a ze nie bedzie po-
wierzchni , iezeli nie bedzie rozlegtosci maigcey trzy
Wy miary , yyiec i linii nie bedzie , tylko tam , gdzie
iest rozlegtosé, z trzema wymiarami.

Gdy sie kto bawi okoto rozlegtoscig ile ta trzy
Wymiary w sobie zamyka j w takim razie mowi sie,
ii sie bawi okoto ciata CCorpusi albo Bryly  (Solidumh



Geometryd nie uwaza inaczCy ciala, tylko ile to
rozcigg nioue iest w dtuz, w szérz , i wzwyz albo w £43b;
innémi za$ winsnosciami iego cale sie nie zatrudnia,
zostawuigc ie do'uwazania Fizykom. Lubo za$ zdaie
sie, iz sobie $ciele nader w uwazaniu ciata zatozyli gra-
nice Jeometrowie , maig iednak obszerne ilak poledo-
chodzenia wielu bardzo prawd ukrytych , ktérych wia-
domos$¢ po wiekszey czesci koniecznie iest potrzebi.A
chcacemu w Fizyce postapic.

Nie saini lylko Jeoiuetrowie , uwazaigc ciata, Je-
dne sobie w nich wkasnos$¢ , loiesl rozlegto$¢ za cel wy-
slawuig. Jest to , a przynoymniey byé powinien {
powszechny  postepowania  sposob, ze gdy kto
rzecz iakg zgruntu chce pozna¢ i poia¢: po czesci na-
przéd iey wkasnosci uwaza , a dopiero tgczy ie razem,
j doktadnieyszey o rzeczy catey nabywa wiadomosci.
Rozum ludzki nadto lest ograniczony , aby wiele po-
spote n nieznanych iescze witasnosci mogt dochodzig,
a tem bardziey ie ogarngc.

Skutek takow”o wiasnosci rzeczy z osobna do-
chodzenia , tym wiekszey iest wagi , im wieoey rze-
czom taz witasnos$ést zy¢ bedzie ; a takg wihasnoscig iest
rozlegtosé* Cololwiek pod zmysty nasze podpada i
podpadaé moze, wszystko to iest rozlegtem; cokol-
wiek wiec odkryie tym sposobem Jeomeira , moze to
do wszystkich rzeczy przystosowa¢” ktére tylko pod
zmy ty nasze podpadaig, lub poddane b}¢ moga.
A zfad sie okazuie wazno$¢ w wynalazkach geometry-
cznych , i obfitos¢ w przystosowaniu onychze.

Lubo maiagc wzglad na stabo$¢ poiecia ludzkie-
go, iedne lylko witasno$¢ ciata uwaza Jeonietra ; dla
\iirkszev iednak wygody i te iescze dzieli nieiako na
czesci , i w mysli ie osobno stawia , chociaz w rzeczy
samey osobno sie nie znayduig. Nie ma wzgledu rol-
nik na grubos$¢ ziemi w tem mieyscu , gdzie rolg swoie
uprawia. Dosy¢ mu na tem, ze ta grubo$¢ iest do-
stateczna do przjiecia ziarna , do dostarczania soku
i do rozwinienia sie tegoz ziarna. W ielko$¢ pola znac
osobliwiey stara sie, aby wiedziat, ile na nieni ziarna
pos'a¢ moze, a zalein powierzchnig .swego pola , bez
Av/«l;du na grubos$¢ ziemi uwaza. Tak ipiszacy, miar-
Icnie wielko$¢ powierzchni papieru , koncem zmiescze-
ia na niui tego co ma pisu¢™ jgtie wchodzac w jego



grubos¢ , i dosy¢ maiac na tern, ze mu atramentu nie~
przebija.

Jakozkolwlek mata bedzie grubos$¢ ciata iakiego,
wszelako iednak , ciato to, dwie strony odmieni¢,
przeciwne sobie mie¢ musi , i iedna z nich odtaczyé
sie w rz<?czy samey moze od drugiey , luboby nie zna-
lazto sie sposobne narzedzie do uczynienia tego roz-
taczenia. Cialo wiec, chociaz noyciensze , nie m<ze
bv¢é za iedno brane , co powierzchni® ; a zatem nie-
prawdziwie rzecz wyktadaig niektdrzy Jeometrowie,
gdy mowia: ze ciato albo bryta sktada sie z powierz-
chni potozonych iednych na drugich ; bo iakazkol-
wiek bytaby liczba tych warst, z ktéorych ciato zto-
zone uwazamy, kazda iedhak w sczeg6lnosci ta war-
sta byt»by bryta a nie powierzchnig, poniewaz miataby
dwie strony przeciwne, i mogace sie od siebie odig-
czyé.

Co sie zas powiedziato o powierzchniach , to i o
Jiniiach  twierdzi¢ nalezy, ze nie dla tego sa od Jeo-
metrow uwazane, iakoby w rzeczy samey znaydowaty
sie, ale tylko dla tatwosci i wygody. Nie wiele w to
wchodzi podrézny , iak szeroka iest droga , ktérag ma
przeby¢, dosy¢é mu na lem, iz sie nig uda¢ moze.
Liczba krokéw, ktore ma czyni¢ nie zawista od szero-
kosci , ale od samey dtugosci téy drogi; te przeto dtu-
gos$é sczegdloiey uwaza.

Niechby byta bardzo mata szeroko$¢ powierzchni
iakiey , naprzyktad rownolegtoboku , i niechby
ta sama tak mata széroko$¢ podzielono byta na iak
naywiecey czesci, przez liniie rownolegle do diugosci,
wzriako kazda z tv<h czesci bedzie powierzchnig, i
chociazby iak naymnieysza byta odlegtos¢ dwoéch limy»
ktore te hczuplg powierzchniag koncza, za iedne ied iak
linila wzig¢ ich nie mozna ; n ztad tatwo kazdy widzi,
iak to wyiazenie iest niedoktadne a bardz ey iccze
fatszywe; ze powierzchni” skfa '« ie z liniy poi' zouych
iednych przy drugich.

Nakoniec zdarzaig sie przypadki , gdzie nie potrze-
ba nawet uwaza¢ przeciggu calCy linii , ale koniec iey
tylko ieden lub obadwa , albo zgota to, co dzieli dwie
iey CzesSci. W takim razie moéwi sie , ze Joonietra sa-
mym sie zatrudnia punltem. Punktu w samey istocie
niema, iezeli niema linii, ktérg punkt konczy , albo
ity czesci, ktéro oddziela. Podrézny cel swoiéy drogi,



iafc punkt inki sobie Wystawia , wielkoscig iego cale sie
nie zaprzataigc , az poki do uiego nie déydzie , doszed}-
szy uwaza dopiero ob-zerno$¢ mieysca do ktérego da-
zyt. Nie masz wierzchotka kata, iezeli nie bedzie
dwdch liniy ten kat czynigcych. Uwagi nad ktdiemi
sie zastanawia Geometra, czylito co do potozenia
punktéw iednycji wzgledem drugich, czyli uzgledeirj.
linii iakiey , pochodza z samego wystawienia sobie
w mysli tych rzeczy w jstocie si¢ nie znayduigcych , dla
latwieyszego tjoyscia tego, czego szuka.

Jakozkolwiek mata bedzie rozlegto$¢ wzgledem
zmystdw naszych lub wzgledem wielko$ci ciat, Kktdic
nam naycze$ciey pod zmysty podpadaig ; wszelako mo-
zna oddali¢ mys$la te mato$¢, wzgledem innych wigkszy< fy
rzeczy, i uwazaé ciatlo”ch~Ctby tez naymuieysze, iak
gdyby wielkiem bardzo byto, a to wzgledem tysigczney
naprzvktad czesci swoiey.

Niech bedzie iak naymnieysza liniio; toy linii
koniec ieden * zawsze ro6zni¢ sie bedzie od drugiego.
1 znown niechby kio na iak naywiecey czesci podzielit
jaka liuiig , kazda ztych czesci dwa korice odmienni
mie¢ bedzie, a ztad poznaé mozna, iak nie prawdzi-
wi iesl to wyrazenie, ze liniia sklada sie z punktow
przy sobie potozonych.

Wystawuigc sobie Jeometra pod temi réznemi po-
staciami rozlegtosé, uprzedza¢ tzm samem zdaiesie te
trudnoscig ktore czesto zwykly bywaé zarzucani o
prawdziv\ey bytnosci  (existenlia) tych rzeczy, ktére
sg celem iego nauki.

Powierzchnia ptaska, czyli ptasczyzna(planum)'est
powierzchnia , na ktérSy ku wszystkim stronom liniie
prosté6 prowadzi¢ mozna : i takiemi to iiniiami i po-
wierzchniami dotad zatrudnialismy sie, ktérych wszyst-
kie czesci na téyze samdy plasczyznie  zoslaig (in eodem
Piano); w czesci nastepuigcey takie nadto Jiniie i po-
wierzchnie zabawia¢ nr* beda , ktére sie na odmiennych
ptasczyznach znayduisa.

Zdwoiakiemi liniiami mieliSmy iescze do czynie-
nia , z prostemi i z kotowymi, lub ich cze$ciami. Po-
wierzchnie "takze , okoto ktérych bawilismy sie, byty
j*lbo zakonczone liniiami prostemi, albo liniiag kotowa,
albo liniiami proslémi i czeSciami liniy kotowych.
W czedci nastepuigcey bedziemy npadto zabawiac sie
réznemi powierzchniami rtyweml (curva), ktore wy-



etawi¢ sobie mozna, iak gdyby poczatek miaty z obrotu
~Apowierzchni phaskich , ktore iuzeSmy roztrzasali. Oba-
pzymy to w sczegdlnosci,gdy o kazdey lakiey powierzchni
mowa bedzie.

(Jo sie za$ tycze bryt, te dwoiakiego gatunku za-
bawiaé nas bed¢j: iedne, ktore sa zakonczone po-
wierzchniami ptaskiémi , drugie, klnresie konczg po-
wierzchniami krzyweini, tubo cze$cia krzywenii, czescig
piaskjémi.

Geometrya wiec, iest to nauka, ktoia sie zaba-
wia samg rozlegtoScig,

Limie prosie dwoiakosSiny uwazali, raz co doiib
wielkosci, drugi jaz co do ich potozeniu ieduych wzgle-
dem drugich. W pierwszym wzgledzie przyréwnywa-
lisSmy iedne do drugich , albo prosto zaraz , albo przez
spoing im miare, do kidrey stosowaliSmy kazdg z o-
sobna liniig. W drugim wzgledzie, albo liniie z sobg
sie spotykatly , iztad poczatek katéw i ich podziatow,
albo sie tez nie spoty katy.

NauczyliSmy sie dawac linii iednéy wzgledem
drugiey iakiskolwiek do upodobania potozenie, tolcst
robi¢ kat iakikolwiek dany, lub pociggngé rdwnole-
gta do 1mii daubv. W'yznaczyliSmv mieysce wierzeh”t-
kow katow iakicfrkolwiek danych', ktérych ramiona
przechodzg przez dwa punkla dane, i wiele ztad uzy-
tecznych uzywan wywiedliSmy. Nie mogac za$ dokita-
dnie wyznaczy¢ stosunku okregu kota do linii prosicy,
przyblizyliSmy iak naybardzidy stosunek len do pra-
wdziwego. WidzieliSmy oiaz, ze porownanie okregéw
ieduych do drugich niezawisto od pordwnania okregu
7. liniia.

Co do powierzchni, przytoczyliSmy naprzdd
przypadki, w ktérych dwie figury mogg przysta¢ do
siebie. Widzielismy, ze to przystawanie zawisto ie-
dynie od wielkosci i potozenia liniy rfidnych wi/gle-
dem drugich , toiest, ze tylko/akie dwie tfgury pizy
sta¢ moga do siebie, w ktérych boki iedoakowey sg
wielkosci iedne wzgledem drugich , i iednakowego po.
tozenia. Jednem z nayzuamieni|szvrh przystosowan
byto przeniesienie, czyli przerysowanie iakieykolwiek
fi*xury prostokreslney  WidzieliSmy takze, iz wiel-
kos¢ figur protfokresinych nie zawota od wielkoSci
i potozenia ich bokéw, gdyz troykaty , lub réwno-
legtoboki,, byleby jednakowe miaty podstawy i wv-



sekosci, sa rowne ; réwne tez bedg , tak dwa naprzy-
"klad troykaiy, iak i dwa rowuolegtobok', gdy ich
podstawy b~da w stosunku odwrotnym ich wysokoSci.
.Nadio réwno$¢ w wielkoSci figur nie tylko nie zawi-
sta od wielko$ci i potozenia bokéw , ale nawet ani od
iih liczby; poniewaz troykat, réwnolegtobok , i kwa-
drat in"Ze by¢ tak zrobiony, ze sie réwnaé¢ bedzie
iakieykolwiek figurze daney postokre$lney ; moze ie-
scze zrownany by¢ z summa lub réznica figur innych
prosloki esinych.

Mozna tez przez przyblizenie porédwnaé' kolo
z figura iaka prost okredlng izrysowac takie kolo, kto-
reby mato co réznito sie od iedndy Ilub wiecey figur
prostoki e$lnych ; doktadnie >a mozna mi»¢ koto ro-
wné innému danemu , lub wielu innym kofom lakze
danym. ]<nbo wielko$¢ figury nie iest lem samém
wyznaczona, ze wyznaczony iesl iy obwdd i poto-
zenie bokéw ; podany iiduak mieliSmy spo»6b ieden
z niiywygodniev,<zycb , wykre$lenia figury prostokre-n
$lney o ilukolwiek bokach danych , vyiaigt dany <ey
obwdd, widzieliémy oraz- granice, w Kktorycli jJrzy
jiiepowiek~zonym obwodzie , powierzchni® figury by¢
moze powiekszond lubo zmnicyszeuia iey nie ma za-
dnych granic.

Z podobienstwa potozenia liniy , klore konczg
figure,i z proporcyonalnosci tychze liniy wynikato wiele
twierdzen, a z 'yfh znowu wiele wnioskéw i przy-
stosowan. Sczegdlniey za$ wynikato przeniesienie na
papier dziatan na ziemi czestokro¢ nieréwiusy od-
prawionych ; ktore to przeniesienie doktadniejszem i
JptwieyszOm iescze stawato sie, uzywszy rachunku.

W tein wszyslkiem , co sie dotad moéwito . nie
wspomniato sie tylko o linii prostey, i o linii kotoi
wey , o powierzchniach ptaskich zakoAczonych przez
limie proste, albo przez liniie kotowe, lub ich cze-
§ci ; o brytach obwiedzionych powierzchniami ptpskierm
albo krzywémi inaigcemi swoy poczatek od powierzchni
pla-kich. Ta cze$¢ Geometryi, nazywa sie Geometrya
poczatkowa (Geometria elementaris), stuzy ona za
f.nJament koniecznie potrzebny do nnych czesci'/.a-
wilczych , z ktdrych sie skitada Geometry A  wyzszd
(Geometria sublimis); a w I8y i*zccz iest o rozmaitych
innych liniiach krzywych, o powierzchniach przez
nie zakonczonych , i o wielu bardzo takich brytach,



ktérych poczagtek czascm mozna , a czasem nie moi
zna wyprowadzi¢ z tych owiatflich liniy krzywych , lub
e powierzchni n;emi zakonczonych.

Ko6zui sie tez Geomelryd poczatkowa od wyzszey,
i co do spofrobu rymowania figur do niey nalezgcych j
w Gcoinetryi albowiem poczatkowey, dosy¢ iest na
cerklu i linii do wykreslenia figur iey wkasnych : kaz*
de pizeto zagadnienie, ktore z pomocg tych dwdch
tyiko narzedzi inoze byé rozwigzan¢ , do niey nalezy.
Jezeli za$ zagadnienie mogac b\¢ rozwigzane z po-
morg samey linii i cyrkla, to ie*t przez saine liniie i
tuki kota, rozwigzuie sie z uzyciem innych iescze "na-
rzedzi , albo liniy krzywych, odmiennych od Kkota,
o lakowem rozwiazaniu moéwi¢ sie zwyklo , iz nie iest
wykonane spo.sobsui zadosyé czynigcym.

R 0z D zZ I At .

O potozeniu tak  liniy iaio i plasczyzn iednych
wzgledem drugich«

i wierdz. i. Gdy liniig prosta ma dwa swo-
ie punktu , na iednCy ptasczyznie , ma ie oraz i wszyst-
kie na teyze ptasczyznie.

Dowod : Lini a prostd wyznacza sie przez dwa
punkta ; a zatem liniig prosta poprowadzona przez dwa
puukta dane , na daney takze ptasczyznie zlydzie sie
z kazdag inng prostg, przez tez dwa puukta poprowa*
dzong i iedne z nig liniig uczyni.

1. Twierdzi Przez liniig prosta i punkt gdzie-
kolwiek dany , moze zawsze przechodzi¢ iedna ptas-
czyzna.

Dowod.  Wystawmy sobie myslg , iz przez tg
liniig przechodzi iak&kolwiek pla>CzVzna i niechay ta
ptasczyzna obraca sie okoto leyze linii, w tyra obro-
cie przeydzie przez punkt dany , a w przechodzeniu
bedzie ig sama ptasézyzna ktérzy szukamy.

M ozna takze i przez dwie liniie przecinaigce sie

(a) Moéwie przecinaigce sie , bo wiele iest liniy, ktérych po-
tozenie iest taki« , ze pTzet nie , ni¢ rtioze razém pfzepho-
dzi¢ iedna ptaseryzjaa : oaprzyktad w kostce od grania, tak



przeprowadzi¢ ptasczyzne : poniewaz ptasvzyznu
przechodzaca przez iedne # tych liniy i przez ktdry-
kolwiek punkt drugiey, przechodzi razem i przez
przeciecie tych dwéch liniy , i przez punkt nalezacy
do drugiey liniy ; a zatém i druga ta liniia cala iest
na teyze ptasczyznie.*

Mozna nakoniec i przez trzy boki troykata prze-
prowadzi¢ ptasczyzne. Jakoz ptasczyzna przechoazacs
przez dwa buki Irovkata, przechodzi lez i przez dwa
punk'a, w ktoérych trzeci bok przecina lamlé dwa,
u zaléui i ten trzeci bok na teyze iest ptasczyznie.

0. Twierdz. 3, Gdy sie dwie pta~czyzny prze*-
cinaig, teru spoIném ich przecigciem iest liniia pio*
8tS.

Dowod. Wezmy na tém spdlnem przecieciu dwa
jakiekolwiek punkta, i poprowadZzmy przez nie, na
iednéy z dwoch pla®Ozyzu liniig prosig; ta linii
bedzie miata na drugiey plasczyzriie dwa punkta tlo
siebie na.i-zijce , wi<;C i calu bedzie na teyze drugiey
ptasnzyzuie; a zatem bedzie cala na obudwéch pla-
sczy/nuch ~ loiesl bedzie spdlnem ich przecieciem.

To , co sie o Jjtasczyznach powiedziato , inozirA
poréwnaé z temy co sie linii Ucze, loiest : liniia pro-
si wyznacza sie przez dwa punkta , ptasczyzna wy-
znacza sie przez trzy punkta lub przez dwie Ilimie
przecinaigce sie. Gdy znowu dwie liniie wzaiem sie
przecinaia, punkt sjpolneni ich iest przecieciem: gdy
za$ pi zectnaig sie dwie pta.~¢zyzny j sp6lnem ich prze-
cii®cieiu iest liniia prov'a.

4. Twierdz* 4. Gdy linii proslal do dwoéch in-
nych™ ktore sie przeciuaig na icdnéy ptasczyznie, pro-
stopadta iest w punkcie ich przeciecia, bedzie lez
prostopadta i do kazdey inney liniiag przechodzacdy
pi zez ten punkt na le~ze pla>czyznie<

Mozna to naprz6éd obiasni¢ na karcie przetama-
rtey. Liliiui prosia , podtug kférey karta sie przeta-
mata i prostopadtg iest do bokoéw , czesci dwdch; tey
karty przetamauey. Obracaigc cze$¢ iedne ztamang*

iest potozone ramie iedno kata, na iedney stronie, i bok
przeciwny drugiemu ramieniu tegoz k”ta , na inney stronie,
ze przez te dwie liniie iedna ptasczyzna przechodzi¢ nie
»QzC. .



okoto ztamania, czyli spdlnego przeciecia, bok iederl
Z dwoCb, do ktdérego liniig przeciecia byta prostopadta,
odmienia¢ bedzie potozenie , wszelako iednak na ieducy
zostanie plasczyZnie , i liniig przeciecia zawsze do nie-
go bedzie prostopadtg. Ten przyktad prawde te zmy-
stom dosy¢ ukazuie , nie dosy¢ iednak ukazuie ig ro-
ZUmowi.

Dotvocl. Niech bedg dwie liniie proste, AB i CD,
przecinaiagce sie w P, i mech do obudwéch Tab. J.
prostopadta bidzie liniid SP. Na ptasczyznie Fig. .
przechodzacey przez te dwie liniie $ przeciggngwszy
przez punkt P. iakazkolwiek liniiag EF, do tey linii
bedzie tez prostopadta liniid SP.

Wezmy liniie réwne: PA i PB, i znowu PC,
i PD j takze réwne« Poprowadzmy BD" AC, spotyka-
igc¢ linilg EF, w punktach E i F.

Poniewaz troykaty; APC i BPD, maig dwa
boki réwne iedne wzgledem drugich , i katy miedzy
temi bokami zawarte , takze réw ne , wiec moga przy-
sta¢ do siebie; a w sczegblnosci k<t PAC, réwny iest
katowi PBI), Przeto i troykagty APE i BPF, 'iako
maigce rowne buki: PA, PB, i katy réwne iedn$
wzgledem drugich , mo”a tez do siebie przysta¢, a
w sczeg6lnosci , réwne sag w nich boki PE , PF i AE,
BF.

PoCiggniymy iescze liniie SA, SB, SC, SD; troy-
katy prostokatne SPA, SPB, maig bok spdlny SP,i
boki PA i PB, réwne: a zafSm moga do siebie
przystaé, a w sczegdlnosci liniie SA, SB, sg rownc.
Podobnie réwne sg i liniie SC *i SD. Dwa wieC troy-
katy CSA, BSD, ktérych boki wszystkie réwne sg ie-
dne wzgledem drugich , mogg do siebie przysta¢, a
W sczegoélnosci katy SAC i SBD rowns*

Poprowadziwszy SE, SF; i troykaty: SAEj SBF,
maig boki SA i AE, réwne Wzgledem bokéw SB i
BF, i katy miedzy temi bokami zawarte, réwn¢ i
wiec moga do siebie przysta¢ J a w sc-cegdlnosci ré«
wne sg liniie SE i SF.

WieC w troykatcah SPE i SPF réwne Sg boki
w jednym, wzgledem bokéw drugiego, a zatem i (e
przysta¢ moga do siebie; a w sczeg6lnosei kat SPE,
rowna sie katowi SPF; a ze sg katami przyleglem]j
czynig razem dwa katy proste; kazdy z nich pizetg



bedzie katem prostym ; a zalem liniid SP, bedzie lez
prostopadtg i do linii EF.

10 twierdzenie bardzidy w dowodzeniu dtugie
niz trudne, powinno by¢ objasnione przez figure
z papieru grubszego, lub zdrewna iz nici; lub win-
ny sposéb. Toz rozumie¢ trzeba i wzgledem wszyst-
kich prawie podan w ley czesci zawartych.

5. Opisanie. Gdy liniia prostopadtg iest do wszy-
stkich innych , ktére sie w punkcie iey spadku prze-
cinaig na ptasczyznie iakiey , o lakiey linii mowi sie,
ze iet prostopadtg do ley ptasczyzny ; a zatem ieze-
li liniia prostopadtg iest do dwoch innych w punkcie
ich przeciecia, na ptasczyznie, ta liniia prostopadig
iest i do tey ptasczyzny.

6. Twierdz. 5. Wzaiemnie , iezeli liniia prosta,
prostopadtg iest do trzech innych liniy, ktdie sie
w jednym iéy punkcie przecinaig ; ptasczyzna ta, k(6-
ra pizeihodzi przez dwie z tych trzech liniy, prze*
chodzi &z i przez trzecig.

Tal. I . Dowod. Niech bedzie liniia SP, pro.sio-
Fig. 1 padtg do liniy PB, PD, PF, ktére przecho-
dzg prz>z sam punkt P, linii SP.

Niechay ptasczyzna iaka przechodzi przez liniig
SP i PF. Jakazkolwiek bedzie liniia, w kldrev ta pta-
sczyzna  przecina drugg ptasczyzne przechodzacy
przez liniie PB i PD, wszelako liniia SP , bedzie
prostopadtg do tego spdlnego przeciecia, a zai¢m gdy-
by liniid PF, nie byta lem spdlnem przeciec em, te-
dy lini a SP bytaby prostopadig do dwdch liniy leza-
cych na leyze co i ona ptasczyznie, toiesl : bytaby
prostopadtg do linii PF, i do drugiey iescze linii ro-
zney od PF, przecinaigcey spoinie dwie ptasczyzny;
co by¢ nie moze. Liniid wiec PF nie iest rézna od
spélnego przeciecia dwoch ptasczyzn SPF i BPI), a
zalem, iest tém spdlnem przecieciem, przeto nalezy
i do drugiey ptasczyzny BPD, toiesl ta ptasczyzna
BPD , przechodzaca przez liniie PB, PD, przechodzi
tez i przez liniig PF.

7. Twierdz. 6. Dwie liniie proste prostopadte do
Tab. I. iedney plasczyzny , sg do sieliie rdwnolegte*
Fig. 2 Niech bedg dwie liniie BA i CD, prosto-
padle do iedney ptasczyzny, na ktorg spadaig w pun-
ktach B i C, te dwie liniie do siebie sg réwnolegte.

Dowod. ~ PoprowadZmy liniig BU, a od konca C,



spélne;jo linii GC, z liniig DC, prostopadtyg do pha«
sczyzny, wyciggniymy na tey ptasczyznie prostopadig
CE , do BC, rowng lakieykolwiek dtugosci BA , wzie-
tey na drugiey linii prostopadtey do leyze ptaczy-
zjiy. PoprowadZmy iescze i liniie BE, AC, AE. Dwa
troykagly ABC, ECB, maig spoiny bok BC, boki tak-,
ze BA, CE, rdéwid, z wykreslenia, i katy proste;
ABC, BCE; wiec te troykaly moga przysta¢ do sie-
bie , a wsczeg6lnosci linile BE , AC,sg rowné. Dwa
tedy troykaty , ABE, ECA, maig wzgledem siebie
rowne wszystkie boki, a zatem przysta¢c mogg do cie-
bie ; a w sczegolnosci rowne sa kat}' ABE i ACE :
ze za$ liniid AB, prostopadig iest do linii BE, po-
niewaz wzieliSmy ig za prostopadta do ptasezyzny prze-
chodzacey przez liniie BC, BE, wiec kat ACE , iest tez
prosty ; a zalem liniig EC , prostopadita do dwooh
liniy CB i CD, z wykreSlenia , iest tez prostopadig
i do linii CA. Przeto ta liniid CA iest na ley samey
ptasczyznie, co i liniie BC, CD. Aze ptasczyzna prze-
chodzgca przez liniie AC, CB, przechodzi tez i przez
liniia AB , wiec liniie AB, CD, sa na iedney pta-
sczyznie ; bedac za$ na iedney ptasczyznie, ze pro-
stopadtymi do linii BC , wiec do siebie rdwnoleglemi
beda.

Przestroga.  Aby latwiey zrozumieé¢ to dowo-
dzenie , dobrze bedzie przecig¢ figure 2. w linii AC,
tak, aby cze$¢ iedua ABCD, iey figury, przypada-
ta prosto nad druga czescia BEC. Podobnie dopoma-
ga¢ mozna tatwieyszemu wyobrazeniu i winnych fi-
gurach , gdzie nie iedna zachodzi ptasczyzna.

Uwaga, W pierwszey czeSci cokolwiek sie mo-
wito o liniiach rownolegtych , zawsze to byto w tem
rozumieniu , ze te liniie kre$lona byly na tey sa-
mey ptasczyznie , na klorey i kazda inna lini d tgcza-
ca dwa ich punkta, lezala.

8. Twierdz. 7. Jezeli dwie liniie sg do siebie
réwnolegteini , a iedua z nich prostopadtg iest do ia-
kiey ptasezyzny , bedzie i druga do leyze plasezyzny
prostopadts.

Wezmy dwie liniie B\ iCD zaréwnole- Tab. I.
gte; ieieli iedna z nich nap. CD, iest pro- Fig. 2
stopadtg do iakiey ptasezyzny . bedzie do leyze pla-
sezyzny prostopadtg i druga BA.

Dowod. Na ptasczyznie , do ktorey wzieliSmy



za prostopadtg CD, pociggniymy CB ; bedg do CB
prostopadferai obiedwie liniie AB i CD. Na teyze
ptasczyznie niech bedzie CE, prostopadta do BC, i
rowng dtugosci BA- Poprowadzmy iescze AC , AE,
i BE. Cale dowodzenie na tSin zawisto, aby okazac,
ze kat ABE, iest prosty, toiest; ze liniig AB, pro-
stopadta do linii BC, iest razem prostopadtg i do li-
nii BE , lezgoSy na tey sarney ptasczyznie , do kloi ¢y
liniid CD iest prostopadis.

Dwa troykaty prostokgtne ABC i ECB, maig
ramiona kata prostego réwne iedne wzgledem drugich;
a zatem te dwa troykaty moga przystaé do siebie, a
w sczegélnosci liniie AC i BE, sg rdwne. Maig tedy
dwa troykaty ABE i ECA, wszystkie trzy boki ro6-
wne iedne wzgledem drugich »i moga zalem przystaé
do siebie ; aw sczeg6lnosci réwne sg katy ABE i ACE.
Ptasczyzna przechodzaca przez dwie liniie rdwnolegte
AB i CD ,przechodzi lez tak pragez liniig BC, iak
i przez AC, wiec liniie DC, BC i AC, na iedney
ptasczyznie leza. A ze liniig CE iest prostopaditg do
dwoch liniy CD i BC ; bedzie lez prostopadig i do trze-
ciey linii CA; a zalem kat ACK iest prosty; a ze
ten kat, iest réwny katowi ABE, wiec i kat ABE
jest prosty.

9. Zagad. Spusci¢ prostopadtg do plasczyzny,
Tab. I. z punktu nie na niey danego.
fig. Niech bedzie taki punkt S, z ktérego
spusci¢ trzeba prostopadtg na dang plasczyzne.
Rozwigzanie. Na ptasczyznie daney nakre$imy

jakgkolwiek liniig AB Niech przez te liniig i przez
punkt dany S, przechodzi inna ptasczyzna, na ktérey
pociagniymy SD, prostopadta do AB. Na daney
ptasczyzpie niech tez bedzie poprowadzond DP, pro-
stopadta do AB; a przez liniie SD, DP , niech prze-
chodzi ptasczyzna , na ktdrey niech bedzie SP, pro-
stopadta do linii DP; ta liniig SP, bedzie razem
prostopadty, ktorey szukalismy.

WyhréMenie stuzace  do dowodzenia. Niech przez
P, przechodzi liniig EF, réwnolegta do AB.

Dowodz. Liniie SD, PD, z wykresSlenia sg pro-
stopadte do linii AB; wiec liniig DB, wzaiemnie
iest do obudwoch tych liniy prostopadta; a zatem
prostopadtg iest i do ptasczyzny przechodzgcey przez
te dwie liniie. Aze liniig EF, réwnolegtg iest do li-



nii AB, wiec liniia EF, iest tez prostopadig do tey-
ze ptasczyzny SDP : a w sczegélnosci prostopadty iest
do linii SP; i liniid SP, iest wzaiemnie do linii EF
prostopadtg. Ze za$ liniia SP, zrobiond byta prosto-
padtg do linii PD , wiec liniia SP, iest razem pro-
stopadtg do liniy EF i PO, ktore sie przy ieyspad-
ku P, przecinaig na daney ptasczyzuie, a zatem li-
niia SP , prostopadig iest do teyze ptasczyzny.

10. Zagadn. 2. Od punktu danego na pta-
sczyzuie wynie$¢ prostopadig do teyze ptasczyzny.

Rozwiaz. Spusémy do ptasczyzny daney z pun-
ktu jakiegokolwiek, nie na niey bedacego , prostopa-
dtg, a przez punkt dany poprowadzmy rownolegig
do teyze prostopadtej/.

11. uwaga 1. Od punktu danego, iedne tyl-
ko prowadzi¢ mozna prostopadig do piasczyzny.

12. Uwaga 7. Gdy liniia iaka nie iest ani na
sajney ptasczyzuie, ani do niey prostopadtg; moze
by¢ albo od niey réwnolegta, albo tak, iak ze-
chcemy do niey nachylona.

Naprzod. Jezeli, spusciwszy z dwoch punktow
linii iakiey dwie prostopadle na ptasczyznie , te pro-
stopadte bedg sobie réwne; tedy ta linila od Kktdiey
sq spusczone, bedzie rownolegta do ptasczyzny, na
ktorg ie spusciliSmy, toiest : nie spoLka nigdzie tey
ptasczyzny, choéby tak liniia, iako i ptasczyzna
naydaley byty przedtuzone.

Powlére. Niech bedzie liniia SD niepro- Tab. I
stopadtg do ptasczyzny; ale niech spotyka pta- S-
sczyzne w punkcie naprz. D. Z punktu ktoregokol-
wiek tey" linii naprz. z S, spu$émy do tey ptasczy-
zny prostopadta natrafiaigcg na nie w punkcie P, i
poprowadzmy PD. Kat SDP nazywa sie katem po-
chylosci  (angulus inclinationis) tey linii SD, do pta-
sczyzny.

Ten Kkat iest naymnieyszy z tych wszystkich,
ktore czyni¢ moze liniia SD, zjakakolwiek inng liniig
poprowadzong na tey ptasczyznie przez punkt D, i
gdyby z punktu P, iako ze $rodka promieniem ro6-
wnym linii PD, nakre$lony byt okrag kota , wszyst-
kie liniie ciggnione od punktu S, do punktéw tego
okregu , czynityby iednakowy zawsze kat z tg ptasczy-
zng.

Poniewaz te podania sg tylko do innych glé-



whieyszych pomocnicze (subsidiariae) i tatwe do do-
wiedzenia , przestaie sie Lu na samem ich wyrazeniu.
13. Twierdz 8. Ody dwie linie réwnolegte sg do
tf/eciey, ktéid na odmienndy od ni<h lezy ptasczy-
Ziie, (e dwie liniie i do siebie réwnolegte beda.
Tab. 1. Niech beda dwie liniie AB i CO, réwno-*
Fig. 4. legte do linii EF, beda le dwie liniie i do
siebie rowmdeglemi. Od punklu Kktoregokolwiek na
linii EI’ naprzyklad O , wyciggniymy dw e do tey linii
prostopadte: GH i GI, na ptasczyznach przechodzag*
Cyéh przez tez linilg EF, i przez AB i CD. Po-
niewaz liniie EF , iest prostopadtg , tak do linii GH,
iako i do linii Gl , wiec tez bedzie prostopadig do
ptisczyzny przechodzacey przez te dwie liniie. A ae

znowu dvvie linilie AB i CB sg rdwnolegte do linii
EF, wiec <gobiedwie prostopadle do ptasczyzny.prze*
chod/.acey przez liniie GH i GI, a zalem s3 do sie-

bie rdéwnolegte.

14. Twierdz. 9. Gdy dwie liniie; proste, [ktore sig

przecinaig, sg rownolegte wzgledem dwdch drugich
prostych, ktére sie takze przecinaig, a na inney le-
za plasczyznie, kat zawarty miedzy dwiema pierwszemi
liniiami, rowny bedzie kagtowi zawartemu miedzy dwie*
ma drugiemi.
Tab. 1. Niech beda dwie liniie AB i AC, réwno-
Fig. 5. legte wzgledem dwo6ch drugich DE i DF;
kat BAC zawarty miedzy dwiema pidrwzemi, rowny
iest katowi EDF, zawartemu miedzy dwiema dru-
giemu—

Wezmy rowne liniie AB i DE,, rowne takze lii-
niie AC i DF , pociagniymy liniie AD, BE, CF, BC, EF,

Poniewaz liniie AB i ED , sg réwne i réwno-
legte ; czworokat ABED bedzie réwnolegtobokiein , i
liniie  AD i BE bedag rdéwnetni i réwnolegte mi.

Podobnie rowne sg i rownolegte liniie AD iCF;
wiec liniie BE i CF sg tez rdwne irownolegte , wzgle-
dem linii AD; a zatem réwne sa sobie, i do siebie
réwnolegte. Jest tedy czworokat BEFC, rdwnoleglo-
bokiem , a w sczegélnosci réwne sg linile BC i EFy
Przeto troykaty BAC, EDF, boki trzy réwne maig,
iedne wzgledem drugich, a zalein przystaé moga do
siebie, a w sczeg6lnosci réwne s3 katy BAC, EDF.

15.  Przystosowanie. Niech bedg dwie plasczy-
zny, ktore sie przecinaiag. Na kazdey z tych plasczy-



znie wystawmy prostopadtg do sp6lnego ich przecie-
cia wyprowadzong od punktu ktoregokolwiek tegoz
przeciecia. Kat zawarty miedzy dwiérna temi prosto-
padiemi , iednakowy zawsze bedzie , chociaz coraz in-
ny na spolnem przecieciu punkt wybiera¢ bedziémy
do wyprowadzenia z niego tych prostopadtych.

Opis.  Jest przeto taki kat zdatny do wymie-
rzenia pochytosci tych dwdéch ptasczyzn iedney wzgle-
dem drugiey. Gdy =zal$rn kat zawarty miedzy temi
dwiema prostopadtymi, iest prosty , mowi sig, ze w ta-

kim razie ptasczyzna jedna  iest  prostopadta do  dru-
giey. Gdyby za$ kat miedzy temi dwiema prostopadis-
mi zawarty, miat: io°, 2<° 50° il.d., wtym razie

i dwie ptasczyzny zawieratyby katy : io°, 20°, 30° i
t. d.

Muzna iescze iw jnny sposéb przeswiadczy¢ sie,
iako pochyto$¢ dwoch prostopadtych, wyciggnionych
na dwoch ptasczyznach , od iednego punktu linii prze-
ciecia spdlnego tych ptasczyzn , odpowiada zawsze po-
chytosci tychze dwdch ptasczyzn. Wystawmy albowiem
sobie te dwie ptasczyzny przystaigce do siebie , i Iczgco
iedna na drugiey. Niech polem spodnia pta?czyzna
zostanie na swoiem mieyscu , a wyzaza niech sie podnosi,
i obraca okoto spélnego przeciecia. Sp6In§ przecie-
cie , podczas tego obrotu bedzie zawsze prostopadte
do dwdch liniy, prostopadtych, wyciggnionych na obu-
dwocli ptasczyznach, od iednego punktu: a zatem te
dwie prostopadie, zostaigce zawsze kazda na swoiey pita-
sczyznie, odpowiada¢ bedg podczas tego obrotu po-
chytosci dwod(h phasczyzn* Ody naprzyktad ptasczy-
zna ruchoma obiezy potowe drogi, ktérg iey obeys¢
trzeba , aby sie znalazta na drugiey stronie w réwni
z ptasczyzng ruchomg ; wtenczas i prostopadia do spdl-
nego przeciecia , znayduigca si¢ na ptasczyznie rucho-
mey, obiezy potowe ley drogi, ktérag ma obeys¢,
aby sie w jedney réwni stykata koricem swoim z dru-
gq liniig prostopadtg, do sp6lnego przeciecia wyciggnio-
ng na ptasczyznie nieruchomey. Toz mowi¢ i o in-
nych czesciach tego obrotu.

16. Twierdz. 10. Gdy iaka prosta liniia prosto-
padtg iest do ptasczyzny , do leyze ptasczyzny prosto-
padtg bedzie kazdd inna ptasczyzna przez te liniig
przechodzaca.



Tal. 1. Niech bedzie liniig GP , prostopadtg do
Fig. 6. iakiey ptasezyzny, i niech przez te liniig GP,
przechodzi inna iakakolwiek ptasczyzna 5 ta prostopa-
dtg bedzie do pierwszey ptasezyzny.

Niech liniig AB, bedzie spdlnem tych dwoch
plasczyzn przecieciem; od punktu P, przez pierwszg
ptosczyzne wyciggniymy PC, proslopadig do tego spol-
nego przeciecia.

Poniewaz liniig GP, wzieliSmy za prostopadig
do pierwszey ptasezyzny, wiec GP prostopadtg bedzie
lak do linii AB, iako i do linii PC: bo te dwie Ii-
niie przechodzg przez pierwszg ptasczyzne; a zatem,
od punktu ktéregokolwiek np. P, znayduiacego sie
na spélnem przecieciu dwoch tych ptasczyzu , wycia-
gnawszy prostopadte PG, PC, do tegoz spbélnego prze-
ciecia, te liniie bedg prostopadte iedna do drugiey; a
ztad prostopadte bedg do siebie i te dwie ptasezyzny.

17. Wniosek. Gdy liniid iaka prostopadtg iest do

ptasezyzny , a na teyze ptasczyznie pociggniemy iakga-
kolwiek inng liniig, i do tey spuscimy drugg prosto-
padta od spodku pierwszey prostopadley: poprowa-
dziwszy potem od kléiegokolwiek punktu pierwszey
prostopadley liniig do punktu, w ktérym druga pro-
stopadte; spotyka liniig pociggniona na ptasczyznie;
ta ostatnia liniig poprowadzona, prostopadtg bedzie
do linii na ptasczyznie pociggnioney.
Tab. I Niech bedzie SP , proslopadtg do ptasCzy-
F<g- 5. zny: pociagniymy na leyze ptasczyznie liniig
AB, i spus¢my do niey prostopadta PD, od spodku
P, linii SP. Poprowadziwszy z punktu ktéregokolwiek,
naprzyktad S, linii prostopadley SP, liniig SD, do
punktu D, w ktérym prostopadta PD spotyka liniig
AB ; ta liniig SD , bedzie prostopadtg do AB.

Przez punkt P, przeciaggniymy EF rownolegta
do AB.

Poniewaz liniig SP, prostopadtg iest do ptasezyzny
daney, bedzie tez prostopadtg i do linii EF, znaydu-
igcey sie na tey ptasczyznie ; a wzaiemnie i EF bedzie
prostopadtg do SP. Taz liniig EF, iako rdwnolegta
do AB, iest tez proslopadta do PD; a zatem bedac
prostopadtg tak do PD, iako i do PS. bedzie takze
prostopadtg i do ptasezyzny SPD, przechodzgcey przez
te dwie liniie ; wiec i AB, rownolegta do EF, bedzie
tez proslopadig do ptasczyzri}' SPD , a w sczego6luosci



bedzie prostopadta do linii SD, znayduigcdy sie tia
tey ptasczyznie.

18. Twierdz, u. Gdy ptasczyzna iedna prosto-
padty iest do drugiey, a przez ktoérykolwiek punkt ie-
dnéy z tych plasczyzny pociggniemy prostopadtg do
drugiey, ta prostopadta padnie na sp6lne przeciecie
tych dwéch piasczyzn.

Dowod. Gdyby liniia SP, nie padata na spdlne
przeciecie dwoch ptasczyzn , tedy , spusciwszy z tegoz
samego punktu S, prostopadta do spdinego przecie-
cia , ta bytaby oraz prostopadtg i do drugiey ptasczy-
zny; a zatem dwie prostopadte z jednego punktu spu-
sczone bylyby na iedne ptasczyzne , co byé nie
moze*

19. Twierdz. 12. Gdy dwie ptasczyzny prosto-
padte sg do trzeciey , spélne przeciecie tychze dwdch
ptasczyzn, prostopadte tez bedzie do teyze trzeé ey
ptasczyzny.

DowodOd punktu , w ktérym liniia przeciecia
dwoch pierwszych plasczyzn , spotyka trzecig ptasczy-
zne , pociggngwszy tak na iednéy iak i na dr. giey
z dwdch pierwszych ptasczyzn prostopadie do dwoch
liniv spolnego ich przeciecia z trzecig pta“czyzng , te
dwie prostopadte , prostopadtemi tez bedg do trzeciey
ptasczyzny; a zals$ni, gdyby te dwie prostopadte nie
zeszty sie w jedne , i nie byly w rzeczy samey iedng
liniig, ktora iest spélnem przecieciem dwoch pierw-
szych ptasczyzn ; tedy od iednegO punktu moznaby
do iedney ptasczyzny dwie prostopadle wyprowadzi¢ $
to zaS§ by¢ nie moze.

20. Twierdz. i3. Gdy iedna liniia prostopadtg
iest do dwdch phasczyzn , te dwie plasczyzny nigdzie
sie z sobg nie zeyda, chocby naydaley byty przedtu-
zone.

Dowod. Gdyby te dwie ptasczyzny mogly sie
spotka¢ z soba , ledy troykat Zrobiony z ley prostopa-
dte}', iz dwoch niv poprowadzonych od punktu jakie-
gokolwiek na spolnem przecieciu dwdch tych plasczyzn*
do punktéw w ktérych prostopadta spotyka tez pta-
sczyzny, miatby dwa katy prosie, co by¢ nie moze.

Opis. Dwie ptasczyzny , ktére nawet przedtuzone
spotka¢ sie z sobg nie moga, nazywaig sie rowno e-*
gtemi.

21. Twierdz. i4. Gdy dwie liniie pr?ste, sg ro-»



wnolegte wzgledem dwoch drugich prostych na inndy
ptasczyznie lezgcych , plasczyzna przechodzgca przez
dwie pierwsze liniie, bedzie réwnolegta do ptasezyzny
przechodzacey przez dwie drugie liniie.

Tab. I Niech bedg dwie liniie AB i AG rowno-
Fige 7- legte wzgledem dwoéch drugich DE i DF ; pta-
sczyzna przechodzaca przez liniie AB i AC, réwno-
legtg bedzie do ptasezyzny przechodzgcey przez liniie

Dow. Z wierzchotka A, kata zawartego miedzy dwie-
ma pierwszemi liniiami, spus¢my prostopadta AG , do
ptasezyzny przechodzgcéy przez drugie dwie liniie, i
od spodku G, tey prostopadley poprowadzmy na ley-
ze samey ptasczyznie liniie GH , GI, rdwnolegte wzgle-
dem liniy DE, DF.

Liniid AG, prostopadta do drugiey ptasezyzny,
iest tez prostopadtg i do liniy GH i Gl: a ze liniie
AC, Gl , sg obiedwie réwnolegte do linii DE, wiec
i do siebie sg rownolegtemi; a zatem liniig AG, iest
takze prostopadig do linii AC. Tymze sposobem po-
kazaé mozna, ze liniig AG, iest tez prostopadly ido
linii AB. Wiec ta liniig AG, iest prostopadig do pta-
sezyzny przechodzacey przez liniie AB, AC; a za-
tem i dwie ptasezyzny przechodzace, iedna przez li-
niie AB, AG, druga przez liniie DE, DF, sg obie-
dwie prostopadte do téyze samey linii AG, a przeto
sq do siebie rownolegte.

22. Twierdz. i5. Gdy dwie ptasezyzny rowno-
legte do siebie , przecina trzecia ptasczyzna , ich spoi-
ne przeciecia z trzecig plasczyzna , bedag tez do siebie
rownolegte.

Dowod?. Gdyby te spdlne przeciecia , z trzecig
plasczyzng spotkaty sie gdzie zsobg ; tedy punkt prze-
ciecia tych dwdch przecie¢ nalezac tak do iednego,
iak i do drugiego spolnego przeciecia dwoch ptasczyzn
z trzecig , nalezatby tez tak do iedney, iak i do dru-
giey z dwoch ptasczyzn przecinajacych trzecig ; a za-
tem dwie plasezyzny spotkatyby sie gdzie z sobg, lo-
iestnie bytyby iak sg rdwnolegte.

23. Twierdz. 16. Gdy dwie ptasezyzny sg do
siebie rownolegle ; liniig, ktora iest prostopadta do ie-
dney z tych ptasczyzn , bedzie prostopadtg i do dru-



Niech bedg dwie ptasczyzny rdéwnolegte* Tnb. I.
BAC, EUF: liniia AG prostopadta do iedney Fig. »
z tych ptasczyzn , naprzyktad do pierwszey , pro-
stopadtg bedzie i do drugiey ptasczyzny.

Jezeli liniia AG, nie iest prostopadtg do ktory-
kolwiek linii taki¢y , iak GH, przeciggnioney przez
spodek G, teyze linii AG, ktdry iest na ptasczyznie
EDF; tedy przeciggngwszy przez liniie GH i AG,
ptasczyzne , ktdéraby przecieta plasczyzne BAC , w linii
AB : liniid AG bedzie prostopadig do linii AB ; wiec
linile AB i GH , z ktérych iedna iest, a druga nie iest
prostopadtg do linii AG, lezacey na teyze samey, co
one , ptasczyznie , spotka¢ sie mogg z sobg ; a przeto i
ptasczyzny, na ktorych leza spotkaé sie tez z sobg
moga, i nie bedg réwnolegle: co iest przeciwko wa-
runkowi.

24. Twierdz. 17. Gdy dwie liniie lezace albo niele-
zace na iedney plasczyznie, przeciete sg przez trzy
rownolegle do siebie ptasczyzny, te liniie bedg od
tych plasczyzn przeciete proporcyonalnie.

Niech bedg dwie liniie AB, CD, lezgce, albo
nie, na iedney ptasczyznie: niech trzy ptasczyzny ré-
wnolegte przecinaig pierwszg liniig w punktach ; B, F,
A , a drugg w punktach, C, G, D j bedzie BF: AF=
CG: DG.

.Doff.PoprowadZzmy liniig BD,spptykaiacg ptasczyzne
Srednig w punkcie E.

Liniie EF, AD, sg spOlnemi przecieciami ?pita-
sczyzny BAD, z dwiema ptasczyznami réwnolegte ni ;
wiec te dwie liniie sg do siebie rownolegle ; a zatern
epodobne satroykaty: BFE,BAD; przeto BF:AF =
BE: ED.

Dla teyze przyczjmy podobne bedg i troykaty
BDC, EDG, a zatem BE: ED = CG: GD. Wiec
tez bedzie BF: AF = CG: GD.

Uwaga. W tym razie tylko liniie BC, AD sg
rownolegle, i oraz liniie FE, EG iedne cz3'nig li-

> S™y linii® AB, CD na teyze ssmey ptasczyznie
znayduig sie.



R O 2z D Z I A ¢t 1.
O iatacli brytowych.

pis. Wykreslmy iakikolwiek wielokat na ptasczy*
zuie: od kazdego wierzchotka kata w tym wielokacie
wyciggniymy liniie do iednego punktu, nie na ley
ptasczyznie bedacego. Przy tym punkcie tyle sie zrobi
katow ptaskich znayduigcych sie na odmiennych pta-
sczyznach, ile wielokat naprzod wykreslony miat bo-
koéw. Mieysce nieograniczone zawarte miedzy ptasczy-
znami tych katdw , nazywa sie katem brytowym
gnlu.s solidus). Punkt, ktory iest spélnym wierzchot-
kiem wszystkich katéw ptaskich, nazywa sie wierz-
chalkiem  lego kata brytowego. Ptasczyzny, na ktérych
sie zuayduig katy ptaskie, ktore ten wierzchotek czy”
nig, nazwac¢ mozna écianami  (parieles albo facies) : a

za$ spolne tych plasczyzn przeciecia krawedziami ("po
Francuzku  Jlrretes~).
Przestroga. W lem wszyslkiem, co sie tu o ka-

tach brytowych powie, wystawia¢ sobie trzeba nie in-
ne wielokaty, iak tylko te, ktorych krawedzie scho-
dzgc sie w ich wierzchotkach , same katy wyskakuigce
tam czynig "b).

Trzy rzeczy uwaza¢ mozna w kacie brytowym ;
Sciany albo kaly ptaskie, ktore go tworzg, pochyto-
§ci wzaiemne tych $cian, i stosunek placu zawartego
miedzy temi S$cianami, doé placu catego okoto wierz-
chotka kata brytowego; w podobny .prawie sposéb , iak
lez uwazaliSmy wielko$¢ kata ptaskiego wzgledem ca-
tego placu, okoto wierzchotka tegoz kala , na iedney
z tym placem ptas-zyznie znayduigcego sie. Obacz ni-
zeyy co stuzy do ostatniey tey  uwagi, w Rozdziale 0
kuli  (Jiptioera). Jako wielokat, w klérego wierzchot-
kach konczg sie krawedzie kata brytowego , moze by¢
na troykaty podzielony przez przekatne ciggnione od
iednego z wierzchotkéw iego ; tak tez i kat brytowy
jakikolwiek podzieli¢ mozna na inne katy brylowe,
ztozone ze trzech tylko katow ptaskich. Przeto Jeome-

(b) Obacz o innych katach brytowych rozprawe P. Bermanna,
pod tytutem ; J)e angulis solidis disscrtatio Yitembergae.

1O



trowie naywiecCy sie bawig okoto katow brytowych,
trzema kalami plaskiemi okreslonych , aby doszli po-
chytosci scian , lub ich wielkosci ; a potSm wiadome
maigc dostatecznie te pochytosci i wielkosci Scian , wy-
znaczaig kat brytowy, ktory sie z tych $cian uktada.
Cze$¢ ta Geometry! , w ktoiey o katach brytowych
rzecz iest, pod ta, pod ktérg ie wystawuiemy posta-
cig, nazywa sie Trygonometryg kulisia ,albo sferyczng
ATrigonometria spherica). Damy przyczyne tego na-
zwiska, gdy sie o kuli méwic¢ bedzie. Jest ta czesé
koniecznie potrzebna Astronomom. Na daniu pierw-
szych o niey poczatkéw, tu przestaniemy, i moéwic
bedziemy o katach brytowych , tylko tyle, ile wiedzie¢
potrzeba bjdzie dla zrozumienia podarn S$ciggaigcych sie
do samy(hze bryt,

25.  Twierdz, i. W Kkacie brytowym zrobionym
z trzech katéw ptaskich , summa dwoch z tych trzech
katdw, wieksza iest od kata trzeciego.

Niech bedzie kat brytowy w A, Tab. Il
zrobiony z trzech ka«dw ptaskich: BAC , BAD, -Fig. 2
CAD s ktdrykolwiek z tych trzech katow wziety , muiey-
szy iest od summy dwoch innych.

Dow. Jezeli te trzy katy sg wszystkie réwne,iuz oczy-
wiscie dwa , wieksze sg od iednego.

Jezeli za$ kat ieden nap. BAC, wiekszy iest tak
od kata BAD, iak i od kata CAD , tedy wszelako inniey-
szy bedzie od summy obudwoch.

Zrébmy albowiem na ptasczyznie BAC, kat BAE
rowny kaiowi nap. BAD ; i wezmy dwie dtugosci ro-
wne AD, AE ; na linii takze AB, weZmy punkt kto-
rykolwiek , nap. B ; przez trzy punkta B, D, E, niech
przechodzi ptasczyzna przecinaigca krawedz AC, w pun-r
kcie C.

Dwa troykaty: BAD, BAE mnig bok spdlny AB,
boki: AD, AE réwne, i katy miedzy lemi bokami
zawarte, réwne; wiec te troykaty moga przysta¢ do
siebie, a w sczegolnosoi, liniie: BD , BE, sg réwne.
Aze w troykacie BDC, summa bokéw x BD , CD,
wieksza iest od trzeciego boku BC: wiec bok CD,
wiekszy iest od linii CE; a zatem troykaty : GAD, CAE,
maig bok spélny AC, boki: AD, AE réwne; pod-
stawa za$ DC iednego, wieksza iest od podstawy CE
drugiego: wiec kat CAD, w wierzchotku pierwszego
troykata , wiekszy iest od kata CAE w wicrzcholku



drugiego ; wiec isumma katéw : BAD , CAD , wigksza
iest od summy katéw: BAE , CAE, toiet>t wieksza
od kata BAC.

a6. Twierdz. 2. W Kkacie brytowym,summa wszyst-
kich katow ptaskich, mnieysza iest od summy czterech
katow prostych (e).

Dowod?. Wierzchotki wielokata, na ktérych
wspieraig sie wszystkie krawedzie kata brytowego, sg
oraz wierzchotkami tylu innych katow brytowych zro-
bionych przez katy trzy ptaskie, ile ten wielokagt ma
wierzchotkéw : gdyz kazde dwa z tych kaléw ptaskich
wchodzacych w kat ieden brytowy , znayduig sie przy
podstawach $cian tego kata brytowego, a trzeci ta-
kowy kat nalezy do podstawy kata brytlowego w wierz-
chotku , toiest: do wielokata, na klprym sie wszystkie
krawedzie kg'a brylowego w wierzchotku wspieraig.

Na kazdC¢y z tych $cian summa trzech kalow ie-
dnego w wierzchotku , a dwéch przy podstawie $ciany,
rowna sie suminie dwoéch katéw prostych ~ a zatem
summa wszystkich kaldw w wierzchotku i wszystkich
kalow przy podstawach $cian , rownac sie bedzie dwom
katom prostym tyle razy wzietym, ile ma $cian kat bry-
jowy.

Sumrna dwdch katéow przy podstawach $cian,
wieksza iest od kata trzeciego przy podstawie kata bry-
towego , ktory kat trzeci, z dwoma tamtemi robi Kkat
ieden brytowy przy tey podstawie \ a zatem summg
wszystkich  katow przy podstawach $cian wszystkich,
wieksza iest od summy wszystkich ka¢éw przy pod-
stawie kata brytowego.

Wiec summie wszystkich katow przy podstawach
§cian, mniey nie dostaie do summy dwa razy tylu ka-
tpw prostych, ile wielokat, czyli podstawa kata bry-
towego , ma bokéw ; nizeli summie wszystkich kalow

(c) Trzeba mie¢ na pamieci, zesie tu moéwi tylko o katach bry-
towych , ktérych krawedzie wspieraig si¢ na wierzchotkach
wielokata , maigcego same tylko katy wyskakuigce. W przy-
padku od tego odmiennym, moga by¢ katy brytowe takie,
w ktérych summa katéw ptaskich, bedzie wigksza od 4 katow
prostych tyle , ile zechcemy. P. Le Sagc Genewenczyk pierw-
" tzy te prawde odkryt, ktéra tez pierwsza i sama iedna zdaio
sie uchybienie zadawa¢ Euklidesowi. Obacz Historya Aka-
demii JNauk 1'aryzkiey na rok 1756.



wielokata iego nie dostaie do téyze summy dwa raz/-
tylu katéw prostych , ile ten wielokat ma bokow.

A ze suramie katéw wszystkich wielokata , do
rzeczoney summy  brakuie 4 katdw prostych, wiec
summie katéw wszystkich przy podstawach $cian, bra-
kowa¢ bedzie do teyze summy mniey niz 4 Kkaty pro-
ste. Ze zas summa wszystkich katow przy wierzchot-
ku kata brytowego spetnia ten niedostatek mnieyszy
od 4. katéw prostych; wiec summa wszystkich katéw
przy wierzchotku kejta brytowego , mnieysza iest od 4
katéow prostych.

To twierdzenie obiasni¢ trzeba przez wiele przy-
ktadéw sczeg6loych, biorgc rézne liczby $cian kata
brytowego nap. 3. 4, 5,6, i t. d. w ktérych to ra-
zach , takowaz liczba 3,4 ,5, 6, i » d. bedzie wy-
raza¢ boki wielokata stuzacego katowi brytowemu za
podstawe; summa za$ katébw wielokata bedzie wazy¢
2, 4, 6, 8, i t. d. katébw prostych , a zatem summa
katow przy podstawach $cian wazy¢ bedzie wiecéy niz
2, 4, 6, 8, it. d. katow prostych. Ze za§ summa
tych ostatnich katéw , wraz z summa katéw przy wierz-
chotku kejta brytowego, wazy w tychze razach katoéw
prostych 6, 8, 10, 12 ; wiec summa katéow samych przy
tym wierzchotku mnieysza iest, niz nadmiar (excessus)
liczb

6, 8,10, 12,it. d.
nad liczby - - 2. 4. 6. it od.
toiest ta summa katdw przy wierzchotku mniey-
sza iest od 4 Kkatéw prostych.

Mozna prawde tego twierdzenia okaza¢ i w spo-
sOb nastepuigcy.

Obierzmy punkt iakikolwiek w posréd wieloka-
ta, i pociggniymy od niego liniie do wszystkich wierz*
cholkow tego wielokgta. Summa wszystkich katéw,
okoto tego punktu , zréwna summe 4 katdw prostych.
WynieSmy leraz mys$lg ten punkt nad ptasczyzne wie-
lokata , podtug ciggu linii prostopadtey do tey pia-
sczyzny. Jin bardziey ten punkt oddalony bedzie od
wierzchotkéw wielokata ; tym bardziey”zmnieyszy sie
kazdy kat przy tym punkcie, zawarty miedzy liniiami,
od niego poprowadzonemi do wierzchotk™y wielokata;
a zalem téin mnieysza bedzie summa wszystkich ka-
tow przy tym punkcie od summy pierwszey 4 katow
prostych.



97*  Przystosowanie. Pie¢ lylko iest gatunkow ka-
tow nalezacych do wielokgtéow foremnych , z ktérych
moze sie ztozy¢é kat brytowy.

1. W kacie brytowym zrobionym ze trzech katéow
troykagla réwnobocznego , kazdy ptaski kat wazytby f
kata prostego , a zatem summa ich wazytaby 2 katy
proste.
2. W kacie brytowym, ztozonym ze czlérech
katow troykgla rownobocznego, summa lakich kaloéw
wazytaby 2f Kkaty proste.

3. W kacie brytowym, ztozonym z pieciu ka'é\v
troykala rdwnobocznego, summa takich katéw wazy-
taby 5f katy prosie.

+Sze$¢ katdw troykata réwnobocznego wazy kaléw
prostych cztery. Sa one zdatne do napetnieni placu,
okoto punktu iakiego na ptasczyznie , nie za$ do zro-
bienia kata brytowego. Summa wiecey niz szeSciu
takowych katdw , wazytaby tez wiecey niz cztery ka-
ty proste.

4. W kacie brytowym, ztozonym ze trzech katéw
kwadratu , kazdy takowy kat bytby katem prostym,
a zatem summa lakowych Kkatéw réwnataby sie sum-
mie 3 kaléw prostych ; summa 4 katéw kwadratu,
bytaby summg 4 katow prostych ; a przeto ze 4 la-
kowych katéw skiada¢ sie nie moz i kal brytowy , da-
leko za$ bardziey sktada¢ sie nie moze z wigkszey licz-
by takich kaléw.

5. W kacie brytowym , ztozonym ze trzech ka-
tow pieciokata foremnego , kazdy ptaski kat wazyt-
by lj- kal prosty 5 a zalem summa ich wazytaby 3}
kaly proste.

Summa czterech takowych katéw, a lem bardziey
wiecey niz czterech , wazytaby wiecey niz cztery kaly
proste.

Summa trzech Kkatéw szeSciokata foremnego wazy
czlery kaly proste , a zatem zaden kat brylowy nie
ztozy sie z samych katow szeSciokgta foremnego 5 lem
bardziey za$ zaden kat brytowy skiada¢ sie nie moze
z samych katéw nalezacych do wielokatéw foremnych*
klére wiecey niz szes¢ bokéw maig.

Jezeli tedy znayduig sie bryty iakie , ktérych Scia-
nami sg wielokaty ieduakowego tylko gatunku, lakich
bryt gatunkéw , wiecey iak pie¢ by¢ nie moze.

Bryta, ktorey kazdy kal brylo\Vy ztozony iest



ze trzech kaléw troykata réwnobocznego , ma 4 Scia-
ny , kazda iest troykg»em rownobocznym , i 4 Kkaty
brytowe. Nazywa sie¢ Czworoscianem (Tetraedrom)

Bryta , kldrey kazdy kat ztozony iest ze 4 Kka-
téw tréykata réwnobocznego, ma S$cian 8, z ktdrych
kazda iest troykgalém roéwnobocznym , i 6 katéw bry-
towych. Nazywa sie OS$mioicianem (Octé¢drum).

Bryta , ktérey kazdy ka| ztozony iest z 5 kalow
troykata rownobocznego , ma 20 S$cian, z ktérych ka-
zda iest troykatem réwnobocznym , i 12 Kkatéw brv«
towych. Nazywa si¢ Dwudziestoscianem (Jcosasdrum).

Bryla, ktorey kazdy kat ztozony iest ze 5 katowv
kwadratu, ma 6 $cian , z ktorych kazda iest kwadra-
tem, i 8 kaléw brytowych. Nazywa sie Szedcianem
(Hex4edrum)¢ a zwyczaynie  (jCubus).

Bryta, ktére}' kazdy kat ztozony iest ze 5 katow
pieciokata foremnego, ma la $cian, z .ktérych Ka-
zda iest pieciokatem foremnym , i 20 kaléw bryto-
wych. Nazywa sie Owunastoscianem (Dodecaedrum).

Dosy¢ bedzie pokaza¢ uczniom lakie bryty, n:e
wchodzgc w obszerne w tey mierze rozwodzenia sie,
ktére wiecey samey ciekawosci dogadzaig, niz pozy-
tek przynosza. Te bryty, gdv wszystkie kaly tnaig
rowne, i wszystkie Sciany toiemue, i mogace przy-
sta¢ iedne do drugich , nazywaig sie brytami  fore-
mnemi.

GdybySmy w kacie brytowym pomiesza¢ chcieli
rozne katy wielokatow foremnych, koncem ztozenia
kata brytowego , liczba takich katow pta,kich , mogtaby
by¢ do upodobania powiekszona.

28- Twierdz. 3. Gdy dwa katy brytowe ztozone
sg ze trzech katéw ptaskich, rownych iednych wzgle-
dem drugich: pochytosci $cian, tychze katéw bryto-
wych , réwne tez sg iedne wzgledem drugich.

Niech bedg dwa kaly brytowe. ABCD, Tal. Il.
abcd ztozone z réwnych katéw wzi?l<?dem sie- Fig. 2.
bie: BAD, bad, BAC, bac, DAC , dac; pochyto-
§ci plasczyzn réwne tez beda iedne wzgledem drugich ;
nap. pochytosé ptasczyzny BAD do BAC, rowna
iest pochytosci ptasczyzny bad do bac

Wykresl. Wezmy réwne liniie AB ab, na pla-
«czvznach : BAD, bad; wynieSmy do AB prostopadig
Bl), a do ab prostopadtg bd. Sa ptasczyznach lakze
BAC, bac wyprowadZzmy do tychze liniv AB, ab



prostopadle BC, bc. Kafy CBD, chd , bedg katami
pochytosci ptasczyzu BAD BAC i had * bac, a zi-
tem dowie$¢ nalezy, ze te katy: CBD, chd sg réwne.

Dowod?. Dwa troykaty DBA , dba, sg prosto-
katne w B i b, maig rowne katy BAD , bad i boki:
AB, ab, rowne; wiec mogg przysta¢ do siebie; a
w sczegOlnosci , liniie: £D , bd, sg rowne, iako tez
i liniie AD, ad.

Dla leyze przyczyny i troykaty BAC, bac przy-
sta¢ do siebie moga, a w fCzegdlnosci liniie BC, bc,
sq rowne, iako tez i liniie AC, ac.

Wiec troykaty CAD, cad, maig boki AC, ac
réwne; i boki AD, ad, takze réwne , a maigc oprocz
tego i katy miedzy terai bokami zawarte, réwne, przy-
ssa¢ do siebie mogg; w sczegdlnosci za$ liniie CD, cd
sg rowne.

Wiec troykaty! CfcD, cbd, maig wszystkie bo-
ki rowne, iedne wzgledém drugich, a zatem do sie-
bie przysta¢ moga ; a w sczegolnosci kafy : CBD# chd,
sg row ne.

29. Twierdz 4. Gdy dwa kafy brytowe , sklada-
ig sie ze trzech katdw ptaskich , ktore réwne sg iedne
wzgledem drugich, takie katy brytowe moga przj'-
sla¢ do siebie.

Niech bedzie kat brytowy w A, ztozony ze trzech
katéw ptaskich i BAD,BAC,DAC, rdéwnych wzgle-
dem katéw ptaskich: bad, bac, dac, z ktérych sie
sktada kat drugi brytowy w a; te dwa katy bryto-
we moga przystac do siebie.

Dowod. Wystawmy sobie w mysli drugi z tych
katow ; iakoby przeniesiony, tak, aby wierzchotek a,
przypadt na wierzchotek A ; liniig za$ ab, aby leza-
ta na linii AB. Poniewaz katy BAD, bad, wziete sg
za réwne , liniig wiec ad, bedzie tez leze¢ na linii AD.

A ze trzy katy ptaskie w a, réwne sg trzem ka-
tom w A; réwne wiec bedg poclv>iosci plasczyzn
BAD, BAC, i plasczyzn bad bac, a za $m ptaczy-
zna bac, leze¢ bedzie na plasczyznie BAC. D a r6-
wnosci za$ katdw bac, BAC, liniig ac leze¢ bedzie
na linii AC; wiec tak livuiia ad lezy na linii AD,
iak i ac na AC ; a zatdbm pta czyzna cad, przysta-
nie do ptaczyzny CAD; przystang tedy do siebie le
dwa katy brytowe.



30. Wniosek.  Kat brytowy, okre$lony trzema
katami ptaskiemi , iuz tern samara iest wyznaczony,
gdy mamy wiadome te trzy katy ptaskie.

Moznaby tez pokaza¢ ze ze trzech katow ptaskich
czynigcych kat brytowy, maigc wiadome dwa z tych
katy , i pochytos¢ ich scian, wyznacza sie takze kat
brytowy; iako tez zwiadomey tylko pochytosci wszy-
stkich trzech $cian tego Kkata.

‘Je iednak ostatnie podania, iz nie stuzg do na-
szego zamiaru, przeto dosyé iest tu o nich tylko ua-
tnienic.

31. Zzagadn. i. Zrobi¢ kat brytowy, maigc da-
ne trzy katy ptaskie, z ktérych;ma by¢ ztozony
tenze kat brytowy.

Do sktadu tego kata brytowego ze 3,kgtow pta-
skich , nastepujacy sposéb, zdaie sie by¢ naywygo-
dni eyszym.

Niech bedg dane trzy katy ptaskie: CAD, Tab.Jl.
BAC, DAC, do zrobienia kata brytowego. Wy- Fig.
stawmy sobie mys$lg, iz len kat iuz iest zrobiony.
Wezmy ktorykolwiek punkt C, na krawedzi nap. AC,
i od tego punklu , spusémy na inne krawedzie, AB,
AD, liniie prostopadte: CB, CD, a znowu do pun-
ktow B i 1), na ptasczyznie BAD, poprowadzmy
do teyze krawedzi, prostopadte: BE, DE, ktore sie
przetng w punkcie E. Pociggnieymy nakoniec liniie
CE,

Poniewaz liniie CB, EB , sg prostopadle do linii
AB , liniia wiec AB iest prostopadtg do ptasczyzny
CBE, a zatem ptasczyzna BAD, ktéra przechodzi
przez liniig AB, est tez prostopadtg do pta-czyzny
CBE, a wzaiemnie, i ta ptasczyzna iest do tamley
prostopadtg. Dla leyze przyczyny, ptasczyzna CDE
prostopadtg iest do ptasczyzny BAD-, wiec obiedwie
ptasczyzny CBE, CDE, prostopadie sg do ptasczy-
zny BAD; a zatem spoine ich przeciecie CR, iest
takze prostopadte do ptasczyzny BAD; i ptasczyzna
CAE, iesttakze prostopadtg do teyze ptasczyzny BAD.
Zkad wypada takowe wykreslenie.

Po obudwoch stronach linii ac, przy punkcie a,
nakre$lmy katy: cab, cad, rdwne wzgledem katow
danych CAB, CAD. Od punktu ktéregokolwiek tey-
ze linii ac, nap. od c spusémy na dwa drugie ramio-
na, ab, ad, liniie prostopadte ; cb, cd; a na ramio-



nach trzeciego kata wezmy, zaczawszy od wierzchot-
ka A,'liniie AB, AD, réwne wzgledem linii ab, ad;
Od punktéow B i D, wyprowadzmy prostopadie do
linii AB , AD , przecinuigce sie w punkcie E , a od
tego punktu wynieSmy znowu prostopadta EC do pta-
sczyzny BAD. Niech przez liniie EC i AE przecho-
dzi inna ptasczyzna, na ktérey z punktu A, iak ze
§rodka, promieniem rownym odlegto$ci ac nakreslmy
tuk kota , ktory przetnie prostopadtag w EC , w punkcie
C Naostatek przez punkt C, i liniie AB, AD,niech prze-
chodza dwie ptasczyzny te, wraz z plasczyzng BAD,
Zrobig kat brytowy , ktérego szukamy.

luaczey iescze punkt C, bedzie wyznaczony na
prostopadtey EC ; gdy taka liniig EC , weZmiemy,
aby kwadrat iey réwnat sie réznicy kwadratéw : linii
ac, i AE albo roznicy kwadratow: cd, i DE, albo
nakoniec réznicy kwadratow : bc i BE.

3z. TJwaga. Uzywaiagc tego wykreslenia , mozna
tatwo dowie$¢ nastepuigce Twierdzenie, na ktoérein
sie zasadza Trygonometrya Kkulista , toiest, ze:

W kazdym kacie brylowym zrobionym ze trzech
katow ptaskich , wstawa iednego kata ptaskiego , iest
do wstawy drugiego ptaskiego, iak wstawa kata po-
chytosci przeciwnego pierwszemu katowi, do wslawy
kata pochytosci przeciwnego drugiemu katowi, toiest:
iak wstawa kala pochytosci ptasczyzn dwéch Scian pod
pierwszym katem bedacych , do wstawy kala pochy-
tosci dwoch takze $cian pod drugim katem hedacych.

Jakoz liniie: CD, CB, s3 wstawami , pierwsza
kata CAD, druga kata CAB , wzigwszy za promien li-
niig AC} a zalem te dwie liniie tak sie do siebie maig,
iak wstawy tych dwoch katéw.

Aze w troykacie ECD prostokatnym wE;

CD: CE= Promien: wst.CDE,

A wtroyk. EBC; CE : CB = wst.CBE : Promienia.
Wiec zlozyw- . . .
szy te propor-
cye, bedzie: CD : CB = wst.CBE: wst. CDE,

toiest: wslawa kata CAD, tak sie ma do wstawy
kata CAB, iak wstawa kata pochytosci dwéch piasczyzn
BAD, BAC, do wstawy kala pochytosci dwéch pta-
sczyzn BAD, CAD.

33. Zagadn i. Maigc dane trzy kaly ptaskie,
z ktorych sie ma sktadaé kat brytowy, wyrachowad,



iaka ma by¢ pochytos¢ ptasczyzn , aby ten kat zro-
bity.

Sposéb  i. W czworokacie ABED, katy przeciwne
B i D sg proste : wiec czworokat ten moze by¢ w koto
wpisanym , a zalem katy (w tymze samym odcinku)
ADB, AEB bedardéwne. Wyrachowawszy tedy w troy-
kacie BA!) kat ADB , iuz tern samem znaydziemy i kat
AEB rowny tamlemu.

Stosunek boku BC do BE , toiest stosunek wsta-
wy catey czyli promienia , do dostawy kata pochyto-
§ci CBE, skiada sie ze stosunkéw bokéw : BC do AB i
AB do BE.

Bo iest BC: AB = stycz. BAC : wst. catey.
i - AB:BE= wsta. cata : dostycz. AEB
wiec BC: BE= stycz. B*C : dosty. AEB

w tr. CBE, BC:BE = Promien : dostawy CBE

a zlad stv. BAC : dosty. AEB = Pr.: dosta. CBE.

Sposéb 2. W'yciggnawszy od punktu iednego nap.
B znayduigcego sie na kléreykolwiek krawedzi kata bry-
towego, prostopadle: BD, BC do tey krawedzi, a
na dwoch plasczyznach , ktérych spélnem przecieciem
iest ta krawedZz , niech le dwie prostopadte spotykaig
dwie drugie krawedzie w punktach Ci D: Liniie BC*
BD bedg stycznemi, a liniie BC, AD bedg siecznemi
wzgledem katow BAC, BAD, biorac-za promien li-
niig AB. Wiec te liniie mogg by¢ wyrachowane na
miare linii statey AB, t;zyli promienia. W troykacie
CAD wiedzgc dwa boki AC, AD i kat CAD, miedzy
niemi zawarty, mozemy wyznaczy¢ bok trzeci CD.
W troykacie zatem CBD wiedzie¢ bedziemy trzy bo-
ki, a ztad mozemy wyznaczy¢ kat CBD, ktory iest
kalem pochytosci dwoch ptasczyzn: BAD, BAC. In-
nych tez katéw pochytosci talwo wyznaczymy podiug u*
wagi poprzedzaigcey.

PRZYGOTOWANIE DO ROZDZIALOW NASTE-

PUIACYCH.
O podnoszeniu iahichkolwiek liczb do szecianu
i 0 w) cigganiu z nich  pierwiastku szesciennego.

Przed nastepuigcerni rozdziatami ktadzie sie nauka
0 podnoszeniu liczb do szeScianu, i 0 wycigganiu pier-
wiastku szesciennego ; bo wiasnie w tych rozdziatach,



mozna bedzie nauke te do praktyki zaraz przystoso*
wac,

34. Szescian liczby iakiey robi sie, gdy le liczbe
przez nig¢ same raz mnozymy , i tak rozmnozong , ie-
scze raz przez nie mnozymy , albo co na ieduo wycho-
dzi, gdy te liczbe mnozymy przez iey kwadrat. | tak
szeSciany dziewieciu liczb pierwszych :

1,2,3,4,5, 6, 7, 8, 9,
sg: i, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729.
SzeSciany liczb :

10, 20, 3o, 40, - - - 90,
sg: 1000, 8000, 27000, 64000, - - 725000.
SzeSciany liczb o
100, 200, 300, - - - 900,
sg: 1000000, 8000000, 27000000 - 729000000.

35 Szesciany wiec liczb maigcych iedne tylka cy-
fre, a reszte zera, sg te same, co i szeSciany tychze
cyfr samych przez sie, przydawszy im #trzv razy tvle
zer, ile ich byto w liczbie , z ktorey sie szescian robi.

Wyraz ten szescian, wziety iest z Geometryi,
w ktérey, aby mie¢ brytowato$¢ iakiego szescianu , roz-
mnaza sie liczba wyrazaigca wielkos¢ boku iego , raz
i drugi przez siebie.

Szedcian kazdey liczby znale$¢ mozna, mnozac
iey kwadrat przez ni¢ same; podamy tu iednak inny
spos6b zrobienia szeScianu z liczby dan&y, a ten spo-
s6b pomoze nam do przeciwnego dziatania, toiest do
wyciggania pierwiastku szeSciennego z liczby iakiey-
kolwiek.

36. Szescian liczby ztozony z dwéch czesci, moze
by¢. roztozony na cztery czesci nastepujace.

1. Na szescian pierwszey czesci,

2. Na kwadrat pierwszey czeSci trzy razy wziety
i rozmnozony przez cze$¢ druga.

3. Na kwadrat drugiey czesci trzy razy wziety i
rozmnozony przez cze$¢ pierwsza.

4. Na szeScian drugidy czesci.

I tak liczbe 5 roztozywszy na dwie czeSci nap.
1 i 4; mozna uwaza¢ iey szeScian , iakoby ztozony ze
czterech czesci; 1, 12, 48, 64, ktorych summa iest
125. GdybySmy za$ te same liczbe 5, uwazali iako zto-
zong a dwoch czesci 2 i 3; iey szeScian mogitby sie
byt roztozy ¢ na cztery czesci: 8, 36, 54, 27.



Zj. Nieclihy potrzeba znale$¢ szescian liczby nap.4?.
P >niewaz iey kwadrat (poditug reguty iuz nam wiado-
jijey* sktada sie z kwadratu pierwszey czesci 40 , z leyze
czesci 40, dwa razy wzieley , przez drugg 7 rozmno-
zoney , iz kwadratu drugiey czesci 7 ; mnozac caly
ten kwadrat iescze raz przez 40 i przez 7, sze-
Scian ze 47 skiadac sie bedzie: (biorac 7 za liczbe
mnozacg (z kwadratu liczby 40, rozmnozonego przez 7;
ze 40, rozmnozonych przez kwadrat liczby 7, dwa razy
wziety, i zszeScianu leyze liczby 7; 2re (biorgc 40 za liczbe
mnoz”~rg) z szeScianu liczby 40$ ze 7 rozmnozonych przez
kwadrat liczby 40,dwa razy wziety;ize4o rozmnozonych
przi z kwadrat liczby 7, raz wziety ; arazem to wszyst-
ko zebrawszy, sklada¢ sie bedzie z szeScianu liczby
40, z kwadratu ioyze lic/.by trzy razy wzietego, a
rozmnozonego przez 7, z kwadratu liczby 7, trzy ra-
zy wzietego, a rozmnozonego przez 4o, iz szescianu
liczby 7. Co bCzyni summe I03iu3 , ktora iest sze-
Scianem liczby 47.

Poniewaz za$ nie mozna iescze dowies¢ lego alge-
braicznie , trzeba przynaymniey bedzie z Gebrnelryi
zaciagna¢ obiasuienia , pokazuigc : $e szeScian linii zto-
zonsy ze dwdch czesci , moze by¢ wrzeczy san ey roz-
tozony na sze$ciany kazdey z tych dwdch czesci, i na
6 réwnolegtoscianéw , z ktérych Hzy mieé beda za pod-
stawe kwadrat iedney czesci, a za wysoko$¢ czes¢ dru-
ga: trzy za$ inne mie¢ beda za podstawe kwadrat dru-
giey czesci , a za wysoko$¢ cze$¢ pierwsza.

Wykona¢ lo w skutku bedzie mozna na szeScia-
nie z drewna lub zpapieru tak zrobionym, aby te
czesci od siebie sie oddzielaty.

38. Ndywygodniey iest, roztozy¢ liczbe na i.«dno-
§ci, dziesiatki, sta it. d. ktdre w sobie zawiera.

Niech bedzie liczba nap. 12.' Podzielmy ig na
dwie czesci, 10 i 2, szeScian iey skiadac sie bedzie
2 czesci nastepuigcych:

000 sze$cian dziesigtku

600 kwadrat dziesigtku trzy razy wziety przez
iednosci rozmnozony.
120 kwadrat iednosci trzy razy wziety'przez dzie-
sigtek rozmnozony.
8 szeScian dwadch iednosci.

1728 szeScian ze 12.



Niech bedzie liczba 84, rozebrana na dwie cze-
§ci 80 i 4 ; szeScian iey mie¢ bedzie czesci nastejfuiace:
5i2<>00 szeScian dziesigtkow,
76800 kwadrat dziesigtkbw trzy razy wziety,
przez iednosci rozmnozony.
3840 kwadrat tychze iednosci trzy razy wziety
przez dziesiatki rozmnozony.
64 szeScian z jednosci.
592704 szeScian z 84.
Niech bedzie liczba 3a4 , rozebrana na dwie cze-
§ci 3so i 4; aby za$ mieC szeScian pierwszey czesci,
rozt6zmy ig na czesci 500 i 20.
27000000 szedcian set.
5400000 kwadrat set potrdyny przez dziesigtki
rozmnozony.
360000 kwadrat dziesigtkbw potréyny przez
sta rozmnozony.
8<00 szeScian dziesigtkow.
1227800 kwadrat ze 320 potréyny rozmnozony
przez iednoSci.
i5360 kwadrat z jednosci potréyny , rozmno-
zony przez 520.
64 szeScian iednosci.
34 >122"4 szeScian ze 324.
Niechby trzeba zrobi¢ szescian z 8421.
5i2000000000 sze$cian z 8000.
76S00000000 kwadrat z 8000 potréyny , rozmnozony
przez 400.
3840000000 kwadrat ze 400 potrdyny rozmnozony
przez 8000.
G4o000000 szescian ze 4o0.
4535600000 kwadrat z 84000 potréyny rozmozony
przez 20.
1008000 kwadrat ze 20 protréyny rozmnozony
przez 84o00.
8000 szeScian ze 20.
212687200 kwadrat z 8+20 potréyny rozmnozony
przez 1.
25260 kwadrat z 1 potrédyny rozmnozony
przez 8420.
| szeScian z 1.

097i6040i4(ji szescian z ot2i.



Widzimy na poprzedzajgcych przykiadach, iz
przez takowy rozbidr, kazda cze$¢ nastepuigca szescian
nu rauiey ma ieductn zerem , od czesci , ktéra ig po-
przedzita; i ze iako pierwsza cze$¢ szeScianu iest za-
wsze szeScianem , fi po nim nastepuig dwie czes$ci, ka-
zda ztozona z potrdynego kwadratu , iedney czesSci roz-
mnozonego przez czes¢ drugg ; tak idaley tymze po-
rzadkiem ida i dalsze wyrazy czesci skiadaigcych sze-
$cian.

40. Mozna byto opusci¢ zera , kiadac tylko cyfry
znaczace , a w kazdCy czeSci nastepnigcey wystepuiac
z ostatnig cyfrg w prawg. | tak czesci szescianu mo-
gty by¢ wten sposéb wypisane.

%
56
8
12288
i536

34012224.

41. Ten sposéb postepowania, pokaznie nam , ze
liczba wyrazaigca szeScian iedno$ci, kofczy sie na o-
statni¢y po prawey rece cyfrze, ze szeScian dziesigtkow
konczy sie na czwarfey od prawey reki cyfrze, liczba
szescianu set konczy sie na siédinCy cyfrze od teyze
strony rachuiagc i t. d.

Zeby wiec wiedzie¢ liczbe cyfr wyrazajgcych pier-
wiastek szescianu danego , trzeba od prawey strony za-
czynaiac, oddziaty co trzy cyfry kreskami poczynié;
a ile bedzie tych oddziatdw, tyle lez cyfr bedzie sie
znaydowato w pierwiastku. Oddziat piérwszy po le-
wey stronie moze mie¢ trzy, dwie, a czasem i iedne
tylko cyfre, iako to przyktady poprzedzaigce okazuig.
Itak pierwiastki szeScienne liczb i33i ; 68921; b84656 ;
maig dwie cyfry.

42. Niechby trzeba z liczby i33i wyciggnac pier-
wiastek szeScienny :

Ta liczba ma dwie cyfry w swoim pierwiastku,
bo dwa w niey uczyni¢ mozna oddziaty, tym sposo-
bem i,351. Niywieksza liczba dziesigtkdw tego pier-
wiastku taka by¢ powinna , aby iey szescian nie byt
wiekszy od 1; a zatém bedzie tylko ieden dziesigtek
W pierwiastku. Sze$cian z 10, iest 1000: ktory sze”



$cian odigwszy od i33i , zostanie 33i. Ta reszta po-
winna zumyka¢ w sobie potréyny kwadrat dziesigtka
rozmnozony przez iednosci; potroyny kwadrat tych
jednosci rozmnozony przez dziesigtek , iszeScian tych-
ze iednosci. Aze w sczeg6lnosci ta reszta, ma w soO-
bie zamykaé kwadrat potroyny dziesigtka rozmnozo-
ny przez iednosci ; wystawmy wiec sobie te reszte 331,
iak gdyby zamykata tylko sam potréyny kwadrat z 10,
toiest 300. W ieloraz ze 331 przez 300 podzielonych,
iest i, wiec iedno$¢ bedzie w pierwiastku. Rozmno-
zywszy 300 przez i, bedzie 300, a te od 331 od-
igwszy, zostanie 3i. Ta reszta ma iescze w sobie za-
mykaé potroyny kwadrat iednosci przez dziesigtek roz-
mnozony , toie-t 3u; i szedcian iedno$ci, toiest i, a
ze wszystkiem 3i , ktore odigwszy od o«tatniey reszty
nic nie zostanie ; a zalein pierwiastek sze$cienny liczby
i33i, iest ii.

Wyciagnieymy pierwiastek szeScienny z liczby
63g2i. Pierwiastek tey liczby ma dwie cytry. Liczba
dziesigtkow taka by¢ powinna, aby szeScian iey od-
i¢j¢ mozna od pierwszego podziatu 68. Aze z tablicy
dziewieciu pierwszych sze$cianow (3*) , ktéra ucznio-
wie umie¢ na pamieé¢ powinni, szescian ndyblizszy 68,
iest (4, a lego pierwiastek iest 4; wiec w pierwia-
stku beda 4 dziesiatki. Sze$cian ze 40, iest 64000;
odigwszy go od 68921, zostanie 4921. Ta reszta ma
w sczegblnosci zawiera¢ w sobie potrdyny kwadrat dzie-
sigtkéw, rozmnozony przez iednosci, toie-t ma w so-
bie zawieraé 48 o rozmnozone przez iednosci. Dzie-
lac- 4 ,21 przez 48 >0 wypada 1 na wieloraz, wiec be-
dzie w pierwiastku iedna iednos¢. Odigwszy od 49.21
kwadrat potroyny 4 O) rozmnozony przez 1, zosta-
nie 121. Ta reszta ma iescze w sobie zawiera¢ kwa-
drat potrédyny iednosci , rozmnozony przez 4 dziesig-
tki, toiest 120, i szeScian iednoS$ci, toiest 1, a ze
wszystkiem 121 ; ktore odigwszy od oslatniey reszty , nic
nie zostanie : a /atem pierwiastek zupeiny bedzie 4i«

Wyciggnieymy pierwiastek szedcienny z liczby
884, 630. Ta tez liczba ma dwie cyfry w swoim pierwia-
stku. SzeScian naybliz-zy liczby '884, iest 729, ktore-
go pierwiastkiem iesl g; wiec pierwiastek bedzie miat
q dziesigtkow. Szedcian z 90, iest 729000, ktdéry od-
igwszy od 884736, zostanie 155736. Kwadrat z 90,
iesl 8100 | potidyiiy bedzie 24300. Dzielgc przez 24300,



reszte i55y36, na wieloraz wypada 6, wiec pierwiastek
mie¢ bedzie 6 iednoSci. R >zinnozywszy 2300 przez 6,
bedzie 145300, ktére odigwszy od i55736, zostanie
9946. Kwadrat potréyny 6 iednosci, rozmnozony przez
9 dziesigtkdw, bedzie 9720 , udigwszy go od 9736 , za-
stanie 216, nakoniec sze$cian z 6, iest 216; a zatem
pierwiastek zupetny bedzie 96. Jakoz szeScian z 96,
ie.t 884736.

Wyciggnisymy pierwiastek szesScienny z liczby
590589719. Ten powinien mie¢ trzy cyfry.

Liczba set w pierwiastku taka hyc powinna , aby
iey szeScian nie przechodzit 5g » Z dziewieciu pierw-
szych szeScianow , nayblizszy liczby 59) iest szescian
512 , ktorego pierwiastek ie«t 8; azatem 8 set bedzie
w pierwiastku. Odigwszy 5i2000000 od szeScianu da-
nego , zostanie 77587719. Kwadrat potroyny set 8, al-
bo 800, toiest 1920000 zndyduie sie razy 40 w iey
reszcie ; mogtoby wiec zdawacé sie , iz 4 dziesigtki pier-
wiastek mie¢ powinien; aleby nie mozna od 78589719
odig¢ dwdch innych czesci, toiest kwadratu poirdy-
nego dziesigtkbw rozmnozonego przez sta i szeScianu
dziesigtkow; nie mozna przeto wiecey dac¢ pierwiastko-
wi , iak 3 dziesigtki. Liczbe 1920000, rozmnozong przez
30, toiest 57600000 odigwszy od 78539719, zostanie
20989719; od tey reszty odigwszy znowu kwadrat po-
trOMiy 3 dziesigtkow, przez sta rozmnozonych, toiest
2160000, zostaie 18029719, a po odieciu szescianu
dziesigtkdw toiest 27000, bedzie w reszcie 18802719,
kwadrat potroyny czesci pierwiastku zualeziouey , to-
iest liczby 830, iest 2066700; przez ten dzielgc reszte
18802719, wypadnie 9 iednosci na wieloraz. Odigwszy
od tey reszty liczbe 2066706 , rozmnozong przez 9,
toiest i86co300, zostanie 202419; zkad znowu odigw-
szy kwadrat potrdyny iednosci 9, rozmnozony przez
83 >, toiest 201690, zostaie 729. Naostatek szeScian
z9 iest 729; a zatem pierwiastek, ktorego szukalismy,
bedzie 839.



TVzbr  dziatan w przykladach poprzedzaigcych.

Przyktad i. Przyktad 2.

Przyktad 5. Prozy ktad 4.

Wiecey takowych przyktadéow nalezy podaé u-
czniom , nie uzywaigc iescze zadnego skrocenia.

43. Pierwsze skrdcenie na tern zawisto , aby opu-
sczaé zera w liczbach dzielgcych, podzielnych, i
w wielorazach : maigc iednak zawsze uwage na miey-
sca, ktore zastepowaé przypada c)from znaczacym.
"Wsczeg6lnosci za$ co do wielorazow , bedzie ten
z opusczania zer pozytek , ze zaraz przy sobie ktasc
bedzie mozna cyfry wyrazaiagce pierwiastek, ktorego
stukamy.

Drugie skrocenie, zwigzane z pierwszem na lem
sie zasadza, aby do kazdego nastepuigcego dzielenia, tyle



tylko cyfr zszeScianu przytgcza¢ do reszty pozostatej”
ile ich wyciagga¢ bedzie przypadaigce odeymowanie;
daremna albowiem bytaby praca , przy kazdem odey-
mowaniu , wszystkie pozostate szescianu c~fry na no-
wo wypisywaé, poniewaz ostatnie zwiascza cyfry przez
wieksza cze$¢ dziatania nienaruszone zostaig.

Trzecie skrocenie na tem zawisto , aby za iednym
razem odigé kwadrat potréyny czesci znalezioney,
rozmnozony przez cze$S¢ nastepuiagcg ; kwadrat potroy-
ny teyze czesci drugiey , rozmnozony przez cze$é pier-

wszg znaleziong, i szeScian tey czeSci drugiey. To
za$ wykona sie dodaigc razem te trzy liczby odeymo-
wac sie maigce, i tak dodane odeymuigc od szeScia-

nu, z ktérego pierwiastek wyciggamy. Zawsze iednak
mie¢ trzeba na to uwage, aby w liczbach, ktore
pierwey dodawac¢ , a polem ich summe odeymowac
mamy, zachowane byto mieysCe kazdey cytrze wia-
Sciwe ; iako kz wzglad mie¢ nalezy na potozenie cy-
fry tych, od ktoérych inne odeymowaé przypada.

Przy stonowanie o Niechby z liczby 267.259,456,
trzeba wycigga¢ pierwiastek szescienny. Ten bedzie
miat cyfr trzy. Naywiekszy szeScian zawarty we 2*>7,
iest 216, ktorego pierwiastek iest 6, odigwszy ten
szeScian od ab5j¢ zostanie 4i. Do tey reszty przy-
taczmy nastepujacy oddziat 269, bedzie 4i259. Nie-
maigc tym czasem wzgledu na ostatnie dwie cyfry-59,
dzielmy 412 przez potréyny kwadrat z 6, toiest
przez 108, wieloraz bedzie 3. WeZmy teraz summe
trzech liczb: toiest kwadratu potroynego z 6
set rozmozonego “’przez 3 dziesiatki, kwadratu, po-
troynego ze 3 dziesigtkbw rozmnozonego przez 6 set
i szeScianu ze 3 dziesigtkbw. Summe 34047 odeymicy*
my od 41259, zostanie 7212; przy ktérych przypi-
sawszy ostatni oddziat 456, bedzie 7212456. Nie uwa-
zaigc tym czasem na ostatnie dwie cyfry, dzielmy
72124 przez kwadrat potréyny z czesci pierwiastku
znalezioney, toiest przez 11907, wypadnie 6 na
wieloraz. Wezmy summe trzech liczb: "'7J,toie8t
kwadrat potroyny czeéci pierwszey znalezioney, °'®:0z-
mnozony przez 6 iednoSci, kwadrat potréyny ze 6
iednosci rozmnozony przez cze$¢ pierwey znaleziona,
1 szeScian z 6 iednoSci. Summa 7212456 rowna sie
reszcie ostatniey : co znakiem iest, ze pierwi-astek, klé~



rego szukaliSmy, ani mnieyszy ani wiekszy iest, iak
656.

To dziatanie bardziey dilugie niz trudne wycig-
ga od uczniéw czestego w niem cCwiczenia sie.

44, Aby wyciagna¢ pierwiastek szescienny z utam-
ku , ktérego tak licznik , iako i mianownik iest sze-
§cianem; traeba go osobno wyciggaé z kazdego z tsYCh
wyrazéw. 1 lak pierwiastek szescienny z AT!» i g*
pierwiastek z iest Aby za$ wycigguaé pier-
wiastek szeScienny z liczby mieszancy, trzeba ig pier-
wey zamieni¢ na utamek. | lak pierwiastki zeScien-
ne liczb mieszanych 3*, 37~y , sg te same co i u-
tamkow "‘fe® toiest: , AP ke 3t

45. (Jo sie o pierwiastku kwadratowym powie-
dziato (w CzeSci 1. Geom. $ ia8) Scigga sie i do
pierwiastku sze$ciennego, toiest: ze iezeli nie mozna
mie¢ pierwiastku szesSciennego liczhy catkowitey w li-
czbach catkowitych ; tedy go i w utamkach nie znay-
dzieiny. Dowodzi sie to ogO6lnie tymze samym, iak
wzgledem pierwiastku kwadratowego sposobem (d}.

46. Pierwiastek szescienny liczby iakiey, mo-
zna tak do prawdziwego przyblizy¢ , iak tylko ze-
chcemy. Sposdb nayog6l nieyszy iest , uzywaigc do
tego utamkow dziesietnych. Niechby naprzyktad trze-
ba z 2 wyciaggna¢ pierwiastek szescienny , przybliza-
igc go do prawdziwego w czastkach tysigcznych. Wy-
ciggamy ten pierwiastek , sposobem dopiero podanym,
z liczby 2,000,000,000, a ostatnie trzy tego pierwiast-
ku cyfry potézmy za dziesietne. Pierwiastek sze$cien-
ny liczby : 2000000000 w liczbach catkowitych 1133%
blizszych wyrazony, iest 1209; a zatem pierwiastek
szescienny liczby 2, przyblizony az do czeSci tysigcz-
nych iednos$ci, bedzie 1,259. Jakoz szeScian z 1269 iest
1,995,616,979. mnieyszy od 2, a szeScian 126, iest

, wiekszy od 2.

47. Chcac pierwiastek szeScienny liczby nap. 2.
przyblizy¢ do prawdziwego , w utamkach zwyczay-
nych , podwoiwszy pierwsze dziewie¢ szeSciandéw liczb

(d) Otoz i drugi rod/ay ilosci niespétmicrnych. Pierwszego
rodzaiu ilosci niespétmierne mozna Geometrycznie wyrazi¢,
lecz wyrazenie tych drugich, wyzszey nad poczatkowa na-
uki potrzebuie.



naturalnych 1,2,3,4, i t. d. uwaza¢ nalezy (podobnie
iako sie o przyblizeniu pierwiastku kwadi aiowego
w czesci 1. powiedziato): iezeli miedzy lerni sze$ciana-
mi podwoiouemi, nie zuayduie sie laki, kldiyby bli-
ski bardzo byt szeScianu zupetnego. Zuaydziemy nap.
ze 64 podwoione, toiest 123 mato sie co ro6zni od
125 loiesL od sze$cianu liczby 5; a zal®.n 2 ktore
rowna sie cale , bedzie lez prawie réwne ;
przeto i pierwiastek szeScienny liczby 2, bedzie pra-
wie rowny Aby za$ poprawié len pierwszy mniey
doktadny pierwiastek sze$cienny , podzielimy rdézni-
ce miedzy *f| i £f°, toiest: , przez kwadrat po-
tréyny, lego pierw-zego pierwiastku, toiest przez—
i wieloraz , dodamy do pierwiastku Summa

, bedzie pierwiastkiem bardziey przyblizonym.
Jakoz szesScian z iest, 1tooo%os i * ' to uchybienie
m >znaby iescze zmnieyszy¢ podobnym iak wyzey spo-
sobem.

Niechby z liczby 3 trzeba wyciagna¢ pierwia-
stek szeScienny przez przyblizenie.

Liczba 3, rdéwna sie zupetnie "f|f, a niewiele
sie rozni od zalem pierwiastek szescienny li-
czby 3, bedzie prawie réwny \f poprawuigc to
pierwsze uchybienie, pierwiastek bardziey do praw*
dziwego przyblizony bedzie

48. Gdy ani licznik ani mianownik iakiego utam-
ku , nie iest szeScianem : trzeba ohadwa te wyrazy
rozmnozy¢ przez lakg liczbe, aby po rozmnozeniu,
mianownik siat sie¢ szeScianem ; potem dopiero wy-
cigga sie pierwiastek z licznika przez przyblizenie, a
wyciagniony , dzieli sie przez pierwiastek zupeiny
mianownika. | tak chcac wyciagng¢ pierwiastek sze-
Scienny z £, zamieniam len utamek na ; a wycig-
gnawszy z a przez przyblizenie pierwiastek sze$cien-
ny 1,259,-biore iego potowe 0,629—, toiest dziele
go przez pierwiastek szeScienny mianownika 8. Po-
dobnie pierwiastek szescienny z , ten sam iestco
i pierwiastek szescienny z ~f-g, toiest ~ pierwiastku
szesciennego z 90.



R O Z D Z 1 A ¢t UL

O Réwnolegtoscianach prostokatnych

Opis. Gdy bryla iaka zakonczona iest szescig
$cianami prostokatnymi , taka bryta nazywa sie RO~

u>nolegtoscianem prostokatnym (Parallelopipedum re-
ctangulum). t t
50. Twierdz, i. W kazdym rownotegtoscianie

prostokgtnym, $ciany naprzeciwko siebie stoigce, sg
rowne i rownolegle; a kazda z tych $cian w scze-
golnosci prostopadtg iest do kazdey ze czterech in-
nych S$cian , ktére z nig spélny maig bok ieden.

Tab. 1l. ~ Dow. Niech bedzie ABCDEFGH, rownolegto-
Fig. 4. Scian prostokatny» sp6lne dwdéch $cian GBCF,
GBAH przeciecie GB, prostopadie iest do dwoch
innych bokéw BC, BA nalezagcych do tychze $cian,
wigc to przeciecie iest tez prostopadie i do plasczy-
zny przechodzgcey przez liniie AB, BC, toiest do
Sciany ABCD. Ptasczyzny zatem ABGH, BCFG, kté-
re przechodza przez to spdlne przeciecie GB, sg do
Sciany ABCD prostopadle. Toz moéwi¢ i o dwdch
drugich S$cianach, ktorych spélnein przecieciem iest li-
nila ED :a zatem czlery Sciany rownolegtoscianu pro-
stokatnego , sg prostopadte do tey $cian}', z ktorg ma-
ig po iednym boku spolnym.

Dowiedlismy, ze liniia GB, prostopadtg iest do
$ciany xABCD. Podobnie dowies¢cby mozna, ze taz li-
niia iest prostopadig i do Sciany GFEH ; wiec te obie
Sciany sa prostopadte do iedney linii GB , a zatem sg
do siebie rownolegle.

Naostatek w prostokagcie ABGH liniie przeciwne
AB , GH, sg rowne ; iako tez i liniie BC, FG, a
zatem dwie przeciwne $ciany ABCD, EFGH , moga
przysta¢ do siebie.

5i. Uwaga. Poniewaz w rownotegtoscianie pro-

(s) Czeste uzywanie réwnolegtosciandw prostokatnych, iest nara
pobudka do mdwienia o nich w sczeg6lnosci, tem bardziey,
ze przez to przysposobig sie Uczniowie do zamienienia
z wiekszg tatwoscig innych nieprostokatnych réwnolegto-
§cianéw na prostokatne.



prostokatnym ze czterech $cian otaczaigcych ten réwno*
legtosciau, kazda ma ieden bok spéltiy z bokiem ie-
dney $ciany z dwoch pozostatych ; przeto mozna wy-
stawi¢ sobie rodzenie sic (generatio albo formatio)
rownolegloscianu prostokatnego , w spos6b nastepu-
jmy- . . S
Niech bedzie proslokat iakikolwiek, na ktérego
wierzchotkach wszystkich wystawione sg prostopadie
do iego ptasczyzny w-zystkie rowne. Niech ten pro-
stokat posuwa sie rownolegle do pierwszego swego po-
tozenia , i tak aby wierzchotki katow iego wzdtuz li-
niy pi o-stopadlych wznosity sie. Mieysce to, ktore ta-
kowem posuwaniem sie przeydzie prostokat, bedzie
rownolegtoscianem prostokagtnym.

52. opis. RoOwnolegloscian prostokatny, ktorego
wszystkie $ciany sg kwadratami , nazywamy Szedcia~

nem, albo z tacinskiego, Kubusem.
SzeScian wiec, iest to bryla zakonczona sziscig
kwadratami. "Wypltywa za$ z twierdzenia poprzedza-

igcego , ze te 6 kwadratow, sg réwne, ze kazda
z nich dwa, naprzeciwko siebie stoigce, sg roéwno-
legte, i ze cztery z tych kwadratow wspierajgce sie
na czterech bokach kwadratu iednego z dwdch kwa*
draléw pozostatych sg do tego kwadratu prostopadte.

Wystawiwszy sobie réwnolegtoscian prostokatny
iako "zbudowany na iedney ze S$cian swoi(h, prosto-
padta spusczona na te Sciane , od punktu ktéregokol-
wiek $ciany przeciwney , nazywa Ssie wysokoscig tego
rownolegtoscianu. Ta za$ wysoko$¢ rowna iest spol-
neraii przecieciu dwoch $cian*zbudowanych na dwdch
przylegtych sobie bokach podstawy.

53. Twierdz i. Gdy podstawy dwoch réwnole-
gtoScianow prostokatnych mogg przysta¢ do siebie , a
ich wysokosci sg rowne, te dwa rdwnolegtosciany,
mogg tez przysta¢ do siebie, to iest nie rdznig sie od
siebie tylko mieyscem.

Dowod?. Wszystkie $ciany tych dwoch réwnole-
gtoscianéw, podobnie potozone, mogg przysta¢ do
siebie; wszystkie tez tych rownolegtoSciandw katy bry-
towe, skladaig sie ze trzech katéw piostyph, a zatem
wszystkie te katy brytowe moga przystac do siebie.
Przenidstszy tedy myS$lg ieden z tych rdéwnolegtoscia-
now , tak , aby ieden z katéw iego brytowych, przy-
»taf do iednego z kaléw bx*ytowych rdéwnolegloscianu



drogiego , i aby $c ony pierwszego kata , ktoére mogg
przysta¢ do $cian drugiego, w 6amey rzeczy do nie-
go przystaty, wszystkie konce krawedzi pierwszego
kala, przystang do koncow krawedzi odpolviad;iigcy th
przy drugim kacie ; a przeto i wierzchotki katéow bry-
towych pierwszego rdwnoiegtoscianii, ktére sg przy
koncach tych krawedzi , przypadng na wierzchotki
kalow brytowych drugiego réwnoiegtoscianii ¢, bedace
przy koncach tychze $Scian odpowiadajgcych pierwszym;
zalem i te katy brytlowe przystang iedne do dru-
gich.

54. "VnioseJc. Podzieliwszy wysokoéé iakiego ro-
wnolegtosScig nu prostokatnego na pewng liczbe czesci
rownych, a przez te wszystkie punkta podziatu prze-*
ciggnawszy ptasczyzuy réwnolegte do podstawy, rd-
wnolegtoScian podzielony bedzie na tyle roéwnole-
gtoscianow mnieyszy eh , ktére przysta¢ do siebie mo-
ga , na ile czesci byta podzielona wysokos$é: beda al-
bowiem miatly te wszystkie rownolegtosciany mnieysze,
iednakowa wysokos$é, a takie podstawy, z ktdérych ka-
zda przysta¢ moze do podstawy wielkiego réwnolegto-
$ciano.

e 55. Twierdz 3. Dwa rdwnolegtosciany prosto-
katne, wystawione na teyze saraey podstawie, lub
na podstawach mogacych przysta¢ do siebie, tak sie
maia ieden do drugiego , iak ich wysokosci.

Dowod?, i. Gdyby wysoko$¢ iednego rdéwnole-
gtoscianO , byta dwa, trzy, cztery i t. d. razy wiek-
sza od wysoko$ci drugiego , pierwszy rownolegtoscian,
mogtby sie podzieli¢ na a, 3, 4, i t. d. réwnolegto-
Sciany mogace przysta¢ do drugiego*, a zaie/n ten
pierwszy réwriolegtoscian bytby tez wiekszy od dru-
giego, 2, 3, 4, i t. d. razy. Co przystosowa¢ moznai
i w innych przypadkach , gdzieby tylko wysoko$¢ ie-
dnego réwnolegtosciauu zawierata w sobie zupeinie
wysoko$¢ drugiego.

2. Gdyby za$ wysoko$¢ iednego réwnolegtoscia-
nu zawierata nap. 3. takich czesci, iakich 5 zawiera
wysoko$¢ drugiego; w takim razie, podzieliwszy pier-
wszg wysoko$¢ na trzy, a druga na pie¢ rowuych
czes$ci, a przez punkta podziatlu przeciggngwszy pta-
tczyzny rownolegle do podstawy, podzielilibySmy
pierwszy réwnolegtoscian na 3, a drugi na 5 rownole-
gtoscianéw iednakowey wysokosci, i ktorych podstawy



pr?ystac[by mogty do siebie ; a zatem pierwszy réwnoi
legtoscian takby sie miat do drugiego, iak 3 do 5, toiest
jak wysoko$¢ pierwszego do wysokosci drugiego. Ro-
zumowanie to stuzy i do innego iakiegokolwiek sto-
sunku.

Na koniec to, co sie powiedziato w przypadkach
spotmiernych , przystosowaé mozna i do przypadkow
wiespotmiernych , tak iako$Smy” uczynili mowiagc o
figurach ptaskich , w czesci i.

Jakoz niech beda AB, CD wysoko$ci dwéch Tal. IT.
rownolegtoscianow prostokatnych, zbudowa- Fig. 5.
nych na teyze samey podstawie, albo na podstawach
mogacych do siebie przystac ; i niech te wysokosci be-
da niespotmierne ; wszelako dwa takie réwnolegtoscia-
ny mie¢ sie do siebie beda, iak ich wysokosci.

Gdyby albowiem stosunek tych dwdch roéwnole-
gtoscig)]dow nie byt réwny stosunkowi ich Wysokosci,";
tedy iedna z tych wysokosci, bytaby nadto mata do
uczynienia tey réwnosci stosunkéw. Niechze wiec, ie-
zeli to by¢ moze, stosunek pierwszego rownolegtoscia-
nu do drugiego, bedzie rowny stosunkowi linii AE
(wiekszey od AB) do CD.

Podzielmy liniiag CD na pewng liczbe czesci ré-
wnych mnieyszych ieduak od ro6znicy BE, i prze-
nieSmy iedne z tych czesci na liniig AB, tyle razy,
ile mozna, ostatni punkt podziatu padnie miedzy A
i B, a przeni6éstszy daley ku E, iedne iescze taka
cze$¢, punkt podziatu padnie miedzy B i E, nap.
w F.

Rownolegtosciany maigce iednakowe podstawy,
a wysokosci sp6lmierne CD i Af , bedg do siebie iak
te wysokosci CD i AF.

A ze (przez przypusczenie) rownolegtoscian, kté-

rego wysokoscig iest AB¢ tak sie ma do rdéwnolegto-
Scignu , ktorego wysokoscig iest CD , iak sie ma li-
niig AE do linii CD.
% Wiec (przez ztozenie stosunkoéw) rownolegtoscia-
ny , ktérych wysokosciami s3 AB i AF , miatyby sie
do siebie , iak liniie AE i AF. Ze za$ pierwszy po-
przednik mnieyszy iest od swego nastepnika , a drugi
poprzednik wiekszy od swego nastepnika , wiec pro-
Jjorcya ta nie ma mieysca , a zatem stosunek rowno-
egtoscianéw, ktérych" AB i CD , sg wysokosciami,
nie iest r6znym od stosunku tychze wysokosci.



To samo w krolkosci lak sie wyraza : niech be-
dq oznaczone przez K. AB, R. AF, R. CD, rdéwno-
legtosciany maigce iednakowe podstawy, wysokosci za$
AB, AF , CD.

Gdyby mozna uczyni¢ te proporcya :

R. AB: R. CD—AE: CD.
tedy poniewaz iest, - - R. CD: R. AF=CD : AF,
by¢ by powinno - - R. AB: R. AF==AE: AF.

Ta. za$ ostatnia proporcya utrzymac sie nie mo»
ie, wiec ani pierwsza.

56. Twierdz.4. Dwa rownolegtosciany prostokatne,
maigce iednakowe .wysokosci , sg do siebie iak ich
podstawy.

PrzenieSmy ieden z tych rownolegtosScianow tak,
Tab. Il. aby podstawa iego stykata sie w wierzchotku
figi 6 spélnytn z drugag podstawg. Niech ABCD
bedzie iedng z tych podstaw, a drugg EBGF. Dopek
niymy prostokgta, CBGH przedtuzywszy boki DC, FG,
az do ich spoluego przeciecia, w punkcie H ; i wy-
stawmy sobie w mysli rownolegtoScian trzeci stoigcy
na podstawie CBGH, dawszy mu wysoko$¢ rowng
wysokosci iednakowey dwoch danych réwnolegtoscia-r
now, Rownolegtoscian, ktérego podstawa iest ABCD,
i ten, ktorego podstawa iest CBGH, wystawuigc ie
sobie iak gdyby mialy za podstawe prostokat, ktore-
go iednym bokiem bytaby liniia CB, a drugim , wy-
soko$¢ spoina obudwoch danych rdéwnolegtoscianow;
te mowie réwnolegtosciany sg do siebie iak ich wyso-
kosci AB i BG, albo iak prostokaty ABCD i CBGH.

Podobnie réwnolegtosciany, ktérych CBGH i
BEFG sg podstawami, uwazane, iak gdyby miaty
za podstawe prostokat, ktérego iednym bokiem byta-
by linila BG, a drugim spélna wysoko$¢ dwdch da-
nych réwnolegto$cianéw, sg takze do siebie iak ich
wysokosci BC, BE, albo iak prostokat CBGH, do
prostokagta BEFG*

W iec (przez ztozenie stosunkéw) réwnolegtoscian,
ktérego podstawg iest ABCD , tak sie ma do réwno-
legtoscianu , Itidi ego podstawg iest BEFG, iak sie ma
pierwsza podstawa do drugiey.

Krécey to samo.

Niech rdwnolegtosciany , ktorych podstawami sg



prostokaty t ABCD , CBGH , BEFG , bedg oznaczo-
ne wyrazami nastepuigcemi: R. ABCD, R. CBGH.
Li. BEFG.

1. proporcya, ,
B AI4CD : R.CBGH—ABCD : CBGH.

2. proporcya,
R.CBGFI t HBEFG—CBGH: BEFG

wiec
R.ABCD :R.BEFG—ABCD : BEFG.

57. Wniosek 1. Dwa rownolegtosciany prosto-
katne, iezeli rnaig rowne tak wysokosci, iak i pod-
stawy, sg rowne; takie, iezeli rowne dwa rdéwnole-
gtosciany prostokatne , maig réwne podstawy , rdwne
bedg i ich wysokosci ; albo iezeli rowne maig wysoko-
§ci, réwne bedg i ich podstawy.

53. Wniosek 2. Mozna zawsze zamieni¢ albo
w mys$li zamienionym sobie wystawi¢ réwnolegtoscig1l
ieden prostokatny , na drugi iednakowg z nim wyso-
kos¢ maigcy, a ktoryby za podstawe miat prostokat,
z jednym bokiem danym; to sie za$ stanie, zamie-
niaigc podstawe rdéwnolegtoscianu danego na prosto-
kat , w ktoryby wchodzit ten bok dany.

59. Twierdz. 5. Dwa rdéwnolegtosSciany prosto-
katne, iezeli maig podstawy w stosunku odwrotnym
ich wysokos$ci, sg réwne; i wzaiemnie, iezeli dwa

rownolegtosciany sg rowne, bedg podstawy ich w sto-
sunku odwrotnym ich wysokosci.

Niech bedzie ABCD podstawa, a Bi wy- Tob- U.
soko$¢ rownolegtoscianu iednego proslokalne- Fig. (.
go ; drugiego za$ réwnolegtoscianu niech bedzie pod-
stawa BEFG , a wysoko$¢ BL.

1. Niech zachodzi ta miedzy podstawami i wy-
soko$ciami proporcya :

ABCD : BEFG == Bt : Bl , tedy te rownolegto,
Sciany bedg rowue.

Wystawmy sobie drugi rownolegtos¢ ian , iakoby
zamieniony na inny teyze samey wysokosci BL, a
maiacy za ieden bok SWOIey podstawy , bok nap. BC,
nalezacy do podstawy piérwszego réwnolegtoscianu , i
niech bedzie tego nowego réwnolegtoscianu podstawa
CBMN.

Bedzie zatem podstawa ABCD do podstawy BEFG;
iak AB do BM ; a zeSmy tez przypuscili ABCD;



BEFG BL : BI, wiec bedzie AB: BM~ BL : Bl
a zatem prostokat maiacy za boki AB, BI, réwny be-
dzie prostokatowi maigcemu za boki BM, BL. Ze
za$ pierwszy i trzeci rownoleglo$cian maig za pod-
stawy te dwa rowne prostokaty , i sp6lng przytem maig
wysoko$é BC , wiec sg sobie réwne. Aze trzeci réwno-
legloScian réwny iest drugiemu , wiec i pierwszy ro-
wny takze bedzie drugiemu.

a. Niech réwnolegloscian, ktérego ABCD iest
podstawg , a Bl wysokoScig , bedzie rowny réwnolegta-
Scianowi , ktérego podstawg iest BEFG, a wysokoscig
BL ; idzie zatem , ze ABCD : BEFG == BL : BI.

Zrébmy to samo co wyzey wykreslenie.

Uwazaigc pierwszy i trzeci réwnolegloscian , ia-
ko maiagce za wysoko$¢ spdlng BC, bedzie pierwszy
do trzeciego iak prostokat AB X Bl do prost. BM X
BL. Aze te dlya rownolegtosciany sg (przez przypu-
eczenie, albo wykreslenie) réwne drugiemu, wiec i
sobie s réwne, wiec AB X Bl = BM X ~L ; a za-
tem AB: BM= BL % BIl. Ze zas AB ; BM = ABCD,
CBMN = ABCD: BEFG; wiec ABCD : BEFG = BL ;

60. Wniosek. Z tego wszystkiego , co sie powie-
dziato , wynika sposéb znalezienia dwoch liniy, kio—
reby byty do siebie w stosunku dwdch réwnolegtoscia-
now, zawierajagcych boki d&ie.

Przyktad.  Maigc dany szedcian i réwnoleglo$cian
prostokatny , znales¢ liniig takg , aby stosunek szescia-
nu do rownolegtoScianu rowny hyt stosunkowi boku
szescianu do tey linii.

Niech bedzie.S bok szes$cianu, P, Q , R, boki
trzy rownolegtoscianu. ZamieAmy naprzdd prostokat,
ktorego bokami sg P i Q, nainny ktéryby miat za
bok ieden bok szeScianu, toiest szukaymy czwartey
proporcyonalney do S, P i Q; niech bedzie L tg
czwartg proporcyonatng. RoOwnolegloscian dany, ré-
wny bedzie iunemu , ktoryby miat za boki S, L, R;
a zatém stosunek szescianu do rownolegtosScianu da-
nego, réwnaé sie bedzie stosunkowi kwadratu S? dq
jroslokata L X Zamienmy znowu ten drugi réwno-
egtosciati rowny danemu na inny , ktéryby znowu
miat S za bok ieden, to iest szukaymy czwartey pro-



porcyonalney do S, L i R. Niech bedzie M ta czwarta
proporcyonalng rownolegto$cian drugi, , zatem, i
pierwszy dany, iernu réwny, réwnac sie bedzie trze-
ciemu, ktéryby mial za boki-S, S, M; wiec stosu-
nek szedcianu do réwuolegto$ciauu danego, idwnac sie
bedzie stosunkowi kwadratu S? do prostokata S )( M,
loitsl stosunkowi S do M.

Aby tndy zuale$¢ w liniiach stosunek sze$cianu
do réwriolegtoscianu prostokatnego , trzeba i° do boku
szeScianu i do dwodch boké v réwnotegtoscianu szukaé
czwartey proporcyonaluey; 2° tizeba znowu do tegoz
bjk iszeScianu, do trzeciego boku réwnolegtosciam;# i do
czwartey proporcyonaluey dopiero znalezioney, szukaé
inney czwartey proporcyonalncy; a stosunek boku sze-
§cianu do tey ostathiey linii, rowny bedzie stosunkowi
szeScianu do réwnolegtoaciauu.

Idzie zatem, ze iezeli mamy dwa rownolegtoscia-
ny prostokatne, bedziemy mogli wyrazi¢ w liniiach ich
stosunek, szukaigc w liniiach stosunku tychze réwno-*
legtoscian6 v do iakiego szeScianu : wzigwszy albowiem
bok tego szeScianu , za poprzednika , kazdego z tych
stosunkdw; stosunek ich nastepnikéw, wyrazaé becLie
stosunek w liniiach tych dwdch rownolegtoscianow.

61. Uwaga. Wszystko to, co sie powiedziato o
przyréwnywaniu , albo mierze geometryczney rowno-
legtoscianow prostokatnych, zgadza sie zupeinie z naukg
podang w Arytmetyce o przyrownywaniu liczebném
réwnolegto$ciandw>

Przyktad. Niech iedno$¢ wyraza bok szescianu
wzietego za miare do przyrdwnywania } a niech boki
réwnolegloscianu , ktéry chcemy do szeScianu [przyro-
wnywac, zawieraig ten bok szeScianu Kkilka razy ozna-
czone przez liczby nap. 5,7 i 9. Czwarta pro-
porcyonalna do boku sze$cianu i,do dwoch pierwszych
bok éw rownolegtoscianu wyrazi sie przez liczbe 35,
to iest zawiera¢ bedzie bok sze$cianu , razy 35, czwartg
za$ drugg proporéyonalng , do tegoz boku szescianu,
do trzeciego boku réwnolegloscianu i do pierwszey
czwartey proporcyonalney, wyrazi liczba 3i5, to iest
zawiera¢ la bedzie bok szeScianu razy 3i5. A zaGfc»
rownolegtoscian , zawiera¢ bedzie w sobie szeSciar razy
5i5, toiest: wzigwszy szeScian za iedno$¢ albo spdtka
miare, ten rowjjolegtos$ciaa wyrazi sie przez liczbe 3i5,



ktéra podtug wykreslenia pochodzi z rozmnozenia liczb
6,719-

62. opis. Gdy cztéry- takie mamy liniie, Ze sto-
sunki, pierwszey do drugiey, drugiey do trzeciej*
trzeciey do czwartey sg réwnej o takich liniiach mo-
wi sie", Ze sg ciagto (eonlinue) proporcyonalne.

Przyktady Liczebne. Czlery liczby 1,2, 4, 8, na-
zvwaig sie ciggto proporcyonalnemi , a cztery liniie,
ktéreby tak sie do siebie miaty, iak te czlery liczby,
nazywatyby sie tez ciggto proporcyonalnemi. Toz mo-
wi¢ i o liczbach : 8,12, 18» 27, z klérych kazda za-
wiera w sobie poprzedzaigca ieden raz ip6t it d.

Stosunek pierwszey z tych liniy do czwartey,
sktada sie ze stosunku pierwszey do drugiey, drugiey
do trzeciey, i trzeciey do czwartey, (a to przez opi-
sanie stosunku ztozonégo). Ze za$ wszystkie te scze-
gbélne stosunki sg réwne; wiec stosunek pierwszey téy
linii do czwartey sktada sie ze 3 stosunkéw rownych,
ma za$ nazwisko stosunku tréymnoinego (ratio tripli-

cata ) , i pierwsza ta liniia do czwartey , bedzie w sto-
sunku tréy moznym.
63. Przystosowanie. Niechby rownolegtoscian, kto-

ry wymierzaé mamy przez sze$cian wziety za iednos¢,
byt ion sam szeScianem.
Tab.ll. Niech bedzie AB bok sze$cianu maig-
Fig. n. cego stuzy¢ za miare; AC, bok szescianu, kto-
ry wymierzyé mamy. Szukaymy do AB i AC trzeciey
proporcyonalney AE, (kreSlagc troykat prostokagtny ABC,
maigcy AB za iedno ramie kata prostego, a AC za
przeciwprostokatng i wyslawuigc do linii AC, w pun-
kcie C, prostopadig CE , az do iey spotkania sie w E,
z liniiag AB przedtuzong). Szukaymy daley do AB,
AC, AE, czwartey proporcyonalndoy , AF (wyprowa-
dzaigc od punklu E, linii AE , prostopadta EF az do
iey spotkania sie w puukcie F z liniig AC przedtozo-
ng). Pierwszy szescian, wziety za miare, tak sie be-
dzie miat do sze$cianu, Kktéry wymierza¢ przypada,
iak liniia AB do linii AF," toiest: iak liniia pierwsza
do czwartey z liniy ciggto proporcyonalnych ; z kto-
rych pierwszych dwodch iedna iest bokiem sze$cianu
wzietego za miare, a druga bokiem szeScianu wzietego
do wymierzenia ; a zatem stosunek pierwszego szeScia-
nu do drugiego iest troymoznym stosunku ich bokdéw*
I tak , iezeli bok szeScianu iakiego trzy razy za-



wiera w sobie bok szescianu wzietego za miare , sze-
$cian pierwszy bedzie do drugiego, iak 3 X 3 X 3 du
albo iak uy do I, to iest : iezlli liniia AC zawiera w so-
bie ial/y trzy linilag AB ; lini'a tez AE zawiera¢ be-
dzie razy 5 linig AC. a zalen 9 razy liniig AB, a
liniia Al° zawiera¢ bedzie 3 razy liniiag AE, alem sa-
mem 27 raly liniig AB.

6't. wzaseninie. Gdy trzeba znalezé sze$cian,
ktoryby do drugiego byt w slosunku danym, i ta-
kim , ktéryby sie rownat stosunkowi boku szeScianu
tego drugiego, do liufi daney ; bok szes$cianu, ktdérego
szukamy, ma by¢ drugg liniig ze czterech ciggto wielorazo-
ivo proporcyonalnych, miedzy ktoremi pierwsza z czwar-
tg , sg w danym stosunku , to iey : bok ten szukany,
pja by¢ liniig pierwszg z=<*dwdch Srzeduich cigglo wie-
lorazowo proporcyonalnych miedzy pierwszg i czwartg.

* Zagadnienie to, nie moze by¢ rozwigzane przez
geometryg poczatkowsg, chyba traf inkiem przez do-
iSwiadcza.iie i szukanie niepewne ; do doktadnego i pe-
wnego rozwigzania, potrzeba iedney pizynaymuiey
z liniy krzywych, nazwanych przecigciami osfrotre-
zmemi  (sectioues conicae), o ktérych -ie po e h namieni.
1 loc¢to zagadnienie o znalezieniu dwoch Sredni h wielo-
razowo proporcyonalnych , pierwszym powodem bvé
musiato geometrom, do uwazania tych liniy krzywych,
dopiero wspomnionych, i do uczynienia pierwszego
kroku w wyzszey geometryi. G ly sie w Delos radzo-
no wyroczni , coby za sposéb byt zjednania bogéw za-
gniewanych, i odwrécenia zarazy powietrza , nisczace-
go pan-twb Attyckie , miat sie da¢ gtos styszeé: aby
dwwnnozono oltarze (duplicenlur allaria¥Y Po wielu
niepozytecznych zawodach, postrzezolio nakouiec, iz
trzeba byto znaleZz¢ bok szeScianu dwa razy tak wiel-
kiego , iak drugi wziety za spoing miare , toiest ; iz
trzeba byto wynalezé pierwzg ze dwdch $rzeduich
Wielofazowo proporcyonalnych miedzy dwiema liniiauii,
2 ktorych iedna dwa razy w sebie zamykatuby druga.

65 W arytmetyce , gdy stosunek dany, fnesf sto-
sunkiem liczby iedney szeScienuey , do drugiey takze
szeScicnney, rozwigza¢ mozna doktadnie to zagadnie-
l.e. Tak nap. gdyby dwa sze$ciany miaty by¢ do sie-
bie , iak 1 do 8, albo iak 1 do 27, albo iak 6 do 27



i t. d. boki ich bytyby ieden do drugiego, iak i do
a, albo iak i do 3, albo iak 2do 3it. d.

Ale gdy stosunek dany nie iest stosunkiem dwach
liczb szeSciennych , rozwigzanie bedzie tylko do pra-
wdziwego przyblizone. | tak, gdy szeScian ieden, ma
by¢ dwa razy tak wielki, iak drugi, wzigwszy bok
tego drugiego za ieduos$é, bok pierwszego powinienby
by¢ wyrazony przez liczbe takg , ktérey szescianem
iest 2 ; a zalem pierwiastek szeScienny liczby 2, wy-
razatby ten bok: pierwiastek za$ ten przyblizony,
iest i, 26, toi-est bok mnieyszego szes$cianu, takby\sie
miat do boku szeScianu dwa razy tak wielkiego , iak
a do 1, 26, albo iak 100 do 126, albo iescze dokia-
dniey iak 23 do 29.

66. TJwaga. Gdy stosunek dwoch liniy iest da-
ny; dany iest tem samem i stosunek ich szescianow.

Tak albowiem mie¢ sie beda do siebie te szeScia-
ny, iak liniig pierwsza do czwartey cigglo proporeyo-
nalney , wzigwszy za pierwsze dwa wyrazy tey pro-
porcyi dwie liniie, ktérych stosunek iest dany.

Zkad wypada wniosek nastepuiacy ;

67. Gdy cztery liniie sg w proporcyi, ich szeSciany
w proporcyi tez beda, toiest gdy stosunek dwdch
pierwszych liniy réwna sie stosunkowi dwoch drugich ;
stosunek tez szeScian6w ze dwoch pisrwszyeh liniy, ro6-
wnac sie bedzie stosunkowi szes$cianéw ze dwdch dru-
gich liniy.

W arytmetyce: cztery licz. 2, 3, 8, 12,
sktadaig proporcya; ich szesSciany : 8, 27, 512, 1728,
sktadaig takze proporcya.

68. Uwaga, Podanie zamkniete w tym wniosku,
iest tylko wysczegdlnieniern podania nastepuigcego:

Niech beda trzy iakiekolwiek proporeye , i czte-
ry takie réwnolegtosciany prostokatne : aby krawedzie
pierwszego rownolegto$cianu , byty trzema poprzedni-
kami trzech pierwszych stosunkéw , krawedzie drugie-
go, trzema nastepnikami tychze trzech pierwszych sto-
sunkéw , krawedzie trzeciego, trzema poprzednikami
trzech drugich stosunkéw , a krawedzie czwartego , trze-
ma nastepnikami tychze trzech drugich stosunkow;
stosunek pierwszych dwoch réwnolegtoscianéw , réwny
bedzie stosunkowi dwoch ostatnich.

Trzeba naprzéd to podanie obiasni¢ na przy kia*
dach liczebnych :



W og6lnosci za$ niech bedg trzy iatiekolwiek

proporcje: A :B= C:L).
a:b= c¢: d
a:bz=z c: d

Zamienmy stosunek A do B na inny b do czwar®-
tey linii E: zamienmy podobnie i stosunek C do D
na inny d, do czwartey linii e.

Beda podstawy drugiego i czwartego rdwnolegto-
$cianu réwne prostokatom B X b, i D X d; a zatem
podstawy dwéch pierwszych réwnolegtosciandw beda
sie miaty do siebie, iak a doJE, a podstawy Za$ dwoch
drugich réwnolegtosciandw beda sie miaty do siebie
iak ¢ do e

Aze przez przypusczenie i wykreslenie stosunki: A
do B, bdo E, C do D, ddo e sg wszystkie rowne,

wiec - - b:E— d:e.
Ze za$ - - ai b=tc:d.
wiec - - a:Ez=z C:C.

A zatem stosunek podstaw rownolegto$cianow
dwdch pierwszych , réwny iest stosunkowi rownole-
gtoscianéw dwoch drugich.

Jest tez z przypusczenia

a : bz=z; d

wiec prostokaty aa, E6, cc, ec/sktadaig proporcyg; az*
lem cztery réwnolegtosciany, ktéreby te prostokaty mia-
ty za podstawy , i z ktérych dwa pierwsze iuiatvby
spoing wysokos$¢é A , dwa za$. drugie wysokos¢ C, by-
tyby takze z sobg w proporcyi. Aze pierwszy z tych
rownolegtoscianéw miatby za krawedzie trzy liniie:
A, a a, drugi za$ réwnatby sie temu, ktéryby miat
za krawedzie trzy liniie: B, b, b; a to dla tego, ze
sq rowne prostokaty: B\b iA~(E; trzeci z tych ro-
wnolegtoscianow miatby za krawedzie trzy liniie : C,
c, Cc, a czwarty réwnamy sie temu, ktoryby miat za
krawedzie, trzy liniie: , d, d; wiec te cztery ro-
wnolegtosciany bytyby w proporcyi.

R O zZ D Z 1 At 1V.
O Rownoletgoscianach niepr  ostoi atnycl/it
69. pis : Bryta zakoriczona 6 S$cianami parzy-

sto réwnolegtemi nazywa sie Réwnoleg  loscianan a



zatem rownolegtosciany prostokatne , o ktérych w roz-
dziale poprzed/.aigcym mowa byta, sg pewnym gatun-
kiem réwnolegtoscianéw.

70.  Twierdz. 1. W réwnotegtoscianie, wszy-

stkie Sciany sa rownolegtobokami ; kazde za$ dwie
§ciany przeciwne mogg przysta¢ do siebie.
Tab.Ill. Niech bedzie réwnolegtoscian ABCDEFGH;
Fig- wszystkie iego Sciany Sg ro vnolegtobokami
a Sciany przeciwne nap. ABCD, JEFGH moga do sie-
bie przystaé.

Dowodz.  Poniewaz ptasczyzny rownolegte ABCD,
GHFE °€a przeciete trzecig ptasczyzng BGFC, wiec
ich spcl.ic przeciecia BC, FG z ta ptasczyzng. s3
rownolegte. Takze pokaza¢ mozna , Ze liniie HE,
GF sg réwnolegle, i liniie HG, EF rownolegte, a
za en Ze Sciana HGFE iest rownolegtobokiem. Podo-
bnin i wszystkie inne $ciany sg takze rdéwnolegtobo-
kami.

W sczegolnosci za$, liniie BA, Gil, i liniie
BC, GE, sg do siebie rownolegtemi; wiec réwne sg
katy ABC, HGF. Aze te liniie BA, GF i BC, GF
sg rowne; wiec rownolegtoboki, ABCD, HGFE, mo-
ga przvs a¢ do siebie. Toz mdéwi¢ o kazdey inney
parze $c>an przeciwnych.

71. Ztad tez wystawi¢ sobie mozna kazdy ro-
wnolegtoscian, iakoby utworzyt sie nastepujgcym spo-
sobem.

Niech bedzie jakikolwiek rownoletobok ; a od
iednego z jego wierzchotkéw wyciagoiymy liniig czy-
nigca z iego ptasczyzng kat jakikolwiek ; wyciaguiy-
my pofem i przez drugie wierzchotki liniie roéwno-
legte do pierwszey, i zrébmy wszystkie sobie rowne-
mi. Niech nakoniec ten rdéwuolegtobok posuwa sie
rownolegle do pierwszego swego potozenia , i niech
wierzchotki iego nie schod/g nigdy z liniy rdéwnole-
gtych , mieysce od rownolegtobokéw , tym spoaobem
przebyte , bedzie réwnolegtosciauem.

72. Twierdz. 2 D,va ro6wnolegtosciany moga
przysta¢ do siebie, gdy i wszystkie ich odpowiadajg-
ce sobie Sciany przystaé¢ do siebie mogg , i gdy Katy
ich brytowe takze sobie odpowiadaigce , robig sie z ka-
tow rownych nalezacych do tychze S$cian*

Tob. 1. Niech beda dwa rownolegtosciany : AF,
lia,f, ktorych wszystkie $ciany odpowiadaigce



sobie w jednym i drugim rownolegtoScionie , moga
f)izys’rac do siebie, i ktérych katy brytow e takze so-
)ie odpowiadaigce nap. A i a, robig sie z réwnych
kalow tychze S$cian, te dwa réwnolegtosSciany przestac
do siebie moga.

Dowodz. Poniewaz katy brytowe, A i a, ro-
big sie z révnyrh wzgledem siebie katéw ptaskich,
wiec przysigc do siebie mogg. Przenidstszy tedyio6-
wnolegtosciau nf, tak, aby kat brylowy a, przystat
w rzeczy sami\ do kala brytowego A; ponies¢az i
katy ptaskie, z ktoérych sie te br\lowe robig, przy-
staig iedne do drugich sobie rdwnych ; a liniie ab,
ad, ab, sg rowne wzgledem liniy AB, AD, AH;
wiec punkfa: b, d, h, przystang do punktow: B,
D , H, i éciany lakze czynigce dwa katy brylowe a
i A, przystang iedne do drugich; a zatem i punkta:
c, g. e, przystang do punktéw odpowiadajgcych so-
bie C, Gj E; a w sczegélnosci liniie: bc, bg, przy-
stang do liniy: BC, BG. Wiec i pta-czyZnd przecho-
dzaca przez liniie: bc; bg, leze¢ bedzie na ptasczy-
znie przechodzacey przez liniie BC, BG. Ze za$ przy-
pusciliSmy iz sciana befg, przysta¢ moze do S$ciany
BCFG , wiec punkt f, przystanie do punktu K

Tymze sposobem okaza¢ mozna , ze i wszystkie
irfne Sciany i katy rownolegto$Scianu af przeniesione-
go, przystang do innych $cian i karéw rownolegto-
§cianu AF, a zatem te dwa rdwnolegtosciany przystaé
do siebie moga.

73. Uwaga, Tymze cale sposobem dowodzi sie,
ze dwie iakiekolwiek bryty przysta¢ mogg do siebie,
gdy wsz”slkie kaly ich brytowe odpowiadajace sobie,

przysta¢ takze do siebie moga , i gdy Sciany iedney
bryty, przysta¢ moga do $cian odpowiadaigcych w dru-
giey bryle.

pi. Opis. Uwazaigc rdwnolegtoscign iakotiy zbu-
dowany na iedney ze $cian swoich , ta $ciana nazywa
sie podstawa iego ; a prostopadta od punktu ktdrego-
kolwiek $ciany przeciwney, do tey spu«czona, na-
zywa Sie wysokoscig tego rownolegtoscianu.

Gdy $ciany zbudowane na bokach podstawy , sg
do niey prostopadteini, taki rownolegloScian nazywa
si¢ prosym  (Parallelopipedum rectum). Bownolegto-
Sciany prostokatne sg gatunkiem réwuolegtoscianéw pro-
stych, w ktérych podstawa nawet sama iest prostokgtem*



J?5. Twierdz. 5. Dwa roéwnolegtosciany réwne sa

W brytowatosci (soliditas™), gdy maig iednakowg wyso-
kos¢ i na teyze samey sg zbudowane podstawie , a dwie
ich §ciany, na iedney ptasczyznie znayduigce sig, stoig
na tymze samym boku podstawy.
Tab. IlI. Niech beda dwa réwnolegtosciany ACGE
Fig. 3. 1 ACLI zbudowane na teyze samey pod-
stawie ACi i niech dwie ich $ciany, AG, AL znay-
duig sie na teyze samey ptasczyznie J le dwa rowno-
leglosciany, sa réwne w brytowatosci.

Dowodz. Dwie bryty AD1ENM BCKFGL , maig
takie wszystkie $ciany odpowiadajgce sobie, iz iedne
do drugich przysta¢c moga; wszystkie podobnie katy
ich brytowe przysta¢ moga do siebie. Jakoz troykat
HAM , moze przysta¢ do trdykata GBL , a w scze-
gélnosci katy FIAY1l, GBL, sgréwne. Roéwnolegtobok
1IADE przysta¢ moze do réownolegtoboku GBCF so-
bie przeciwnego , w pierwszym réwnolegtoscianie , a
W sczegblnosci,katy HAD , GBC, sg réwne ; roéwno-
legtoboki takze A1ADI, LBCK przeciwne sobie, w dru-
gim rownolegtoscianie, moga do siebie przystaé, a
w sczegblnosci katy MAD , LBC sg réwne , wiec katy
brytowe A, B, i $ciany tych katéw moga przystac
do siebie. Toz méwi¢ i o wszystkich innych katach bry-
towych , i o wszystkich innych tych dwdch bryt Scia-
nach. Zaczem te dwie bryty przystaé moga do siebie
i s3 rowne sobie w brylowatosci. Aze od catey bryty
ACLE , odigwszy pierwszg z bryt wyzey wyrazonych
ADIEHM  zostaie sie rownolegtoscian ACLI, a od-
igwszy od teyze catey bryty ACLE, drugg bryte
BCKFGL, zostaie sie rownolegtoscian ACGE; wiec
te dwa rdwnolegtosciany sg réwne

76.  Twierdz. 4. Dwa rownolegtosciany sg ro-
wne w brylowatosci, gdy iednakg maig wysokos$¢, i
na teyze samey sg zbudowane podstawie, chociaz za-
dna z ich S$cian stoigcych na bokach podstawy, nie
bedzie »ia teyze samey ptasczyznie.

Tab. I11. Niech beda dwa 1 6wnolegtoSciany ACGF
Fig. 4. i ACLI, na teyze samey podstawie AC, z je-

(f) To dowodzenie iest ogélne , i rozcigga sie do iakietozkolwiek
potozenia linii MI; czyliby punkt M przypadat na punkt
G, czyliby sie znaydowat miedzy G i H, czyli HakomeC
tytby lia linii HG przedluzoney.



dnaka wysokos$cig, i niech inneich $ciany na odmiennych
znayduig sie ptasczyznach te dwa réwnolegtoSciany sg
rowne.

Dowod?. Przedtuzmy liniie KI, I1E tak dale-
ko, az sie zniydg z sobg w punkcie O. Nitch iescze
i liniia L.M, przedtuzona, przecina HE, w N, lini-
ia GF takze przedtuzona mech przecina IK w P, i
niech Q bedzie punktem przeciecia liniy GF i LM , albo
ich przedtuzen.

Pociagniymy liniie AN, DO, BQ, CP.

Bryta ACQO , bedzie réwnolegtosciauem ,
bardzo tatwo dowie$¢ mozna.

Roéwnolegtoscian ACQO , ma te sarne , co tamte
dwa, podstawe AC.

Ma S$ciany AO na ptasczyznie Sciany AE , nale-
zacey do rownolegtoScianu ACGE , wiec temu rdwno-
legtoscianowi bedzie roéwny.

Ma za$ oprécz tego Sciane AQ na- ptasczyznie
sciany AL , nalezagcey do réwnolegtoscianu AC LI,
wiec bedzie rowny i temu drugiemu rownolegtosScia-
nowi.

Wiec réwnolegtoscian ACQO réwny iest takze r6-
wnolegtoscianowi ACGE, iako 'i rownolegtoscianowi

ACLI; a zalem i te dwa rownolegtoSciany sg tez sobie
rowne.

czego

77. Twierdz. 5, Dwa réwnolegtosciany sg ro-
wne , gdy iednakg maig wysokos¢ i rowne podstawy
z jednym spolnym bokiem , i gdy ich Sciany na tym-

ze samym boku spélnym wystawione,
na teyze samey ptasczyznie.

Niech  beda dwa réwnolegtosciany : Tab.11J.
ACGE , ICOQ iednakiey wysokosSci , a podsta- -Fig. 5.
wy ich réwne AC, IC, niech maig bok spoiny CD,
na ktérym wystawione sg dwie $ciany DF, 1)P, na
teyze samey plasczyznie znayduigce sie; te dwa réwno-
legtosciany sg rowne.

Wykresl. Przez punkta | i L, poprowadzmy na
ptasczyznie AG, czyli AO, liniie IN, LM, réwno-
legte do AFl, albo BG, i niech te réwnolegte spo-
tykaig w N i M, liniig HO. Pociggniymy i liniie EN,
FM. Bryta ICME bedzie tez rownolegtosciauem.

Dowodzenie. Réwnolegtoscian ICME, ma tez
same podstawe IC, i te sapie wysoko$¢, co i rowno-
legtoscian 1COQ , a zatem sg sobie rdwne.

znayduig sie



Tenze réwnolegloscian 1CME, i réwnolegloscian

, Uwazaigc w nich $caue spélng DF, iak pod-
stawe, maig tez iednakg wysokos$¢, a zalem s sobie
rowne. Wiec réwnolegloscian 1CME, réwny iest tak
iednemu , iak i drugiemu jéwnolegtoscianowi : ACGE
i ICOQ, a zatem i te dwa rownolegto$ciany sg rdwne.
Tulili. 78. Twierdz. 6. Dwa rownolegtosciany sg

5. rowne , gdy maig iednakg wysokos¢ i gdy ich
podstawy maiace hok ieden spélny , sg réwne.

Nierh we dwoch réwnolegtoscignach nednakiey
wysokosci bedg dwie podstawy: AC i IC réwne, i ma-
igce spdlny hok CD ; te dwa rownolegtosciany beda
rowne.

ITylresl. Na podstawie IC , iednego z tych roé-
wnolegtoscianéw, ktdry nazwiemy pierwszym, postawmy
trzeci rownoleglo$cian teyze samey wysokosci, tak
aby $ciang iego stoigca na boku CD, znaydowala sie
na ptasczyznie S$ciany drugiego rownolegtoscianu, sto-?
igcey na tymze boku.

Ten trzeci réwnolegloscian , iako maigcy z pier-
wszym spo6lng podstawe i \vysoko$¢, bedzie mu ro6-
wny. Tenze trzeci réwnolegloscian , bedzie réwny i
drugiemu ; bo maig réwne podstawy IC , AC , ze spol-
nym bokiem CD , i $ciauy ich stoigce na boku CD,
zuayduig sie na teyze samey ptasczyznie.

Wiec ten trzeci réwnolegloscian réwny iest tak

pierwszemu iak i drugiemu , a zatem i one sobie
rowne beda. c
W sczeg6Inosci. Rownolegloscian kazdy rowny

iest réwnolegtoscianowi prostokatnemu, ktdéry ma te
sarne, co i tamten wysoko$¢, podstawe réwng podsta-
wie iego i bok iedeu spolny obudwom podstawom.

79. Zkad wynika, ze cokolwiek sie powiedziato
0 rdéwnolegtoscianach prostokatnych , wszystko to do
jakichkolwiek innych mozna przystosowac; ktadac za-
miast kazdego =z nich, roéwnolegloscian prostokatny,

teyze samey wysokosci i podstawy réwney , a ma-
igcey bok ieden spolny z podstawami rownolegto-
$cianéw nieprostokatnych. 1 lak:

j.- Dwa 1dwnolegtoSciany » maigce réwne podsta-
wy i wysokosci , sg réwne ; bo rownolegtosciany pro-
stokatne iednakiey wysokosci, i maigce z tamiemi
16wnolegtoscianami réwne podstawy ; a w nich spolny
bok ieden , sg réwne.



2. Dwa roéwnolegtosciany sa tez réwne, ktorych
podstawy sa w stosunku odwrotnym K h wysokosci.

3. Dwa réwnolegtosciany, ktorych brytowa to-
§ci s3 réwne , maiag podstawy w stosunku odwrotnym
ich wysokosci.

4. Wszystko to, co sie powiedziatlo o zamienia-
niu stosunku dwoch rdwnolegtoScianéw prostokatnych,
na stosunek dwdch liniy , i o mierze liczebney dwoch
rownolegtosciandw prostokatnych, przystosowa¢ mozna
do miary réwnolegtoscianow [nieprostokatnych-; uzy-
waigc do tego , boku iednego podstawy , wysokosci iey
wzgledem tego boku , i wysokosci réwnolegtoscianu.

80. Przestroga. Gdyby S$ciste i prawdziw'e geo-
metryczne dowodzenie wyzey potozone przytrudne
sie zdawato wuczniom do poigecia, mimo wystawione
im przed oczy figury, z drewna, lub papieru wyro-
bione, mozna im to bedzie ‘tatwiey do poiecia
poda¢ w spos6b nastepuiagcy.

Niechay dwa rownolegtosciany z réwnemi pod-
stawami i wysokosciami stoig na teyze samey plasczy-
znie. Niech inna iakakolwiek ptasczyzna rownolegta
do pierwszey, przecina te dwa rownolegtosciany. Prze-
ciecia ich beda roéwne, i podobne ich podstawom,
a zal&m i sobie réwne bedag ; i gdziekolwiek te dwa
rownolegtosciany  przetniemy ptasczyzng rowno-
legta do ich podstaw, réwne zawsze bedg te przecie-
cia. Zadney wiec nie masz przyczyny, dla ktoreyby
ieden z tych rdwnolegtoscianéw nie miat by¢ réwnym,
drugiemu.

Trzeba tu iednak ostrzedz zaraz uczniéw , iz
tym sposobem stabo sw»e w rzeczy samey dowodzi
rowno$¢ dwdch rdwnolegtoscianéw. Bo chociazby iak
naywiecey byto tych przecieé¢ réwnolegtych do pod-
staw réwnolegto$cianéw , to iest s chociazby iak uay-
mnieysza byta odlegto$¢ kazdego z tych przecieé, od
drugiego nayblizszego, wszelako czeSci réwnolegtoscia-
néw zawarte miedzy takiemi dwoma przecieciami,
sg iescze rownolegto$cianami, ktore tak sie wzgled m
siebie maig, iak sie maig cate réwnolegtosciany, kto-
rych tamte sg czeSciami. Aby wiec wnie$¢ mozna roé-
wnos$¢ réwnolegtosciandéw, z réwnosci ich czeéci, trzeba-
by pierwey dowie$¢ rdwnosci tych czesci.

. Moze sie imaginacya nasza tok daleko zapuscig,
Ze przez nie wystawimy sobie dwoch réwnolegtoscia-



néw przeciecia lak bliskie iedne od drugich , iz czesci
miedzy nienii zawarte beda sie zdawaty nie r6zni¢ od
podstaw tychze rdéwnolegtoscianéw; lecz prawdziwe
rozumowanie uczyni¢ lu roznice potrafi i powinno.
Wiemy albowiem, ze mato$¢ lub wielkos¢ iakiey rze-
czy , nie iest. w sobie matoscig lub wielkoscia, ale sie
albo za mato$¢ bierze wzgledem inney rzeczy wie-
kszey, albo za wielkos¢ wzgledem inney muieyszey;
i nie mozna nigdy bryty chocby tez naycien>zey za
ieduo bra¢ z powierzchniami , ktére ig konczg. Pra-
wda to iest, ze im wigksza bedzie liczba przecieé¢, dwdch
rownolegtoscianéw przez ptasczyzny rownolegle do ich
podstaw, tem mnieysza bedzie réznica matych dwdch
ich czesSci zawartych miedzy dwiema naybliz,zemi
ptasczyznami, czyli przecieciami; ale znowu , iezeli
lakakolwiek iest choény tez naymnieysza , ta rdznica,
tedy wielekro¢ powtdrzona moze uczyni¢ rdznice*wiel-
ka w dwdch rownolegtoscianach, ktérych réwnosci
chcemy dowodzi¢ z réwnosci ich czastek , czyli ma-
tych roéwnolegtosciandéw, z ktorych sie skiadaig.

Ta sama trudno$¢ do rozwigzania zostaie , gdyby
kto réwnosci dwoch rdédwnolegtosciandw maigcych ie-
dnaka podstawe i wysoko$¢, a z ktorych ieden bytby
naprzy ktad prosty, a drugi nie, chciat dowodzié
z podnoszenia sie w gore ich podstaw w rdwney za-
wsze od pierwszego potozenia odlegtosci , poniewaz
pierwey dowieS¢ trzebaby, ze mieysca od podstaw
przebyte , nie podtug tey drogi brane by¢ posvinny,
ktérg w samey rzeczy punkt kazdy tych podstaw prze-
byt; (bo do iednakiey wysokoSci postepuigc, wiecey
mieysca przeydzie punkt nap. skrayuy rownolegto-
§cianu ukosnego , niz tego, ktéry iest prosty) ale to
mieysce od podstaw roéwnolegto$ciandw przebyte , po-
winno sie wymierzaé wzdtuz linii prostopadley do tey-
ze podstawy, poniewaz ta tylko liniia mierzy odle-
gtos¢ , w ktorey podstawa podnoszeniem sie swoiem
oddalita sie od pierwszego swego potozenia.

Nastepuigce poréwnywanie moze iakozkolwiek
stusy¢ do utatwienia tych watpliwosci , lubo ich nie
znosi cale.

Gdy dwa rdéwnolegtoboki zrobione na teyze sa-
mey podstawie, i z réwnag wysokoscig, przetniemy
liniig rownolegta do podstawy , obadwa przeciecia ro-
wn§ bedg podstawie, Wszystkie tez inne takowe prze-*



ciecia tych dwoch rownolegtobokéw, bytyby rown?
i lyleby ich bytlo w jednym , co i w drugim roéwno-
legtoboku. Toz moéwic¢ i o dwoch tréykatach , ktérychf
przeciecia rownolegle do podstawy fipdlney bytyby
takze réwne. Dla czegéz wiec te dwa cafe réwnole-
gtoboki ,ilub troykaty nie miatyby sobie by¢ réwne?
Poniewaz tedy tym sposobem dochodzimy wzgledem
powierzchni ptaskich , tey samey prawdy , klorey do-
szliSmy Scistem pierwey dowodzeniem ; iuZz ten sam
skutek, powinien nas watpliwosci pozbawi¢, kf ngby-
§my mie¢ mogli w uzywaniu tego sposobu. Mozna
zalem przystosowa¢ go i do bryt dla teyze przyczyny.

Obiasni 8ie to iasnie i potem gdy mowié¢ bedzie-

my 0 sposobie wyczerpania (de methodo exhaustionis)«
81. Twierdzenie 7. YV jakimkolwiek rdéwnole-
gtoscianie, przez krawedz ktorgkolwiek , i przez prze-

katng iedney ze $cian iego przeciggngwszy ptasczyzue;
przeciecie rownolegtoscianu przez te ptasczyzne, bedzie
réwnolegtobokiem , i podzieli 1 dwnolegtoscian rta dwie
czesci , ktore przystac do siebie moga.

Niech bedzie réwnoiegtosciau ACGE; Tab.111.
przez krawedz AH, i przez przekatna *HF Fig. 5*
niech przechodzi ptasczyzna; liniie AH, CF sa réwno-
legte, a ptasczyzna, ktéra przechodzi przez AH, HF,
przechodzi tez i przez CF. Ze za$ liniie AH, CF s3
rowne i réwnolegle, wiec czworokat ACFH, iest oraz
i rownolegtobokiem.

Dwie bryty : ABCFGH , FEHACD , mogg przy-
sta¢ do siebie.

1. Wszystkie ich $ciany, sa rowne iedne wzgle-
dem drugich, bo $ciany ich réwnolegtoboczne (paral-
lelogrammicac) sg $cianami przeciwnemi w réwnole-
gtoscianie i $ciany za$ ich Iroykatne iak nap. ADC,
HEF, maia réwne boki iedne wzgledem drugich.

2. Wszystkie ich katy brytowe moga przystap
iedne do drugich; nap. kat brytowy w A iedney
bryty , robi sie ze trzech katéw ptaskich : CAit, JBAH.
HAG, ktére rowne jg wzgledem katéw EFH, EFC,
HFC, z ktérych tie robi kat brytowy w F, drugiey
bryty.

Wiec te dwie bryty mogg przysta¢ do siebie,
a w sczeg6lnosci sg sobie rdéwue.



R OzZzD2Z I ALt . V.

0] graniaslostupachi

82. «*- wierdz. przybrane. Niech bedg dwie
prostokresine figury réwne i podobne, wykre$lone na
dwoch rownolegtych ptasczyznach ; niech iescze i boki
ich réwne bedg rownolegle ieden wzgledem drugiego:
czworokaty, Kktérych bokami przeciwnemi bedag boki
rowne tych figur , sg réwnolegtobokami.

Dowod?. We wszystkich takowych czworokgtach
boki dwa przeciwne sg réwne i réwnolegte ; a zatem
i inne boki Sg tez rowne i réwnolegle.

83. opis.  Niech bedzie bryta iaka zakonczona
dwiema figurami prostokreslnemi réwnemi, podobue-
mi i réwnolegtemi, a raaigcerni wszystkie boki, ie-
dne wzgledem drugich rownolegte, i lylg rownolegto-
bokami maigcemi za boki, boki przeciwne tamtych
dwoch  figur, ile kazda z tych figur ma bokow / ta
bryta nazywa sie grani astostupem (prisma). I tak ro-
wnolegtosciany, o ktoérych w poprzedzaigcych rozdzia-
tach mowiliSmy, sa pewnemi graniastostupow gatun-

kami. Jedna z tych figur réwnych i réwnolegtych,
na ktorey wystawiamy sobie, iakoby zbudowany gra-
niastostup , nazywa sie iego podstawa , a prostopadia

spusczona na te podstawe z punktu iakiegokolwiek
§ciany przeciwney, nazywa sie wysokoscia ~ tego graniasto-
stupa. Graniastostup albo iest prosty , albo ukosny ; pro-
sty , gdy S$ciany iego stoig do pionu wzgledem pod-
stawy ; ukosny , gdy tez Sciany sg do podstawy nachy-
lone.

Rozne takze nazwiska przybiera graniastostup,
podtug rozmaitey liczby bokéw podstawy swoiey , al-
bo podtug wieloéci $cian pobocznych. Nazywa sie
tréykatnyrn , czworokatnym , pieciokatnym , szescioka-
tnym, , gdy podstawa iego iest troykatem , czworoka-
tem , pieciokatem , szeSciokatem i t. d.

84. Twierdz. 1. Przecigwszy gdziekolwiek grania-
stostup ptasczyzng réwnolegta do iego podstawy , prze-
ciecie to bedzie figurg roéwng i podobng podstawie*

Dowodz. Przeciecie iedney ktéreykolwiek $ciany
poboczney, przez te ptasczyzne, rownolegte bedzie
do lego boku podstawy, na ktérym fa Sciana stoi ; i te
dwie liniie bedg bokami przeciwnemi réwnolegtoboku,



kléry za dwa iane boki ma czesci "dwéch innych bo-
kow teyze $ciany, zawarte miedzy podilawg-iptasczy-
zug przecinaiaca ; wiec te dwie liniie beda rowne.

¢ Przeciecia wiec przez te ptasczyzne dwdch Scian
przylegtych , bedag rownolegle wzgledem bokoéw sobie
przeciwnych nalezagcych do podstawy , a zatem Kat,
ktory te spdlne przeciecia zrobig, rowny bedzie kato-
wi zawartemu miedzy temi bokami podstawy.

Bedzie tedy miec przeciecie graniastostupa przez
te ptasczyzne , wszystkie swoie boki i wszystkie k~ty
rowne wzgledem bokéw i katéw podstawy graniasto-
stupa , i dla tego przeciecie to przysta¢ moze do pud-
stawy.

85. Mozna sohie wystawi¢ graniastostup ¢ iakoby
zrobiony przez posuwanie sie w gdre iego podstawy,
W sposéb nastepuiacy :

Niech bedzie figura iaka prostoki e$lna, odryso-
wana na ptasczyznie. Od wierzchotka kata ktéregokol-
wiek tey figury , wyciaggniymy liniig prosta czyniaca ia-
kikolwiek Kkat z ta ptasczyzug. Niech sie potem wznosi
do géry ta figura , w rowney zawsze od siebie odle-
gtosci , a len wierzchotek niech nigdy nie schodzi z li-
nii od niego wyprowadzouey ; bryta , ktéra sie takim ®u«
chem utworzy , bedzie graniastostupem.

86. Twierdz, a. Graniaslostup tréykatny, iest
potowa réwnolegtoscianu takiego, ktoryby za podsta-
we miat réwnolegtobok dwa razy wiekszy od podsta-
wy lego graniastostupa, z dwoma bokami rdéwnaigce-
rai sie bokom podstawy tegoz graniastostupa troyka-
tnego.

Niech bedzie graniastostup troykatny TablV.
ABCDEF, ktérego podstawg iest Irovkat ABC. Fig. x
Dokonczmy réwnolegtoboku ABCG, ktorego dwoma
bokami sg AB i BC; na tym rdéwnolegtoboku do-
konczmy réwnolegtoscianu ACEH, ktoryby miat spdine
dwie $ciany AE i BD z graniastostupem trdykatuvtn.

Dwa grania-stostupy troykatne ABCDEF, DHFAGC,
mogg do siebie przystaé, bu sg dwiema czeSciami od-
dzielonymi przez ptasczyzne przekgtng ACDFj a za-
tem ieden z nich, nap. graniastostup ABCDEF, iest
potowg résvnolegtosciauu ACEH.

87. Wniosek. C >kolwiek sie powiedziato o ro-
wnolegtoscianach wzgledem ich wielko$ci, wszystko



to przystosowa¢ mozna do graniastostupdw troykatnych,
ktére tych réwnolegtoscianéw sa potowami.

]. Dwa graniastostupy tréoykatne, réwney wyso-
kosci i podstawy, rdéwnaig sie i w brytowa (osci.

2. Dwa graniastostupy tréykatne, ktérych podsta-
wy sg rowne , maig sie do siebie, iak ich wysokosci.

3. Dwa graniastostupy troykatne iednakiey wyso-
kosci , maig sie do siebie iak ich podstawy.

4. Dwa graniastostupy tréykatne, ktoérych pod-
stawy sg w stosunku odwrotnym ich wysokosci , ré-
whaig sie sobie w brylowalosci.

5. Dwa grania.stoffupy tréykatne, réwne w bry-
towatos$ci, maig podstawy w stosunku odwrotnym ich
wysokosci.

6. Co sie powiedziato o poréwnywaniu liczebneui
dwoch rownolegtoscianéw , to twierdzié mozna i o0 po-
rownywaniu dwoch graniastostupéw troykatnych* Trze-
ba podobnie dla znalezienia ich brytowatosci przez ra-
chunek rozmnozy¢ liczbe, znaczacg wielko$s¢ pod-
stawy graniastostupa troy katnego, przez liczbe zna-
czaca wielko$¢ iego wysokosci.

7. Maigc wiadoma podstawe graniastostupa troy-
katnego , kaly dwoch $cian iego, ktore z katem pod-
stawy czynig ieden- kat brytowy i krawedzie , mozna
wyznaczy¢ graniastostup troykatny i iego wysokos¢,
a zatem i brytowato$¢ tymze samym sposobem, iak
sie czynito wzgledem roWnolegtosciai.ow.

8. Graniastostupy tréykatne , majace spolny kat
Jeden brytowy, sg do siebie iak réwnolegto$ciany pro-
stokatne , maigce te same trz}' krawedzie ; w rachunku
za$ tak sg do siebie , iak liczby trzy ciagte iedna przez
druga rozmnozone, wyrazaigce wielko$¢ tych trzech
krawedzi.

88. Twierdz. 3. Graniastostup nietréykatny moze
by¢ roztozony na graniastostupy troykatne teyze co on
wysokosci , za podstawy za$ maigce troykaty , na kto-
re rozdzielona ie-t iego podstawa przez tyle prze-
katnych ciggnionych od iednego tey podstawy wierz-
chotka do innych , ile ich poprowadzi¢ mozna.
Tab.IV. Niech bedzie ABCDE, podstawa nap. pie-
Fig. 2. ciokatna graniastostupa ABCDEedchn. Od
iey wierzchotka nap. A, poprowadzmy przekatne AD,
AC; te rozdzielg podstawe na trzy troykaty: AED,-
ADC , ACB. Na Sciauie przeciwney podstawie, od pun-



ktn a, odpowiadajgcego punktowi A, poprowadzmy
przekatne ad, ac.

Liniie Aa, Dd, sg obiedwie réwnolegle do linii
Ee i ooey réwne; wiec i wzgledem siebie bedg ro-
wnolegtemi i rédwnerai, a przeto czworokat ADda*
iest réwnolegtobokiem , a zatem bryla ADEeda, iest
graniastostupem troykatnym. Tymze sposobem okazuie
sie, ze ibryty ACDdca, ACBbca, sg graniaslosjupa-
jni tréykatnemi.

89. Twierdz. 4. Dva iakiekolwiek graniastostu-
py rnaigre réwng wysoko$¢, tak sie do siebie maig,
jak ich podstawy.

Jakoz graniastoslupy ADEeda , ADCcda, ACBbca
i t. d. maig sie do siebie iak ich podstawy : ADE , ACD,
ABC; wiec ieden znich, nap. grauiastostup ADEeda,
tak sie ma do summy wszystkich , to iest : do grania-
stostupa pieciokatnego ; iak podstawa troykatna pier-
wszego , do summy podstaw wszystkich, to iest; do
podstawy graniastostupa pieciokatnego.

Podobnie tez i kazdy inny graniastostup iedna-
kiey wysokosci, takby sie miat do graniastostupa tréy-
katnego ADEeda, iak podstawa iego, do podstawy
troykqfney ADE.

Wiec (ztozywszy stosunki) bedzie stosunek Jakiego-
kolwiek graniastostupa do graniastostupa ABCDEedcba,
rowny  stosunkowi podstawy pierwszego grania-
stostupa , do podstawy ABCf)E ; (a to wtedy, gdy
wysokosci tych dwoch graniastoslupow sg réwne. )

W sczeg6lnosci za$, gdy rownolegtoscian i gra-
niastostup iakikolwiek réwne mie¢ beda podstawy i
wysokosci; brytowato$¢ iednego, réwna bedzie bryto-
watosci drugiego.

A zatem cokolwiek sie o réwnolegtoscianach po-
wiedzialo , mozna to i do graniastostupow iakichkol-
wiek przystosowaé¢, co do wielkosci ich , ile te zawi-
sty od ich podstaw i wysokosci. Mozna przeto do ia-
kichkolwiek graniastostupdéw przystosowa¢ wnioski , co
d® graniastostupdw troykatnych w sczegdlnosci, ktore
po twierdzeniu agiem tego rozdziatu nastepuig.



R O zZDZI1 A«L VI.
0 piramidach albo ostrostupach.

90.

Opis. Niech punkt iaki znayduie sie nad
ptasczyzng figury iakieykolwiek prostokt eSlney; przez
ien punkt iprzez wszystkie boki figury, niechay prze-
chodzg ptasczyzny, zrobi sie zlad bryta kofczaca sie
z jedney strony na tey figurze , a z jnuych stron , na
tvlu tréykatach maigcych spdlny wierzchotek w owym
punkcie, ile ta figura ma bokéw. Bryta ta nazywa
sie ostrostupem (Pyramis). Powierzchnig ostrostupa
mozna”™ sobie wystawi¢ iakoby zrobiong ruchem nici
przywigzauey iednym koncem do punktu znayduigcego
sie nad ptasczyzng figury, a drugim koncem wycig-r
gnionyin obracaigcey sie okoto obwodu teyze figury.
Figura prostokresina , ktdrey boki stuzg za podstawy
troykatow konczacych ostrostup , nazywa sie podstawa,
ostrostupa , te trdykaty nazywaiag sie iego scianami
punkt , ktéry iest wierzchotkiem sp6lnym wszystkich
§cian ostrostupa , nazywa sie wierzchotkiem iego ; pro-
stopadta spusczona od tego wierzchotka na ptasczyzne
podstawy , zowie sie wysokoscia ostrostupa.

Ostrostup rdzne przybiera nazwiska , podtug
wielosci bokéw podstawy swoiey. Nazywa sie troyka-
tnyrn, czworokatnym, pieciokatnym , szeSciokatnym i
t. d., gdy podstawa iego iest troykatem, czworokat
tem, pieciokatem , szeSciokatem i t. d.

Ten ostrostup nazywal bedziemy prostym , kto-,
rego podstawg iest figura prostokreslna mogaca sie na
kole opisa¢ ; igdy prostopadl¢y spusczoney od wierz-
chotka tego ostrostupa , drugi koniec przypada na
$rodek tego kota.

W takim ostrostupie wysoko$¢ wszystkich $ciao.
iest iednakowa , i tych $cian ptasczyzny rdéwnie sg na-
chylone do ptasczyzny podstawy.

W ostrostupie, ktérego podstawg iest figura pro-
stokr6slna mogaca sie wpisa¢c w koto, a ktésego wy-
soko$¢ ws chodzi od Srodka tego kota , wszystkie kra-
wedzie $cian sg réwne , a zatem wszystkie te S$ciany
sg tréoykalami réwnoramiennemu Ale ze $rodek kota
opisanego na podstawie, moze czasem za te podstawe



Wychodzi¢, dla tego takowego ostuostupa nie mozna
nazywaé¢ prostym.

Zeby iednak nazwisko to ostrostupa prostego fzle
do t\ch czas zwyczaynie okreSlone) ogdlnieysze u-
czyni¢ , przydamy nastepuigcy warunek.

Gdy w figurze prostokreSlney znayduie sie taki
punkt, przez ktory ciggnione liniie, a po obudwoeh
stronach na obwodzie figury zakonczone, dzielg sie
w tym punkcie na dwie rowne czesSci; ten punkt na-
zywa sie Srodkiem  figury.

1tak punkt przeciecia przekatnych w rownole-
gtoboku , iest tego réwnolegtoboku $rodkiem. Jezeli
tedy figura proslokréslna maigca taki Srodek, Siuzy
za podstawe ostrostupowi , i iezeli prostopadta od wierz-
chotka iego spusczona przypada na ten S$rodek figu-
ry, taki ostrostup nazwiemy prostym.

Ostrostup nazywa sie foremnym, gdy za podsta-
we ma figure prosLokre$lng foremna.

91. Twierdz 1. Przecigwszy ostrostup plascévzng
rownolegtg do podstawy iego, przeciecie to b~d/.ie fi-
gurg podobng do podstawy.

Niech bedzie ostrostup SABCDDE , ma- Tob IV.
igcy wierzchotek w punkcie , a ktérego pod- Fig. 3.
stawg iest figurg proslokt eslng ABCDE. Niech len o-
strostup przecina ptasczyzna réwnolegta do podstawy,
przeciecie to abcde bedzie podobne do podstawy.

Dowod?. Poniewaz ptasczyzna podstawy rowno-
legta iest do ptasczyzny przcciuaigcey; beda tez i prze-
ciecia $cian , sp6lue z temi pta«czyznami, réwnolegte ie-
dne wzgledem drugich ; wiec wszystkie boki przecie-
cia nap. ab, bc rownolegte bedg wzgledem bokéw
AB, BC podstawy ; a zatem i wszystkie katy przecie-
cia, rowne beda wzgledem kaléw podstawy , nap. kat
ubc, réwny bedzie katowi ABC. Jest tedy przeciecie
rownokatne z podstawa,

Troykaty SAB , sab sg podobne, wiec Sh: SB =
ab : AB.

Troykaty tez, Shc, SBC podobne: wiec Sh:
SB— bc: BC; a zatem ab :AB =» bc: BC.

WieC przeciecie i podstawa maig okoto katéw
wzgledem siebie réwnych , boki proporcyonalne , a
zatem przeciecie podobne iest do podstawy.

W sczegolnosci za$, przeciecie loki«j i podstawa,
maig sie do siebie w stosunku dwumnoziiym bokdéw



Takze réznice dwoch par graniastostupow nastepu-
igcych , réwne sg graniastosfupom , teyze co one wy-
sokosm malacym za podstawy czworokaty b’c’b®c? i
b3c®b’c

Ostatm za$ graniastostup opisany, réwna sie gra-
niastostnpowi teyze, co on wysokosci, maigcemu za
podstawe troykat Ab®“c*

Roéznica tedy mledzy suramg wszystkich grania-
stostupéw opisanych , a summa wszystkich graniasto-
stupéw wpisanych , réwna bedzie summie wszystkich
graniastostupow teyze co one wysokosm ktoreby staly
na czworokgtach B"Cc b',b'c'c»b? b?c?cib’»h3c3c*b
i na troykacie Ab“*c*, to |est rowna bedzie granlasto-
stupowi troykatnemu teyze co one wysokosci, a ma-,
igcerau za podstawe trdykat ARC. Ta wiec rdznica
robwna sie w samey rzeczy pierwszemu granigstostu-
powi opisanemu.

g5. Whniosek. Pierwszy ten graniastostup opisany
na ostrostupie SABC, ktérego podstawa ABC nie od-
mienia sie, bedzie temmnieyszy, im mnieyszg damy
mu'wysokos$¢, to iest: im liczba przecie¢ ostrostupa
bedzie wieksza. Mozna za$ uczyni¢ ten graniastostup
mnieyszym od iakiegokolwiek graniastostupa nazna-
czonego , zamieniaigc ten ostatni graniastostup na inny,
ktéryby miatl za podstawe troykat ABC , i dzielgc wy-
soko$¢ iednosloyng ostrostupa , na tyle czesci , aby ka-
zda z nich byla mnieysza od wysokosci lego graniasto-
stupa tak przerobionego.

Maigc wiec dany ostrostup , mozna wen wpisaé,
i opisaé na nim sposobem wyzey wyrazonym, tyle
graniastostupow, aby réznica dwoch sumra, mniey-
sza byta od iakiegokolwiek graniastostupa naznaczone-
go , a tern bardziey, aby rdznica ostrostupa od ie-
dney z tych summ mnieysza byta od iakiegokolwiek
graniastostupa naznaczonego.

96. Twierdz, 2. Dwa ostrostupy maigce réwne
wysokosci i podstawy , sg rowne.

Gdyby le dwa ostrostupy nie byty rowne, tedy
daymy , ze ieden z nich byitby wiekszy od drugiego.
Niechby wiec ta mniemana ich rdéznica zamieniona
byta na graniastostup maigcy réwng z temi ostrostu-
pami podstawe. Podzielmy wysoko$¢ iednego z tych
ostrostupa na tyle cxesci réwnych , aby kazda z nich
mnieysza byta od wysokosci tego graniastostupa* Wpisz-



my w len ostrostup i opiszmy na nim graniastostupv
sposobem wyrazonym w poprzedzaigcem twierdzeniu
przybranem. Toz uczyAmy i nu drugim ostrostupie *
wszystkie grauiastoslupy wpisane i opisane, na tych
dwoch ostrostupach, bedg réwne iedne wzgledem dru-
gich ,87 , 88); azatem summa graniastostupow wpisa-
nych nap : w jeden ostrostup bedzie rowna summie
graniastostupow wpisanych w drugi ostrostup. Ze za$
zrobiliSmy réznice dwoch summ graniastostupéw wpi-
sanych i opisanych na pierwszym ostrostupie, mniey-
sz<j od rdznicy m.niemauey dwoOch ostrostupow , wiec
tern bardziey roznica tego ostrostupa od summy wszyst*
kich graniastostupow wen wpisanych , mnieysza bedzie
od réznicy mniémaney" tycn dwoéch ostrostupdw; a za-
tem i réznica pierwszego ostrostupa, od summy gra-
niastostupow wpisanych w drugi ostrostup, mnieysza,
bedzie , niz rdznica pierwszego ostrostupa od drugie-
go. Sutnnu tedy graniastostupéw wpisanych w len«
drugi ostrostup , bytaby wieksza od tego drugiego o*
strostupa , co byé nie moze; a przeto te dwa ostro*
stupy nie mogg sobie by¢ nie rdwne.

97.  Twierdz. Graniastostup troykatny, mo-
ze zawsze by¢ roztozony na trzy ostrostupy troyka-
tne rowne , z ktérych dwa mieé bedg te same pod-
stawe i wysoko$¢, co i graniastostup.

Niech bedzie graniastostup trédykatny Tab. VL
ABCDEF, mozna go roztozy¢ na trzy oso- Fig.
stupy troykatue réwne, z ktérych dwa, te same, co
on mie¢ beda podstawe i wysokosc¢.

Dowod. Przez bok AC, podstawy ABC , gra-
niastostupa , i przez koniec F, krawedzi tego grania-
stostupa nie przechodzacey przez punkta A i Gy
przeciggniymy ptasczyzne ACF\ odetnie ona od gra-
niastostupa , ostrostup troykatny FABC, maigcy za
wierzchotek punkt F, a za podstawe troykat ABC;

a zatem ten ostrostup, te same co i graniastostup
mie¢ bedzie podstawe i wysokosc.
Podobnie i przez bok FF, S$ciany przeciwn«y

podstawie , i przez punkt C przeciggniymy ptasczy-
zne ECF; odetnie ona od graniastostupa x ostrostup
troykatny CEDF, maigcy za wierzchotek punkt C,
a za podstawe troykat 1>EF, rowny troykatowi ABG\
a zatem i ten drugi o>trostup ma te sarne takze , ca k
graniastostup, podstawe i wysokos$é.



Wiec dwa ostrostupy: FABC, CDEF réwne ma-
ja wysokosci, i podstawy, a za em sg rowne
Zostanie iescze po tvcli dwoch przecieciach ostrostup
Cl K\, zakoniczony czterema tréykatami : ACF, ACE,
AEF , ECF.

Wy -tawnay sobie, ten ostatni ostrostup iako ma-
jacy za podstawe trdykat, nap. ACft, a za wierz-
chotek, punkt F, ostrostup zaS CDEF, iakoby miat za
podstawe, troykat CDE , a za wierzchotek tenze punkt
F. Przekatna CE, réwnolegtoboku AGDE, dzieli go
ma dwa troykaty , ktére przysta¢ do siebie moga: wiec
te dwa ostrostupy maig podstawy réwne, ACE, DECI,
i na iedney plasczyzuie zuaydnigce sie; a oprécz le-
go, maig spélny wierzchotek w punkcie F, a zalem
i wysoko$¢ réwna, wiec sg réwne; wszystkie tedy
ostrostupy, ua ktére graniastostup byt podzielony, sg
rowne.

IVzaiemnie. Ostrostup troykalny, mozna zaw-
sze sobie wystawi¢ , iako trzecig cze$¢ graniastostupa
maigcego, te sarne co i ostrostup podstawe i wyso-
kos¢.

Niech bedzie ostrostup troykalny ABCF, klore-
go podstawa ABC , a wierzchotek F.

Na teyze podstawie ABC , wystawmy sobie ia-
koby zbudowany graniastostup, ABCOEF, ktorego,
dwie $ciany ABFE , BCDF znaydowatyby sie na tych
samych ptasczyznach , na ktérych znnyduig sie dwie
Sciany ostrostupa, i krawedZ im spoina BF. Podtug-
twierdzenia poprzedzajgcego, ten graniastostup iest
trzy razy tak wielki, iak ostrostup ; wiec tez i ten
ostrostup iest trzecig czeScig' tego graniastostupa. A*
ze wszystkie graniastostupy maiagce réwne podstawy i
wysokosci , ;sa réwne; wiec ostrostup troykatny iest
trzecig czeScig graniastosinpa jakiegokolwiek , maigce-
go takg sarne, iak on podstawe i wysokos¢.

98. Twierdz. 4. Ostrostup jakikolwiek iest trze-
cig czeScig g' p iastosiupa maigcego te same, co on
podstawe i wysokos¢.

Dowod?. Jakaikolwiek bedzie podstawa ostrostupa,
poprowadZzmy na n'ey przekalnych tyle do wszystkich
katow, ile mozna. Przez te wszystkie przekatne, i przez
wierzchotek ostro-tupaniech przechodzg ptasczyzny; o-
stra-tup bedzie przez te ptasczyzny podzielony na tyle
ostrostupdw tioykaUiych, na ite troykaléw podstawa



byta podzielona przez przekatne; kazdy z tvch ostro*
stupéw tréykatnych , bedzie trzecig cze$cig graniasto-
stupa maigcego laka sarne , iak 011 podstawe i wyso-
kos¢ ; a zaen summa wszystkich tych ostrostupow
tréykatnych, to iest caly iakikolwiek ostrostup z uich
sie sktadajacy , réwnaé sie bedzie trzeciey czesci sum-
my wszystkich tych grania-tostupow , albo co na ie-
dno wychudzi, réwnac sie bedzie trzeciey czesci gra-
niastostupa maigcego te sarng podstawe i wysoko$é, co
i ostrostup.

99- Whnioski. Cokolwiek sie o stosunku grauia-
slostup6w powiedziato , tuz mdédwi¢ mozna i o stosun-
ku ostrostupéw , ktdre, maigc takie same iak te gra-
niastostupy, podstawy, i wysokosci, sg Irzeciemi wzgle-
dem nich czeSciami.

T. Dwa ostrostupy iakiekolwiek ([proste, lub uko-
$ne foremne, Jub nitforemni) z réwnymi wysoko-
Sciami , lak sie do siebie maig iak ich podstawy.

2. Dwa ostrostupy z rownemi podstawami, tak
sie do siebie maig , iak ich wysokosci.

3. Dwa ostrostupy sg réwne, gdy ich podstawy
sg w stosunku odwrotnym ich wysokosci.

4. Dwa ostrostupy rowne, maig podstawy w sto-
sunku odwrotnym ich wysokosci, i wyraz liczebny
brytowalosci ostrostupa bedzie znaleziony , gdy sie we-
Zmie trzecia cze$¢ mnogosci ze dwoch liczb, z ktorych
iedua znaczytaby wielko$¢ powierzchni podstawy tego
ostrostupa, a druga wielko$¢ iego wysokosci.

100.  Uwaga. Maigc dane w liczbach , szes$¢
krawedzi iakiego ostrostupa trdykaglnego, mozna wy-
znaczy¢ brytowalo$¢ tego ostrostupa.

J.ikoz ztozywszy troykat ze trzech lakowych kra-
wedzi , i uwazaigc go iak podstawe ostrostupa ; a na
trzech bokach tey podstawy , zrobiwszy trzy troy-
katy , na teyze samey , co i podstawa ptasczyznie,
dawszy kazdemu z nich za boki, po dwie krawedzie
ze trzech pozostatych; te troykaty bedag Scianami ostro*
stupa. Kat kazdy brytowy przy podstawie , sktadac
sie bedzie, z kata tioykata wzietego za podstawe, i
ze dwdch katéw Scian dwoéch przy podstawie. Ponie-
waz za$ te katy sg wiadome, wiec bedzie mozna wy-
znaczy¢ pochytos¢ $cian do podstawy, a w sczegolno-
§ci bedzie mozna wyrachowac stosunek wysokosci ostro-
stupa, do spo6lnego przeciecia tych dwoch Scian; a



fe to spdblne przeciecie iest dane co do wielkosci, wiec
ddydzjeniy i wysokosci ostrostupa , a zatéin i iego
brytowatosci kiéra zawista od wysokosci ostrostupa
i powierzchni iego podstawy.

101. Uwagd 3. Mozna te brytowatos¢ wyzna-
czy¢ i bez TrygOnometryi, iako sie to pokaze w Al-
gebrze.

102. Uwaga Gdy ostrostup iest Foremny , a
zalem wszystkich $cian iego krawedzie sg rowne;
kwadrat wysokosci ostrostupa , réwna sie réznicy kwa-
dratu iedney krawedzig od kwadratu promienia kota
na podstawie opisanego; a przeto ta wysoko$¢ moze
byé bardzo tatwo w liczbach wyznaczona * bez po-
mocy Trygonometryi. Ten za$ sposOb postepowania
przystosowaé mozna do wszystkich ostrostupéw fore-
mnych* iakazkolwiek bytaby liczba ich bokéw w pod-
stawie*

Przykiad t. Wyznaczy¢ brytowatos¢ bryty na-
zwaney Czworoscianem (Tetiiedrum).

Bok ieden troykata réwnobocznego tiaZnaczyw*
«zy przez liczbe a, kwadrat wysokosci lego troykata
wyrazi sie przez liczbe 3. Promien kotla opisanego
iest tey wysokosci , wiec kwadrat tego promienia
iest £ kwadratu wysokosci troykata, a zatem kwa-

drat tego promienia iest -- Ze za$ kwadrat \Vysokosci

tego ostrostupa iest 4— wiec sama

wysoko$¢é bedzie

Powierzchnia troykata stuzacego za podstawe wy-
razi sie przez V5> a zatém brytowatos¢ ostrostupa

bedzie wyrazona przez -g—to iest brytowato$é ostro-
stupa lak sie ma do brytowato$ci szescianu maigcego

rowne krawedzie z ostrostupem iak do 8» albo
iak V2 do 12; albo iak o do 12 Vq; albo iak
1 do 6V2 ; albo nakoniec iak 1 do ; ktory to

stosunek bliski iest stosunku 2 do 17> albo 33 do
280 , a bardzo mato ro6zni sie od stosunku 68 do 577.



Przy1t, 3. Wyznaczy¢ brytowato$¢ o$mioscianu
foremnego. ' . o/

Mozna sobie o$mioscian wystawi¢ w mysli , Jakby
ztozony ze dwdch ostrostupéw prostych kwadratowych,
stykajgcych sie z sobg rowneini podstawami.

Wyraziwszy krawedZ iedne os$mioScianu tego
przez 2, kwadrat promienia kola opisanego na pod-
stawie iednego z tych dwdch ostrostupow, bed/ie wy-
razony przez 2, a kwadrat wysokoSci lego ostrostupa
wyrazi sie przez roOznice miedzy kwadratem z 2, to
iest 4, i 2, to iest bedzie =.4—2=2. Wysoko$¢ za$
lego ostrostupa wyrazi sie przez Vu ; wiec brytowa-
tos¢ iednego lego ostrostupa bedzie oznaczona pr ez

Noa za'6m brytlowalo$¢ o$mioScianu  przez

Je&t tedy brytowalo$¢ oSmioscianu foremnego do bry*
towatosci szeScianu maigcego rowne krawedzie z o$mio-

Scianem iak 5 do 8> albo iak Va: 3. k:ory to sto-

sunek bliski iest stosunkowi 8 do 17, albo 17 do 36,
a bardzo mato rézni sie od stosunku 33 do 70.

103. uwaga 3. Poniewaz $ciany ostrostupa sa
powierzchniami plaskiemi i to iescze troyka'agrn'*
wyznaczenie iego powierzchni , zadney nie podlega tru-
dnosci. Gdy ostrostup iest foremny, powierzchnia ie-
go (oprécz podstawy) rowna bedzie tréykatowi, kto-
ryby miat za pod 'tawe, obwdd podstawy ostrostupa;
a wysoko$¢ rowng wysokosci Sciany ktéreykolwiek
(poniewaz wszystkie sg rowne).

My bocze nie (Digressio) o sposobie wyczerpania,
nazwanego po facinie Methodus exhaustionis , maig*
ce stuzy¢ za  wstep do rozdziatéw nastepuiaiyc/i,

104. Spoob, ktérego sie uzyto dla dowiedzenia
rownosci  dwoch  ostrostupéw,  ktérych  podsta-
wy i wysokoSci sg rowne, na to wypada, aby oka-
za€, iz kazdy z tych ostrostupéw zawarty iest miedzy
dwiema iloSciami , ktérych roznica moze by¢é mniey-
sza od iakiey kolwiek ilosci naznaczoney 5 to iest, ze
kazdy ostrostup iest zawarty miedzy summg graniasto-
stupbw na nim opisanych i summag graniastostupow
wen wpisanych; i ze tych dwoéch suinm rdznica moze
by¢ mnieysza od iakieykolwiek ilosci naznaczoney ; a
téirt bardziey kazdego =z tych ostroslupow réznica, od
iedney ztychsumm, moze by¢ mnieysza , uiz iakakol-



wiek ilos¢ naznaczona. Zkad mozna byto ostrostu-
pom poréwnywanym do siebie przystosowaé to wszy-
stko , cokolwiek sie powiedziato o stosunku iedney
z tych suram, nap. summy graniastostupéw opisanych
na iednym ostrostupie , do drugiey z tych suram , to
iest do summy graniastostupéw w jednakiey liczbie,
opisanych na drugim ostrostupie* Ze za$, gdy ostro-
stupy miaty rowne podstawy i wysokosci , te dwie
summy graniastostupdw byty réwne; wiec tez i ostro-
stupy , ktérych réznica od tych dwoch summ moze by¢
mnieysza niz iakakolwiek ilos¢ naznaczona, bedg ro-
wne,

105. Gdyby dwa ostrostupy miaty tylko wyso-
kosci réwne, a podstawy nieréwne; moZznaby tymze
samym prawie sposobem okazaé, ze sg do siebie, iak
ich podstawy ; a to zlagdby sie wniosto, ze w tymze
samvm stosunku bytyby do siebie summy graniasto-
stupow opisanych na kazdym =z tych ostrostupow ; i
ze kazdy 1z tych ostrostupéw moze sie rézni¢ od ka-
zdey z tych summ , odpowiadaigcych sobie , iloscig
mnieysza , nizeli iest iakakolwiek ilos¢ naznaczona.

106. Poniewaz ten spos6b wnoszenia stosunku
dwoch ilosci, ktére bezsrednie z sobg porownywac
iest trudno, bedzie bardzo czesto uzywany w roz-
dziatach nastepniacych , przeto nie zawadzi okazac ie-
scze pewnos$é iego na kilku przyktadach , aby iuz po-
tobm nie trzeba byto za kazdym razem powtarzaé ca-
tego ciggu takowego dziatania , ktéry zawsze iest ie-
dna ko wy.

Przykt. i. Niechby dowiedziono byto , ze dwa

rownolegtoboki maigce rowne wysokosci, sg do siebie,
iak ich podstawy. Trzeba iescze dowie$¢, ze i dwa
troykaty, ktérych rédwne sa wysokosci, maig sie do
siebie iak ich podstawy. W tein za§ stawiamy sie
mniemaniu , iakoby nam nie wiadomo byto, Zze troy-
kat iest potowg réwuolegtoboku , teyze co on podsta-
wy i wysokosci.
Tab.IV. Niech beda dwa troykaty : ABC , abc.
Fig. 6. rowney wysokosci , a z nierbwnemi podsta-
wami ; trzeba dowie$S¢ , Ze sie tak maig do siebie, iak
ich podstawy; a to ztad, ze i réwnolegtoboki iedna-
kiey wysokosci sg do siebie, iak ich podstawy.

Podzielmy bok ieden nap. AC. na pewng liczbe
czesci rownych. Prztz wszystkie punkta podziatu po-



prowadzmy rownolegle do podstawy ; a na kazdey
z tych réwnolegtych , wpiszmy i opiszmy troykato-
wi ABC, rownolegtoboki, maigce za wysoko$¢ réwno
oddalenie dwdch nayblizszych rownolegtych.

Ro6znica rownolegtobokdw opisanych, od réwno*
legtobokéw  wpisanych , réwnaé sie bedzie nayw"e-
kszemu z nich réwnolegtobokowi. Ta za$ réznica mo-
ze by¢ muieyszg zrobiona, niz iakikolwiek réwnole-
gt bok naznaczony , odmieniwszy go na inny rowno-
legtobok , ktoryby le sarne, co i troykagt miat pod-
stawe , i kat z nim przy podstawie spdlny , a potem
podzieliwszy bok AC troykata na tyle czeSci réwnych,
aby kazda z nich mnieysza byta od boku , rdwnole-
globoku réwnego naznaczonemu , maigcego rowng pod-
stawe z tréykatem.

Gdyby to byé mogto, aby dwa tréykaty ABC,
abc, nie miaty sie do siebie, iak ich podstawy; te-
dy ieden z tych trdykatéw, nap. ABC, bytby do
uczynienia tego stosunku, nadto wielki, lub nadto maty.

Niech wiec, iezeli to by¢ moze, trzeba powie-
kszy¢ troykat ABC, rownolegtobokiem ABFE , aby
sie lak miat do troykata abc, iak AB do ab.

Podzielmy bok AC, na tyle czesci réwnych, aby
kazda z nich mnieysza byta od linii AE ; wpiszmy
potem i opiszmy troy katowi rownolegtoboki, w spo-
sOb wyzey wyrazony. Niech bedzie naywiekszy z ni«h
rownolegtobok AGHB. Réznica summy réwnolegto-
bokéw opisanych od summy rdédwnolegtobokow wpisa-
nych , uczyniona iest mnieyszg , nizeli réwnolegtobok
ABFE ; tem bardziey za$ rdznica summy rdéwnolegto-
bokéw opisanych , na tidykacie ABC, od tegoz Kroy-
kaia ABC, mnieysza bedzie, nizeli rdwnolegtobok
ABFE ; a zalem summa wszystkich réownolegtobokow
opisanych mnieysza iest od rownolegtobolcu ABFE,
wraz wzietego z troykatem ABC.

Podzielmy i bok ac, troykala abc, na tylez cze-
sci rownych, na ile byt podzielony bok AC ; opisz-
my na tym troykacie rownolegtoboki, tak iak wyzey.

Rownolegtoboki opisane, na tych dwoch troy-
katach, a odpowiadajace sobie, tak sie mieé beda do
siebie iak podstawy AB, ab, tychze troykatow; wiec
tez i summa wszystkich rownolegtobokéw opisanych
na tréoykacie ABC, tak sie mie¢ bedzie do summy
rownolegtobokéw opisanych na tréykacie abc, iak pod-



stawa AB, pierwszego troykafa , do podstawy ab, dru-
giego ; to iest przez przypusczenie . iak summa,
v. trdykata ABC, i z rownolegtoboku ABFE , dotroy-
kata ahc Aze zrobiliSmy pierw zy poprzednik mniey-
szym od drugiego , wiec tez i pierwszy nastepnik by¢-
by powinien mnieyszy od drugiego ; to iest summa
wszystkich i6u nolegtobokéw opisanych na tréykacie
abc , powinna by¢ mnieysza od troykata abc, co ie-
dnak by¢ nie moze ; a zatem stosunek podstaw tych
dwéch troykafcow , tenze sa\n iest, co. i samych trdy-
katow.

Podobnym sposobem moznaby okazaé, zei dru*
gi troykat abc, nie powinien by¢ powiekszony aby
niiat ten sam do troykat® ABC, stosunek , co i ich
podstawy.

Przykt. 2. Nieoh troykaty ABC, abc, wysta-»
wuig dwodch ostrostupdw przeciecia przechodzace przez
wierzchotki C, c” i przez prostopadie spusczone od
tych wierzchotkdw do podstaw ostrostupow. Niech te
obudwa ostrostupy bedag iednakiey wysokosci. Trze-
ba dowie$¢, ze brytowatosci tych ostrostupdw, tak sie
maig do siebie , iak ich podstawy, a to z wkasnosci
graniastostupow iednakowey wysokosci , ktore takze
w takim iak ich podstawy stosunku sg do siebie,
ezego sie iuz wyzey dowiodto.

Okaze sie, w podobny sposéb, ze opisawszy i
wpisawszy iednemu z tych ostrostupéw , graniastoslu-
py , réwney wszystkie wysokosci j réznica wpisanych
ed opisanych , rownac¢ sie bedzie naywiekszemu gra-
niastostupowi opisanemu , i ze mozna w to potrafi¢,
aby ta rdznica mnieysza byta mz iakikolwiek grania-
etostup naznaczony ; a tem bardziey ro6znica ostrostu-
pa od kazdey z tyck summ mnieysza bedzie , nizeli
ten graniastostup™

Wpisawszy i opisawszy di-ugiemu ostrostupowi,
tyle co i pierwszemu graniastostupéw ; summa tych
wszystkich graniastostupéw opisanych na picrwszym
ostrostupie , tak sie mie¢ bedzie do summy opisanych
na drugim, iak podstawa pierwszego ostrostupa, do
podstawy drugiego. Takze i summy graniastostupow
Wopisanych , w tyin samyiu stosunku bedg , co i pod-
s‘asvy dwdch ostrostupéw.

Gdyby to albowiem by¢ mogto, aby stosunek
d\voeh tych ostrostupéw nie byt rowuy stosunkowi ich



podstaw, tedy ieden z tych ostrostupow, bytby nap*,
nadto maty na ten stosunek. Przydaymy mu wiec te
ilos¢, ktérg powiekszony zachowa len stosunek, i za-
mienmy tea ilo$¢ na graniastostup rowney z nim pod-
siawy. Temu ostrostupowi wpiszmy i opiszmy grauia-
stoslupy i iednakiey wysokos$ci , tak iednak matey , aby
réznica summ graniastostupéw wpisanych od opisanych,
mnieysza b-vla od réznicy naznaczoney; bedzie tern
bardziey roznica summy graniastostupéw opisanych na
tym ostrostupie, od tegoz ostrostupa mnieysza, nizeli
réznica naznaczona ; a zatem summa tych graniasto-
stupow mnieysza bedzie nizeli summa z ostrostupa i
z rOznicy naznaczoney.

Na drugim ostrostupie opiszmy tyl J co i na
pierwszym graniastostupow.

Summa wszystkich graniastostupéw opjsanych na
pierwszym ostrostupie, tak sie mie¢ bedzie do sum-
my graniastostupéw opisanych na drugim ostrostupie,
iak podstawa pierwszego ostrostupa, do podstawy dru-
giego, to iest: iak summa z pierwszego ostrostupa , i
z réznicy iego mniemaney , do drugiego ostrostupa.

Aze sie pokazato, iz pierwszy poprzednik mniey-
szy iest od drugiego, wiec i pierwszy nastepnik po-
wiuienhy by¢ mnieyszy od drugiego, co iednak bye
nie moze.

Wiec stosunek dwéch tych ostrostupéw, nie ré-
zni sie &d stosunku ich podstaw.

107. Uwaga. UzyliSmy iuz tego sposobu , mé-
wiagc o kwadrowauiu kota , w czesci |. Dowiodiszy al-
bowiem , iz obwody dwoéch wielokagtdw foremnych,
z jednakg liczbg bokow, wpisanych, lub opisanych,
dwom kotom , tak sie do siebie maig, iak tych két pro-
mienie ; pokazawszy oraz, iz roznica obwodu Kkota,
od obwodu wielokagta wpisanego, lub opisanego, mniey-
szg by¢ moze od iakieykolwiek ilosci naznaczoney , wy-
wiedlismy ztad proporcyonalno$é okregéw kot do ich
promieni. DowiedliSmy takze réwnosci kota z troy-
katem maigcym za wysoko$¢ promiend iego, a za pod-
stawe okrag; a ta z podobiey wiasnosci wielokata na
kole opisanego.

W ktérymkolwiek z tych przykiadéow nap. w o-
statnim , koto iest granicg miedzy wielokgtami wpisa-
nemi i oprsauemi , do ktorey kazdy z nich, lem bar-
dziey sie zbliza , im wiecey bokéw mu damy, tak da-



lece, ze przyy$¢ mozna do tego, iz ich obwody ré-
zni¢ sie od siebie bedg mnieyszg iloscig, niz jakakol-
wiek ilos¢ naznaczona , a tein rnniey ie->cze rézni¢ sie
bedg ich obwody od okregu kota. Wielokaiy podo-
bne na dwéch kolach opisane, zawsze t¢ maig wiasnos¢,
ie ich obwody sg proporcyoualne tychze ko{ promie-
niom. taczac z sobg te whasuosci , wypadto z nich, ze
i granice tych wielokatéw , to iest kota, lez same wita-
sno$¢ maig ; lubo choéby ie na wiecey coraz czastek
podzieli¢ (byleby ich liczba byta skofczona) nie pi zyy-
dziemy nigdy do tego, aby$Smy cale zgubili te ro-
znice, ktéra zachodzi miedzy wielokatem a kotem, to
iest, abysmy wielokat cale na koto iemu réwne za-
mienili.

Ten spos6b postepowania nazywa sie  sposobem
wyczerpania (Melhodus exhaustionis) uzywanym bar-
dzo czesto u dawnych , ktorym sie to, i sprawiedli-
wie nie zdawato , ab}' liniie krzywe uwazaé iak zto-
zone z liczby bardzo wielkiey malerikich liniy pro-
stych ; powierzchnie za$ krzywe, aby uwazaé¢ iak
zbioér bardzo wielu powierzchni ptaskich matosci nad-
zwyczayney: bryly takze krzywe, aby uwazaé iak
wielosciuny "Polyedra) bardzo wielka liczbe bokéw
maigce.
Po tych, ktére sie tu daty objasnieniach, obey-»
dzie sie w nastepujgcych podaniach , bez powtarzania
za kazdym razem catego ciggu tego sposobu wyczer-
pania. Do”yé bedzie okaza¢, ze powierzchnie krzy-
we i bryly niemi zakonczone , o ktéorych mamy mad-
wié, zawarte zawsze sg miedzy powierzchniami Jub
brytami, o ktérych iuz mowiliSmy, a ktére moga sie
rozni¢ od siebie mnieyszg iloscig, niz iakakolwiek ilos¢
podana. Gdy za$ przyydzie mowi¢ o Scianach bryt,
0 ich warstach (laminae) i t. d., tedy rozumiem , ze
przez poprzedzaigce obszerne objasnienia, dosy¢ sie
wyttumaczyto, iak dalecy by¢ powinnismy od uwa-
zania powierzchni krzywych , iakoby ztozonych z pta-
sczyzn, i od uwazania bryt, iakoby ztozonych z powierz-
chni ustanych ieduych nad drugiemi.



ROZDZI AL VI,

O walcach.

108. ;ech bedag dwa kota réwne nakreslone na
dwdch ptasczyznach rownolegtych, Przez liniig t3czacy
ich érodki, wuicch przechodzi iakakolwiek inna pta-
sczyzna. Nieth bedag ztaczone inng liniig konce dwéch
promieni znayduigcych sie po iedney stronie linii t3-
czacey Srodki , istuzacych za sp6 ne przeciecia tey pta-
sczyzny z ptasczyzuami dwéch kot; niechay ta liniia
konce dwoch promieni #3czaca obraca sie réwnym
wszystkich iey punktow ruchem, okoto okregbéw t)ch
dwéch kot Powierzchnia krzywa obrotem tym linii
naznaczona , nazywa Sie powierzchnig walcowa. Bryta
zakonczona temi dwoma kotami , i tg3 powierzchnig
zowie sie walcem (Cylinder). Liniia prosta taczaca
$rodki tych dwoch kot, nazywa sie osia tego walcg
(axis). Dwa kota , na ktérych sie walec konczy , na-
Zywaig sie iego podsluwami. Prostopadta spusczbna od
punktu ktéregokolwiek iedney z tych podstaw do
ptasczyzny podstawy dugiey, nazywa sie wysokoscig
walca. Gdy o$ walca, albo liniia tgczaca $rodki dwdéch
podstaw iego, prostopadtg iest do ptasczyzn podstaw,
walec zowie sie prostym , gdy za$ ta o$ iest pochytg do
tychze ptasczyzn , wtedy walec zowie sig ukosnym,

109. JPniosek. Liniia robigca obrotem swoim
powierzchnig walcowa, réwnolegtg iest w poczatko-
wym swoiein potozeniu do osi walca (bo ta liniia z o-
sig czyni dwa boki przeciwne w czworokacie tym,
ktérego dwoma innemi bokami, sg dwa promienie
két réwne i réownolegte). Ze za$ ta liniia zawsze iest
do pierwszego swego potozenia rownolegla , wiec za-
wsze bedzie rownolegta do osi. Wzaiemnie , gdy przez
punkt ktérykolwiek powierzchni walcowey pociagnie-
my liniia réwnolegta do osi, ta liniia zmiesza sie z li-
niig , ktéra obrotem swoim kresli powierzchnig walca,
a przez tenze punkt przechodzi , i cafta ta liniia znay-
dowa¢ sie bedzie na powierzchni walcowey. Liniia
rownolegta do osi, a przechodzaca przez punkt Kkto-
rykolwiek powierzchni walcowey, nazywa sie  bokiem
walca ; wszystkie zatém boki walca sg réwne, a w scze-
gélnosci réwnaig sie osi,

110. Twierdz. 1. Przecigwszy walec plasczyzng



rownolegtg do podstawy, przeciecie 'o bedzie kotem.
Tal. V. Niech bedzie CAac, potowag przeciecia
Fig. u walca, od ptasczyzny przichodzacev przez
0$ iego Cc, i niech BD bedzie sp6lnem przecieciem ley
ptasczyzny , i drugiey réwnolegtey do podstawy.

Przeciecie walca przez te¢ drugg ptasczyzne be-
dzie kotem.

Dowodz. Bok Aa walca iest do osi Cc rdéwno-
legtym; przeciecia takze Bl) , CA ptasczyzny przecho-
dzacey przez 0§, idwdch ptasczyzn réwnolegtych, sg
réwnolegtemi, wiec czworokat ACBD iest IéwnoJegto-
bokiem , a zatem bok BD rdéwna sie bokowi AC.

Tymze sposobem okaza¢ mozna réwnos$¢ wszyst-
kich liniy prowadzonych od punktu B, 60 kazdego
punktu przeciecia powierzchni walcowey , przez pta-
sczyzne rownolegtg do podstawy ; a zatem to przecie-
cie iest kotem, ktérego Srodkiem punkt B; i wszyst-
kie takie przeciecia sa sobie réwne , a w sczegélnosci
rowne sg podstawie.

111. wniosek. Ztad wynika inny sposob, ktédrym
wystawi¢ sobie mozna rodzenie sie (generatio) iakiego-
kolwiek walca, toiest przez ruch kota taki , ktérym-
by sie to koto w réwney zawsze od pierwszego swego
potozenia odlegtosci posuwato, a ieden z punktéw ie-
go nie schodzit nigdy =z linii prostey daney co do iey
potozenia.

W sczeg6lnosci za$ walec prosty, mozna uwazac
iakoby zrobiony obrotem réwnolegtoboku' prostoka-
tnego , okoto iednego z bokdéw iego.

112. Twierdzx i. Powierzchnia krzywa Tg) walca
prostego, rowna sie prostokatowi , ktoryby miat za pod-
stawe  okragg podstawy walca, a za wysoko$s¢ bok
walca.

Dowod?. Wpiszmy w podstawe walca , i opiszmy
na niey dwa wielokaty foremne , z rowna liczbg bokow,
i na tych wielokgtach, iak na podstawach, uwazayrny
iakoby zrobione graniastostupy prostp, teyze co iwa-
lec wysokosci ; powierzchnie bocznych $cian t\ch dwdch
graniastostupdw rowne beda prostokglom maigcym wy-
soko$¢ walca; podstawy za$ ré6wne obwodom tych wie-

(f) Powierzchnig krzywa wal® nagywaniy te™ w ktérg nie wcho-
dza podstawy walca.



lokatéw , a'zalém te dwie powierzchnie bocznych S$cian
graniastostupdw , tak sie mieé do siebie beda , iak obwo-
dy tychze wielokatéw. Tein mniey wiec rézni¢ sie od
siebie bedg ledwie powierzchnie, im mniey brakowa¢
bedzie lym wielokatom do réwnosci, to iest: im wie-
ksza liczba bedzie ich bokdéw; ir6znica tych powierz-
chni mnieysza by¢ moze, niz iakakolwiek ilo$¢ na-
znaczona , a lem bardziey powierzchnia krzywa , mo-
ze sie mniey iescze r6zni¢ od iedney =z tamtych po-
wierzchni; wiec (podtug tego co sie powiedziato u spo-
sobie wyczerpania , i w rozdziale XIII. czesci 1) po-
wierzchnia krzywa walca prostego, réwna sie prosto-
katowi maigcemu wysokos$¢ tego walca, a podstawe
rowng okregowi podstawy iego.

113. Whnioski i. Powierzchnie krzywe walcéw
prostych iednakiey wysokos$ci, tak sie do siebie maig,
iak promienie ich pod-taw.

2. Powierzchnie krzywe walcow prostych maig-
cych réwne podstawy, sg do siebie, iak ich wysokoSci.

3. Powierzchnia cata walca prostego, réwna sie
prostokagtowi maigcemu za podstawe okrag podstawy
walca , a za wysoko$¢ summe z wysokosci walca , iz pro-
mienia podstawy iego, (poniewaz summa z powierz-
chni dwoch podstaw walca, réwno iest prostokgtowi
mngcemu za podstawe okrgg, a za wysokos$¢, promien
iedney ztych podtlaw). Jest zulem powierzchnia cala
walca prostego pioporcyonalna prostokatowi , ktoryby
miat pa boki, promien podstawy walca , i summe z te-
goz promienia i z wv-ok,osci walca ; (<'dyz stosuuek o-
kregu do p oniiecia ,iest ieduoslayny.)

i4. Mozna okazaé, iz wyznaczenie po-
wierzcji ii kc.y.wey walca uko$nego, zawisto od wyzna-
czeniu obwodu przeciecia walca tego, przez ptasczy-
zne prostopadtg do iego osi; ale, Zo wyznaczenie lego
obwodu, wigkszey niz poczatkowey geometryi \viado*
mosci wyciagga , przelo n e moze by¢ przez nie wyzna-
czona i powierzf.nuia krzywa walca uko$nego.

u5 Tiv>terdz. 3. Dwa walce réwne sg w bryto-
watosci , ktérych lak podstawy iako i wysokoSci sg ro-
wne.

Doa>tyrfz. Wpisawszy i opisawszy podstawom tych
dwéch walcow, wielokaty loremne, o ieriuakowey
liczbie bokéw, a zrobiwszy na®tyih wielokatach, gra-
uiastostupy rywney a walcami wysokos$ci, majace Scia-



ny rownolegle do osi tych walcdw; réznica graniastostu-
pa opisanego na iednym z tych walcow , od graniasto-
klopa wtenze walec wpisanego , réwnac sie bedzie gra-
niastoslupowi maigcemu te same , co tamte dwa wy-
sokos$¢ , a podstawe réwng rdéznicy dwoch ich podstaw.
A Ze roznica tych dwéch podstaw , mniey.-za byé mo-
ze , niz iakakolwiek ilos¢ naznaczona; wiec tez i ré-
znice dwoch graniastostup6w, wpisanego i opisanego,
mozna uczyni¢ mnieyszg od iakieykolwiek ilosci na-
znaczoney , a te;n bardziey réznica iednego z tych
graniastostupéw , od walca moze by¢ mnieyszg uczynio-
na s niz iakakolwiek ilos¢ naznaczona.

Ze za$ dwa graniaslostupy podobne, nap. opisa-
ne na tych dwoéch walcach sg réwne, wiec tez i te
dwa walce sg rowne , (nodtug tego co sie powiedziato
0 sposobie wyczerpanial)

116. Twierdzenie 4. Walce z réwnemi podsta-
wami, maig sie do siebie, iak ich wysokosci.

117. Twierdz. 5. Walce z réwng wysoko$ciag maig
sie do siebie, iak ich podstawy.

Dowodzenie tych dwoch twierdzen to samo iest
prawie, co i dowodzenie twierdzenia 5; polozywszy
stosunki nierdwnos$ci podstaw , lub wysokos$ci, na miey-
scu stosunkéw rownosci.

U8- Whnioski. Cokolwiek sie powiedzialo o po-
rownywaniu graniastostupéw maigcych podstawy roézne-
go gatunku , wszystko to przystosowaé mozna do po-
rownywania walcéw z graniastostupami. Walec ro*
wny naprzyktad iest jakiemukolwiek graniaslostupowi
maigcemu rdwng z nim podstawe i wysokosé. Wa-
lec tak sie ma do graniastostupa teyze co on wy-
sokos$ci, iak podstawa tego walca, do podstawy g'a-
uiastostupa, a zatem walec tak sie ma do graniasto-
stupa teyze co ion wysokosci, a ktérego podstawa iest
wielokgtem opisanym na podstawie walca , iak pod-
stawa walca , do podstawy graniastostupa , toiest iak
okrag podstawy walca, do obwodu podstawy grania-
stostupa; nap. walec, ktérego wysoko$é rowna sie Sre-
dnicy podstawy iego , tak sie ma do szeScianu tey Sre-
dnicy , iak okragg kota do leyze S$rednicy wzietey 4
razy.

Gdy walec réwny iest graniastoslupowi w brytowa-
tosci , wysoko$¢ Kk h bedzie w stosunku odwrotnym pod-
staw, i znowu, iezdi wysokosci sg wstosunku odwro-



tnyra podstaw, tedy walec réwna sie graniastoslupo-
wi.

Stosunek dwoéch walcow, moze podobnie, iak i
stosunek graniastostupow, wytozonym by¢ w liniiach
sposobem nastepuigcym : wyrazmy w liniiach stosu-
nek ich podstaw znalaztszy trzecig proporcyonalng
do promienia walca pierwszego, i do promienia walca
drugiego; do wysokosci walca pierwszego, do wysoko-
§ci drugiego, i do tey trzeciey proporcyonalney szu-
kaymy czwartey proporcyonalney, stosunek promienia
walca pierwszego, do tey czwarley proporcyonalney,
rowny bedzie stosunkowi brytowato$ci pierwszego wal-
ca, do brylowatosci drugiego.

Przyktad  liczebny. Niech bedzie promien podstawy
drugiego walca trzy razy tak wielki iak promieA pod-
stawy pierwszego: wysoko$¢ za$ drugiego walca , niech
bedzie cztery razy tak wielka , iak wysoko$¢ pierwsze*
go ; trzecia proporcyonalna do promienia walca pier-
wszego i do promienia walca drugiego , bedzie 9 ra-
zy lak wielka, iak promien pierwszego walca : a po-
niewaz wysokos$¢ drugiego walca, 4 razy iest tak wiel-
ka, iak wysokos¢ pierwszego; bedzie wiec czwarta
proporcyonalna do wysokos$ci pierwszego walca , do
wysokosci drugiego, i do tey trzeciey proporcyonal-
ney , cztery razy tak wielka , iak trzecia proporcyo-
nalna , to iest 36 razy tak wielka , iak pierwszy pro-
mien, a zalem drugi walec zawiera w sobie pierwszy,
razy 36. Jakoz, gdyby podstawa drugiego walca za-
wierata w sobie razy 9 podstawe pierwszego, a wy-
sokos¢ ich byta réwna ; tedy drugi walec bytby 9 ra-
zy lak wielki , iak pierwszy : a ze nndlo wysoko$¢ dru-
giego walca zawiera w sobie razy 4 wysoko$¢ pier-
wszego, bedzie wiec i z tey miary drugi walec 4 razy
tak wielki, ink pisrwszy , a z 6ébudwoch razem tych
miar bedzie 36 razy tak wielki, iak pierwszy.

Co sie za$ lycze miary liczebney iakiego walca,
ta bedzie znaleziona , wyraziwszy naprzéd w liczbach,
powierzchnig iego podstawy (podiug tego co sie po-
wiedziato o powierzchni kota) , a polem rozmnozyw-
szy te liczbe przez inna, oznaczaigcg wysokos¢ walca.

119. Uwaga. Wyznaczenie doktadne tak po-
wierzchni krzywey walca prostego, iako tez i catey
iego powierzchni, to iest doktadne poréwnywanie tey
powierzchni z powierzchnig prosla, nap. z kwadratem,



zawito od skwadrowania kota, a zatem od wypro-
stowania iego. okregu. Toz mowi¢ i o hrytowatosci wal-
ca, czyli o doktadnem poréwnywaniu tey brylowato-
£ci z brylowatoscig nap. sze$cianu.

Wyznaczenie wielkosci kawatkéw walca, maig-
cych za podstawy wycinki +tub odcinki kota , zawi-
sto takze od wyznaczenia walca: poniewaz le kawatki
lak sie maig do walca catego , ktérego sg czeSciami*
iak ich podstawy do kota stuzgcego za podstawe temtj
walcowi (h).

R Oz D Z 1 A ¢t VIII.
0 ostrokregach.

120. pis. Niech bedzie kolo nakres$lone na ia-
ki¢v ptasczyznie, i niech od punktu nad tg ptasczyzng
znayduigcego sie , wyciggniona tfniia lub nitka , ohraca
sie okoto okreg itego kota, powierzchnia krzywa obro-
tem tym linii lub nit ki naznaczona, nazywa sie powierz-
c/lnig  ostrokregu. I13ryta zakonczona przez te powierz-
chnig i koto , okoto ktdrego nitka sie obraca, nazw ie-
my ostrokregiem  (conus), koto,, na ktérem ostrokrag
stoi, nazwiemy podstawa iego; wierzchotkiem, za$ punkt
ten, od ktdrego nitka byta wyciagniona. JLiniia od
tego wierzchotka do $rodka podstawy prowadzona,
nazywa sie as/g ostfokregu , a prostopadta spusczoua
od wierzchotka do ptasczyzny podstawy , nazywa sie
wysokoscia, Gdy o0$ iest prostopadtg do ptasczyzny
podstawy ostrokregu  oskrokrag nazywa sie prostym;
gdy za$ ta o$ nie iest do ptasczyzny podstawy prosto-
padtg , ostrokrge nazywa sie ukosnym.

12r. Whniosek. Poprowadziwszy liniig od wierz-
chotka ostrokregu do ktoregokolwiek punktu; okregu
podstawy iego, la liniig zmiesza sie wtedy z nitkg ro-
dzgcg obrotem swoim powierzchnig ostrokregu , gdy
ta nifka przechodzi¢ bedzie przez ten punkt okregu

(h) Lubo niektore czeSci powierzchni watcowey same przez sie
wyznaczy¢ mozna ; nic mozna iednak wyznaczy¢ ich stosunku
do catcy powierzchni walca. Toz moéwic¢ i o czesciach waw
ea, ktérych hrytowatosci moga I>y¢ wyznaczone. Ale ta rzecz
bardziey iest ciekawa , niz uzyteczna ,~dla tego tez dosy¢ iest
Q tein namicuic.



podstawy; a zalém ta liniig cata bedzie na powierzchni
krzywey tego ostrokregu.

Liniig poprowadzona od wierzchotka ostrokregu
powierzchni iego krzywev » az do okregu podstawy,
nazywa sie bokiom  ostrokregu.

122. Twierdz, i. Gdy ptasczyzna przechodzgca
przez wierzchotek ostrokregu iakiegokolwiek przecina
go, przeciecie to iest zawsze trtfykalem.

Dowod?. Liniie poprowadzone na tey ptasczyznie
od wierzchotka ostrokregu , do dwooh punktéw okre-
gu, w ktorych go la ptasczyzna przecina, bedg bo-
kami ostrokregu , i spémem.i powierzchni iego- krzy-
wey z tg piasc/.yzng przecieciami ; a zatem przeciecie
ostrokregu przez te ptasczyzne , bidzie troykatem ma-
igcy m za podstawe spoOlne przeciecie tey plasezyzny
z ptasczyzng podstawy ostrokregu, a za boki dwie li-
niie poprowadzone << wierzchotka do punktéw prze-
ciecia okregu, od ptasezyzny przechodzgcey przez wierz-
chotek.

123. Twierdz. 2. Gdy ostrokrag przeciety iest
przez ptasczyzne rownolegta do iego podstawy , prze-
ciecie to iest kotem.

Niech troykat ASB wyraza iakiekolwiek Tab. V.
przeciecie ostrokregu od ptasezyzny, przecho- Fig. 2
dzqcey przez iego o$ SC; niech liniig DFE wyraza
spolne przeciecie tey ptasezyzny i kmey rdéwnolegtey
do podstawy.

Troykaty SCB , SFE sa podobne ; wiec SC: CB=
SF : FE. Aze phasczyzna przecinaigca ostrokrag réwno-
tegle do podstawy , przechodzi przez punkt nierucho-
my F 1 a przeto trzy pierwsze wyrazy tey proporcyi
sg state, iakizkolwiek bedzie promien podstawy przez
ktéra, arazem i przez o$, przechodzi ptasczyzna; wiecr
tez i czwarty wyraz iest staty. Poprowadziwszy te-
dy liniie od punktu F, do okregu przeciecia , te li-
niie réwne zawsze beda a zatem to przeciecie iest
kotem , ktérego punkt F iest Srodkiem.

124. 33 nioski. Te kot powierzchnie tak sie d-o
siebie mata, iak kwadraty ich promieni, albo kwa-
draty odlegtosci ich od wierzchotka. (To podanie iest
wielce przydatne w Fi/yce.)

Gdy ostrokrag ivst prostym , wtedy wszystkie
ptasezyzny rownolegle do podstawy, sg do osi pro-
Mopallemi; a ztad mozna u-vazae ostrokragg prosly,



Jakoby zrobiony obrotem troykata prostokgtnego ,
kolo iednego zramion kata iego prostego. To ramie
bedzie osig ostrokregu , drugie naznaczy powierz-
chnig podstawy, przeciwprostokgtna za$ naznaczy po-
wierzchnig krzywg ostrokregu.

125. Twierdz, przybrane i. Gdy liniia poprowa-
dzona na ptasczyznie podstawy ostrokregu , dotyka sie
tey podstawy , plasczyzna przez te iiniig i przez bok
ostrokregu do punktu dotkniecia , ciggniony przecho-
dzgca , wszystkie inne punkta swoie mie¢ bedzie z3
ostrokregiem, to iest nic spélnego z ostrokregiem nie
bedzie miata , oprécz boku, przez ktéry przechodzi.

Tal. V. Niech bedzie SCA , przeciecie ostrokre-
Fig. 3.gu -od ptasczyzny pizechodzacey przez oS
SC, i przez podstawy promien CA. Niech AT, be-
dzie styczng z tg podslawg, w koncu A, promienia
C \ ptasczyzna przechodzaca przez liniie ; SA, A I,
bedzie miata za ostrokregiem, wszystkie punkta swoie*
ktére nie s3 w linii 5SA.

Dowod?. Niech ptasczyzna iakakolwiek rowno-
legta do podstawy, ostrokrgg przecina, niech ca,
bedzie sp6lnem przecieciem tey ptasczyzny , i dru-

giey przez o$ przachodzacey ; niech iescze at bedzie
przecigeciem teyze ptasczyzny , i drugiey przechodzg-
cey przez liniie SA, AT. Liniie ca,at, bedg ro-
wnolegte do linii CA, AT; a zatem kat cat, Dbe-
dzie réwny katowi CAT. A ze kat CAT iest prostym,
wiec prostym takze bedzie i kat cat; a zatem , oprécz
punktu a, linii at, kazdy inny punkt, leyze linii, be-
dzie w wiekszey od $rodka c, odlegtosci, nizeli pro-
mien ca, to iest nizeli odlegtos¢ punktu na powie-
rzchni ostrokregu, ioraz na ptasczyznie cat, zna\ld
igcego sie, od punktu osi, do teyze ptasczyzny na-
lezacego. Kazdy tedy inny punkt tey liniia/, oprécz
punktu a, iest za okregiem.

ia6. Opis. O tey ptasczyznie mowi sig, iz sie

dotyka  ostrokregu, ktora iedue tylko liniig ma spoi-
ng z powierzchnig krzywa ostrokregu.
127. Wniosek, (Spisawszy wielokat na podsta-

wie ostrokregu, a przez wierzchotek tego ostrokregu,
i przez boki wielokagta przeciggngwszy ptasczyzny;
poniewaz te boki wielokata opisanego , stuzyé beda
za podstawy $cian ostrostupa , wierzchotek za$ iego,
bedzie ten sam, co i wierzchotek ostrokregu, wiec



iciany tego ostrostupa dotykaé sie bedg powierzchni
oslrokregu. O~lroMup ten nazywa sie opisanym na
ostrokregu : inny za$, ktéryby spoiny z ostrokregiem
mial wierzchotek, a za podstawe wielokat Wpisany
w podstawe ostrokregu, nazywatby sie w ostrokrag
W pisanym.
twierdsz, przybrane a. Maigc dany ostro-

kragg prosty , uoozua wen wpisa¢ i opisa¢ na nim dwa
©Birostupy foremne, ktdérychby stosunek powierzchni
Sciennych bardziey sie zblizat do stosunku réwnosci*
niz iakikolwiek naznaczony stosunek nieréwnosci.

Powierzchnie $cienne 4{ych dwdch ostrostupow,
ro vnaig sie tréykatom , maigcym za pod tawv ob-
wody podstaw ostrostupédw, a wysokosci za$ rowne
wysokosciom iedney ze $cian kazdego ostrostupa, a za-
tem tak sie do siebie maig te ostrostupy, iak te dwa
troykaty. A ze podstawy tych dwdch troykalow tak
«ie maig do siebie, iak prostopadte spusczone od $rod-
ka , do dwoch ktorych kol wiek bokéw podstaw ostro-
stupa , wiec te powierzchnie $cienne, tak sie lez do
siebie mie¢ beda, iak troykaty réwney ze $cianami
ostrostupdw wysokosci, a maigce za podstawy te pro-
stopadte; albo iak prostokaty, teyze ze dwiema temi
tudykatami podstawy i wysokosci. Ze za$ stosunek
taki<h dwo6ch prostokatéw, moze by¢ bardziey przy-
blizonym do stosunku réwno$ci, niz iakikolwiek dany
stosunek tiierownosci , to sie tak dowodzi.

Niech bedzie SCA , przeciecie ostrokre- Tal. V.
gn prostego, od ptasczyzny przechodzgcey Fig. 4.
przez o$ tego ostrokregu i przez wysokosci SA, SB
d\\o<h $cian ostrostupéw foremnych, i maigcych za
podstawy wielokaty z rowng liczbhg bokdéw, ieden
z tych ostrostupéw niech bedzie opisanym na ostro-
kregu, a drugi wen wpisanym.

Powierzchnia $cienna ostrostupa opisanego pro-
porcyoualna iest z prostokagtem CA przez SA, a po-
wierzchnia $cienna ostrostupa wpisanego proporeyo-
nalna iest prostokgtowi CB , przez SB. Poprowadzmy
£D roéwnolegta do SA. Powierzchnia $cienna ostro-
stupa , maigcego za podstawe podstawe ostrostupa
wpisanego, a za wysoko$¢ liniig Cl)y takby sie miata
do powierzchni $cienney ostrostupa opisanego, iak
prostokat CB X 9°" prostokata CA X AS, to iesf
(dla podobieAstwa troykagléow SAC, DBC) iak kwa-



drat z GB do kwadratu z CA ; albo iak powierzchnie
podstaw dwoch oslrostupéw. Azesie dowiodta w roz-
dziale o kwadrowantu kola w czesci |, ze te dwie po-
wierzchnie bardziey moga by¢ zblizonemi do stosun-
ku réwnosci , niz iakikolwiek dany stosunek nieréwno-
$ci, wiec tez i stosunek powierzchni $ciennych , tych
dwéch ostrostupow, blizszy moze byé stosunku réwno-
éci , niz iakikolwiek dany stosunek nieréwnos¢!. Ze
za$ powierzchnia $cienna ostrostupa , ktérego SC A iest
przecieciem, mniey sie rézni od ostrostupa , ktérego
przecieciem iest SCB, nizeli od ostrostupa , ktérego
przecieciem iest DCB ; wiec tein bardziey stosunek
powierzchni  $ciennych dwdéch ostrostupéw , iedne-
go wpijanego, drugiego opisanego, mniey sie réznic
moze od stosunku réwnosci, nizeli od tegoz stosunku ro-
zni sie iakikolwiek dany stosunek nieréwnosci.

129. Twierdz. 3. Powierzchnia krzywa ostro-
kregu prostego, rowna sie troy kagtowi maujceniu za
podstawe obwoOd podstawy ostrokregu, a za wysoko$¢
bok ostrokregu.

Dowodz.  Powierzchnia krzywa ostrokregu pro-
stego iest granica miedzy powierzchniami $eienuemi
ostrostupéw prostych wen wpisanych i na nim opisa-
nych. Aze stosunek takich dwdch powierzchni ostro-
stupéw, moze by¢ do stosunku réwnosci bardziey
przyblizonym, nizeli iakikolwiek dany stosunek nie-
réwnosci ; wiec tein bardziey stosunek powierzchni
ostrokregu prostego, do powierzchni iednego z tych
ostrostupa, nap* opisanego , mniey sie rézni¢ moze
od stosunku réwnosci, nizeli sie od tegoz stosunku,
rézni iakikolwiek dany stosunek nieréwnosci. Ze za$-
powierzchnia S$cienna ostrostupa opisanego , réwna sie
troykatowi maigcemu za wysoko$¢ bok ostrokregu , a
za podstawe odwdd podstawy tego ostrostupa ; wiec
( podtug tego , co sie powiedziatlo o sposobie Wyczer-
pania, a w sczegdluosci w rozdziale o kwadrowaniu
kota, ze powierzchnia kota , réwna sie troykatowi ma-
igcemu za podstawe obwdd kota , a za wysokos$é pro-
mien iego) powierzchnia krzywa ostrokregu proste-
go, iest rowna trdykatowi, ktéryby miat za podstawe
obwod podstawy ostrokregu , a za wysoko$¢ bok iego.

i30. Wniosek. Powierzchnia krzywa ostrokregu
prostego , rowna sie wycinkowi kota, ktéreby miato
ea promien bok ostrokregu, a ktérego tuk réunyby



byt w dtugosci okregowi podstawy oslrokregu e a to
dla tego, ze powierzchnia tego wycinku, rdéwna sie
takze troykatowi , maigcemu za wysoko$¢ bok ostro-
kregu , a za podstawe tuk tego wycinku, albo okrag
podstawy ostokregu.

>3i. Dla znalezienia waznosci katowey tego wy-
cioku, nastepujgca czyni sie proporcya: Jak sie ma
bok oslrokregu, do promienia podstawy iego, tak sie
ma 360° do waznosci katGwey, ktérey szukamy.

Jakoz, gdyby bok ostrokregu , byt dwa,'trzy,
i I. d. razy wiekszy od promienia podstawy , .tedy
okrag caty maigcy za promien bok ostrokregu, bytby
dwa , trzy i t. d. razy wiekszy od okregu podstawy;
a zatem tuk pierwszego kota, ktdryby sie rownato*
kregowi podstawy , bytby potowg , trzecig czescig it. d.
okregu , do ktorego nalezy.

»52,  Opis. Niech bedzie ostrokragg przeciety
ptasczyznag réwnolegta do podstawy iego, bryta zakon*
czona z jeduey strony podstawag ostrokregu , a z dru-
giey tSm przecieciem , nazywa sig¢ ostrokregiem $cie-
tym QConus Iruncatus).

133. Twierdz. 4. Powierzchnia krzywa ostrokre-
gu prostego Scietego , rowna sie prostokatowi maigce-
mu za wysoko$¢ , bok tego ostrokregu Scietego, a za
podstawe liniig rowng okregowi kota takiego, ktorego
promieniem bytaby potowa summy promieni do dwoch
podstaw ostrokregu tegoz Scietego nalezgcych ; to iest
$rednia rdéznicowo proporcyonatna miedzy dwoma te-
mi promieniami. ]

Niech troykat SCA , wyraza potowe Tab.V
przeciecia ostrokregu prostego, od ptasczyzny Fig. 5.
przechodzace}' przez o$ iego. Niech tenze ostrokrag
bedzie iescze przeciety ptasczyzna réwnolegtg do pod-
stawy , a sp6lnem tey plasczyzny z pierwszg przecie-
ciem , niech bedzie ca. Przecigcie CAac, oznaczy
przeciecie oslrokregu $cietego. Pociaggniymy liniig AB,
prostopadta do boku SA, iréwng okregowi kota, ktoé-
rego promieniem iest CA. Trdykat SAB, bedzie ré-
wny powierzchni krzywey ostrokregu catego : popro-
wadzmy iescze liniig ,ab, réwnolegta do AB, i spo-
tykaigca w punkcie 6, liniig SB. Ta liniig ab , be-
dzie tez réwna okregowi kota , ktérego promieniem
iest ca, a troykat Sab, réwnaé sie bedzie powie-
rzchni krzywey ostrokregu $ac ; bedzie zatem czwos



rofcat ABba, réwny powierzchni krzywey ostrokregu
Scietego caCA.

Podzielmy teraz liniig Aa, na dwie czeSci rowne
W punkcie E, i poprowadZmy EF rownolegtg do
ABy

Ta liniig EF, bedzie réwna okregowi kola, ktd-
rego promieA réwnatby si¢ linii ED, to iest $redniey
réznicowo proporcyouainey miedzy promieniami, CA,
i ca dwdch podstaw ostrokregu $cietego ; a przeto po-
wierzchnia czworokgla Aliba , réwna sie prostokatowi
AHGa, maigcemu za wysoko$¢ buk Aa, ostrokregu
$cietego, a za podstawe liniia EF réwng okregowi
$rednie réznicowo proporcyonalnernu, miedzy okre-
gami dwoch podstaw tegoz ostrokregu.

i34. Uwaga i. Wyrazenie nustepuigce powie-
rzchni krzywey ostrokregu prostego , czyli to catego,
czyli tez Scietego, postuzy nam , gdy mowi¢ bedzie-
my o powierzchni kuli ( Sphaera ).

Od S$rodku E, linii Aa, wyciggniymy liniig EI
prostopadtg do Aa, spotykaigCgq o$ SC w punkcie I.
Poprowadzmy i drugg liniig aL , réwnolegtg do SC,
a pio topadfg do AC.

S unnia katéow IED , DEa, r6 wna sie katowi pro-
filkemu; tak iako i summa katow AalL, LEi ; wiec
te dwie summy sg sobie réwne ; a zatem kat IED,
rowna sie katowi AalL. Sg tedy podobne dwa troy-
katy prostokatne IED, AalL, a zalem boki ich be-
dg proporcyonalne ; wiec, JE :Ef)=Aa: aL, (albo
Cc) a ztad i okregi, maigce za promienie , liniie IE,
ED, sg tez do siebie, iak liniie Aa, Cc; a zatem
prostokat z linii Cc, przez okrag, ktorego liniig 1F,
bytaby promieniem , rownatby sie prostokatowi z li-
nii Aa, przez okrag, kléryby miat za promien li-
nilg ED. Aze ten drugi prostokat rowny iest powie-
rzchni krzywey ostrokregu Scietego ; wiec tez i pier-
wszy bytby réwny teyze ostrokregu Scietego powie-
rzchni. Jest tedy powierzchnia krzywa ostrokregu
Scietego, rowna prostokatowi maigcemu  wysoko$¢
rowng wysokosci ostrokregu $cietego , a podstawe réwng
okregowi takiego kota, ktérego promieniem bytaby pro-
stopadta , od Srodka boku ostrokregu Scietego wycie-
gniona , az do iego osi, ktéra to prostopadta iest
czwartg wielorazowo proporcyonalng do wysokosci o-
trokregu $cietego , do iego boku , i do S$rednicy ro-



znicowo proporcyonalney miedzy dwoma promienia-
mi : co wszystko tatwo przystosowa¢ mozna i do o-
strokregu catego.

i53. uwaga a. Wyznaczenie wiec doktadne po-
wierzchni oslrokregu , lub iey czesci , zawisto od wy-
prostowania okregu kota.

Co sie tycze ostrokregu ukosnego , iescze ciezey
iest wyznaczy¢é powierzchnig iego krzywa nizeli' walca
ukos$nego ; to za$ pochodzi z nieréwnosci iego bokow,
a zatem z nier6éwnosci $cian ostrostupéw z podstawa-
mi foremnemi , opisany ch lub opisaé sie mogacych na
tym ostrokregu.

t36. Twierdz: przybrane. Beytowatosci dwoch
ostrostupéw z podstawami foremnemi , iednego wpi-
sanego w ostrokrag, a drugiego na nim opisanego,
réznica moze by¢ mnieysza, niz iakakolwiek ilo$¢ na-
naznaczona, to iest: stosunek ich brylowatosci, mo-
ze bardziey by¢ przyblizonym do stosunku rdéwnosci,
niz iakikolwiek dany stosunek nieréwnosci.

J}jwodz. Bo6znica tych dwoch ostrostupdw, ré-
wna sie ostrostupowi teyz”,co one wysokos$ci, a ktd-
rego podstawa bytaby réwna réznicy ich podstaw.
Aze slosuuek tych podstaw , moze by¢ bardziey przy-
blizonym do stosunku réwnosci , niz dany iakikolwiek
inny stosunek nieréwnosci \ wiec Fez i stosunek tych
dwdch ostrostupéw, moze sie zblizy¢ do stosunku
rébwnos$ci bardziey , niz inny dany iakikolwiek stosunek
nierdwnosci. Zamieniwszy réznice dwdch ostrostupow
na trzeci ostrostup teyze , co one wysokoSci , mozna
bedzie wpisa¢ i opisaé podstawie ostrokregu dwa wie-
lokaty , z réwng liczbg bokéw, takie, klérychby rézni-
ca mnieysza byta od podstawy tego trzeciego ostrostupa,
a tera bardziey ieden z ostrostupéw wystawionych na
tych wielokatach, réwney z ostrokregiem wysokosci,
mniey sie rézni¢ bedzie od oslrokregu, niz iakakol-
wiek iloSciag naznaczong.

137.  Twierdz. 5. Brytowato$¢ iakiegokolwiek
oslrokregu , iest trzecig czeScia brytowacosci walca
rowney z ostrokregiem podstawy i wysokosci.

Dowod?, Ostrostupy i graniaslostupy iednoi-

mienne  (eiusdetn nominis) wpisane, lub opisane,
pierwsze na ostrokregu a drugie na walcu , iednakiey
z niemi wysokos$ci , sg trzecig czeScig pierwsze wzgle-
dem drugich. Aze le ostrostupy i grauiastostupy mo-



ga sie roznic pierwsze od ostrokregu , drugie od wal-
ca, na ktérym sg nap. opisane , inniey niz jakakol-
wiek dang iloScig; wiec (podiug tego, co sie powie-
dziato o sposobie wyczerpania) ostrokrag iest tez trze-
cig czeScig walca.

i38.  Wniosek. Cokolwiek moéwiliSmy o poré-
wnywaniu walcéw, zawistem od ich wysokosci i pod-r
staw , mozna to wszystko i do ostrokregbw przysto-
sowac , ktére trzecig ich sg czescig , podobnie iako-
$my to ,co sie méwito o pordwnywaniu graniastostupéw*
do ostrostupéw przystosowali. 1 taks

1. Ostrokregi, ktorych podstawy sg réwne, ma-
ig sie do siebie, iak ich wysokosci.

2. Ostrokregi , ktérych wysokoSci sg rowne, ma*
ig sie do siebie iak ich podstawy.

3. Ostrokregi , ktorych brytowatosci sg rowne,,
maig podstawy w stosunku odwrotnym ich wysoko-
$ci.

4. Ostrokregi, ktérych podstawy maig sie do,
siebie w stosunku odwrotnym ich wysokoSci,, sg ro-
wne.

5. Stosunek dwoch ostrokregow w liniiach wyra-,
zony, tak sie znayduie : zamienia sie stosunek pod-
stawy iednego, do podstawy drugiego na stosunek
linii /to linii ; znayduigc trzecia wielorazowo propor--
cyonalriag do promienia podstawy pierwszego ostrokre-
gu, i do promienia podstawy drugiego. Zamienia sig
takze stosunek wysokosci pierwszego ostrokregu , do
wysokosci drugiego, na stosunek trzeciey proporcy-
onalney znalezioney do czwartey. Stosunek promfenia
podstawy pierwszego ostrokregu, do tey czwartey
proporcyonalney , réwny bedzie stosunkowi pierwszego
ostrokregu do drugiego.

6. Wyrazenie liczebne brytowatosci ostrokregu”
znayduiemy, mnozac liczbe oznaczaigca wielko$¢ po-,
wierzchni podstawy iego, przez liczbe oznaczaigcg
wielkos¢ wysokosci , a potem tey liczby rozmnozoney
biorgc czes¢ trzecia.

Wyznaczenie tedy doktadne brytowatosci ostro-
kregu , zawisto od wyznaczenia doktadnego iego pod-
stawy , a zatem od wyprostowania okregu Kkota.

Brytowato$¢ ostrokregu , rowna sie brylowatosci
jakiegokolwiek ostrostupa, réwney z ostrokregiem wy-
sokosci i podstawy.



J39-  Twierdz. 6. Brytowatos¢ oslrokregu pro-
stego , rowna sie hrytowatosci ostrokregu innego, kto6-
rego powierzchnia podstawy bytaby roéwna powierz-
chni catey ostrokregu prostego; a wysoko$¢, rdéwna
promieniowi kota wpisanego w troykat rdwnoramien-
ny, wyraiaigcy przeciecie ostrokregu prostego od pta-
sczyzny , przez o$ iego przechodzacey.

Niech bedzie ASB przeciecie ostrokregu prostego,
od ptasczyzny przez o$ iego przechodzacey.

Niech bedzie SC prostopadig do AB, Tab. V.
wysokos$cig , czyli osig tego ostrokregu. Po- Fig. 6.
dzielmy ieden z katéw przy podstawie AB, nap. kat
A, na dwie réwne czesci, przez liniig AU , i pro-
wadzmy ig az do punktu D, prostopadtey SC; od
tegoz punktu D , niech idzie prostopadta DE do SA.
Liniie rowne DC, DE, bedg promieniami kota wpi-
sanego w troykat przechodzacy przez o$ ostrokregu.

Powierzchnia podstawy ostrokregu , tak sie ma
do iego powierzchni krzywey, iak AC do AS; a za-
tem powierzchnia podstawy, tak sie mie¢ bedzie do
catey powierzchni oslrokregu , iak AC do AC \ AS,
albo iak AC? do AC (AC)(AS) ; wiec powierzchnia
cata ostrokregu réwna sie kotu, maigcemu za promien
Srednig wielorazowo proporcyonalng miedzy promie-
niem AC podstawy oslrokregu; i summg z tego pro-
mienia i z boku ostrokregu. Azo liniig AD, dzieli
kat CAS na dwie rowne czesci; wiec AS: AC=S'D'}
CD, i ASXAC: AC~SDYCD: CD; a nakoniec
( AS)(AC) AC: AG-=SC: CD.

Wiec ostrokragg maiacy za promien podstawy
$rednia  wielorazowo proporcyonalng miedzy AC i
(ACXAS) a za wysokos¢ liniig CD, miathy powierz-
chnig swoie , do powierzchni ostrokregu podanego™
wfstosunku odwrotnym wysokosci; a zalem le dwa
ostrokregi bytyby rowne. Ze za$ podstawa pierwsze-
go ostrokregu iest réwna catey powierzchni ostrokre-
gu podanego; wiec brytowatos¢ ostrokregu prostego,
rowna sie hrytowatosci oslrokregu innego, maigcego,
podstawe réwna catey praslego ostrokregu powierzchni,
a wysokos¢ rowng promieniowi kota wpisanego w troy-
kat, ktory iest przecieciem tego oslrokregu od pta-
sczyzny przechod/acey przez o$ iego.



ROZDZI1I AL 1X.

0 Kuli.

i4do. ~-~pis: Niechby pdtkole obracato sie oko*
to swoiey S$rednicy. Okrag iego przebiegnie tym swo-
im obrotem powierzchnig krzywa , ktérg nazwiemy
powierzchnig kulista ~ (superficies sphaerica); cate za$
pétkole obiegnie mieysce tg powierzchnig krzywa za-
koriczone , ktdére sie nazywa kula (sphaera atbo glo-
bus).

Podczas tego obrotu , kazdy punkt okregu pot-
kola i w jednakowey zawsze byiby od iednego S$rodka
odlegtosci; a zatem i kazdy punkt powierzchni ku-
listey , w jednakowey tez bedzie odlegtosci od tego
Srodka.

Kula wiec iest brytg zakonczong przez powierz-
chnig krzywa, ktérey wszystkie punkta iednakowo
sq odlegte od pewnego punktu nazwanego $rodkiejUt,

Odlegto$¢ srodka od punktu ktéregokolwiek po-
wierzchni kuli, nazywa sie promieniem. Liniia Kka-
zda przechodzaca przez $rodek kuli, a po obudwoch
stronach kornczaca sie na iey powierzchni, nazywa sie
Srednicg, i dwa razy iest wiekszag od promienia. Ta
za$ Srednica, okoto ktérey ohracaigc sie pétkole zro-
bito kule , nazywa sie osig kuli.

GdybySmy przecieli kule ptasczyzng przecho-
dzacq przez iey Srodek , wszystkie punk La przeciecia
powierzchni kulisley , przez te ptasczyzne , byty-
by iednakowo odlegle od $rodka kuli, ktéry na tein-
ze iest przecieciu.

Wiec takie przeciecie iest kotem , maigcem za
promief , promien kuli.

Przeciecie kuli od ptasczyzny , ktéra przez iey
$rodek przechodzi , nazywa sie wielkiem kotem kuli.

Dwa takie kota przecina.g sie, iedn6 z drugiem
na dwie czesci réwne.

Jakoz spdlne ich przeciecie przechodzi przez
$rodek kuli, a zatem i przez $rodek tak iednego, iak
i drugiego kota; wiec iest Srednicg obudwoch, Aze
$rednica przecina koto na dwie réwne cze$ci, wiec i
dwa kota wielkie kuli przecinaig sie na dwie czesci
rowne.



Gdyby kula przecieta byta plasczyzng nreprzecho-
dzaca przez iey S$rodek , ale prostopadts do Ohbi iy
obrotu, przeciecie to kuli byloby kotem od spél,e-
go przeciecia tey ptasezyzny z plasczyzng poétkola,
nakreslonem, pod czas obrotu tegoz potkola tworzg-
cego kule

Ze za$ mozna sobie wystawi¢ w mysli kule da-
na, iakoby utworzong przez obrot kidregokolwiek
poétkola wielkiego, okoto iego Srednicy, i kula z tego
obrotu powstatla iednakowey zawsze iest wielkosci ;
wiec gdziekolwiek przetniemy kule pta“czyzng , wsze-
dzie przeciecie iey bedzie kotem, poniewaz mozna
wzig¢ za 0§ kuli te iey Srednice, ktora do tey pta-
sezyzny iest prostopadts.

Przeciecie kuli od ptasezyzny nieprzechodzacey
przez iey $rodek , nazywa sie matem kotem.

Gdy przez koniec promienia kuli przechodzi pta-
sczyzna prostopadta do tego promienia , wszystkie in-
ne punka tey ptasezyzny beda za kula.

Jakoz odlegtos¢ ktoregokolwiek innego punktu ley
ptasezyzny, od Srodka kuli, iest przeciwprostokatng trdy-
kata prostokatnego, ktdry ma promien za iedno ramie
kata prostego,a za drugie odlegto$é lego punktu do korca
projnifnia. Wszystkie tedy inne punkla tey ptasezyzny
sg od Srodka odlegte wiekszg iloscig , nizeli iest pro-
mien , a zalem sa za kula.

O ptlasczyznie , niemaigcey ani mie¢ mogacey
wiecey nad ieden punkt spolny z kula, mowi sie , iz
sie kuli dolyka. Ta za$ ptasczyzna powinna by¢
proslopadig do promienia, poprowadzonego do pun-
ktu dotkniecia.

Przez punkt dotkniecia pociggngwszy na tey pta-
sczyznie iakgkolwiek liniig prostg, ta bedzie prosto-
padtg do tego promienia , ktéry do punktu dotknie-
cia bytby poprowadzony; a za'em liniig ta bedzie
styczng z tein kolein , ktoreby byto przecieciem Kku-
li od ptasezyzny przechodzgcey przez te liniig, i
przez ten promien.

JakoSmy sie zatrudniali wyzey okoto walcoéw i
ostrokregéw prostych , tak leraz zatrudniaé sie bedzie-
my okoto powierzchni i brytowatosci kuli, iiey cze-
$ci réznych.

Twierdz: przybrane. Niech bedzie tuk fco-
ta , przez ktérego punkt Sredni poprowadzilismy sty-



tana , az do iey zeyscia sie z obudwoeh stron , z pro*
mieniami przez kornce tego tuku przeciagnionemi.

Tak iedne, iak i drugg potowe tego tuku, po-
dzielmy na dwie czeSci réwne, i przez punkta podzia-
tu poprowadzmy znowu dwie slyczne az do ich zey-
Scia sie z promieniami, przeciggnionemi przez konce
tych potow. 4

Cze$¢ promienia przeciggnionego , Zawarta mie-
dzy okregiem i pierwszg styczng, wiece} niz dv*a
razy wieksza iest od czeSci zawartey miedzy okregiem
i iedng z drugich dwdch stycznych.

Tab.VI. Niech bedzie ADB +{uk kota, przez
Fig- i. ktorego punkt $redni D , poprowadzona iest
styczna spotykaigca w pimk'ach E i e; promienie

CB, CA , przedtuzone. Przez S$rednie punkta F if,
tukéw BD, AD, poprowadzmy slyczne GH, Gh,
ktore spotykaja w punktach G, it, h, promienie
przechodzace przez konce tukéw BD, AD.

Trzeba dowie$é, iz liniia BE, wiecey niz dwa
razy iest wieksza od linii BH.

Niech linila CF, spotyka w punkcie L, liniig
Ee ; troykaty ,CDL i CFG moga przysta¢ do siebie,
wiec linile DG, albo BH i FL, sg réwne.

PoprowadZmy cieciwe BD, ktérg liniia CL, spo-
tyka w punkcie I, i EM rownolegtg CL.

Troykaty prostokatne: BDM , JDL, sg do siebie
podobne: a ze Bl) dwa razy iesl wieksza od DI, wiec tez
i BM, dwa razy wieksza bedzie od JL ; azalem BM,
wiecey niz dwa razy wieksza iest od FL , albo BH«
Ze za$ w trdykacie EBM, kat M, iest rozwarty, a
przeto linila BE , wigksza od linii BM ; wiec tém
bardziey liniia BE, wiecey niz dwa razy wieksza iest
od linii BH.

142. Wniosek* li  Niech bedzie promiern CN,
prostopadty do promienia CA. Od punktéow E, I, B,
spus¢my prostopadte EO, HP, BQ do promienia
CN ; stosunek liniy EB, HB, rowny bedzie stosun-
kowi liniy OQ, PQ. Aze EB wiecey niz dwa razy
iest wieksza od BH, wiec i OQ wiecey niz dwa ra-
zy wigksza tez bedzie od PQ.

i45. H niosek 2. Gdy daley dzieli¢ bedziemy tuk
AB, na czesci rowne 4,8, 16, , 1t d. i przez
punkta S$rednie podziatéw, pociggniemy styczne, az
do ich zeyscia sie z promieniami przechodzacemu przez



konnce kazdego w sczegélnosci podziatu ; gdy nadto,
od punktu , w ktol*ym ostatnia styczna spotyka pro-
mien przedtuzony CE, spuscimy prostopadta EO, na
promien CN; rbéznica miedzy odlegtoscig spodku O
ley prostopadtey, od $rodka C, i odlegtosciag od te-
goz Srodka C, spodku Q, prostopadtey BQ, z kon-
cu B, tuku AB, spusczoney i ta moOwie réznica zmniey-
sza sie wieCey niz potowg za kazdym nastepujacym
podziatem , a zatem moze sie oaostatek sta¢ inniey-
szg od iakieykolwiek ilosci naznaczouey.

i44. Twierdz, i. Niech bedzie tuk kota, mniey-
szy od czwartey czeSci okregu iego, i niech ten ‘tuk
obraca sie okoto promienia prostopadtego do drugie-
go promienia , ktory przechodzi przez ieden koniec
tego tuku. Z drugiego iego konca spusémy prostopa-
dtg na piefwszy promien , to iest na o$ obrotu tuku.

Cze$¢ powierzchni  kuli utworzona tym okoto
osi obrotem tuku , réwna sie prostokatowi , maigcemu
za podstawe liniig réwna catemu okregowi, ktérego
ten tuk iest CzesScig ; a za wysokos¢ liniig réwnag od-
legtosci sfodka , od spodku prostopadtey spusczoney
na o0$ obrotu i powierzchnia za$ Cala kuli cztery razy
iest wieksza, nizeli powierzchnia wielkiego kota , tey-
ze kuli.

Niech bedzie tuk ADB ; niech promien Tab.VL
CN i bedzie prostopadtym do promienia CA, i
przechodzacego przez ieden koniec lego tuku.

Poprowadzmy BQ, prostopadtg do CN. Niech
kota czwarta cze$¢ ABN , obraca sie okoto promienia
CN , iak okoto osi sWoiey* Powierzchnia krzywa,
obrotem tuku AB naznaczona , réwnA sie prostokato-
wi , ktéryby miat za wysokos$¢ liniig CQ , a za pod-
stawe liniig réwng okregowi , ktdrego CA iest pro-
mieniem.

Dowod?. Niesli styczna Ee, przechodzi przez
$redni punkt D, tuku AB, i niech spotyka w pun-
ktach E i e, promienie przechodzace przez dwa kon*
ce tego tuku.

Dzielmy daley tuk AB, ha czesci rowne: 4,8,
16, 3a i t. d., a od punkta , w ktédrym ostatnia spo-
tyka promienn CB, przy ka™dynl nasiepuigcym podzia-
le , spusczaymy prostopadtg na promien CN. Bo&zni-
ca miedzy odlegtoscig Srodka , od Spodka tey prosto-
padtey , a liniig CQ , z/imieyszac sie bedzie wiecey nii



potowg, za-kazdym nastepnym podziatem; wiec ro-
znica ta, moze sie naostatek sia¢ mnieysza, niz iaka-
kolwiek ilo$¢ naznaczona.

Podczas obrotu tuku AB okoto linii CN , kazda
styczna kre$li powierzchnig krzywa ostrokregu Scie-
tego , réwnaigcg sie prostokatowi maigcemu za podsta-
we liniig réwng okregowi, Kklérego promieniem iest
CN , a za wysokos¢ odlegtos¢ dwdch prostopadtych
spusczonych na o$ od konAcéw tey styczney ; a zatem
summa powierzchni krzywych, zrobionych od wszy-
stkich tych stycznych, réwna sie prostokatowi, raa-
igcemu te sarne podstawe, a wysoko$¢ réwng summie
wszystkich tych wysokosci , to iest rowng odlegtosci
Siodka od spodku prostopadtey, spusczoney na 0$
z punktu tego, gdzie ostatnia styczna spotyka pro-
mien CB. Moze tedy ro6znica summy powierzchni
krzywych ostrokregu zrobionych obrotem wszystkich
stycznych, mnieysza byé od prostokata z lakg iak sie
wyzey powiedziatlo podstawg, a z wysokosciag CQ, ni-
zeli iakakolwiek ilos¢ naznaczona. Summa za$ tych
wszystkich powierzchni krzywych, wigksza iest zaw-
sze od powierzchni 'utworzoney obrotem Juku AB ;
wiec (podtug tego, co s'e powiedzialo o sposobie
wyczerpania, i w Rozdziale o kwadrowaniu kota")
powierzchnia krzywa utworzona obrotem ftuku AB,
rowna sie prostokatowi, maigcemu za podstawe okrag,
ktérego promieniem iest CA, a za wysoko$¢ odle-
gtos¢ CQ , srodka C, od spodku Q, profctopadtey spu-
sczoney na o$ z konca B, tego tuku.

Mowiac w sczegdlnosci; powierzchnia poétkuli
(Hemispherium ) utworzoney obrotem czwartey czesci
kota ABN, roéwna sie prostokagtowi maigcemu za
podstawe okrag, ktorego CA iest promieniem, a za
wysokos$é , promien CN.

A zatem powierzchnia krzywa , utworzona obro-
tem tuku BN, rowna sie prostokgtowi maigcemu wy-
soko$¢ NQ , a podstawe rowng okregowi wielkiego ko-
ta kuli.

Powierzchnia takze cajley kuli , réwna si¢ pro-
stokgtowi maigcemu za wysokos$¢ Srednice kuli, a za
podstawe okrag wielkiego iey kota. A ze powierz-
chnia wielkiego kota réwna sie prostokatowi maigcemu
za wysoko$¢ potowe promienia , albo czwartg czesc¢
Srednicy, a okrag tego kota za podstawe.



Wiec powierzchnia kuli cztery razy iest wiek-
sza od powierzchni wielkiego iey kota, ktérego pro-
mien réwna sie Srednicy kuli.

145. Jdzie zatem, ze powierzchnia kuli, tak sie
ma do powierzchni kwadratu iey $rednicy, iak po-
wierzchnia kola iakiegokolwiek, cztery razy wzieta, do
kwadratu S$rednicy tegoz kota. A ze powierzchnia
kota , iest do powierzchni kwadratu $rednicy i*go , iak
okrag kota do iey $rednicy cztery razy wiekszey (ia-
ko sie w rozdziale XIIl czesci | dowiodto*, ; wiec
powierzchnia kuli tak sie ma do powierzchni kwa-
dratu iey $rednicy, iak cztéry razy okrag kota, do
$rednicy iego cztery tez razy wzietey, to iest iak
okrag kota do swoiey S$rednicy. Wiec wyznaczenie
doktadne powierzchni kuli , zawisto od skwadrowania
kota, i od wyprostowania okregu iego.

146. Powierzchnia cata kuli , tak sie ma do po-
wierzchni nakre$loney obrotem #tuku NB , iak sie ma
Srednica kuli, do linii NQ, albo iak kwadrat tey
Srednicy, do prostokata z linii NQ i ze $rednicy; al-
bo nakoniec, iak kwadrat Srednicy do kwadratu linii
NB : a zatem , iak koto, ktéreby miato za promien
te Srednice do kota, ktéreby miato za promien li-
niig NB ; a ze powierzchnia kuli réwna sie powierz-
chni pierwszego kota, wiec powierzchnia nakre$lona
obrotem tuku NB, rowna sie powierzchni drugiego
kota.

Niech bedzie NBFA, pdtkole tworzace Tab VI.
obrotem swoim Kkule; niech bedzie NEDA Fig. a
prostokat, ktérego podstawa iest $rednica tego pétkola,
a wysokoscig promien iego. Podczas obrotu poétkola,
ten prostokat utworzy walec prosty , ktérego powierz-
chnia krzywa zrobiona przez obrot linii ED , rdwnaé
sie bedzie prostokgtowi maigcemu za wysokos¢ Sredni-
ce DE, albo AN, a za podstawe okrgg podstawy tego
walca, a zatem ta powierzchnia krzywa , réwna sie
powierzchni kuli.

147. Podobnie sie okaze, iz poprowadziwszy li-
niig QBP, prostopadtg do osi, powierzchnia krzy-
wa nalezagca do walca, a zrobiona przez obrot linii
EP, réwna iest powierzchni nalezagcey do kuli, a zro-
bioney przez obrot tuku NB.

148. Walec utworzony obrotem prostokgta ADEN,
miatby wysoko$é rowng s'rednicy podstawy swoiey ; do-



tykatby sie w punktach A i N kuli, utworzoney obro-i.
tera potkota AFBN ; dotykatby sie iey takze w o--
kregu , ktorego promieniem bytby promien CF kuli...

O takim walcu mowi sie, iz iest na kuli opisa-
ny. Nazywa sie* on takze i walcem Archjmedesay,
©d nazwiska tego Matematyka , kt«%y pierwszy zna-
lazt rownos$¢ powierzchni kuli z powierzchnig krzywa
tego walca , iako. tez istosunek ich brytowatosci.

149. Powierzchnia iedney ze dwdch podstaw tego,
walca, rowna sie prostokatowi z okregu tey podstawy*
i z potowy iey promienia; a zalem powierzchnia o-
budwéch razem tych podstaw rowna sie prostokatowi
z okregu iedney podstawy i z jey promienia. A ze po-.
wierzchnia krzywa walca, réwna iest prostokgtowi z o-
kregu podstawy iego, i ze $rednicy teyze podstawy”
albo z promienia dwa razy wzietego ; wiec powierz-
chnia cata walca, réwna iest prostokatowi z okregu ie-
go podstawy, i z promienia trzy razy wzietego; a za-
tem powierzchnia krzywa tego walca iest % powierzchni
iego catey; a przeto i powierzchnia kuli iest tez f po-
wierzchni catey walca na niey opisanego.

i50. Tiwagcit To , co sie dot*d powiedziato , trze-
ba przystosowaé¢ do niektérych przyktadéw liczebnych,
podobnych nastepuigcemu.

Prz\kt. Jakaz iest wielko$¢ powierzchni ziemi
W milach kwadratowych niemieckich, l;achuigc na
stopien mii i5?

Niech bedg dwa kota wielkie ziemi, iedno pro-
stopadte dtx drugiego. Pod.zielmy okrag iednego z tych
kot, nap. co dziesieé, albo co pie¢ stopnidw, i przez,
punkta podziatu niech przechodza ptasczyzny réwno-,
legte do kota drugiego. Trzeba znale$¢ wielko$¢ po-
wierzchni zawartych miedzy dwiema nayblizszemi od;
siebie podstawami.

W sczeg6lnosci za$, iezeli uczniowie maig wia-

domos$¢ poczatkowg geografii, mogg wyrachowaé dwie
powierzchnie zawarte miedzy kotami, z ktoérych ie-
dno odlegte iest od réwnika (aequator) na 23°i, a
drugie od biegunie (polus) takze na 23°~.
Tab.yi. Niech bedzie CF promieniem iednego kota
Fig. 2. wielkiego; niech NBT wyraza czwartg cze$¢
drugiego kota tlo niego prostopadiego ; niech BQ , bq,
beda przecieciami tego kota prostopadtego i dwoch
ptasczyzn rownolegtych do kota pierwszego.



Powierzchnia krzywa poétkuli, tak sie ma do po-
wierzchni czesci zawartey miedzy ptasczyznami CF i
JBQ, iak sie ma promieA kuli, do linii CQ, klora iesl
wstawg tuku EF. Podobnie i powierzchnia krzywa
potkuli , tak sie ma do powierzchni czeSci zawartey
miedzy piasczyznami CF i bqg ; iak wstawa cata, czyli
promieAn do "wstawy ftuku bF, to iest do linii Gq.
Mozna wiec wyrachowac te czesci powierzchni pétkuli,
a zatem iich roznice, to iest 5 cze$¢ powierzchni za-
wartey miedzy piasczyznami BQ i bg.

Twierdz. 2. Brytowato$¢ kuli réwna sie f
brytowatosci walca na tey kuli opisanego.

Niech bedzie ACBMA czwarta cze$¢ ko- Tab.VI,
Ja, tworzaca pdtkule obrotem swoim okoto Fig-
promienia CB. Niech bedzie CABD kwadrat opisany
na tey czwartey czesci kota. Ten kwadrat obracaigc sie
okoto CB, utworzy walec opisany na potkuli , ktory
bedzie potowg walca opisanego na catey kuli. trze-
ba dowie$é, iz poétkula, utworzona obrotem czwartey
czesci kata AMBC, réwna sie f walca utworzonego o-
brotem kwadratu ACBD.

PoprowadZzmy przekatng CD; troykat BCD u-
tworzy ostrokragg, ktorego podstawa wykre$lona be-
dzie promieniem BD , a za wysokos$¢ tego ostrokregu
bedzie BC; to iesl bedzie ten ostrokragg rowney z wal-
cem podstawy i wysokosci.

Od dwoch ktorychkolwiek punktéw nap. P ip
osi CB wyciggniymy prostopadte do niey liniie: PQ>
pq ; te przetng okragg w M i m, a liniig CD wL i
I, nakreslmy nadlo liniie: MN, mn, LO , b, ro-
wnolegte do osi. Kwadrat promienia CM, rowna
sie summie kwadratow z PM i CP : a ze liniia PQ ro”
\vna iest promieniowi , (tak iako BD, CA i CB s3
rowne) i CP réwna PL; wiec kwadrat z Pq rowna
sie summie kwadratéw z PM i z PL.

za$ walce utworzone obrotem prostokgtow

, PN, PO, maigcych iednakie wysokosci, sg do

siebie iak ich podstawy, albo iak kwadraty promieni

tychze podstaw ; wiec pierwszy z tych walcow bedzie

rowny summie dwocb innych. Podobnym sposobem

okaza¢ mozna,, ze walec Pq réwna sie summie wal-
eow utworzonych obrotem prostokatow PA? i P'-

Takowe dowodzenie ma mieysce chociaz nie od
punktow P ip, ale od klérychkol.wiek innych bed%



wywiedzione prostopadte do osi CB; a zatem podzie-
liwszy o$ na iakgkolwiek liczbe czesci réwnych , a od
kazdego punktu podzialu wyciggngwszy prostopadle
przecinajgce tak okrag , iako i liniig CD ; summa wszyst-
kich walcéw sktadaigcych walec ADB, rdwnacé sie be-
dzie summie wszystkich walcé v wpisanych w poétkule,
wraz z summg wszystkich walcéw opi-anych na ostro-
kregu albo summie wszystkich walcéw opisanych na
pbétkuli, wraz zsummg wszystkich walcow w ostrokrag
wpisanych. A ze summa wszystkich walcow wpisanych
lub opisanych na p6tkuli, moze sie mnieyszg iloScig
rézni¢ od teyze pétkuli , niz iakakolwiek ilos¢ nazna-
czona ; a wtedy i summa wszystkich walcéw wpisa-
nych lub opisanych ostrokregowi, rdznié¢ sie tez od
tego ostrokregu bedzie mnieyszg iloscig, niz iest ta
ilos¢ dana.

Wiec (podtug tego, co sie powiedzialo o spo-
sobie wyczerpania ) walec utworzony obrotem kwa-
dratu CABD , rowna sie summie z poétkuli utworzo-
ney obrotem czwartey czesci kota , i z ostrokregu u-
tworzonego obrotem tréykata BCD.

A ze ostrokrag utworzony obrotem troykata BC,
iest f walca ; wiec potkula utworzona obrotem czwar-
tey czesci kota AMBC , iest f walca.

A zatem kula, ktoraby utworzyta sie obrotem pét-
kota , bytaby tez f walca opisanego na tey kuli, a u-
tworzonego obrotem prostokata opisanego na potkolu
tworzacem Kkulg,

i5a. Wniosek i. Stosunek biytowatosci kuli do
hrytowatosci walca opisanego , ten sam iest, co i sto-
sunek powierzchni kuli, do powierzchni catey walca
©pisanego (i4cj),,

i53. wniosek 2. Brytowatos$¢ kuli, réwna sie hry-
towatosci ostrokregu , ktoryby miat za podstawe ko-
to réwne powierzchni kuli, a za wysoko$¢ promien
teyze kuli. Jakoz ten ostrokrgg maigc podstawe czte-
ry razy wiekszg od podstawy walca na kuli opisanego,
b~y cztery razy wiekszy od ostrokregu innego ro-
wney z nim wysokosci, a maigcego podstawe réwng
z walcem. A ze ten drugi ostrokrag« gdyby miat po-
towe tylko wysokosci walca , bytby potowg oslrokre-
gu maigcego réwna z walcem wysoko$¢ i podstawe a
zatem bytby potowa te”o ostrokregu, ktéry iest -“wal-
caJ wiec ostrokrag maigcy rowng z walcem podstawe,



a wysoko$¢é réwng promieniowi kuli, iesti tego wai-
ra ; a zatem ostrokragg maigcy za wysoko$¢ promien
kuli , a podstawe cztery razy wiekszg od podstawy wal-
ca, bytby £ albo f walca. Ze za$ i kula iest f tegoz
walca » wiec kula rédwna sie temu ostrokregowi.

Mozna to samo iescze i wten sposéb okazac:

Niech bedzie iakikolwiek wieloscian {PoJyedrum),
ktérego wszystkie Sciany dotykaig sie kuli : uwazaigc
kazda z tych S$cian , iak podstawe ostrogranu maigcego
swoOy wierzchotek w Srodku wielo$cianu; brylowatosé
tego wieloScianu, rdwnac sie bedzie brytowatosci ie-
dnego takiego ostrostupa , ktoryby miat za wysokos$é
promieA kuli, a za podstawe summe podstaw ostro-
stupéw , na ktére podzielony byt ten wielosScian , to iest
powierzchnig calg tego wieloScianu.

To podanie zawsze iest prawdziwe , iakazkolwiek
bedzie liczba $cian tego wieloScianu ; wiec (poditug te-
go, co sie méwito o sposobie wyczerpania) moznaby
tatwo dowies¢ , ze tez i do kuli w sczegdlnosSci przy-
stosowane to podanie, iest prawdziwe , a zatem , ze
kula rowna sie ostrokregowi, ktéryby miat za wyso-
koS¢ iey promien, a za podstawe calg iey powierz-
chnia.

b Wwniosesk 3. Wycinek kuli utworzoney obro-
tem wyv a kotowego BCM , réwny iest ostrokrego-
wi maigcemu za wysoko$¢ promien tey kuli, a za
podstawe koto, réwne powierzchni kulistey , utworzo-
ney obrotem tuku BM, to iest koto, ktérego promie-
niem bytaby cieAiciwa BM ; a zalém brylowatos¢ te-
go wycinka, tak sie ma do brylowatosci kuli, iak
powierzchnia tego wycinka, do powierzchni pkuli; al-
bo iak wysoko$¢ BP , do $rednicy kuli.

i55. wniosek 4. Taz brylowatos¢ wycinka kuli,
utworzonego obrotem wycinka kota BCM, iest f wal-
ca utworzonego obrotem prostokagta BPQD. Jakoz po-
wierzchnia tego wycinka , tak sie ma do powierzchni
kuli, iak BP do $rednicy kuli i albo iak walec utwo-
rzony obrotem prostokgta BPQD do walca opisanego
na kuli. Aze kula iest walca na niey opisanego;
wiec i wycinek kuli, utworzony obrotem wycinka kota
BCM , iest lez f walca utworzonego obrotem prosto-
kata BPQD.

106. Wniosek 5. Podobnie i cze$¢ kuli utworzona
obrotem wycinka ACM , iest walca utworzonego o-



brotem prostokgta CAqP. Aze cze$¢ kuli, ktorg (o
cze$¢ nuzwaé mozna klocem  kulistym (Truncus sphne-
ricus) utworzony obrotem czeSci kotowey AGPM,
iest summag z wycinka kulistego utworzonego obro-
tem wycinka kotowego ACM, i z ostrokregu utwo”
rzortego obrotem tréoykata CPM ; wiec brylowatos¢ te-
go kloca kulistego , réwna sie sumtnie z f walca tey-
ze z nim wysokos$ci, ktoryby miat za podstawe koto
wielkie kuli i z y walca iednakiey takze wysokosci , a
ktdrego podstawa bytaby rowna drugiemu kotu , kloc
ten konAczgcemu; a zatém brytowatos¢ tego kloca, tak
sie ma do brylowatosci walca utworzonego obrotem
prostokata CAqQP » iak § CA? X Aa

1*57. Wniosek 6. Aby znale$¢ odcinek kuli utwo-
rzoney obrotem odcinka kotowego BMP, uwazaymy
sobie ten odcinek kulisty, iak réznice miedzy pétkula
utworzong obrotem czwartey czesci kotowey ABC , a
klocem kulistym utworzonym przez obrot odcinka
CAMP ; albo tez iak roznice wycinka kulistego utworzo-
nego obrotem wycinka BDM , od ostrokregu utworzo-
nego obrotem tréykata CPM; albo nakoiliec, iak ré-
shiice walca utworzonego obrotem prostokata BPQD,
od ostrokregu Scietego , utworzonego obrotem czwo-
rokagta BDLP.

R O ZDZI A ¢t X.
0 bryfach podobnych,

i58. -Dwie bryty samem i tylko ptasczystetni po-
wierzchniami zakoriczone , i ktorych wszystkie Kkaty
brytowe, odpowiadaigce sobie , mogg przysta¢ do sie-
bie, a $ciany ich takze odpowiadaigce sa podobne;
te, moéwie, dwie bryty nie roznig sie, chyba samg tyl-
ko wielkoscia, i iedna wzorem iest drugiey. Tak nap.
dwa szeSciany , z ktérych ieden ma bok diugi na poét
stopy , a drugi na Cal ieden, roOznig sie samg tylko
wielko$cig. Takie bryty nazywaig sie podobnemi.

Przyktady. Dwa réwnolegtosciany prostokatne sg
podobne, gdy ich podstawy i $ciany sg podobne iedne
wzgledem drugich.

Dwa grariiastostupy proste , sg podobne , gdy po-
dobne sg ich podstawy , i gdy wysokos$¢ ich proporcyo-
nalna iednemu z bokéw tychze podstaw.



Dwa ostrostupy , maigce kat brytowy spélny
w wierzchotku , podobne beda, gdy podstawy ich sg
rownolegte.

i59. Uwaga. Gdy dwie figury prostoki éslne,
sq podobne, wzigwszy punkt iakikolwiek w jedney
z tych figur, i poprowadziwszy od tego punktu liniie
do wszystkich wierzchotkdw tey figury; mozna bedzie
znale$¢ i w drugiey figurze punkt podobnie p'érw-
szemu potozony, od ktérego ciggnac liniie do kazdego
tey ligury wierzch tka , podzielimy ig na troykaty po-
dobne wzgledem troy katow, na ktore podzielona byta
pierwsza figura. Podobnie tez :

160. Twierdz, i. Wzigwszy w bryle, zakonczo-
ney powierzchniami ptaskiemi , punkt iakikolwiek
za wierzchotek tylu ostrogranéw , ile ta bryta ma

§cian , biorgc tez $ciany za podstawy ; mozna znales¢ i
w drugiey bryle podobney , punkt podobnie pierwsze-
mu potozony, ktéry wzigwszy takze za wierzchotek
tyluz , co i w pierwszey bryle ostrostupow, wszystkie te
ostrostup}' bedg podobne wzgledem ostrostupéw pier-
wszey bryty.

Przyktad. WeZmy $rodek szedcianu za wierzcho-
tek szesciu ostrostupdw, maigcych za podstawy $cia,
ny tego szescianu ; gdy w jnuym iakimkolwiek sze$cia-
nie , wezmiemy takze $rodek za wierzchotek szesciu o-
strostupéw maigcych za podstawy S$ciany tego diugie-
go szescianu; te drugie ostrostupy beda podobne wzgle-
dem pierwszych.

Toz mowi¢ i o innych brytach foremnych.

Na tém podaniu zasadza sie cata nauka o bry-
tach podobnych ; nalezy wiec nad wytusczeniem iey
nieco zabawi¢ sie.

Wybrawszy iakikolwiek punkt w bryle za wierz-
chotek ostrostupéw maiagcych Sciany tey bryty za pod-
stawy , i na te ostrostupy bryte podzieliwszy , spusc-
my od tego punktu prostopadig do iedney ze S$cian
tey bryty; a na S$cianie odpowiadaigcey w drugiey
bryle, weZmy punkt podobnie *°y $cianie potozony,
jaki spodek prostopadtey spuscz» [/ na $ciane pierw-
szey bryty ; od tego punktu , na sciuiiie drugiey bryty
potozonego, wyprowadzmy prostopadtg do tey Scia-
ny , tak wysoka, aby stosunek iey do pierwszey pro-
stopadtey rdwnat sie stosunkowi dwdch krawedzi ¢ od-
powiadajacych sobie w obudwoch brytach. Wierzch



tey drugiey prostopadiey wezmy za wierzchotek wszyst-
kich [ostrostupéw , na kldére te. druga bryte dzieli¢
mamy. Ostrostupy tey drugiey brjty , bedg podobne
wzgledem ostrostupdw , na ktore podzielona pierwsza
bryta.

Dowoclz. Odlegtosci dwoch punktéw stuzacych za
wierzchotki ostrostupéw od wierzchotkéw odpowiada-
igcych sobie, w $cianach, do ktérych prostopadte sg
ciggnione ; te; moéwie , odlegtosci , sg przeeiwprosto-
katnemi troykatéw prostokagtnych podobnych, maig-
cych za boki te prostopadte, i odlegtosci ich spodkéw
od wierzchotkow katow Scian tychze. Wiec wszystkie
$ciany tych dwéch ostrostupdw, odpowiadaigce sobie
boki, maig proporcyonalne , to iest maia ie w sto -
sunku dwdch krawedzi, odpowiadaigcych sobie we
dwoch brytach ; a zatem wszystkie te Sciany sg podo-
bne , i wszystkie ich katy sg réowne , iedne wzgledem
drugich ; a przeto i katy brytowe , ktdre sie z nich
skladaig , moga przysta¢ do siebie; sa wiec te dwa o-
strostupy podobne. Pochytosci tez Scian ostrostupow
do, ptasczyzn podstaw sa rowne iedne wzgledem dru-
gich ; aze takze réwne sg pochytosci tych podstaw do
ptasczyzn S$cian tych , odpowiadaigcych sobie w bry-
tach , ktdre Sciany sp6lng krawedZz maig z podstawa-
mi tych ostrostupéw ; wiec i $ciany odpowiadaigce so-
bie w tych dwoéch ostrostupach, beda podobnie na-
chylone dos-ciaut“ch odpowiadaigcych sobie we dwdch
brylach , a ktére maig sp6lng krawedZ z piet wszemi
dwiema $cianami, toiest z podstawami dwdch tych o-
strostupdéw.

Na $cianach dwdch odpowiadaigcych sobie w tych
dwoch pierwszych ostrostupach , spusémy od ich wierz-
chotkéw prostopadte do podstaw tychze dwoih $cian ;
a od spodkéw tych prostopadtych , poprowadZzmy na
Scianach odpowiadaigcych sobie w dwoch br)tach , inne
dwie prostopadle do ty<hze dwoch podstaw, $cian o-
strosfupéw. Oprocz tego, na ptasczyznie przechodza-
cey przez dwie w obudwoch brytach ciggnione prosto-
padte , spusémy do drugich dwéch prostopadtych, na
ptasczyznach $cian odpowiadaigcych sobie w brytach,
od tychze co i pierwsze wierzchotkéw, trzecie dwie
prostopadte ; te ostatnie prostopadte , beda prostopa-
dtemi do ptasczyzn dwoch tych $cian odpowiadaig-
cych sobie, na ktorych ciggnione byty dwie drugi©



prostopadie : tréoykaty zawarte trzema terai prostopa-
dtemu, tak w iedney, iak i w drugiey bryle, bedg
réwnokatne a zatem i podobne. Aze pierwsze dwie
prostopadte ciggnione na ptasczyznach S$cian dwoch
pierwszych ostrostupéw , maig sie do siebie, iak kra-
wedzie odpowiadaigce sobie w dwdch brytach ; wiec
tez i odlegtosci wierzchotkéw, tych dwo6ch ostrostu-
péw od drugich dwoch $cian takze sobie odpowiadaja-
cych, w tych brytach, bedg w tymze samym stosun-
ku, i odlegtosci spodkéw ich, od dwéch krawedzi na-
lezagcych do tych $cian, a odpowiadajacych sobie,
w tymze tez stosunku beds.

Spodki prostopadtych spusczonych na dwie $cia-
ny , odpowiadaigce sobie w pierwszych dwéch ostro-
stupach , byty podobnie potozone na dwéch bryt kra-
wedziach odpowiadaigc\ch sobie , a zatem odlegtoSci
tych spodkéw od koricéw odpowiadaigcych sobie, tych
krawedzi, sg do siebie w tymze sgtnyin stosunku ; a
zatem odlegtosci spodkpw liniy prostopadtych spusczo-
nych do ptasczyzn drugich $cian bryt, od koAcéw
tychze dwéch krawedzi , bedag w tym samym stosun-
ku. Wiec na tych dw-och $cianach spodki prosto-
padtych podobnie sg potozone. Ze za$ i wielko$¢ iych
prostopadtych sg proporcjonalne krawedziom tych
dwdch bryt; wiec wierzchotki pierwszych dwoéch o-
slrostupéw, sg tez podobnie potozone wzgledem dwéch
$cian drugich, odpowiadaigcych sobie w brytach; a
zatem i drugie dwa ostrostupy , maiace spoiny wierz-
chotek , a te dwie $ciany bryt za podstawy, bedg do
siebie podobne.

Toz méwi¢ i o innych ostrostupach odpowiada-
igcych sobie, z ktdrych sie te dwie bryty skiadaig(i).
161. Twierdz. 2. Powierzchnie bryt podobnych,
zakonczonych ramemi tylko ptaskiemi powierzchnia-
mi , maig sie I siebie, iak kwadraty bokéw ich od-

(i) To twierdzenie, iest bardziey dlygie niz trudne, i tat™o p«-
ig¢ ie mozna, mai-jc figure przed oczami z drewna, lub
z papieru zrobiong. Juzby tez nawet po tak wielu geome-
trycznych ¢wiczeniacli powinni wprawieni by¢ uczniowie,
aby w mys$li samey umieli sobie wystawi¢ figure pomagaig-
cg do zrozumienia twierdzenia podanege, a zdatnieyszg do
pLiasnienia iego, nizby byta figura odrysOwana w pecspe..
klywie, i przed oczy iiu stawiony.



eowiadaigcych sobie, czyli, s§ w stosunku dwunmo-
Znym tychze bokow.

Dowod?. WAystkie $ciany dwoch bryt podo-
bnych , po dwie brane sg sobie podobne, i tak bra-
ne, wj-dnakowym do siebie sg stosunku, to iest
w stosunku dwumnoznyrn dwoch krawedzi odpowia-
daigcyth sobie; wiec i summa wszystkich $eiun kon-
czacych iedne bryte , bedzie do summy wszystkich
Scian konczacych druga bryte , w tymze samym sto-
sunku.

162. Twierdz. 3. Brytowatosci dwdch bryt po-
dobnych, sg do siebie w stosunku szeSciennym dwdch
ich krawedzi odpowiadajgcych sobie, czyli, sg w sto-
sunku tréymnoznym tychze dwdch krawedzi,

i. W idzieliSmy iuz, ze stosunek iednego szescia-
nu do drugiego , ten sam iest, co i stosunek boku
pierwszego szescianu , do czwartey linii ciggto wielo-
razowo proporcyonaluey ; ktéra sie znayduie , szuka-
igc naprzod trzeciey ciggto wielorazowo proporcyo-
nalney, do boku szeScianu pierwszego, ido boku sze-
$cianu drugiego ; a po em do tychze dwéch bokéw, i
do trzeciey proporcjonalney znalczioney , szukaigc
czwartey.

Gdyby tedy bok drugiego szescianu byt dwa ra-
zy nap. wiekszy od boku szescianu p erwszego , ta
czwarta ciggto wielorazowo proporcyonalna , bytaby
osSm razy wieksza od boku szeScianu pierwszego, a
zatem i szescian drugi bytby oSm razy wiekszy od
szescianu pierwszego.

1. Niech bedg dwa réwnolegtosciany prostoka-
tne podobne.

Gdy krawedz iedna, iednego z tych rdwnole-
gloscianow, iest nap. dwa razy wieksza, od krawedzi
iedney drugiego rownolegto$cianu ; wszystkie tez inne
krawedzie pierwszego rownolegtoscianu , bedg dwa
razy wieksze od krawedzi drugiego. Powierzchnia
wiec podstawy pierwszego réwnolegtoScianu, bedzie
czlery razy wieksza, niz powierzchnia podstawy dru-
giego. Aze tez i wysoko$¢ pierwszego , dwa razy
iest wieksza od wysokosSci drugiego ; wiec brytowatosé
pierwszego, iest oSm razy wieksza od hrytowatosci dru-
giego. To rozumowanie przj'stosowaé mozna do wszj'st-
kich innych liczebnych przyktadéw podobnych przy-
toczonemu.



W ogdlnosci za$ mowigc: niech bedg trzy kra-
wedzie : A,B,C, iednego réwnolegloscianu prostokatne-
go : a za$, a,6,c, krawedzie drugiego rownolegtoscia-
nu pierwszemu podobnego; b-dg te trzy stosunki ro-
wne, A; a= C:b=:C c¢. Liniiom A i a znaydz-
my dwie liniie L i M, cigglo wielorazowo pro-
porcyonalne , tak , aby bylo A: a= a: L — L: M.

Bedzie pierwszy rownolegto$cian do drugiego, iak
A do M.

Jakoz uwazaigc liniie A i a, B i 6, iak boki
podstaw tych dwoch rownolegtoscig néw, zamienAmy
prostokat z linii a i h, na inny, kidryby miat za
bok ieden| tliniig B, a za hok drugi te liniig, kto-
ra wypadnie z proporcyi B: b==a" za$ sto-
sunek linii 6 do ii, wziety iest za rowny stosunko-
wi linii A dort, wiec tez bedzie A; a=a: x; aza-
tem ta czwarta proporcyonalna, ktérey szukamy , be-
dzie w samey rzeczy trzecig prpporryonalng do A , i
a. Nazwiymy te trzecig propoi cyonalng L. Bedzie
podstawa drugiego rdwnolegloscianu, réow ng prosto-
katowi z B przez L ¢ i ten drugi rownolegtoscian, be-
dzie réwny rownolegtoscianowi , ktoryby miat trzy
liniie B, ¢, L, za krawedzie; a zatem stosunek iego
do pierwszego rownolegto$cian u, bedzie ten sam, co
i stosunek prostokata z liniy ¢ i L, do prostokata
z linii A i C,

ZamieAmy prostokat z linii ci L, na inny, Kkt6-
ryby miat za bok ieden liniig C, a za bok drugi li-
niig, ktéra wypadnie z proporcyi C: c=L: x. Ze
za$ stosunek linii C do c, wziety iest za rowny sto-
sunkowi A do a, a stosunek A do c, zrohilisSmy
rowny stosunkowi a do L ; wiec tez bedzie a: L =
lu:z=zx. a zatem ta czwarta proporcyonalna, ktorey
szukamy , bedzie w samey rzeczy trzecig wielorazowo
propoi cyonalng do a i L. Nazwiymy te trzecig pro-
porcyonalng M : prostokaty B )( M i C )( L beds
rowne. Aze sie dow iodto , iz pierwszy rownolegtoscian
iest do drugiego w stosunku prostokata A X A do
prostokata ¢ X L; wiec tez ten pierwszy Iléwnole-
glosciau bedzie do drugiego w stosunku prostokata
A X C do prostokagta C X to iest ws'osunku A do M.

Ze za$ A: a: L=L: \1; wiec stosunek pier-
wszego rownolegloscianu do drugiego, réwna sie sto*
sunkowi linii pierwszey do czwartey ciagto wielora-



aowo proporcyonalney; ktéra to pierwsza liniia stu-"
Zaca za pierwszy wyraz proporcyi , powinna by¢ kra-
wedzig iednego z tych réwnolegtoscianéw , drugim za$
teyze proporcyi wyrazem ma by¢é krawedz drugie-
go réwnolegtoscianu, pierwszemu odpowiadajacy ¢ tak
iak iest nap. krawedz A i a.

Ale ze tez i dwa szeSciany , maigce krawedzie A
i a, w tymze samym bytyby stosunku; wiec dwa
rownolegtosciany podobne , maig sie do siebie w sto-
sunku szesSciennym ich krawedzi.

iti3  Twierdzi przybrane. Wysokos$ci graniasto-
stupoéw podobnych , lub ostrostupéw podobnych , tak
sie maig do siebie , iak ich krawedzie odpowiadaigce
sobie.

Dowodzi Dwoch $cian  odpowiadaigcych  sobie
w dwoch graniastostupach podobnych ¢ pochytosci do
podstaw sg réwne: tychze S$cian wysokosci, tak sie
maig do siebie, iak boki, stuzagce im za podstawy.
Wysokos$ci tych graniastostupéw, réwne sg prostopa-
dtym spusczonym na ich podstawy od punktow ktor
rychkolwiek na podstawach przeciwnych, nap. od
punktow na bokach odpowiadaigcvch sobie w tychze
podstawach; a zaiera te wysoko$ci graniastostupdw,
oedg stuzyly za iedno ramie kala prostego w dwdch
troykalach podobnych , klére za przeciwprostokatne,
maig wysokosci dwéch $cian odpowiadaigcych sobie.
Bedg zatem te wysokoSci dwdch graniastostupdw , tak
sie mie¢ do siebie, iak wysokosci dwoéch ich $cian
odpowiadaigcych sobie, to iest: iak krawedzie dwoch
tychze graniastostupéw ; odpowiadaigce sobie. To sa-
mo rozumowanie przystosowa¢ mozna i do ostrostu-
pow.

3. Niech bedg dwa jakiekolwiek graniastostupy
podobne, i te takze sg do siebie w stosunku sze$cien-
nym ich krawedzi odpowiadaigcych sobie.

Kozumowauie arytmetyczne , ktéreby mogto siu?
zyc za wstep do ogdlnego dowodzenia, to samo iest,
Co i poprzed/aigce.

W ystawuigc sobie podstawy tych dwdch grania-
stostupéw , zamienione na dwa kwadraty réwne im
co do powierzchni : poniewaz powierzchnie tych dwdéch
podstaw, maig sie do siebie, iak kwadraty bokoéw ich,
odpowiadaigcych sobie ; wiec tez i powierzchnie kwa-
dratébw rownych tym podstawom, mie¢ sie do siebie



beda, iak kwadraty bokéw odpowiadaigcycb sobie
w tychze podstawach; a zalem istosunek bokéw t\ctx
dwoch kwadratéw ~ rowny bedzie stosunkowi bokdéw
odpowiadajgcych sobie w podstawach dwoch graniasto-
stupow. Aze ten ostatni stosunek , réwna sie stosun-
kowi wysokosci dwoch graniastostupow; wiec roéwno-
legtos$ciany maiace za podstawy kwadraty, réwne pod-
stawom graniastostupow, i wysokosci réowne wysoko-
§ciom graniastostupow, bytlyby do siebie podobne; a
zatem te dwa réwnolegtoscianytakby sie do siebie
miaty * iak szesSciany ich krawedzi, albo iak szesciany
krawedzi odpowiadaigcych sobie w graniastostupach.
Ze za$ te rdwnolegtosciany bytyby réwne wzgledem
graniastostupow; wiec tez i dwa gramastostupy podo-
bne, maig sie do siebie* iak szesciany krawedzi ich,
odpowiadaigcych sobie.

4. Niech beda dwa iakiekolwiek ostrostupy po-
dobne, stosunek ich rdwna sie stosunkowi sze$cianow
krawedzi ich, odpowiadaigcych sobie.

Dwa graniastostupy nap. proste, ktorych pod-
stawy i wysokosci bytyby rowne wzgledem podstawy
i wysokosci tych ostrostupow; te mdwie graniastostu-
py miatyby wysokosci proporcyonalne bokom pod-
staw swoich; bytyby wiec podobne ; a zatem takby
sie do siebie miaty , iak sze$ciany ich krawedzi. Aze
bytyby trzy razy wieksze wzgledem tych dwodch ostro-
stupoéw; wiec i te ostrostupy sg do siebie w stosunku
szesSciennym ich krawedzi.

5. Wszystkie bryty podobne, zakoriczone po-
wierzchniami ptaskiemi, maig sie do siebie iak szescia®-'
ny ich krawedzi.

D>vie bryty podobne, mozna roztozy¢ na takie
ostrostupy, z ktoérych kazdy w sczegdlnosci nalezacy
do iedney bryty , podobny bedzie drugiemu nalezace-
mu do drugiey bryty. Te ostrostupy iedne wzgledem
drugich poiedynczo brane, mie¢ sie¢ do siebie bedg
w stosunku sze$ciennym ich krawedzi, odpowiadaig-
cych sobie; wiec i summa wszystkich ostrostupéw,
z ktérych sie sktada iedna bryta, bedzie do summy
wszystkich ostrostupéw, z ktérych sie skiada druga
brytaw tymze samym stosunku, to iest w stosunku
szesciennym ich krawedzi odpowiadaigcych sobie.

i64. opis. Walce proste podobne do siebie sg

, ktérych stosunek wysokosci rowua sie slosuakor



wi promieni ich podstaw ; przeciecia zatem tycli wal-
cOw przez osi przechodzace , sg podobne , aztagd po-
dohne sg i prostokaty tworzgce obrotem swoim te
walce.

Co zas do walcéow pochytych, a do siebie po-
dobnych , oprocz tego, ze wysokosci ich mieé sie po-
winny do siebie , iak promienie ich podstaw ; przecie-
cia tez ich od ptasczyzny przechodzgcey przez ich osi
prostopadte do podstawy powinny by¢ do siebie po-
dobne, to iest ich osi powinny sie mie¢ do siebie,
iak promienie ich pod taw.

165. Twierdz 4. Powierzchnie walcéw prostych
podobnych, maig sie do siebie, iak kwadraty ich twy-
miarow  ~“Uimen”io) odpowiadajgcych sobie, toiest: iak
kwadraty promieni ich podstaw, albo iak kwadraty
ich wysokosci.

Powierzchnia kazdego z tych walcow roéwna sie
prostokatowi z okregu podstawy iego, i zsummy wy-
sokosci iego s i promienia podstawy ; wiec powierz-
chnie te, tak sie mie¢ do siebie bedg, iak prostokaty
z promieni ich podstaw, i z summy tychze promieni
i wysokosci walcow. Aze promienie podstaw, sg do
siebie (dla podobienstwa walcéw) iak ich wysokosci ;
wiec i summa ztych promieni, iest do summy z tych
wysokos$ci, w tym stosunku , w ktdrym sg te promie-
nie. Prostokaty w'iec, w ktérych stosunku maig sie do
siebie powierzchnie te walcow , sg podobne , a przeto
tak sie beda do >iebie miaty , iak kwadraty ich bo-
kéw, odpowiadaigcych sobie, nap. iak kwadraty pro-
mieni ich podstaw. Bedg wiec do-efebie i powierzchnie
walcow w tymze samym stosunku, to iest: iak kwa-
draty promieni ich podstaw..

Toz moéwic¢ i o powierzchniach krzywy<h w wal-
cach , lo iest o takich , w ktdrych sie nie zam”~kaig pod-
stawy.

166. Twierdz. 5. Brytowato$ci walcéw podobnych,
tak sie r~aig do siebie, iak szesciany ich wymiaiow
odpowiadaigcych sobie, toiest: sg do siebie w stosunku
troymnoznym tychze wymiarédw , nap. w stosunku
troy mnoznym promieni ich podstaw.

Dowodz.  Opiszmy na podstawach tych walcéw , ia-
kiekolwiek wielokaty foremne , podobne: niech te wie-
lokaty beda podstawami graniastostupow, teyze z wal-
cami wysokosci ; te grauiastostupy bedg podobne,. a



zalem bedg sie miaty do siebie w stosunku troymno-
znyni , nap. promieni ich podstaw.

Walce lak sie do siebie inaig, iak graniastostupy
na nich opisane. Jakoz kazdy walec , iest do grania-
stostupa na nim opisanego , w stosunku podstawy tego
walca do podstawy graniastostupa. Aze podobne sg
dwa wielokaty na podstawach walcdw opisane ; wiec
tenze sam stosunek bedzie kazdego walca do grania-
stostupa na nim opisanego; a zatem tak sie mie¢ bedzie
ieden walec, do graniastostupa na nim opisanego, iak
i walec drugi do graniastostupa na nim takie opisane-
go, tak wiec pierwszy walec bedzie sie miat do dru-
giego, iak i pierwszy graniastostup do drugiego.

Aze stosunek tych graniastostupow, réwna sie
stosunkowi trdymnozncmu promieni podstaw walcow,
na ktorych sg te graniastostupy opisane; wiec i stosu-
nek tych walcéw, réwnaé sie takze bedzie stosunko-
wi troymnoznemu promieni tychze podstaw.

167. Mozna obiasni¢ przyktadami liczebnemi to
twierdzenie: ma za$ bv¢é naprzod przystosowane do
samych walcow prostych, zkad tatwo wnie$¢ bedzie
mozna , ze i w uko$nych walcach , ten sam stosunek
ma mieysee; poniewaz walce ukos$ne, rowney podsta-
wy i wysokosci z walcami prostemi, bytyby im ro6-
wne , a zatem bytyby tez do sieb e w stosunku trdy-
mnoznym promieni podstaw swoich.

168. opis. Ostrokregi proste nazywaig sie potlo-
bnemi., gdy tak sie maig do siebie ich wysokosci , iak
i promienie ich podstaw. Przeciecia przec hodzace przez
0§ tych oslrokregow sg podobne , a zatem podobne
sg Irdykaly , tworzgce obrotem swoim te ostrokregi.

Co za$ do ostrokregow ukos$nych” tych nie tyl-
ko wysokosci tak sie mie¢ do siebie powinny, iak pro-
mienie ich podstaw, ale nadto i osi ich wtymze samym
do siebie sg stosunku.

169. Twierdz. 6. Powierzchnie cale ostrokregow
prostych, sg do siebie w stosunku dwninnoznym pro-
mieni podstaw, albo w stosunku dwumnozuym bo-
kéw lychze ostrokregow.

Dowodzenie tego moze by¢ podobne do dowo-
dzenia twierdzenia 4, wzgledem stosunku powierz-
chni walcow podobnych.

Moze tez byé i w spos6b nastepuigcy, ktory
takze sluzyéby mogt rownie i do walcow.



W jecinyin ktérymkolwiek ostrokregu , powierz-
chnia krzywa , tak sie ma do powierzchni podstawy,
iak bok ostiokregu, do promienia tey podstawy. Aze
i w drugim ostrokregu podobnym pierwszemu , tenze
sam stosunek ma mieysce ; wiec powierzchnia krzy-
wa iednego ostrokregu , tak sie ma do powierzchni
podstawy iego, iak powierzchnia krzywa drugiego o-
strokregu podobnego , do powierzchni iego podstawy :
wiec i summa z powierzchni krzywey iz powierzchni
podstawy iednego ostrokregu , to iest cala iego po-
wierzchnia, lak sie ma do powierzchni podstawy iego,
iak cala powierzchnia drugiego oslrokregu , do po-
wierzchni iego podstawy; a zatem cala powierzchnia
pierwszego ostrokregu , tak sie ma do catey powierz-
chni drugiego , iak powierzchnia podstawy pierwszego
ostrokregu, do powierzchni drugiego, albo iak kwa-
drat promienia pierwszey podstawy , do kwadratu pro-
mienia drugiey.

Podobnie dowie$é mozna , ze i powierzchnie krzy-
we ostrokregéw podobnych , sg w stosunku dwumno-
znym promieni podstaw tych ostrokregéw, lub ich
bokéw odpowiadaigcych sobhie.

170. Twierctz. 7. lirylowatosci ostrokregéw podo-
bnych , maig sie do siebie, iak szesciany ich wymia*
row odpowiadaigcych sobie, toiest: iak szeSciany pro-
mieni ich podstaw, albo iak sze$ciany ich boké*v
i t.d

Twierdzenie to podobnie sie dowodzi , iak i po-
przedzajace , wzgledem brytowalosci walcow ; kiadac
zamiast graniastostupdw na walcach opisanych , ostro-
stupy opisane na oslrokregaoh.

171. Uwaga. Wszystko to, cokolwiek sie po-
wiedziato o stosunku brytowatosci rownolegtos$ciandw,
graniastostupéw , ostrostupéw i ostrokregdw podobnych,
na lo wypada, ze:

W ogo6lnosci moéwiagcf, te bryly sg w stosunku
ztozonym ze stosunku ich podstaw, i ze stosunku ich
wysokosci.

Ze za$, gdy te bryty sg podobne , stosunek ich
podstaw iest dwumuoznym stosunku ich wysokosci,
wiec stosunek ztozony ze stosunku icli podstaw, i ze
stosunku ich wysokosci, sklada sie ze stosunku dwu-
innoznego , i ze stosunku poiedynczeg.o ich wysoko-
§ci ; bedzie tedy laki stosunek troym loznyin stosunku



ich wysokosci. Aze stosunek ich wysokosci réwna sie
stosunkowi ich bokéw, klérychkolwiek odpowiadajg-
cych sobie, wiec stosunek tych bryl, gdy do siebie
sg podobne, iest tez stosunkiem tréymnoznym bokéw
ich, ktorychkolwiek odpowiadaigcy ch sobie.

173. Twierdz. 8. Powierzchnie kul sg do siebie
\y stosunku dwumnoznym ich promieni, to iest: iak
kwadraty ich promieni. Brytowatosci za$ kul, sa do
siebie w stosunku tréymnoznym ich promieni, to iest:
iak szesciany tychze promieni.

Dowod?. Powierzchnie kul, sg cztery razy wieksze,
nizli powierzchnie ich k6t wielkich ; a zatem, tak sie
do siebie maig, iak powierzchnie tychze kéf , to iest:
iak kwadraty ich promieni.

Brytowatosci kul, sg “wzgledem walcdw na nicho-
pisanych ; wiec tak sie maig do siebie, iak hryto-
wato$ci tych walcoéw, to iest: iak szeSciany ich pro-
mieni,

173. Uwaga. Widzielismy w sczeg6lnosci , iz po-
wierzchnia kuli, iest do powierzchni kwadratu iey $re-
dnicy w stosunku okregu kola do iego S$rednicy, i
ten stosunek iest zawsze iednakowy. Widzielismy tez,
ze brytowato$e kuli, iest do hrytowato$ci szeScianu iey
Srednicy, iak okrag kota, do Srednicy iego, 6 razy
wzietey } ktdry takze stosunek nigdy sie nie odmienia.

Kule wiec zacliowuig wiasnosci bryt podobnych,
tak w stosunku ich powierzchni, iako i w stosunku ich
brytowatosci. Jjkoz , sg one w samey rzeczy bryta-
mi podobnemi ; $rodek iedney kuli podobnie iest po-
tozony , iak i $rodek inney iakieykolwiek kuli; iak
iedna, tak i druga, tworzy sie obrotem pdtkola, a
te poétkola sa do siebie podobne.

Moznaby wiec (z niewielka odmiang) toim przy«
stosowaé, co sie powiedziato o brylach podobnych,
zakoficzonych powierzchniami ptaskiemi,® wzgledem
punktéw podobnie potozonych w tychze hbrytach.

17+ opis.  Wycinki podobne kul, sgte, ktérych
katy we $rodku sg podohne, albo ktére obrotem po-
dobnych wycinkow kot tyyprza sie.

Odcinki kul, podobne sg te, ktérych promienie
podstaw, tak sie do siebie maig, iak ich wysokosci,
albo iak promienie kul, do ktorych nalezg; albo na
koniec sg te, Kktdre sie tworzg podobnych pdlodcin-
kow kot obrotem.



Tab.VI. 17S.  Twierdz, g Powierzchnie kuliste "1
Fig. 4. powierzchnie cafe, tak wycinkéw, iak i od-
cinkéw podobnych w kulach, sg do siebie, w stosunku
dwumnoznym promieni kul, do ktérych naleza.

Do<vodz Niech bedg ACB, ach, dwa wycinki
két podobne , ktére obrotem swoim okoto promieni
AC, ac, tworzg podobne kul wycinki.

Naprz6d. Powierzchnie kuliste utworzone przez
tuki AB, ab, réwnac sie bedg powierzchniom kot ma-
jacych za promienie liniie AB, ab ; wiec lak sie miec
beda do siebie, iak kwadraty tych liniy AB, ab,
albo iak kwadraty promieni AC, ac.

Powiore.  Powierzchnie ostrokregowe utworzone
obrotem promieni CB, bc, maig sie tez do siebie , iak
kwadraty promieni CB, cb, albo CA, ca ~ wiec i po-
wierzchnie cate wycinkow podobnych, tak sie do sie-
bie maig, iak kwadraty promieni CA, ca.

Kota wykre$lone promieniami BI), hd , i stuzagce
za podstawy odcinkom kuli, utworzonym przez obrot
pélodcinkow kot ABD abd, sg takze d) siebie, iak
kw adraty liniy BO , hd, a zatem iak kwadraty pro-
mieni Cli, cb, albo CA, ca.

178. Twierdz. 10. Biytowatosci tak wycinkdw,
iak i odcinléow podobnych w kulach, sg do siebie
W stosunku LIO™ mnoznym promieni kul, do ktérych
naleza.

Dowod?. Nnprzéd. Wycinek kuli, utworzony
przez wycinek ACB kota, tak sie maig do swoiey
kuli, iak kwadrat linii AB, do kwadratu S$rednicy

AE: albo iak kwadrat linii ab, do kwadratu S$rednicy
ae , toiest: iak wycinek kuli, utworzony przez wyci-
nek ach kota, do kuli swoiey. Wiec tenze sam iest
stosunek iednego z ty<h wycinka do swoiey kuli, co
i drugiego wycinka do swoiey takze kuli; a zatem te
wycinki lak sie do siebie maig, iak i kule, do kto-
rych nalezg. Aze stosunek tych kul, iesl stosunkiem
troym.nozny m ich promien) wiec istosunek tych wy-
cinkdw, iest takze stosunkiem troymnoznyin t\chze pro-
mieni.

Powtére. CKtrokregi podobne utworzone obro-
tem troykatow, CBD, cbd, sg do siebie w stosunku
trzymuoznym promieni CB, cb; wiec tak tez maig
sie do siebie , iak i wycinki kut utworzone obrotem
wycinkéw ACB, acb, do kot nalezacych; a zatem i



réznicc kazdego wycinka kuli, od kazdego ostrokregu,
to iest odcinki kul , utworzone przez poétodcinki kuf,
ABU, abd, sg do siebie w stosunku rownym stosun-
kowi wycinkéw kul, to iest w stosuuku tréymnoznym
promieni : CB, cbh.

177. Twierdz 11. Gdy cztery iakie liniie czy-
nig proporcyga, i gdy dwa pierwsze wyrazy tey pro-
porcyi, sa liniiami odpowiadaigcemi sobie, czyli po-
dobnie potozonemi w dwéch brylach podobnych ; a
dwa ostatnie wyrazy teyze proporcyi , sg liuiiahii od-
Jowiadaigcemi sobie w dwoéch innych brytach podo-

ych ; stosunek dwoch pierwszych bryt, bedzie ro-
wny stosunkowi dwdch bryt drugich.

Dowod?. Gdyby te cztery liniie byty bokami
czterech szeSciandw, te cztery szesciany czynityby pro-
porcya : aze stosunek dwobch pierwszych bryt, réwna
sie stosunkowi dwoch pierwszych sze$cianéw, a stosu-
tiek dwdéch drugich bryt, rowna sie stosunkowi dwdch
drugich szesciandw ; wiec i stosunek dwéch pierwszych
bryt , réwna sie stosunkowi dwdch bryt drugich.

178.  Uwaga. Brytowatosci bryt podobnych,
predzey rosng, niz ich powierzchnie.

Przyktad* Niech bedg liniie odpowiadaigce so-
bie w dwoch brytach podobnych, dwa razy wieksze
iedne wzgledem drugich ; powierzchnia iedney z tych
bryty, bedzie cztery razy wieksza od powierzchni dru-
giey bryty; a za$ brytowato$¢ iedney bryty, bedzie o$m
razy wieksza od brytowato$ci drugiey bryty.

W og6lnosci za$ modwigc, niech beda Tal>.vi.
Al3, AC, liniiami odpowiadaigcemi sobie F'g-

w dwéch brytach podobnych. Zrdbmy tréykat pro-
stokatny maigcy liniiag AB, za iedno ramie kata pro-
stego , a liniig AC ?a przeciwprostokatna.

Pociggniymy CU prostopadtg do AC, i natra-
fiajagcg na liniig AB przediuzong w punkcie D. Od
tego punktu D, wyprowadZzmy DE prostopadtg AD,
i natrafiaigcq na liniig AC przedtuzong w punkcie E.

Powierzchnie dtUMl Hryt, ktoreby mialty AB i
AC za liniie odpowiadaigce sobie, maig sie tak do-ie-
bie , iak liniie AB i/D; a brytowato$ci i<h, sg w tym
samym stosunku , w ktérym liniie AB i AE.

Aze liniia AE , wieksza iest wzgledem linii AB,
nizeli linila AD; wiec tez i brytowatos¢ drugiey
bryty wieksza iesL wzgledem brytowatosci pierwszey



bryty, niili powierzchnia tey drugiey bryty wzgle-
dem powierzchni pierwszey bryty, to iest: brytowa-
to$¢ drugiey bryty predzey sie powieksza , nizeli iey
powierzchnia.

179, Uwaga. Na poprzedzaigcych twierdzeniach
zasadza sie podziat linii  bryt  (Linea solidorum) ktérg
znayduiemy na cerklu proporcyonalnym.

Ta liniia zawiera w s”“bje zwyczaynie 64 po-
dziatly , ktére sie rachowac zaczynaig od srodka na-
rzedzia (a centro ).

Odlegtosci tego $rodka od punktow naznaczo-
nych liczbami: 1. 8, 27, 64, tak sie maig do sie-
bie , iak

liczby - - A 1,2,3,4,
co znaczy, ze bryly podobne, ktérych boki sg w sto-
sunku liczb: 1, 2, 5, 4, maig brylowatosci w sto-
sunku liczb: |, 8, 27, 64.

Inne podziatly wyznaczone sg przez wyciggnienie
przyblizone pierwiastko,w szeSciennych. 1 tak, ponie-
waz boki dwoch szesciandw, z ktérych ieden dwa
razy iest wiekszy od drugiego, tak sie blisko maig
do siebie, iak liczby 126 i 100; wiec tez i odlegtosci
srodka, od punktéw naznaczonych na tey linii licz-
bami 1,2, tak sie maig do siebie, iak liczby 100,
i 126. Uzywanie dwdch takich liniy, znayduigcych
sie na dwoch ramionach eerkla proporcyonaluego,
podobne iost uzywaniu innych liniy tamie sie znay-
duigcjch, ktére w osobnym na to rozdziale iuz sie
wytozyto w czesci |. 4

KONIEC.
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