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AVANT-PROPOS.

Le calcul numérique est une nécessité journaliére pour une foule
de professions. Le physicien et plus particulicrement I'électricien,
le financier, le navigateur, I'artilleur, etc., sont, a des degrés di-
vers, lous soumis a celte nécessité; pour l'ingénieur, elle est par-
ticulicrement impérieuse. Or le calcul est une opération longue
le plus souvent, et fastidieuse toujours, dont on doit, autant que
possible, chercher a s’affranchir. L’idéal, en cet ordre d’idées,
doit étre, étant connues certaines données, d’en déduire instanta-
nément et sans aucune opération intermédiaire, ou, du moins,
par une opération réduite a sa plus simple expression, la quantité
qu’on veut obtenir.

Ce résultat a été recherché de diverses maniéres. Nous citerons
les Tables numériques, fort commodes assurément pour ceux qui
s'en servent, mais qui représentent un travail considérable pour
ceux qui les dressent; les machines et les regles a caleul, dont les
premiéres coltent souvent fort cher ('), et qui, en tout cas, ne
s'appliquent qu’a des opérations générales, telles que la multipli-
cation, la division, 'extraction des racines, etc.

Sans vouloir méconnaitre I'intérét qui s’attache a ces divers
instruments de calcul, nous croyons pouvoir affirmer que c’est la
méthode graphique qui constitue le moyen le plus pratique et le
plus universel de supprimer la nécessité du calcul numérique.
Encore convient-il de faire ici une distinction. La méthode gra-
phique peut venir en aide au calculateur de deux maniéres abso-
lument différentes.

Dans certains cas, les données étant prises sous forme d’éléments

’ ’

géométriques simples, segments de droites, angles, aires, ete., il

(') Nous devons dire, cependant, qu'un ingénieur civil attaché a 'administra-
tion des Chemins de fer de I’Etat, M. Genaille, a construit divers appareils de
calcul aussi simples qu’ingénieux, dont le prix de revient est insignifiant.

(0

1
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2 AVANT-PROPOS.

s'agit, au moyen d’une construction, d’en déduire les inconnues
mises sous la méme forme. On doit, en d’autres termes, exécuter
une épure. A ce genre d’application appartiennent, en particulier,
tous les procédés de la Statique graphique, et nous entendons par
la non seulement ceux a qui cette dénomination est plus spécia-
lement réservée et qui dérivent systématiquement des propriétés
des polygones funiculaires, mais encore tous ceux qui se déduisent
d’autres considérations géométriques, tels, par exemple, que
M. Collignon en a fait connaitre, et de si élégants, pour le pro-
bleme de la poutre droite soumise a des charges discontinues, pour
celui de I'arc parabolique surbaissé, etc.

Les épures ainsi substituées au calcul numérique sont, en géné-
ral, fort simples, fort expéditives, et les ingénieurs accusent une
tendance de plus en plus marquée a y recourir. Mais elles sont
encore en dehors du sujet que nous avons en vue ici, el qui a trait
a un autre mode d’application de la méthode graphique. Celle-ci
peut, en effet, fournir la représentation sur un plan, au moyen de
certains systémes de courbes faciles i construire et construites une
fois pour toutes, des équations qui lient entre elles les quantités
soumises au calcul. De tels Tableaux graphiques, ou abaques,
pour employer un terme que l'usage a aujourd’hui pleinement
consacré, donnent les résultats a déduire de la formule a laquelle
ils s’appliquent par une simple lecture. lls supprimeni donc, une
fois construits, toute espéce d’opérations, el se trouvent ainsi réa-
liser I'idéal que nous définissions plus haut.

Leur exécution, il est vrai, représente un certain travail ; mais
celui-ci, qui est loin d’étre aussi important qu’on pourrait le
croire au premier abord, est, en tout cas, incomparablement plus
simple et exige infiniment moins de temps que celui de la construc-
tion des Tables numériques ('), pour fournir les mémes résultats
que celles-ci dans le cas ol elles sont réalisables, et s’étendre a
une foule d’autres cas pour lesquels elles ne seraient pas pratique-
ment possibles, faute de se pouvoir préter a plus de deux entrées.

(*) Il est assez difficile de chiffrer "économie de temps résultant de la substi-
tution d’un abaque au calcul d’'une table numérique a double entrée. Notre ex-
périence personnelle nous permet d’affirmer que, bien souvent, le rapport des
temps employés dans 'un et I'autre cas, atteint celui de 1 4 20 et méme davan-
tage.
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AVANT-PROPOS. 5¢

Il est bien évident d’ailleurs que la construction des abaques ne
sera véritablement avantageuse que lorsqu’il s’agira de formules
d’un usage fréquent. Mais celles-ci sont assez nombreuses pour
attester la haute utilité pratique de la méthode et attirer sur elle
Iattention des gens techniques en raison du profit, en quelque
sorte permanent, qu’ils ont & en tirer.

Nous souhaiterions méme que 'usage des abaques entrit assex
dans leurs habitudes pour que les auteurs écrivant sur des sujets
techniques fussent amenés, en faisant connaitre quelque formule
nouvelle applicable & un objet pratique, a en faire immédiatement
la traduction sous forme d’abaque, de facon a donner mieux que la
formule elle-méme, a savoir les résultats auxquels elle doit con-
duire dans les cas ot elleestapplicable (*). Il nous semble de méme
que le recueil des formules relatives a une certaine profession
pourrait étre avantageasement remplacé par Patlas des abaques
correspondants. Cette considération n'a pas été étrangere a la
pensée qui nous a guidé dans la rédaction du présent Travail, dont
nous faisons ressortir le but un peu plus loin.

Rappelons d’abord qu’il y a fort longtemps qu’on a songé a uti-
liser la méthode graphique en vue de la suppression du calcul nu-
mérique. L’ Arithmétique linéaire de Pouchet, fondée sur cetle
idée, remonte a 1795. Nombre de travaux datant de la premiére
moitié du siécle et dus a d’Obenheim, Bellencontre, Allix, s’en
sont également inspirés. Terquem semble avoir, le premier, énoncé
un principe général sur le sujet en faisant remarquer que la repré-
sentation graphique des équations a trois variables pouvait étre
identifi¢e & la représentation plane d’une surface topographique
par les projections de ses courbes de niveau.

Depuis lors, M. Lalanne, en imaginant le principe de "'anamor-
phose qui lui permit d’apporter une grande simplification dans la
construction de certains abaques d’un usage tout a fait courant,
ouvrit une voie nouvelle, dans laquelle il fut suivi par de nombreux
auteurs, notamment par MM. Collignon (formules d’Hydraulique),

(') Ce veen se trouve déja réalisé dans divers Ouvrages ou Mémoires tech-
niques, notamment dans le 77raité de Nivellement de haute precision de
M. Lallemand, qui fait partie de I’Encyclopedie des Travauxr publics, dans la
remarquable Etude sur le desséchement des pays watringues, de M. Crépin
(Annales des Ponts et Chaussées, 6° série, t. I, p. 195; 1881), etc.
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4 AVANT-PROPOS.

Chéry (formules de la résistance des matériaux), Massau, qui a
énoncé le principe de 'anamorphose dans toute sa généralité, etc.
1l est inutile de rappeler longuement les services rendus par les
abaques construits par M. Lalanne, d’aprés son principe, pour le
calcul des profils de terrassements, alors qu’étaient dressés les
projets des lignes de notre grand réseau de chemins de fer.

Plus récemment, une application tout & fait remarquable des
abaques, et d’abaques concus d’aprés un principe nouveau, a été
faite au Service du Nivellement général de la France, par M. I'In-
génieur des Mines Lallemand, chargé de diriger les opérations de
cet important service. Grice a ces abaques, dits hexagonauzx ('),
sur lesquels nous aurons occasion de nous étendre au cours de ce
Travail, M. Lallemand est parvenu a faive faire en quelques minutes
une besogne qui se répéte journellement et qui absorbait aupara-
vant tout le temps de certains employés atlelés au travail ingrat et
rebutant des calculs de correction.

Cette application seule des abaques suffirait a fixer sur eux
'attention de tous les hommes techniques qui, dans chaque spé-
cialité, n’ont pas moins d’avantages a en attendre.

Ayant eu, pour notre part, fréquemment occasion d’y recourir,
nous avons aussi rencontré divers procédés susceptibles, en cer-
tains cas, de faire naitre de sérieuses simplifications. Nous nous
sommes donc trouvé Lout naturellement conduit a faire une étude
comparative des diverses méthodes connues, de facon a essayer
d’en faire saillir les traits généraux, et nous avons été ainsi amené
areconnaitre, entre des méthodes en apparence assez dissemblables
el tirées par leurs auteurs de points de départ tout différents, un
lien qui les fait rentrer toutes dans un cadre commun et unifor-

(*) Sauf une Note trés succincte présentée a ’Académie des Sciences (Compltes
rendus,-t. CII, p. 816), M. Lallemand n’a pas encore livré au public I'exposé de
sa Méthode, 'autographie qui en a été faite et que nous citons plus loin, dans la
Note bibliographique, n’ayant pas ¢té mise en vente. Néanmoins, ce savant ingé-
nieur a bien voulu nous engager a donner dans le présent Ouvrage les principes
encore inédits de sa Méthode. Nous tenons & lui en faire nos remerciements, et
nous avons lespoir que ce que nous disons ici de ses abaques hexagonaux don-
nera a nos lecteurs la curiosité de prendre connaissance, dés qu’elle paraitra, de
la publication détaillée qu’il compte leur consacrer. Il'y a d’ailleurs lieu de noter
que la facon dont nous présentons ces principes, qui dérive de notre méthode
générale, différe absolument de celle par laquelle leur auteur les a étlablis.

http://rcin.org.pl



AVANT-PROPOS. 5
mément dériver de certains principes a la vérité bien simples et
bien élémentaires.

(Zest donc, a proprement parler, 'ensemble d’un petit corps de
doctrine que nous avons constitué en des matiéres jusqu'ici assez
éparses. 1l serait plus exact de dire que ce n’est encore que
I’ébauche d’untel corps de doctrine. Mais, tel qu’il est, nous avons
pensé qu’il y avait utilité & faire connaitre le fruit de nos recher-
ches, tant au point de vue didactique, pour mettre une certaine
uniformité dans I'exposé des méthodes déja connues et rendre par
li leur assimilation plus aisée a ceux qui les abordent pour la pre-
miére fois, qu'au point de vue pratique, pour faciliter extension
et les applications ultérieures de ces méthodes.

Notre exposé se trouve naturellement complété par un certain
nombre d’exemples. Nous avons généralement choisi ceux-ci moins
pour leur importance propre qu’en raison des remarques particu-
licres auxquelles ils pouvaient donner lieu sur I'application de la
théorie.

Nous nous sommes néanmoins appliqué a les prendre dans la
pratique courante, notamment dans celle du métier d’ingé-
nieur ().

Nous tenons encore a présenter une observation sur un point
de méthode de 'exposé qui va suivre. La théorie des points iso-
pléthes qu’on trouvera plus loin (Chap. 1V) et pour laquelle nous
employons un systéme spécial de coordonnées tangentielles, les
coordonnées paralléles, pourrait évidemment étre faite en coor-
données cartésiennes ordinaires. 11 suffirait, pour cela, au lieu de
représenter le point par une équation en coordonnées paralléles
dont les coefficients sont fonctions d’un certain paramétre, de
le représenter par ses deux coordonnées cartésiennes, fonctions
de ce paramétre. Mais, oulre que Pemploi de ces coordonnées
paralleles est aussi simple que possible, puisque toutes les notions
qu’il exige tiennent en quelques lignes (n° 28), il a avantage, en

(*) Nous tenons aussi a dire que nous avons du, par suite de nécessités typo-
graphiques, établir la plupart des abaques qui figurent dans cet Ouvrage a une
échelle inférieure a celle qui serait adoptée dans la pratique en vue d’obtenir
le degré d’approximation requis par les applications. Par la méme occasion, nous
adressons nos remerciements a M. le Conducteur des Ponts et Chaussées Guerche,
pour le soin avec lequel il a dessiné les figures de cet Ouvrage.
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6 AVANT-PROPOS.

¢établissant une corrélation parfaite entre la théorie des points
isoplethes et celle des droites isopléthes, de rattacher celle-la
comme celle-ci au principe fondamental par ot débute cette étude
et qui se trouve ainsi la dominer tout entiére. 1l n’en aurait pas
été de méme si la théorie des points isopléthes avait é1é faite en coor-
données cartésiennes.

Nous ne supposons d'ailleurs, dans tout notre Travail, que I’em-
ploi des coordonnées soit ponctuelles cartésiennes, soil tangen-
tielles paralleles. Il est bien évident qu'on pourra, le cas échéant,
en utiliser d’autres, et notamment celui des coordonnées polaires.
Les principes de la méthode n’en seraient, pour cela, nullement
modifiés.

Nous n’avons pas cru devoir nous arréler spécialement au cas
des équations a deux variables qui ne présente aucune nolable
particularité. Il suffit d’ailleurs, pour étre ramené i ce cas, de sup-
poser, dans le cas de trois variables, une de celles-ci remplacée par
une constante.

Arrivé au terme de notre recherche, nous avons pensé qu’il
avait lieu de désigner, par une dénomination propre, le petit corps
de doctrine spécial qu’elle avait mis en relief @ nos yeux. Comme
il s'agit, en somme, de la 1‘epréscnlali0n graphiquc de la lo¢ qui
unit plusieurs quantités simultanément variables, loi dont ce qu’on
appelle équation n’est que I'expression analytique, nous avons cru
pouvoir adopter le terme de nomographie (viuos, loi), inscrit en
téte de cette étude.

Au point de vue philosophique, on peut faire un rapproche-
ment entre la Nomographie et la Géométrie descriptive. L'un et
Pautre de ces corps de doctrine ont pour but la mise en application
de certains principes des Sciences mathématiques, sans U'interven-
tion d’aucun autre principe étranger a ces Sciences, en vue de
cerlains besoins absolument pratiques.

La Géométrie descriptive raméne au plan les faits de U'espace,
la Nomographie ceux du nombre. L'une repose sur I'emploi de
quelques propositions simples de Géométrie pure, Pautre sur
quelques principes non moins élémentaires de Géométrie analy-
tique.

Avril 18g1.
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NOTE BIBLIOGRAPHIQUE. 4

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE.

Nous n'avons aucunement la prétention de dresser ici une liste com-
pléte de la Bibliographie des abaques. Nous donnons simplement les
titres des Ouvrages de langue francaise ou se trouvent, a notre con-
naissance, traitées avec quelque généralité, plusieurs des parties que
nous avons fondues en un seul corps dans le présent Ouvrage :

LALANNE. — Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométric
anamorphique (ANN. DES PoNts ET CHAUSSEES, 1% sem.; 1846).

LALANNE. — Méthodes graphiques pour [lexpression des lois a trots
variables. Mémoire publié dans les NOTICES SUR LES MODELES, CARTES ET
DESSINS RELATIFS AUX TRAVAUX DES PonTs ET CHAUSSEES, REUNIS PAR LES
SOINS DU MINISTERE DEs Travaux pusLics, a l'occasion de I'Exposition
universelle de Paris, en 1878.

LALANNE. — Méthodes graphiques pour Uexpression des lois empiriques
ouw mathématiques a trois variables. Ce Mémoire, qui ne différe du
précédent que par quelques points de détail, a été inséré dans 'Ouvrage
de méme titre que le précédent, qui a été publié a 'occasion de 'Expo-
sition universelle de Melbourne, en 1880.

LALLEMAND. — Les abaques hexagonauz. Feuilles lithographiées en 1885
par les soins du Ministére des Travaux publics, pour les besoins du
Service du nivellement général de la France, et non livrées au public.

Massav. — Mémoire sur l’intégration graphique et ses applications
(Liv. [l et IV). Publié dans les ANNALES DE L’ ASSOCIATION DES INGENIEURS
SORTIS DES ECOLES SPECIALES DE GAND, en 1884 et années suivantes. Les
Livres I et Il de ce Mémoire, qui ne traitent des abaques dans aucune
de leurs parties, avaient paru en 1878.

Favaro rr TERRIER. — Lecons de Statique graphique (T. 11, Chap. V,
VI, VII, et Notes additionnelles). Paris, Gauthier-Villars; 1885.

D’OCAGNE. — Procédé nouveau de Calcul graphique (ANNALES DEs PoNTs
ET CHAUSSEES, 2° sem. 1884).

D'OcAGNE. — Méthode de Calcul graphique fondée sur U'emploi des
coordonnées paralléles (GENIE crviL, t. XVII, 1890).
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NOMOGRAPHIE.

LES CALCULS WSUELS

EFFECTUES AU MOYEN

DES ABAQUES.

CHAPITRE .

EQUATIONS NE CONTENANT PAS PLUS DE TROIS VARIABLES.

Principe fondamental. Définition des isopléthes.

1. Considérons les équations de trois courbes renfermant cha-
cune un paramétre arbitraire

(I) (2590, )= 0}
(Iy) Hy(Zias) = o
(I3) Fs(z, 7, )= 0

\ cha([ue valeur du parameétre « correspond, en vertu de (L),
une courbe qui peut étre désignée par cette valeur de « inscrite a
coté de cette courbe. Pour rappeler que I’élément « a la méme
valeur tout le long d’une quelconque de ces courbes, celles-ci sont
dites des isoplethes (V) pour I'élément 2. Nous les désignerons
ordinairement par la notation ().

De méme la variation de  dans (1) et celle de + dans (1) four-
nissent des isopléthes respectivement cotées au moyen des valeurs
de 3 et de v.

(*) Terme proposé par 'auteur allemand Vogler et adopté par M. Lalanne.

http://rcin.org.pl



10 CHAPITRE 1.

Sinous éliminons x et y entre les équations (1), (1.) et (Iy), nous
obtenons la relation a laquelle doit satisfaire un systéme de va-
leurs de 2, 3, y, pour que les isopléthes correspondantes concourent
en un méme point. Cette relation peut s'écrire

(E) Fo(2, 8, 7)= o.

Il est donc permis de dire que le Tableau graphique ou abaque,
formé par les trois systémes de courbes cotées, qui viennent d’¢tre
définis, constitue une représentation de I'équation (E). Un tel
abaque est représenté schématiquement par lafig. 1.

La liaison entre les valeurs de «, 3, vy qu'établit cetle équation

se traduit sur I'abaque par le fait du croisement en un méme point
des courbes pourvues des cotes correspondantes. Par exemple,
sur Pabaque de la fig. 1, pour o =3, 8 =4, on aurait y = 2.

Ici se placent deux remarques essentielles au point de vue de la
construction des abaques.

1° Les accroissements successifs, généralement égaux, qu’on
donnera a chaque paramétre pour engendrer un cours d'isopléthes
devront étre assez pelits pour que I'interpolation a vue qui se fera
entre celles-ci atteigne le degré d’approximation voulu; il faudra,
d’autre part, que le dessin soit fait a une échelle, telle que les
isopléthes répondant a ces valeurs successives du parametre se
dégagent nettement au regard.

»° On se rendra compte @ priori du champ a lintérieur duquel,

http://rcin.org.pl



EQUATIONS NE CONTENANT PAS PLUS DE TROIS VARIABLES. 5l

en pratique, reste comprise chacune des variables, afin de ne pas
charger le Tableau de parties inutiles.

Outre donc la forme de I'équation & représenter, on devra con-
naitre, dans chaque cas particulier, le degré d’approximation
exigé et Vamplitude de la variation de chacune des quantités
ligurant dans I'équation.

[abaque étant supposé satisfaire a-la condition qui vient d’étre
énoncée, relativement au degré d’approximation obtenu par une
interpolation visuelle, nous pourrons parler des courbes que I'ceil
intercale de lui-méme entre celles qui sont effectivement tracées
au méme titre que de ces derniéres.

Nous dirons, par suite, aussi bien pour les valeurs interpolées
des variables que pour leurs valeurs cotées, que, si l'on se donne
les valeurs de deux des variables o et %, on a la valeur correspon-
dante de v déterminée par I'équation (E), en lisant la cote de
Uisoplethe (v) qui passe par le point de croisement des isople-
thes () et (B).

Méthode ordinaire.

2. Il est de toute évidence, étant donnée I'équation (E), qu’on
peut choisir arbitrairement deux quelconques des trois premicres
¢quations, par exemple (1) et (1,); (I;) s'obtient alors en élimi-
nant 2 et B entre ces équations et I'équation donnée (E). Toute la
question se rédait, étant donnée cette derniére, a choisir judicieu-
sement (1) et (I,) pour que les courbes représentées par celles-ci,
ainsi que celles données par I'équation (1) qui s’en déduit, soient
aussi simples que possible.

On est tout d’abord amené a donnera (I,) et (I,) laforme la plus
simple, en posant

(%) z=a,
I’équation (I;) devient, dans ce cas,
(llﬁ) FO(‘Tv .) Y):O'

Cela revient a prendre deux des variables pour coordonnées
courantes et la troisieme comme paramétre arbitraire. Clest la le
procédé qui se présente le plus naturellement a I'esprit et qui esl
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12 CHAPITRE 1.

le plus couramment appliqué. Iciles isopléthes (o) sont des paral-
[¢les équidistantes a 'axe des y, les isopléthes (3) des paralleles
équidistantes a I'axe des 2. L'abaque se compose en somme des
isopléthes () tracées sur une feuille quadrillée ( fig. 2).

Fig. 2.
S LT
8
i §
6 NN
5

Ce mode de représentation (') étant applicable a toutes les
équations a trois variables, il aurait été bien inutile de le faire
découler d’un principe plus général, si celui-ci ne devait, dans
certains cas, conduire, par une particularisation différente, a des
abaques de construction plus simple.

Principe de I’anamorphose.

3. Prenons, par exemple, une équation de la forme

(E") J@) b1 (v)+o(B) dba(y)+ da(y)=o.
Ici nous prendrons pour équations (1,) et (1)

i) > = f(a),

(13) y =)

(') Les applications connues en sont des plus nombreuses. Nous citerons, en
particulier, pour le soin avec lequel ils ont été dressés, les excellents Tableaux
graphiques sur les questions d'intéréts et de finances de M. Eugéne Pereire.
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EQUATIONS NE CONTENANT PAS PLUS DE TROIS VARIABLES. 13

L'équation (I;) obtenue, comme nous 'avons dit plus haut, par
¢limination de o et § entre (1,), (1) et (E), estici

(1) FY (D) + 3 b (1) + ds(7) = o.

Les isoplethes (2) et () sont donc encore des paralléles aux
axes, mais cette fois, non plus équidistantes, et les isopléthes ()
sont aussi des droites, tangentes & une certaine courbe dont I'équa-
tion, si on la désirait, s’obtiendrait, comme on sait, en éliminanty
entre I'équation (1)) et sa dérivée prise par rapport a 2

(Cest la substitution de ces droites () aux courbes que donne-
ait Papplication de la méthode ordinaire qui constitue le principe
de Uanamorphose de M. Lalanne. Cette facon de I’établir montre
immédiatement qu'il n’est qu'un cas particulier de celui qui va
¢tre maintenant indiqué.

Généralisation du principe de I’anamorphose.

k. Cherchons la forme générale des équations représentables
par trois cours d’isopléthes rectilignes. Dans cette hypothese, les
¢quations (1), (L) et (Iy) devant étre du premier degré en z ety

pourront s'écrire

(GG zfi(2)+yfo(2)+ f3(a) =0,
(I35) 291(B)+ye2(3)+ 93(B) = o.
(RIE 9} Y (1) +ydaly)+ ds(y)= o,

La forme de P'équation () correspondante, obtenue par élimi-
nation de z et ), peut s’écrire immédiatement sous forme de dé-

terminant

| fi(2) fa(2) Sfi(a) |
() ‘9,4’3) 92(B) 93(B) |=o.

L (y) da(y) ds(y) |

La disposition générale des abaques correspondants est repré-
sentée schématiquement par la fig. 3.

Il n’est pas toujours facile, sans quelques titonnements, de voir
si une équation donnée entre trois variables peut se mettre sous
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14 CHAPITRE 1.

cette forme (). Voici un cas, assez fréquent dans la pratique, ot
la vérification se fait trés facilement : ¢’est celui o I'équation

donnée se présente sous la forme

(Ew) %12, :3)‘«'(1(‘.')*’-— 72(%, S)'-!-‘z(‘,’)“— 73(2, 3)"{3(‘.’:’_’ 0.
Il suffit alors de poser
‘ X = ZA—I(Q, p'))
AN ) 7,3(.17 p)
: | = 2a(= B)
V7 xa(e, B)’

(') Le caractére commun & toutes les ¢quations susceptibles de revétir la
forme (Eur) se traduirait par une équation aux dérivées partielles ohtenue par
I’élimination des fonctions arbitraires qui entrent dans cette forme. Ces fonc-
tions sont au nombre de six (car on ne doif, dans chaque ligne du déterminant,
considérer comme arbitraires que les rapports de deux des éléments au troisi¢me)
et le probléeme d’Analyse consistant a les éliminer ne manquerait pas d’une cer-
taine complication. Ce probléme a été complétement résolu, et d’une maniére
fort élégante, par M. I'Ingénieur des Mines Lecornu ( Comptes rendus de U’ Aca-
démie des Sciences, t. ClI, p. 815), dans le cas ou la forme (Eur) se réduit a (Ei).
M. Lecornu a non seulement éliminé les quatre fonctions arbitraires que ren-
ferme (Eu), mais encore indiqué la facon dont elles peuvent se déterminer lors-
qu’on a vérifié que I’équation proposée peut se mettre sous cette forme.
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EQUATIONS NE CONTENANT PAS PLUS DE TROIS VARIABLES. 1)

et d’éliminer successivement 3 et o entre ces équations. Si les ré-

sultants de ces éliminations sont du premier degré en z et y,

) (IY) @ fi(2)+y fa(a)+ fa(a) = o,

(B)
L) @oi(B)+roa(B)+2s(B) =0,

on prendra ces équations pour (I;) et (I,); (I;) s'obtiendra en
¢liminant o et % entre ces équations et (EY), et comme le sys-
teme (B) est équivalent au systéme (A), le résultat de cette élimi-
nation sera

() Yy (1) +y¥s () + Y3 (v) = o.

L’équation (EY) sera donc alors représentable par trois cours
d'isoplethes rectilignes.

Triple réglure.

5. Il nous sera nécessaire d’adopter une dénomination spéciale
abrégée pour les équations représentables par trois cours d’iso-
plethes rectilignes, c’est-a-dire rentrant dans le type général (E™).
Nous proposerons le terme d’équations a triple réglure qui
évoque bien l'idée de la propriété sus-indiquée.

Isopléthes circulaires.

6. Remarquons en passant que, pour certaines formes de I'équa-
tion (E), une ou plusieurs des équations (1), (I,) et (1) pour-
ront étre choisies de facon a représenter des cercles. On aura ainsi
la représentation, au moyen d’isopléthes circulaires, aussi faciles a
construire que des droites, de certaines équations non a triple
réglure. On en trouvera plus loin (n° 16) un exemple remarquable.

Echelles binaires a paralléles.

7. Soit une fonction de deux variables © (3, v); on peut toujours
construire un abaque sur lequel ses valeurs soient données par des
segments proportionnels, déterminés sur un axe par des paralléles
a un auatre axe. Posons, en ellet,

?(Biy) =2
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16 CHAPITRE I.

el représentons cette derniére équation par un abaque ainsi qu’il
a été ditaun® 2( fig. 2), c’est-a-dire en prenant comme premier
cours d’isopléthes [éq. (I,)]

xTr = a.

Dans ces conditions, la paralléle a I'axe des y, menée par le
point de croisement des isopléthes (%) et (), détermine sur I'axe
des z un segment qui donne, a I'échelle de la figure, la valeur cor-
respondante de 2 (2, v). Aussi I'abaque ainsi construit est-il dit
une échelle binaire a paralléles dela fonction o (3, v). On verra,
au Chap. V, le parti que M. Lallemand a su tirer de 'emploi de ces
échelles binaires, dont il semble avoir été le premier a se servir

systématiquement.

Echelles binaires a4 radiantes.

8. On peut encore avoir les valeurs de o ({2, v) par les coefli-

Fig. 4.

/

cients angulaires de droites issues de I'origine. Il suffit pour cela,
aprés avoir posé comme précédemment

a=o(8,7),

de construire 'abaque ( fig. 4) de cette derniére équation en pre-
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EQUATIONS NE CONTENANT PAS PLUS DE TROIS VARIABLES.

17
nant comme premier cours d’isopléthes [éq. (I1))]

‘}’ = ax.
Dans ces conditions la droite joignant I'origine au point de croi-
sement desisopléthes (3) et () a pour coefficient angulaire 2(8,7);

on a ainsi une échelle binaire a radiantes de la fonction ¢ (B, v)-
Ces échelles ont été également imaginées par M. Lallemand.

Echelles binaires anamorphosées.

9. En général, dans ce cas, comme dans le précédent, on pren-

dra comme second systéme d’isopléthes des paralleles équidis-
tantes a un des axes, en adoptant pour équation (I,)

On pourra néanmoins choisir autrement le second cours d’iso-

pléthes, de facon & n’avoir pour isopléthes que des droites quand
la forme de la fonction o (3, v) s'y prétera.

Ainsi, dans le cas du n° 7, si I'équation donnée a la forme

2 =o()e(y) +da(y
on prendra évidemment comme équation (1,)

o (B),

élant

e
parce qu’alors, I'équation (I,)

D=
il viendra pour I'équation (1)

z=ybi(y)+a2(y)
qui représente des droites.

De méme dans le cas du n° 8, si 'équation donnée a encore la
forme

a=9(B) di(y) + (),
on prendra comme équation (Iy)

parce qu’alors I'équation (Iy) sera

Y =¥(y)+2xda(7).

On a ainsi des échelles binaires anamorphosées.
0.

I~
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18 CHAPITRE 1.

Elimination graphique.

10. Supposons qu’on ait
Fi(a, 055 =0,
Do, B, y) =0
et qu'on veuille éliminer + entre ces équations. Il suffit de con-

struire leurs abaques, en prenant pour chacune d’elles I'équa-

tion (1) sous la forme

et de placer ces deux abaques sur une méme feuille (fig. 5), de
telle facon que leurs axes des z se prolongent; alors les valeurs

Fig. 5.

p
Rofey \ s s ™
& A\ \ 5 e s
X \ \ \\ \" £ s >
) NEATRYE 0 s e 4 .
\ 2 X A Y i ™~ N
N NS \ W Nk
3 i i e "
M 2 S b
T  oh_ 3 5 DL
o 4

de v se correspondent d’un abaque a I'autre sur des paralleles a
I'axe des x, et v se trouve éliminé par le seul fait du tracé de ces
paralleles. En effet, si I'on se donne o, 3, &’ et que I'on veuille o/,
la valeur de y étant [ d’apreés la forme admise pour I'équation (I)]
donnée par I’y du point de croisement des isopléethes (a) et (3),
il suffit, au moyen d’une paralléle a Paxe des x, d’aller prendre
sur lisopléthe %' du second abaque le point qui a cet )y, pour lire
immédiatement sur la parallele 4 'axe des y passant par ce point
la valeur de 2.
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EQUATIONS NE CONTENANT PAS PLUS DE TROIS VARIABLES. 19
Par exemple, avec l’al)uquo deRian/ioss s pour

4 ’ -
x =4, B0 8'=3,

)
on a
= 6,6.

Le principe de I'élimination graphique, comme celui des échelles
binaires, a donné lieu, de la part de M. Lallemand, aux applications
les plus élégantes.

Ce principe peut aisément étre généralisé. L’abaque de la pre-
mic¢re des deux équations ci-dessus ayant été construit avec un
choix quelconque d’isopléthes, construisons celui de la seconde
en adoptant le méme systeme d’isopléthes (y) que pour le précé-
dent. Il suffira dés lors de superposer ces deux abaques, en faisant
coincider les syst¢emes d’isopléthes (v) pour opérer I'élimination
de la variable y. Observons en outre que, puisqu’on est libre,
ainsi que cela a é1é remarqué au début du n° 2, de donner arbi-
trairement, pour une équation quelconque a trois variables, deux
des systemes d’isopléthes sur trois, on pourra adopter pour la va-
riable o/, sur le second abaque, le méme systéme que pour la
variable o sur le premier. Aprés superposition des deux abaques,
ces systemes (2) et (') viendront donc aussi se confondre;
I'abaque obtenu finalement se trouvera dés lors constitué par un
premier systéme gradué a la fois pour « et o/, un pour B, un

pour [/

et un dernier non gradué pour vy. Si I'une des deux équa-
tions est a triple réglure, on fera en sorte, comme cela a été indi-
qué au n® 4, que trois de ces systémes soient rectilignes.

On a ainsi, en résumé, un mode de représentation d’équations
a quatre variables d’un type trés général, a savoir de celles qui
peavent étre obtenues par I'élimination d’une variable auxiliaire
entre deux équations liant chacune cette variable a deux de celles

qui figurent dans la proposée.

L m—te—
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20 CHAPITRE 1I.

CHAPITRE 11

QUELQUES EXEMPLES D'EQUATIONS A TROIS VARIABLES.

Abaque de multiplication et de division.

I1. La plus simple des équations usuelles a trois variables est
celle qui traduit la multiplication ou la division

el s
Yi—ral

Si I'on prend comme équations (I;) et (I,)

xr = 12,
y=2=a

I"équation (1) est
L) s= it

elle donne comme isopléthes des hyperboles équilateres ayant les
axes pour asymptotes.

12. Sil'on prend pour équations (I,) et (1)

z =loga,
y =log,
on a pour équation (I;)
Y = exty ou logy =2z +y,
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QUELQUES EXEMPLES D’EQUATIONS A TROIS VARIABLES. 21

quidonne des perpendiculaires a la bissectrice des axes. On obtient
ainsi 'abaque bien connu de M. Lalanne (/ig. 6) (1).

Fig. 6.

10 il

DOSIRNIRRY
X
=

13. Sil'on prend pour équations (1,) et (1)

r =a,
y =8z,
on a pour équation (1)
HAECE ¢

(*) Nous pensons qu’il est inutile de reproduire ici les autres exemples clas-
siques de I'application du principe de 'anamorphose. On trouvera les abaques de
M. Lalanne pour la mesure des profils en travers dans le cours de Routes de
M. Durand-Claye, faisant partie de I’ Encyclopedie des Travauz publics (p. 202),
les abaques de M. Collignon pour les formules fondamentales de I’'Hydraulique,
en Appendice a son Cours d'Hydraulique, les abaques du commandant Chéry,
dans I’Atlas de son Ouvrage : Pratique de la Resistance des Materiauzx dans
les constructions.Pour ce qui est de ce dernier ordre d’application, on doit aussi
une mention spéciale aux abaques de M. Genaille, publiés sous le titre : Les Gra-
phiques de UIngenicur.
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99 CHAPITRE II.

On a ainsi un abaque (fig. 7) ol les valeurs de chacune des trois
variables sont données par des segments proportionnels, pour =

1
B
/____._./\———\
3 2 18 46 L+ 12 1
9 09
g [AGE il
7 7
/ YA s b 0,1
g 7 v 7 ,
. Pey &0 8 s os
7§ /’
/ 74 i 0 P
5 Ay, :
: o A
. 198 a8 eV _lox
3 7 i L — 03
2 /x?
1

sur 'axe des z, pour y sur I'axe des y, pour % sur une parallé¢le i
I'axe desy. Cest par ce dernier procédé que M. Lallemand effectue
la multiplication dans ses abaques hexagonaux.

14. Plus généralement, si 'on veut représenter I’équation

V() = f(2) 8(8),

bk

on peut prendre comme isopléthes

z=f(2),  y=9eB)z, y=¥Y).

EXEMPLES.

19 Abaque des heures de lever et de coucher du Soleil. —
Voici, a titre d’exemple, 'abaque dressé par M. Collignon (') pour
les heures de lever et de coucher du Soleil.

(') Nouy. Ann. de Math., 2° série, t. XVIII, p. 179; 1879. Nous ne donnons
ici que la partie de I'abaque de M. Collignon qui intéresse, a titre d’exemple, le
point actuel de notre exposé. Mais, en se reportant a I'endroit cité, le lecteur
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QUELQUES EXEMPLES D'EQUATIONS A TROIS VARIABLES. 23

7 étant la latitude du point considéré, D la déclinaison corres-
pondant & I'époque, H Pangle horaire du coucher, en temps vrai,

on a
— cosH = tangX tangD.

I’angle H transformé en fraction de temps fait connaitre I'heure
du coucher, en temps vrai. Le complément de cette heure i 12"
donne ’heure du lever.

Prenons done, d’aprés ce qui vient d’¢tre dit, pour isopléthes
les droites

X v
@ —=stang A, = tangD, ¥y =-—cosH.

Nous obtenons ainsi I'abaque de la fig. S.
| JU8

Fig. 8.
%
X
//,—"/3,— {pT
= St x e
= -—{fy R
St POt
b S s ! i,
Jprc o sy === e \vn
S @ g‘Ei L : Equinoxe | § w[’é, 21 Mars ' 22 Septembre \‘,,S
& = : < e cgs | : --g
N s ==l ik : K}

M. Collignon a fait, en outre, la remarque trés ingénieuse qu’au
lieu d’inscrire & coté des isoplethes (H) leurs cotes en degrés, on
trouvera la partie complémentaire de I'abaque, permettant de corriger I'heure
trouvée en la rapportant au midi moyen, au lieu du midi vrai. En outre, dans

un second article (Nowuy. Ann., 3¢ série, t. I, p. 4go; 1882), M. Collignon a fait
voir commenl on pourrail aussi tenir compte de la durée du crépuscule.
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24 CHAPITRE II.

avait immédiatement les valeurs de celles-ci en fractions de temps
au moyen du cercle horaire dessiné sur la figure. On peut de méme,
au lieu de coter les 1sopléthes D par la valeur de la déclinaison,
les coter au moyen de I'époque correspondante de 'année.

Il v’y a, dés lors, qu’a suivre I'horizontale passant par le point de
rencontre dela verticale correspondant a la latitude et de la radiante
correspondant a I'époque de I'année pour lire sur le cercle horaire
les heures de lever et de coucher du Soleil.

2° Abaque du poids de la vapeur d’eau contenue dans Uair.
— Soit a mettre en abaque la formule qui donne le poids en
grammes de vapeur d’eau contenue dans un métre cube d’air en
fonction des indications de I'hygrométre a condensation (). Cette
formule est

0,81 i kf

) = —m— ————— = — —

£ 760 1+ 0,00366¢ a -+ bt
J ¢tant la tension de la vapeur d’eau, ¢la température.
On n’aura qu’a prendre comme équations (I,) et (1,)

x = kf  (paralléles équidistantes a I'axe des y),
y=a-+bt (paralléles équidistantes a I'axe des z).

L’équation (1) sera dés lors
— = p (droite émanant de l'origine).
9

La construction de cet abaque ne présenterait donc aucune par-
ticularité, sans cette circonstance que f n’est pas donné directe-
ment. La donnée que fournit I'hygrométre est la température ¢/
pour laquelle la tension f devient maximum. Supposons alors
construite, sur I'abaque méme, au moyen des tables de Regnault,
la courbe qui donne Af en fonction de ¢, I'échelle des tempéra-
tures étant d’ailleurs confondue avec celle déja construite pour ¢.
Nous n’avons plus, pour avoir la paralléle a axe des y de cote /.
qua prendre celle de ces paralléles qui passe par le point de la
courbe dont 'ordonnée est /.

(*) Nous avons eu a construire cet abaque, en 1886, pour la Direction de I’Ar-
tillerie du port de Rochefort, en vue de certaines observations a faire plusieurs
fois par jour dans les poudricres.
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On ne construira d’ailleurs du tableau que la partie (P[. 1)
vépondant a 'amplitude de variation pratique des quantités p, £, ¢.

L’emploi de I'abaque se réduit dés lors a ceci : on prend le point
de la courbe correspondant a la température ¢'; puis le point de
rencontre de la paralléle 8 Oy menée par ce point et de la paral-
[ele a Oz répondant a la température ¢;la cote de la radiante pas-
sant par ce dernier point est le poids p cherché.

On peut se dispenser de tracer les paralléles a Oy, il suffit pour
cela d’avoir un transparent sur lequel sont tracés deux axes rec-
tangulaires. On n’a dés lors qu’a placer I'un de ces axes sur le bord
inférieur AB de I'abaque de fagon que le second passe par le point
de la courbe des tensions répondant a la température 7, et de
suivre celui-ci jusqu’a 'horizontale de la températare ¢. Il n’y a
plus ensuite qu’a live la cote de la radiante passant par le point
ainsi obtenu.

Par exemple, pour ¢ = 30°, /= 16°, I'axe vertical du transpa-
rent occupant la position marquée en pointillé sur la P/. I, on a

P — 108k

Abaque de I'équation trinome du troisiéme degré.

15. Prenons encore I'équation
&£ D& g =0,

Ici, 1l est tout naturel de prendre comme équations (1,) et (1)

Alors I'équation (Iy) est
334 z2 + y = o,

qui représente des droites. On obtient ainsi 'abaque bien connu
de M. Lalanne (fig. 9); remarquons toutefois qu’on peut se borner
a ne constraire que la moitié de celui-ci, en ne considérant que les
valeurs positives de 5. Cela revient a construire un abaque quine
donne que les racines positives de I’équation trinéme cubique. On
n’a, en pratique, généralement besoin que de celles-la. Sil’on veut
avoir les racines négatives, on n’a qu’a les calculer comme racines
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26 CHAPITRE 1I.
positives de la transformée en — z, qui s’obtient par le simple
changement de ¢ en — g.

Nous venons de dire : en pratique. Les équations de ce type
serencontrent, en effet, dans certaines questions pratiques, notam-
ment dans le calcul des grands barrages en maconnerie par la belle

Fig. 9.
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méthode de M. Delocre. Celle-ci va nous conduire a une remarque

qui a son interel.

2 étant la hauteur en metres sur laquelle les parois du barrage
peuvent étre maintenues verticales & partir du couronnement,

« la largeur en métres au couronnement,

% le rapport de la pression limite admissible par métre carré au
poids d’un métre cube de maconnerie,

G le rapport du poids d'un métre cube d’eau a celui d'un métre cube
de maconnerie,

la formule de M. Delocre est
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7

lorsque
a2
> — (1)
87
Prenons
I =
[} a =10, A=—02G
b
auquel cas
a? A2z
§ 200, v =100,

ce qui montre que la formule est applicable. Celle-ci devient
3 -+ 2002 -~ 4000 — 0.

La grandeur des coeflicients fait qu’elle échappe a I'application
de I'abaque ont nous supposons, par exemple, les axes gradués de
—10 & +10 (ce qui suffit pour la plupart des cas de la pratique).
Mais, si nous posons x - 102, (ce quirevient a exprimer la hau-
teur cherchée en décameétres), 'équation devient

r} 22— 4 =o0.

Elle ventre alors dans les limites de 'abaque qui donne (a une
échelle quintuple de celle dela fig. g) z, - 1,18, et, par suite,
== 11", 80. Si nous avons insisté sur ce point de détail, c’est
qu’on a souvent occasion de recourir a des moyens analogues,
c’est-d-dire & des changements d’unités pour les quantités sou-
mises au calcul, de fagon a ramener les nombres qui les expriment
dans les limites de la graduation de 'abaque.

Abaque des murs de souténement pour un massif de terre profilé
suivant son talus naturel.

16. Voici maintenant un exemple inédit d’emploi des isoplée-
thes circulaires.

(') Dans son Mémoire, ce savant ingénieur dit qu'on doit faire usage de I'une
ou l'autre des formules

a a? a?
L+ = & —N-— =0, e D
[} [} ) \ [}
el » suivant que ¢
s da 3a* ar; -
Lt — T — —— =0 < 2,
(i) [} 3 ]
Nous avons démontré (Annales des Ponts et Chaussées, p. 443: mars 1891)
e 2 A : A a* A2 .
que ces conditions pouvaient étre remplacées par Y et C} = b [ Nous ré-
y 22, PR e : : s t
tablissons ici le sens des inégalités qui est fautif 4 Uendroit cité].
Q: ¥
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Supposons qu’un mur en maconnerie a section rectangulaire
soutienne un massif de terre profilé suivant son talus naturel. Le
rapport K de la base a la hauteur de la section du mur est donné
(voir Résistance des matériaux, de Collignon, 3¢ édition, p. 669)

par
K = mk,

m étant le coefficient de stabilité qu’on prend généralement entre
3 et 2, k une quantité déterminée par la formule

) P
k2~ kp sing coso — 3 c0s2o = o,

ou p est le rapport du poids du métre cube de terre a celur du
métre cube de maconnerie, ¢ I'angle du talus des terres avec I'ho-
rizon.

Cherchons i construire I'abaque de cette derniére équation.

La méthode ordinaire du n° 2 conduirait & une série d’hyper-
boles. En outre, I'équation, ne pouvant étre ramenée au type (E™)
(n° 4) des équations a triple réglure, ne saurait étre représentée
par trois systémes d’isoplethes rectilignes.

Nous allons faire voir qu’elle est représentable par deux sys-
témes d’isopléthes rectilignes et un d’isopléthes circulaires.

Posons, en effet,

Y = psing cosy, z = p cos?o

et éliminons successivement entre ces équations p et o il vient

Y
(I L = tango
1) = 8¢
et
(Iy) x:+ y2— px = 0.

Si nous prenons ces équations pour équations (I;) et (1) (n° 1),
I'équation (I;), obtenue en portant dans I'équation proposée les
valeurs de z et de y tirées de la, qui sont celles écrites ci-dessus,
sera

b k7~/\'_y—§:0.

On voit que les isoplethes () et (&), fournies respectivement

http://rcin.org.pl



QUELQUES EXEMPLES D’EQUATIONS A TROIS VARIABLES. 29

par les équations (I,) et (I3), sont des droites, les isopléthes (p)

fournies par I’équation (1,), des cercles.
B q (12),

Toutes ces isopléthes sont extrémement simples a4 construire.

Pour des valeurs particuliéres de ©, de p et de & : 1° I'isopléthe (o)

I f I p ?)

est la droite issue de Porigine, qui fait avec I'axe des x I'angle o;

2° Pisopléethe (p) est le cercle de rayon p touchant I'axe des ) a

I'origine, dont le centre est, par suite, situé sur'axe des z; 3°1'iso-

g s | ) )
plethe (/) est la droite coupant I'axe des » au point dont I'or-

- . ST
donnée est — £, et ayant un coefficient angulaire égal a SE
R

L’abaque ainsi obtenu (P/. IV) se construit trés rapidement.
On le limite a la portion correspondant aux limites de variation
pratique des quantités p (de 0,4 a 1) et o (de 20" a 50") (). A
titre d’exemple, pour p = 0,65, ¢ = 45°, on a k = o, 24.

Nous avons tracé les isopléthes (2) en pointillé, parce quon
peut se dispenser de les tracer sur 'abaque. Si, en effet, on marque
sur le cercle extérieur de 'abaque la graduation correspondant
a z, il suffit de tendre un fil entre 'origine et le point ¢ de cetle
graduation pour remplacer la droite non tracée. Cette maniére de
faire est méme préférable au point de vue de la précision de I'in-
terpolation.

(') La partie utile de I'abaque a été disposée dans le cadre de la PL. 1V de
facon que Disopléthe ¢ = 20° soit paralléle au bord inférieur de ce cadre. L’axe
des z, qui passe d’ailleurs par le point de convergence des isopléthes (%), ferait
donc un angle de 20° avec le bord inférieur du cadre, en dessous de ce bord.
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30 CHAPITRE [III,

CHAPITRE 1L

EQUATIONS A TRIPLE REGLURE PARALLELE. ABAQUES HEXAGONAUX.

17. Les abaques a trois cours d'isopléthes, droites ou courbes,
présententa U'eil un certain enchevétrement qui peut, a la longue,
un peu fatiguer la vue, au milieu duquel, en tout cas, l'interpo-
lation & I'estime se fait moins aisément que pour une graduation
simplement marquée sur un support droit ou courbe.

Il ne faut pas s’exagérer cet inconvénient. Il est bon toutelois
de chercher a ’écarter chaque fois que faire se peut. Nous allons
voir comment M. Lallemand y est arrivé lorsque I'équation est a

triple réglure parallele.

Echelles linéaires. Indicateur transparent.

18. Considérons les trois cours d’isopléthes rectilignes et paral-
I¢les d'une telle équation (fig. 10). Goupons rcspccliveme’nt ces
trois systémes de paralléles par trois droites quelconques et inscri-
vons la cote de chaque isopléthe a coté du point ot elle rencontre
la transversale correspondante. Nous obtenons ainsi ce qu'on
appelle des échelles linéaires. Cela fait, effacons les trois systemes
de paralleles en ne conservant que les échelles linéaires obtenues
sur les trois transversales. Si nous supposons tracés sur un trans-
parent trois axes paralléles respectivement aux directions des trois
cours d'isoplethes effacés, il suffira de déplacer ce transparent sur
I"abaque en lui conservant toujours la méme orientation pour qu’il
puisse remplacer les isopléthes, en permettant dailleurs d’opérer
les interpolations avec une plus grande précision.

Les points des trois échelles qui se trouvent simultanément sous
les trois axes du transparent sont dits correspondants.
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EQUATIONS A TRIPLE REGLURE PARALLELE. ABAQUES HEXAGONAUX. 3
M. Lallemand, & quiest di cet artifice, a donné a un tel trans-

parent le nom d’indicateur. 11 suffit, pour assurer I'invariabilité

Fig. ro.

de son orientation, de conserver sur certaines parties de 'abaque
des ¢léments de paralleles & une des directions d'isopléthes, i des

Fig. 11.

distances telles les unes des autres que I'ceil apprécie sans hésita-

tion le parallélisme rigoureux dans leur intervalle. Ce dispositif

-
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32 CHAPITRE III.

bien simple permet de maintenir intacte I'orientation d’un des
axes de 'indicateur et, par suite, celle des deux aultres. La fig. 11,
ott 'on a pointillé les axes de P'indicateur, pour une de ses posi-
tions, montre I'aspect général de I'abaque ainsi obtenu.

Déplacement et fractionnement des échelles.

19. M. Lallemand a fait remarquer qu’un tel abaque présente
la précieuse propriété du fractionnement. Voici en quoi consiste
celle-ci :

Observons d’abord que les échelles linéaires définies au numéro
précédent peuvent étre déplacées, en conservant leur direction,
suivant le sens de I'axe correspondant de I'indicateur. Cette opé-
ration peut méme n’étre pratiquée que pour une de leurs parties
seulement.

Ainsi, solent ( fig. 12) AA”, BB", CC" les échelles données, les

points A, B, C, d'une part, A", B", C’, de I'autre, étant des points
correspondants. O et O” sont les positions correspondantes du
centre de 'indicateur.

Prenons trois points correspondants intermédiaires A’, B/, C/,
pour lesquels le centre de l'indicateur est en O'. Nous pouvons
reporter les fragments d’échelles A’A”, B'B", C'C" en Aj A7, BBy,
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EQUATIONS A TRIPLE REGLURE PARALLELE. ABAQUES HEXAGONAUX. 3
G, Cq, puis déplacer toute la figure O'O"A;A; B, B;C,C, en
conservant son orientation en O, O7A| ... C,. Cette nouvelle
figure, jointe a la partie restante des anciennes échelles, équivaut
exactement a l'ancien abaque, tout en occupant une place beaucoup
plus restreinte. De la 'utilité du fractionnement qui permet, répété
autant de fois qu’il est nécessaire, de condenser I'abaque dans un
espace aussi restreint qu’on veut.

[l suffit de réfléchir un instant pour s’apercevoir que ce procédé
permet de faire tenir 'abaque de toute équation a triple réglure
paralléle, a I'intérieur d’un triangle donné.

[lyalieu de remarquer qu’on est libre, a chaque fractionnement,
de prendre arbitrairement deux des nouvelles origines Al et B
La troisieme, C/, doit alors se trouver sur le troisitme axe de
indicateur lorsque les deux premiers ont été amenés respective-
ment sur A et B].

Forme des équations a triple réglure paralléle.

20. Voyons quelle est la forme générale des équations ainsi re-
présentables, c’est-a-dire a triple réglure paralléle.

Chacun des cours d’isopléthes étant engendré par une droite de
direction constante, les équations (1,), (1), (1) sont ict

y=mz + fi(a),
y=mz + o1(B),
y=m"z + 41 (y).
Eliminons z et y entre ces équations. Nous avons, pour I'équa-
tion en a, B, ¥,

(m'—m') fi(a)+(m—m") o1 (B)+(m' — m) ¥ (y)= o;
c’est-a-dire, puisque m, m/, m" sont des constantes, que la forme
cherchée peut s’écrire

$(v)=Sf(a)+o(B).
[l est tout naturel, pour représenter une telle équation, de poser
pour équations (I,) et (I,)
(I) 7 = f(a),

(I) Y =9(B).
0. 3%
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34 CHAPITRE III.
1l vient alors pour équation (1)
(T3) z+y =4$(y)

Les isopléthes () sont des paralleles a Oy, les isopléthes ({3) des
paralléles a Oz, les isopléthes (y) des paralléles a la bissectrice de
I'angle extérieur des axes O z et Oy. Nous rempliacerons chacun de
ces cours d’isopléthes par des échelles transversales, ainsi qu’il a
été expliqué au n° 18. Pour le premier ( fig. 13), nous choisirons

Fig. 13
Y
4
g
3
. X
--------------- el
o
: 4
s 3 N
2 ! \\
2,
i
1 i
L !
o !
. :
1
1 axs
0 1 2 3 W
i
—_—t———
By

naturellement ’'axe des z dont la graduation, d’aprés I'équation (I ),
s’obtiendra en inscrivant les cotes o, 1, 2, ... a 'extrémité des ab-
scisses f(0), f(1), f(2). Pourledeuxi¢me, ce sera I'axe des ) portant
les graduations o, 1, 2, ... aux extrémités des ordonnées ¢ (0), ¢ (1).
©(2),.... Pour le troisiéme, nous prendrons comme support de I'é-
chelle la bissectrice O z de I’angle intérieur des axes 2 Oy. Voyons
comments’effectuera la graduation de cette échelle. Sil'isoplethe (v)

la coupe au point G, les coordonnées de celui-ci étant x = ) = pfc )
V2
I'équation (I;) donne
0C V2 = ¥(7)
ou
Dl
Ol 0.

V2

La graduation de I'échelle O z est ainsi définie.
Nous pourrons d’ailleurs user de la faculté que nous avons de
fractionner et de déplacer les échelles, ainsi qu’il a été ditaun°®19.
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En particulier, si une des fonctions f (), % (%), ¥ (y) croit jusqu’a
ane certaine valeur de la variable pour décroitre ensuite, afin d’¢-
viter que I'échelle ne revienne sur elle-méme a partir du point de
celle-ci correspondant au maximum, on reportera I'échelle sur un
support paralléle au premier. Ainsi, sur-la fig. 13, on a supposé
que la fonction f (=), croissante jusqu’a o == 4, décroissait a partir
de la.

On pourra aussi prendre sur Oz et Oy, pour les échelles de «
et de B, des origines autres que O. Il suffira, d’aprés ce qui a été
vu au n° 19, dernier alinéa, que I'origine sur O z soit telle que les
trois origines soient des points correspondants, c’est-a-dire des
points sur lesquels se placent respectivement et simultanément
les trois axes de 'indicateur.

Principe des abaques hexagonaux.

21. M. Lallemand, afin d’avoir sur Oz les valeurs de 4(y) a la
méme échelle que celles de f() et de 9() sur Oz et Oy, aeu la
trés heareuse idée de prendre les axes Oz, Oy faisant entre eux
un angle de 120°. En effet, les axes Oz et Oy continuant a étre

Fig. 14.

gradués en segments proportionnels aux valeurs de f(x) et de o(B),
cherchons quelle sera la graduation de O z. Les équations (L), (I2)
et (I) sont les mémes qu'au numéro précédent, les coordonnées
étant ici les distances a Uorigine O des pieds des perpendiculaires
abaissées du point considéré sur les axes Oz et Oy. L'isopléthe (y),
ayant pour équation

s R 16
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36 CHAPITRE III.

st elle coupe Oz au point C ( fig. 14), les coordonnées de ce point

étant £ ==y — —, on a
d )/ % I d
0C
207 =0C = §(1).
2
L’axe O z se trouve donc gradué en segments proportionnels aux
8 |
valeurs de 4(v), Iéchelle étant la méme que pour les axes Oz
S ) l
et Oy.
On voit que la propriété précédente peut s'énoncer ainsi : La
q I I I
projection d’un segment de droite sur la bissectrice d’un angle
de 120° est égale a la somme des projections de ce segment sur
les cotés de cet angle.
Cest en réalité cette propriété, d’ailleurs bien facile a démon-
trer directement, puisqu’elle résulte de I'identité trigonométrique

cos(w + 60°) + cos(60° — w) = 2 cos60° cosw = cosw,

que M. Lallemand a prise comme point de départ de la théorie de
ses abaques.

Il nous a paru préférable, au point de vue d’un exposé d’en-
semble, d’adopter la marche précédente, qui a 'avantage de ratta-
cher les abaques du systéeme Lallemand au principe fondamental
que nous avons pris comme point de départ et d’ott 'on peut con-
sidérer que découle la théorie de tous les abaques, sans distinction
de genre.

Iei encore nous ferons observer, comme au numéro précédent,
que, par application de ce qui a été dit au n° 19, on peut déplacer
et fractionner les échelles de fagon a donner a I'abaque la disposi-
tion la plus avantageuse. C'est méme pour ce cas spécial que
M. Lallemand a imaginé cet artifice, auquel notre exposé du n° 19
a donné un peu plus de généralité.

Les abaques ainsi construits ont recu le nom d’abaques hexa-
gonauz, en raison de ce que les échelles d'une part, les axes de
I'indicateur de l'autre, sont paralléles aux diagonales d’un hexa-
gone régulier.

22. 1l est a peine besoin d’ajouter que, si I'équation proposée a
la forme

3 Y(y) = f(a) 9 (B),
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on I'améne a la forme requise pour I'application du procédé en
prenant les logarithmes des deux membres, ce qui donne

log 4(+) = log f(a) + log 5(8).

Abaque hexagonal de multiplication et de division.

23. Comme exemple d’application ('), voici, dans le systéme de
M. Lallemand, I'abaque de multiplication et de division ( fig. 15)

Fig. 15. ’
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équivalent a Pabaque Lalanne du n® 12, ¢’est-d-dire traduisant I'é-

(uation
logy = loga + logfB.

{*) Les abaques construits par M. Lallemand, dans son systéme, sont fort nom-
breux et slappliquent a des formules d’un usage journalier intéressant principa-
lement le Service du Nivellement général de la France. Ne pouvant, dans le
présent exposé de principes, multiplier outre mesure les exemples, nous ne men-
tionnons qu’un nombre restreint de ces abaques. Le lecteur en trouvera d’autres
dans les Ouvrages suivanls :

LALLEMAND, Nivellement de haute précision (Encycl. des Tray. publics).

LarLLEvMAND, Annexe II a la Notice sur le Nivellement géneral de la France
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Les échelles « et 3 ont été fractionnées au point coté 3. Les por-
tions conservées de ces échelles étant désignées par la lettre A,
leurs prolongements ont été transportés dans les positions dési-
gnées par la lettre B, I'échelle B supérieure prolongeant I'échelle A
inférieure, et inversement.

Le point de I’échelle ¢ correspondant au point de fractionne-
ment des deux premiéres échelles, c¢’est-a-dire le point g, se trouve
ramené dans la position qu’il occupe sur I’échelle BB.

Il suffit de choisir celle-ci @ priori, de fagcon que le point 10
de I’échelle BB coincide avec le point 1 de I'échelle AA pour que
ces deux échelles coincident dans toute leur étendue, les cotes de
la premiére se déduisant de celles de la seconde au moyen d'une
simple multiplication par 10, c’est-a-dire par la seule adjonction
d’un zéro. Cela résulte de ce que

log(1o < a)=log10 +loga.

On peut aussi tracer I'échelle AB pourle cas ou I'on accouplerait
un point d’une des échelles A avec un point d'une des échelles B.

Echelles centrales additionnelles.

24. Supposons qu'une quantité v soit donnée en fonction de
deux autres, « et 3, par une équation de la forme

Y=JS(2)9(B)+ F(a,B)

le terme F (2, 3) ne devant d’ailleurs figurer dans le second membre
que lorsque « et 3 sont compris entre certaines limites, et étant
dit, pour cette raison, terme complémentaire.

Décomposons alors la valeur dey en deux parties, y' et 7, telles

qllC
yo=di(a)e(f) = v — B (a,B).

(Notices publiées par le Ministére des Travaux publics, a I'occasion de I'Exposi-
tion universelle de 188q. Volume : Mines, Documents divers, p. 308).

CoLLET, Traité théorique et pratique de la régulation et de la compensa-
tion des compas. Paris, Challamel.

Ajoutons que, pour la construction de ces abaques, M. Lallemand a été trés habi-
lement secondé par les dessinateurs de son service, notamment par MM. Prévot
et Renard.
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Nous pourrons construire séparément les abaques de ces deux
équations. Il nous suffira, dés lors, les valeurs de y' et de y" nous
étant fournies par ceux-ci, de faire la somme des résultats ainsi
obtenus.

La premicre de ces équations, qu’on peut écrire

Iog-i/': 10gf(1> —l—-lOg ?(s)’

étant i triple réglure parallele, donnera lieu a un abaque hexagonal,
c’est-a-dire (les axes étant inclinés a 120° 'un sur lautre, et les
coordonnées étant supposées étre les distances a 'origine des pieds
des perpendiculaires abaissées des points du plan sur les axes)
qu’on prendra, pour la représenter, comme isopléthes (I, ) et (1),

z = log f() et y=Ilogo(f).

Conservons les mémes droites qui, d’ailleurs, n’ont pas besoin
d’étre construites, grace a l'artifice de l'indicateur transparent
(n" 18), comme isoplethes (I;) et (I,) de la seconde équation. Les
troisi¢mes isopléthes (y”) seront généralement, dans ce cas, non
plus des droites paralléles comme pour v/, mais des courbes dont
I'équation, en supposant que f, et 9, soient les fonctions inverses
des fonctions f et o, peut s’écrire

= l"[f,(lo-T),ql(lo.?‘)J.

Supposons ces isoplethes construites dans la région E corres-
pondant aux valeurs comprises entre les limites pour lesquelles
+" doit s’ajouter & 7/, el superposons cet abaque & celui de 7/, en
faisant coincider, d'une part, les échelles («), de l'autre les
échelles () de ces abaques, qui sont les mémes par hypothese.
Sur I'abaque double ainsi obtenu (/ig. 16), les valeurs de " sont
données par la troisieme échelle de 'abaque hexagonal primitive-
ment construit, celles de " par les cotes des isopléthes tracées en
second lieu.

Les deux premiers axes de I'indicateur transparent passant dés
lors par les points («) et () des deux premicres échelles, le troi-
sitme passe par le point (y') de la troisi¢me. Si, en outre, le
centre de I'indicateur tombe dans la région E ci-dessus définie, la
cote de isoplethe sur laquelle il se trouve fait connaitre y". On
n'a plus qu’a effectuer la somme '+ +".
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Ainsi, dans I'exemple représenté en pointillé sur la fig. 16,
pour

on a

el par suite

L’aire E, avec ses isopléthes, a recu de M. Lallemand, a qui est

Fig. 16.

S |
= {18
o 1

©H-
o

y

di cet artifice, le nom d’échelle centrale additionnelle, nom
qui se justifie par ce fait que la lecture se fait sur cette échelle au
moyen du centre de l'indicateur.

Ainsi, d'une part, on est averti des cas ou il y a liea de tenir
compte du terme complémentaire, par cela seul que le centre de
Iindicateur tombe a I'intérieur de I'échelle centrale E, et la valeur
méme de ce terme complémentaire est fournie par la cote de I'iso-
pléthe sur laquelle se trouve le centre.
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Abaques de remblai et de déblai.

25. A utre d’application de ce qui précede, nous ferons con-
naitre les abaques construits par M. Lallemand pour le calcul des
profils de remblai et de déblai.

1° Remblai. — On dit qu'un demi-profil est en remblai lorsque

Fig. 17.

I'aréte extérieuve de ce demi-profil est en remblai (fig. 17 et 18).
Si nous désignons par

« la déclivité transversale (tangente trigonométrique de I'angle o
d’inclinaison sur I'horizon) du terrain naturel, prise avec le
signe —+ quand le terrain s’éléve en rampe a partir de Paxe
dans le demi-profil considéré (fig. 20 et 21), et avec le signe —
quand il est en pente (') (fig. 17 et 18);

) la cote sur 'axe OK prise avec le signe -+ quand elle est en

5

déblai, avec le signe — quand elle est en remblai (2);
b la demi-largeur OC de la plate-forme;

(*) Cette convention revient a4 prendre toujours comme sens positif celui de
I’axe vers l'aréle extérieure du demi-profil considéré, soit celui de gauche a
droite pour les demi-profils 4 droite de I'axe, celui de droite & gauche pour les
demi-profils a gauche.

(*) Cette convention revient a prendre toujours l'origine des cotes au niveau
de la plate-forme.
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42 CHAPITRE TII.

[ et & la largeur et la profondeur du fossé dans les parties en
déblai;

¢, le talus des remblais (tangente trigonométrique de l'inclinai-
son 0, de la ligne de plus grande pente sur I'horizon);

t4 le talus des déblais (tangente de f4);
la formule qui donne 'aire R du remblai est

(o) R EZIL P (é_t",::},l .
4 2 2(t,+)

Cette formule est applicable :

lorsque # > o, pour y < — h — <b + 11— ?—).r,
d

lorsque < o, poury < — bx.
Dans cette derniére hypothése, si y > o0, on est dans un cas

Fig. 18.

mixte (fig. 18); il y a lieu d’ajouter le terme complémentaire

2

; ; ety : :
S=an second membre de I'équation (p), qui devient alors

. 2R i, 9% 18 2
(") At S L Ll SMIRY
’ 2 2(tr+x) 27

. 2 . . P . .
La quantité i’—x fait d’ailleurs connaitre I'aire de la partie OKM

en déblai.
Cette derniére formule est du type indiqué au n° 2%. Nous la re-
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présenterons donc au moyen d'un abaque hexagonal & échelle
centrale additionnelle. Posant, conformément a ce qui a été dit
au numéro précédent, R = R’+ R”, nous construirons d’abord
I"abaque hexagonal de I’équation
1 ) 3|
1 bit" '
log (R'+ —=)=3 log(bt,—y)—loga(t,+ ).

Les isoplethes (I,) et (L,) de cette équation seront

(1) X =—1loga(¢t,+ z),

(1) Y =2log(bt,— y).

Voyons a quelles lignes sera limitée la partie atile de cet abaque.
Pour cela, cherchons sur quelles lignes ont licu les conditions
limites écrites plus haut.

D’abord, pour z << o, c’est-a-dire pour xz compris entre o et la
plus petite valeur — z,, que puisse atteindre la pente du terrain
naturel, c’est-a-dire pour une position de I'isoplethe (I,) située
entre les perpendiculaires a I'échelle des 2 menées par les points
x ==o0 el x =— xp, la condition limite est

y:—l)a'.

Eliminant z et y entre cette équation et les équations (I,) et
(I2), ona, pour le licu le long duquel est remplie la condition
limite, I'équation

X (o h
bt,—102=—10> <~ — — I,.>.
2
ou
U
103 =" o=h!
ou encore
;
— =— X+ log-,

¢quation d’une droite parallele a I'axe des y ().
‘n outre, cette droite passe par le point correspondant i # = o,

(*) 11 faut se rappeler, les axes OX et OY faisant d’ailleurs entre eux un angle
de 120°, que les coordonnées X et Y sont ici les distances de l'origine aux pieds
des perpendiculaires abaissées du point donné sur les axes. Dés lors, X, eLY,
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A CHAPITRE 111,
)’ = o, car, pour ce point, on a, d'aprés (1) et (1),
X =—1log2t,, Y = 2logbt,,

valeurs qui satisfont, comme on le vérifie immédiatement, a
I’équation précédente.

Ainsi donc, pour les valeurs de & comprises entre o et — 2,
I'abaque est limité a la droite OS (fig. 19).

Fig. 19.

Maintenant pour & = o, ¢’est-a-dire pour une position de I'iso-
plethe (1)) située entre les perpendiculaires a I'échelle des

¢tant les coordonnées ordinaires rapportées aux axes OX et OY ci-dessus défini,

on voit facilement que
) aX + Y aY 4+ X
i 3o 3 Foiey REEiS

Dés lors I'équation ci-dessus devient, en coordonnées ordinaires,

i b
33|:210g»?7

qui définit bien une paralléle a I'axe des Y,.
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£QUATIONS A TRIPLE REGLURE PARALLELE. ABAQUES HEXAGONAUX. 43
menées par les points & - 0 et x == &z, la condition limite est

¥ = — N — (\[1 “+{— ,i:;\)’

Pour avoir le lieu correspondant, éliminons z et ) entre cette
équation et les équations (1) et (1y). I vient

Y f to—X
bt,—10% =— /- (1) »;~l~£> (17074 -—I,'>.
ity 2

i A\
102 Ao ((1— /——/i) +h— 1.+ e 1

2 \ d/

(820}
Cette équation représentera une droite lorsqu’on aura

ou

Son équation sera alors

I -~—\—>logl (/1 »;—/——)-

2 *N ta

(Vest encore 'équation d’une parallele TV a Paxe des y, le seg-
ment OT appartenant a la perpendiculaire a 'axe des z, corres-
pondant a la valeur z = o.

Dans le cas général, la condition ci-dessus n’étant pas remplie,
la limite de I'abaque est courbe pour cette partie; mais, en pra-
tigue, fait trés digne de remarque, cette courbe, dans sa portion
utile, se confond trés sensiblement avec la droite TV.

Passons au terme complémentaire

Mreo
2

Nous avons dit qu'il s’ajoute a R’, lorsque, z étant négatif, y esl
positif, ¢’est-a-dire lorsque le point de rencontre des isopléthes
(x) et (¥) (centre de Dindicateur transparent) tombe dans le
triangle OAS, OA étant la perpendiculaire élevée a Paxe des »
par le point y — o.

Construisons donc. dans cette partie du plan, le troisiéme sys-
teme d’isopléthes de I'équation ci-dessus, en conservant pour les
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deux premiers () et (), ceux que définissent les équations (1)
et (I,) ci-dessus, ainsi qu'il a été dit au n° 24.

Ces courbes sont trés aisées a construire, une fois les axes
des X et des Y gradués au moyen des équations (I,) et (I,).
Donnant, en eflet, & R” une valeur fixe dans I'équation pré-
cédente, on n’a qu'a calculer, au moyen de celle-ci, la valeur
de y correspondant a chaque valeur de x, & marquer sur le plan le
point ainsi défini et a joindre ensuite ces divers points par une
courbe qui aura pour cote la valeur choisie pour R". L’équation
de cette courbe sera

/ bEN
ey

En résumé, I'abaque étant ainsi construit (/. I1), on s’en ser-
vira de la manicre suivante :

Deux des axes de I'indicateur passant respectivement par les
points () et (y) des échelles correspondantes, le troisieme axe
donne sur la troisieme échelle la valeur de R’. Si le centre del’in-
dicateur est extérieur a 1’échelle centrale, on a R=R’. Sl
tombe a Dintérieur de cette échelle, la cote de I'isopléthe sur
laquelle il se trouve fait connaitre R", et I'on a R —= R'+ R”. Dans
ce dernier cas, il y a déblai sur 'axe et I'aire du déblai est préci-
sément R”.

Si le centre de I'abaque tombe en dehors de la ligne VTOS,
c’est-a-dire dans la région dont le bord est marqué par des
hachures, 'abaque ne s’applique plus; on est dans le cas de la for-
mule des déblais. Nous allons indiquer maintenant 'abaque de
celle-ci.

2° Déblai. — Les notations étant les mémes que précédemment,
la formule est ici

/ ﬁ)ll_(b+l)'ll,,_ [(b+ Dtyg+y]?

o il
() ( d 9 2(tg— )

Cette formule est applicable :

lorsque z < o, pour y > — bz,

lorsque # > o, pour y > —h — (b T tLl> %
\ d
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Dans cette derniére hypothése, si ¥ << o, on est dans un cas

mixte (fig. 21);il y alieud’ajouterle terme *— au second membre
de I'équation (3), qui devient alors

'

(o

l)—<l— ,Ii>h# (b-*—'l)?l,g jol [(b+1)ta+ y]? L .

] 2 2(tq— ) 22

)

La quantité {—x fait d’ailleurs connaitre I'aire de la partiec OKM

en remblai.

[’équation (3'), comme (p), est représentable au moyen d’un
abaque hexagonal & échelle centrale additionnelle, ’abaque hexa-
gonal étant construit pour I'équation

Y 2
log [D’— <l— #)lz—(—b—#] =2log[(b + I)ty+ y]l—log2a(ty—x),
d

et I'échelle centrale pour I’équation




'8

CHAPITRE 1II.

Les isopléthes (Iy) et (I.) seront d’ailleurs, pour I'une comme
pour l'autre de ces équations

@)

X
Y

loga(ty— ),
(1y)

2log[(b + 1) tq+ y].

Les explications de détail étant, pour le fond, les mémes dans

ce cas que dans le précédent, nous y glisserons plus rapidement.
Pour z << 0, I'abaque est limité a la ligne pour laquelle

y=—>baz,

ligne dont I'équation s’obtient en éliminant z et y entre cette der-
niere et les équations (1,) et (1,) ci-dessus. Il vient ainsi

10 | -

10—\
102— lty=b ——-

Cette courbe, dans sa portion atile, difféere insensiblement en
pratique d’une droite paralléle a I'axe des y. Elle passe d’ailleurs

D
par le point correspondant & x = 0, y = o, car pour ce poinl
X =—logaty,

Y =2log (b + 1)t4.

Quant a la partie de 'abaque correspondant a z > o, elle est
limitée a la ligne pour laquelle

a
p—=— h—= (/)——/—~ — |,
J \ /,/) i
dont I'équation est
\' .
¥ J —X
102 —(b+Utg=—h — </) + 1 — ’—'> <l,/—— l?)- }
d 2
ou
L I\ 10—X
l()Qr(/)+/——> ’
\ ta 2
ou encore

Y : / 2
::——~.\-}—lo;;l-</;+/—i )-
2 SR tq ]

(’est une droite paralléle a I'axe des y. Quant & I'échelle cen-
trale qui correspond, pour z > o, aux valeurs de y > o, elle esl
comprise entre la droite qui vient d’étre tracée et I'isoplethe y = o.

Les isoplethes (D”) tracées sur cette échelle centrale, obtenues
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comme les isopléthes (R”) du cas précédent, ont pour équation

Y 2
D — [[o“’— (0= l‘)(t,,] ;
2lg— 10—

L’emploi de I'abaque (£/. [1I) ne difféere pas de celui du cas
précédent.

Deux des axes de 'indicateur passant respectivement par les
points (x) et (y) des échelles correspondantes, le troisitme axe
donne sur la troisieme échelle la valeur de D'. Si le centre de 1'in-
dicateur est extérieur a I'échelle centrale, on a D = D’. S’il tombe
a l'intérieur de cette échelle, la cote de I'isoplethe sur laquelle il
se trouve fait connaitre D”, et on a D = D’ 4 D”. Dans ce dernier
cas, il y a remblai sur’axe, et I'aire du remblai est précisément D”.

Si le centre de I'abaque tombe en dehors des limites ci-dessus
définies, c’est-a-dire dans la région dont le bord est marqué par
des hachures, I’'abaque ne s’applique plus : on est dans le cas de la
formule des remblais.

Ainsi donc, x et y élant donnés pour un certain demi-profil,
onn’a pas as'inquiéter de savoir sil’on est en déblai ou en remblai,
dans un cas normal ou dans un cas mixte.

Avec ces valeurs de z et de  on entre dans 'un ou 'autre des
deux abaques, dans celui des remblais, par exemple. Si le centre
de l'indicateur tombe dans la partie utile de cet abaque, c’est qu’on
est bien en remblai; sinon (c’est-a-dire s’il tombe dans la région
marquée par les hachures) c’est qu'on est en déblai, et on se
transporte dans l'autre abaque. Quant aux cas mixtes, on en est
averti par le fait que le centre de I'indicateur tombe a l'intérieur
de I’échelle centrale. .

Les abaques des PL. II et II1 montrent I'application des régles
précédentes a un projet de route établi avec les éléments ci-aprés :

e = 2
Oi="50. =180} =08 50, Ly =1 t,= 3

En outre, z est supposé varier de — 0,5 a + 0,5 et y de
— 20™ (cote sur I'axe en remblai) a + 20™ (cote sur 'axe en
déblar).

L’échelle p de 'abaque des remblais (P/. 1) a été fractionnée
(n° 19) au point y = — 4. Il s’en est suivi pour R’ une seconde

0. 4
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50 CHAPITRE 11I. — EQUATIONS A TRIPLE REGLURE PARALLELE, ETC.

échelle correspondante. On a souligné la graduation des deux
échelles supplémentaires pour distinguer celles-ci des échelles pri-
mitives.

En outre, afin de rendre impossible toute erreur relative au
signe de z et de y, on a, pour z, distingué I'échelle des pentes de
celle des rampes; pour y, celle des cotes en remblai sur I'axe de
celle des cotes en déblai.

Ezemple d’application (indiqué en pointillé sur la PL. 1) :

Le terrain naturel a une pente de o, 4. La cote sur I'axe est de
0,00 en déblai.

I.’abaque de remblai donne

Ri—r1oto, Rit=—1>

Il ya donc 1™ de déblai sur I’axe et 3™1,7 de remblai.

http://rcin.org.pl



EQUATIONS A TRIPLE REGLURE QUELCONQUE, ETC. D

CHAPITRE 1V.

EQUATIONS A TRIPLE REGLURE QUELCONQUE. ABAQUES A POINTS
ISOPLETHES.

26. L’artifice des abaques hexagonaux n’est applicable qu’aux
équations a triple réglure paralléle. Les applications en sont, il est
vrai, extrémement nombreuses; il n’y en a pas moins un intérét
sérieux a indiquer le principe suivant qui, dérivant d’ailleurs d’un
tout autre ordre d’idées, permet de remplacer les systémes d’iso-
pléthes par de simples échelles (remplacement dont les avantage
ont été signalés au n® 17), non seulement pour les équations a triple
réglure paralléle, mais pour celles a triple réglure quelconque.

Disons tout de suite que, bien que ce nouveau principe soit plus
général, celui de M. Lallemand devra ordinairement lui étre préféré
dans le cas de la triple réglure paralléle, a cause de la possibilité si
précieuse du fractionnement des abaques qui n’existe qu'avec ce
dernier.

C’est assez d’ailleurs, pour affirmer I'utilité de la méthode des
points isopléthes, du champ des équations a triple réglure
quelconque.

Principe de la méthode des points isopléthes (!).

27. Reportons-nous donc aun® 4. Nous avons vu la que, lorsque
I'équation revét la forme (E™), dont (E") et (E¥) ne sont que des
cas particuliers, cette équation est représentable par trois cours

(') C’est en 1884 que nous avons publié, pour la premicre fois, & propos d'un
exemple particulier, le principe de la méthode des points isopléthes (Annales
des Ponts et Chaussees, >* sem., p. 531). Nous I’avons depuis énoncé dans toute
sa généralité ( Genie civil, t. XVII, p. 343).
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52 CHAPITRE 1V.

d’isoplethes rectilignes. Trois de ces isoplethes, prises I'une dans
chaque systéme, se correspondent lorsqu’elles se coupent en un
méme point.

Construisons alors une figure corrélative de la précédente : a
chaque droite de celle-ci correspondra un point de la nouvelle, et
réciproquement; par suite, a trois droites de la premiére passant
en un méme point, correspondront trois points de la nouvelle,
alignés sur une méme droite.

Ainsi, sur le nouvel abaque, les isopléthes au lieu d’étre des
droites tangentes a trois certaines courbes seront des points dis-
tribués sur trois autres courbes, et, 4 un systéme de valeurs de
a, 3,7 satisfaisant & 'équation donnée, correspondront trois points
pris respectivement sur ces courbes et alignés sur une méme
droite.

Afin de rendre cette idée de principe véritablement pratique,
nous avons di rechercher un mode de corrélation aussi simple que
possible. Nous allons indiquer celui auquel nous nous sommes
arrété. Auparavant, nous rappellerons en quelques mots la défini-
tion des coordonnées paralléles de droites.

Définition des coordonnées paralléles de droites.

28. Au et Bo étant deux axes paralléles quelconques, portant
chacun une origine A et B (fig. 22), si une droite coupe respec-

Fig. 22.

124 ‘y v

A 0 p B

livement ces axes aux points M et N, les segments AM =« et
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BN = ¢, pris avec leurs signes, sont dits les coordonnées paral-
léles de la droite MN ().

Si 'on donne entre « et ¢ une certaine relation, la droite MN
enveloppe une certaine courbe dont cette relation est dite I'équa-
tion. Si cette équation est du premier degré

au-+ by +c=o,

la droite MN pivote autour d’un point P dontles coordonnées Op
et pP rapportées aux axes Oz et Oy sont, en prenant AO = OB
pour unité,
b—a —ec
[ = il
s iy e By
Si u, et ¢, sont les segments AH et BK, détachés par BP et AP
sur les axes Au et Be, I'équation du point P peut s’écrire

u (%]
(”) -ul-—.*u—‘—l,
on a aussi

P e S
G BBE N

La condition pour que trois points soient en ligne droite,
exprimée au moyen des coefficients de leurs équations, est évidem-
ment la méme que celle qui exprime, dans le systéme cartésien,
que trois droites sont concourantes.

Dés lors, le mode de corrélation que nous choisirons se bornera
simplement & ceci : changer les coordonnées cartésiennes de
points en coordonnées paralléles de droites.

Ajoutons qu’a moins de circonstance particuliére, nous suppo-
serons toujours le systéme cartésien rectangulaire, et, de méme,
dans 1¢ systéme paralléle, les axes Aw et Be perpendiculaires

a AB.

(') Nous avons donné une théorie de ce systéme de coordonnées dans la bro-
chure : Coordonnées paralléles et axiales (Paris, Gauthier-Villars; 1885). Nous
en avons depuis publié quelques nouvelles applications dans les Nouvelles An-
nales de Mathématiques (p. 493, 1887; p. 568, 1889; p. 445 et 471; 18g0) et dans
le Bulletin de la Société mathématique de France (p. 108; 1890).

Une théorie de ces coordonnées a également été donnée en Allemagne par le
Dr Karl Schwering, simultanément avec la notre.
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o
FoN

Transformation des abaques a droites isopléthe‘s en abaques
a points isopléthes.

29. Rien de plus simple, lorsqu’on prend un abaque a trois sys-
témes de droites isopléthes, que de construire I'abaque corrélatif
a trois systémes de points isopléthes.

Il suffira de prendre les coordonnées

(z=a, y= [1) et (z‘:n', = b
de deux points appartenant a chacune des droites du premier
abaque. Le point correspondant sera celui ot se rencontrent les
droites dont les coordonnées, dans le systéme parall¢le choisi, se-
ront

e —a o =) el =g g — 0t

Soit, par exemple, la droite PQ ( fig. 23).

Higi a3,

w
M o

b4

Q ~

\\\
.
o N
\\‘
0 Px A B

Au point P(z == p, y == o) correspond la droite BM (= p, ¢ = 0);
au point Q(z = o, y = ¢), la droite AN(u = o, ¢= ¢). Donc le
point G ou se croisent BM et AN est corrélatif de la droite PQ qui
joint les points P et Q.

Abaque de ’équation trinéme du troisiéme degré.

30. Comme exemple d’application, nous donnons ici (fig. 24
et Pl. VIII, courbe cotée o) l'abaque pour la résolution de
I'équation

B+ pzs-tqg=o0(1),

(*) Nous avons fait connaitre cet abaque dans notre Mémoire de 1884 ( Annales
des Ponts et Chaussées, 2° semestre, Pl. XL, fig. 3). Nous I'avons reproduit
dans notre brochure : Coordonnées paralléles et axiales.
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EQUATIONS A TRIPLE REGLURE QUELCONQUE, ETC.
que nous avons obtenu en transformant, comme il vient d’étre dit,
I'abaque décrit au n° 135 et représenté par la fig. 9. Il ne donne,
comme celui-ci, que les racines positives de I'équation. Les
racines négatives seraient données par les points de la courbe ex-

Fig. 24.

19, 10

sl IO

s‘f }ﬂ

6 6

b 5

. ¢

3 S
N, 2ot
it LY

o 2
N N
] -2 A

.3“ _Jw

el

il %

.sT o

,5‘. 5

2k 7

-84 _8

_si 9

térieurs aux axes. On les obtient sur ’abaque réduit comme racines
positives de I'équation
2%+ ps—'q=o0.

De méme qu'avec 'abaque du n° 15, il suffisait de prendre les
cotes des droites isopléthes (z) passant par le point z = p, ¥ = ¢,
il suffira ici de prendre les cotes des points isopléthes (z) situés
sunlatdrgiteriass m o=—"7¢

On voit combien emploi de ce systeme est simple. Prenons,
comme exemple, I'équation

z3+202 —6=0.
Joignant par une droite le point 2 de I'axe des p au point 6

de I'axe des ¢, nous obtenons sur la courbe le point 1,46 qui fait
q, B ) [

connaitre la racine cherchée ().

(') Cette valeur a été obtenue, en réalité, sur un abaque dont la fig. 24 n’est

que la réduction au .

(@)

{’t
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Pour n’avoir pasa tracer de ligne sur I'abaque, il suffira de faire
usage d’un transparent sur lequel sera marqué un traitrectiligne
ou, mieux encore, d’un fil ou d'un crin qu’'on tendra entre les
points a joindre par une droite (').

31. 11 est bien évident que 'emploi des coordonnées paralléles
ne servira pas sealement a transformer des abaques déja construits
au moyen des coordonnées cartésiennes.

Une équation a triple réglure étant donnée, on pourra, par
I"application directe des coordonnées paralléles, obtenir immé-
diatement I'abaque a points isopléthes correspondant.

Nous allons en prendre un exemple, qui nous fournira I’occasion
de plusieurs remarques utiles.

Abaque du fruit intérieur du mur de souténement
d’une terrasse horizontale.

32. Supposons qu’on ait calculé le profil rectangulaire ABCD
du mur de souténement d’une terrasse horizontale et qu’on veuille

| A

C

©

N

lui substituer un profil de méme résistance a fruit intérieur MBCN.

(*) Ce dernier procédé a, sur le précédent, au point de vue pratique, une in-
contestable supériorité qui tient a ceci : I'axe du transparent ayant été mis
d’abord sur I'un des deux points a joindre, lorsqu’on I'aménera sur I'autre, on fera
généralement varier un peu sa position aux environs du premier. Il faudra I'y
ramener par un nouveau petit déplacement; de la quelques titonnements que
I’emploi du fil permet d’éviter. En effet, le fil étant posé sur 'un des deux points,
on I’y maintient avec l'ongle, tandis qu’on améne 'autre extrémité sur le second
point. Il n’y a, de cette facon, aucune hésitation dans la lecture.
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Soit (fig. 25)

p le rapport du poids de 1™ de terre a celui de 1™ de macon-
nerie,

BM AP
1274, IL:E.

On se donne /; p est connu; / s’en déduit par la formule

(t+0)R2—1l(1+p)h— e

"‘_Z)%H"/’) ol

Cette équation est du type (EY) (n° 4). Posons donc, en em-
ployant les coordonnées paralléles de droites u et ¢, au lieu des
coordonnées de points x et y,

,,:/([+P,) v_(l—-l)(l+2p).

RS I S )

I+ ¢ . 3(1+1)

Eliminant successivement p et / entre ces deux équations, on a

pour les équations (I,) et (1) des isoplethes (/) et (p)
) v3l(l+1)+u2(l2—1)—-Il(l—1)=0,
(1) 3 (p+1)+u(2p+1)— (p+1)(2p—+1)=o.

Quant a l'équation (I3) (qui résulte de I'élimination de /et de p
entre ces deux équations, ou les deux précédentes, et I'équation
donnée), elle est ici

(Iy) hu—+ v — h2=o.

Pratiquement,

! varie entre 0,5 et 1,
P » (o, ) 05 55
h » 0537 et

11 suffit donc, entre ces limites, de faire varier /, p et h respec-
tivement dans les équations (I,), (I,) et (I3), en faisant croitre
leurs valeurs, par exemple, de 0,05 en 0,05, et de marquer les
points correspondants, I'abaque se trouve ainsi construit.

(*) Massau, loc. cit., n° 298. L’épaisseur du mur a section rectangulaire est
: m E
donnée par e — tang g\/-gl—’, o étant I'angle du talus naturel des terres, m le
coefficient de stabilité qu’on se donne. Cette formule est facile a traduire en
abaque hexagonal.
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Pour la détermination des points, nous pouvons nous servir de
leurs coordonnées cartésiennes rapportées, O étant le milieu de AB,
a4 OB et ala perpendiculaire en O a OB.

D’aprés ce que nous avons vu au n°® 28, ces coordonnées sont

: AR . oy
données, si -, st pris pour unité, par

o . r= il bl your le point (7
Sy WETIGT R R D LP
o 7'{):{{57 b fL"‘{‘P)(j_PJ‘Q) pour le point (p),
1—h 2 :
e b St pour le point (/).

Rendons-nous compte de la nature des courbes sur lesquelles
sont distribués ces divers points en éliminant entre les expres-
sions de leurs coordonnées les paramétres arbitraires qu’elles ren-
ferment.

Ainsi, I'élimination de { donne pour lieu des points (/)

11— 22

o
5 [+ 9%

De méme, on trouve pour lieu des points (p)

pour lieu des points (/)

(t—x)?
Sy %
. 1+

Circonstance curieuse, le lieu des points (/) et le lieu des
points (p) se confondent en une seule courbe, I'hyperbole I
(fig. 26). Ce fait nous améne a cette remarque que deux courbes
dont le tracé se confond, qui, au point de vue géométrique, n’en
font qu'une seule, doivent, au point de vue des abaques, étre con-
sidérées comme distinctes lorsqu’elles portent des graduations
différentes. La distinction entre ces graduations pourra se faire
en inscrivant les cotes de I'une d’elles d’an des c6tés de la courbe,
les cotes de la seconde, de 'autre. Au reste, et c’est ici le cas, il
arrivera parfois que la portion de la courbe, support commun des
deux graduations, répondant & 'amplitude de variation d’une des
quantités correspondantes, soit tout a fait extérieure a la portion
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de la méme courbe répondant a "amplitude de variation de I'autre
quantité. En d’autres termes, les échelles relatives a ces deux
(|uanlités seronl supportées par deux arcs entiérement séparés
d’une méme courbe. Elles sont alors aussi distinctes que si elles
étaient portées sur deux courbes différentes.

Fig. 26.

C’est, nous le répétons, le cas pour la formule actuelle. Nous
avons indiqué en trait fort, surla fig. 26, les arcs de courbe sur
lesquels se trouvent les graduations répondant aux valeurs prati-
quement possibles de £, p et /.

Application du principe de ’homographie.

33. Clest par une application du principe de dualité que nous
avons transformé les abaques & droites isopléthes en abaques a
points isopléthes. Nous allons maintenant faire observer qu’on
peut également tirer parti, dans la construction des abaques, d’un
autre principe généralement considéré comme d’un intérét pure-
ment théorique. Nous voulons parler de celui de I'homographie.

Ce principe consiste i transformer une figure en substituant aux
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coordonnées x et y, les coordonnées z' et )/ définies par des

expressions de la forme

o ﬂ,z‘—!—bo_y—i—cq A48 a,x+b,y+cj.
dzrey+f - 2 dragyj

Une telle transformation fait correspondre a des points en ligne
droite, d’autres points en ligne droite. Elle sera, par suite, appli-
cable aux abaques a points isopléthes et permettra, dans beaucoup
de cas, d’introduire chez ceux-ci d’utiles modifications.

3%. Prenons comme exemple I'abaque du n° 32. Puisque le

. : S 1—h
point cote I oa pour abscissew — ———, on a
1+ A

I—@
b = — 3
1+
on voit donc qu’une transformation homographique pour laquelle
on aura
] — X

=
-2

donnera un abaque ou le point coté & aura pour abscisse x'— /&,
et, par suite, ou les valeurs de I'inconnue seront données en vraie

grandeur (& I'échelle de la figure) par les abscisses des points (/).
Opérons donc la transformation définie par les formules

Les points (/) sont alors donnés par

P Ul P e
UTGTIRR R e BT

les points (p) par

T 2(apeT) . 2p+1
S ol TR

les points (/) par
= =12t
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Le support commun des graduations (/) et (p) est alors I'hy-
perbole

celui de la graduation (/4), la parabole
¥ —=a.

Nous avons encore, sur la fig. 27, indiqué en traits forts, les

Fig. 27.

parties de courbes répondant aux échelles pratiques de /, de p et
de A.

Dilatations d’ordonnées.

35. Le cas le plus simple de la transformation homogra-
phique est celui qui consiste a dilater les ordonnées des points de
I'abaque, comptées a partir d’un axe convenablement choisi sur
celui-ci, de maniére a augmenter I'écartement de courbes trop
rapprochées et 'angle sous lesquels certaines droites coupent ces
courbes.
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Ainsi Pabaque de la tg. 27 se trouve sensiblement amélioré
par la dilatation, dans le rapport de 1 a 3, des ordonnées comp-

Fig. 28.

tées a partir de la droite OA, bissectrice de I'angle zO). On
obtient alors la fig. 28 (1).

(') A titre de complément de I"abaque que nous avons choisi comme exemple,
nous ferons la remarque suivante : le but qu’on se propose en substituant le
mur a fruit intérieur au mur rectangulaire est d’obtenir la méme résistance au
renversement avec un moindre cube de maconnerie. Il y a donc intérét, une fois
/v calculé par Pabaque qui vient d’étre décrit, 4 se rendre compte du rapport de
I'aire de la section obtenue a la section primitive. Sil'on pose (fig. 25)

aire ABCD g
aire MBCN ~ ’
on trouve bien facilement que

k=2h+1—2hl

Construisons donc I"abaque de cette équation. Si 'on prend comme équations

(RN

Wisilmmtio e s
on a pour équation (I))

(2h—1)u-+9¢—2h =o.

Les points (/) et (k) sont, entre les limites convenables, les points de division
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Anamorphose graphique.

36. En terminant ce qui est relatif aux équations a trois va-
riables, nous ferons observer que, lorsqu’une telle équation est
représentée par le croisement de trois cours d'isopléthes, on peut
déformer la figure d’une facon quelconque, attendu que les courbes
se croisant en un méme point continueront, aprés déformation, a
se croiser en un méme point. De la le principe de 'anamorphose
graphique signalé par M. Lallemand et qui permet lorsque, dans
une certaine portion de la figure, les courbes se croisent sous des
angles trop petits, de faire disparaitre cet inconvénient en défor-
mant cette partie de la figure, suivant une loi absolument arbi-
traire (comme on le ferait si la figure était dessinée sur du caout-
choue, en tirant sur celui-ci dans un sens convenable). Mais un

des axes des w et des ¢ portant des graduations naturelles. Quant aux points /,
leurs coordonnées ¢étant

h
on voit qu’ils sont sur la droite qui joint les points « =1, ¢ —1; en oulre, le
Fig. 29.
(22 v
2
1,0
TI.K
li's
Tus (&)
Il.@
{1,3
1,2
(7) ifp
1 10908 07 06 05[],
0,0\ I ”
0,8 "\
02l el
0,6 X ol
0,5 N |
()] e L 1
0,3 LAY |
0,2 ot N |
0,2l - ¥ |
0 1 ey
\ H B

point coté % est sur la perpendiculaire abaissée de A sur la droite joignant le
point « =1 au point H de AB tel que AH = £, 'unité de longucur étant toujours

AB : 8 o 4 i
——- On obtient ainsi 'abaque de la fig. 29, qui peut étre adjoint a celui de la

fig. 28.
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s .

tel artifice n’est pas applicable avec les abaques a points iso-
P PP q P
plethes, attendu qu’ici le mode de liaison entre points correspon-
dants est constitué par le fait de se trouver en ligne droite el
qu’une déformation arbitraire aurait pour effet d’altérer toutes les
roites du plan.
droites du pl
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CHAPITRE V.

EQUATIONS A PLUS DE TROIS VARIABLES. EMPLOI DES ECHELLES
BINAIRES.

37. 11 est facile de voir que le principe général utilisé pour la
représentation des équations a trois variables ne peut pas étre
étendu & des équations & un plus grand nombre de variables. Si, en
effet, nous introduisons une quatriéme variable & dans I'une des
¢quations (1), (1), (Iy) dun° 1, par exemple dans la premiére,
nous voyons qu'a chaque valeur de ¢ correspond un systéme
d’isoplethes («). La superposition de ces divers systémes d’iso-
plethes (o) n’étant généralement pas possible sur un méme tableau,
il faut renoncer a ce mode de représentation. Nous ferons voir
plus loin que ce principe est néanmoins applicable dans certaines
circonstances (n° 43). Mais nous allons indiquer auparavant quel-
ques artifices particuliers propres a conduire a la représentation
d’équations a plus de trois variables, de types se rencontrant fré-
(lllClllll]Cn[ (Jalls l'd pl‘ali(]ll(!.

Abaques hexagonaux a échelles binaires.

38. Le plus fécond de ces artifices est celui des échelles bi-
naires, imaginé par M. Lallemand.

Nous avons vu, au n® 7, que les valeurs de toute fonction de
deux variables I'(2, 3) pouvaient étre obtenues, au moyen de
paralléles a une direction fixe, sous forme de segments portés sur
un certain axe, a partir d’'une origine fixe O. Si la paralléle a la
direction fixe menée parle point commun aux isopléthes () et (3)
coupe l'axe en question au point A, on a

OAN=—lat=— 1l (e, 3
0. 5
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Accolons, dés lors, une telle échelle binaire a chacune des trois
échelles d’un abaque hexagonal (/ig. 30); celles des deux échelles
paralléles aux cotés de I'angle de 120° représenteront, par exemple,
®(y,8) et W (g, 7), celle de I'échelle paralléle a la bissectrice,

F (2,0).

Fig. 30.

Cela posé, faisons passer les deux premiers axes de I'indicateur
par les points (v, 8) et (¢,7); le troisiéme axe passe par un cer-
tain point (2, 3), etsi A, D, E sont les points ou les axes de I'in-
dicateur coupent les échelles primitives Oz, O, 2, O,y, on a

QA = Fi(a, ), OID———‘l’(‘{,S), O:E =W (e, 7).
Or, d’aprés ce qui a é1é dit au n® 21,

OA =0;D + OE;
par suite
F(a, B) = ®(y, 8)+ (e, 7).

On a ainsi la représentation d’un certain type général d’équa-
tion & six variables. Il est bien évident, d’ailleurs, qu’on peut
remplacer une ou deux de ces échelles binaires par une ou deux
échelles linéaires comme celles du n° 21, ce qui fournit la repré-
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senlation des équations a cinq ou quatre variables correspon-
dantes.
Si I'équation proposée a la forme

Fl(“’ ﬁ)= q’l(‘{! a)\Ifi(s! TA)’

il suffit de poser
l“gFt(“v?’)zF(zar@‘)v 'log‘l)l(*(,a)zq)(‘(,a), log Wy (¢, n) = W¥(e, 1),

pour la ramener & la forme ci-dessus.
Les équations de cette forme sont extrémement fréquentes dans
la pratique. Aussi M. Lallemand a-t-il eu occasion de construire

an grand nombre d’abaques de cette espéce.

Exemples d’application.

39. Il nous suffira d’en choisir deux a titre d’exemple :

1° Abaque des intéréts composés. — La formule des intéréts
composés est .
A=a(1+r)",

dans laquelle

« désigne le capital placé;

- le taux du placement;

n la durée du placement;

A le capital produit a la fin de 2 années.

Cette formule peut s’écrire

logA = loga + nlog(1+ r).

On voit qu’elle est, d’aprés ce qui a é1é dit au paragraphe pré-
cédent, représentable par un abaque hexagonal (27, V), compre-
nant : une échelle linéaire pour le terme logA, une autre pour le
terme loga, et une échelle binaire a paralléles pour le terme
nlog(r+r).

Cette échelle binaire (n° 7), qui fournira les valeurs de
nlog(t~r) sur le troisitme axe de 'abaque hexagonal, pris
pour axe des z de cette échelle binaire, par des paralleles a I'axe
des y (qui ne seront autres que les positions successives de 'index
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correspondant de l'indicateur) se composera des isopléthes

y=log(i+r),

xr=ny.

\

1 est & noter que, dans le champ de variation de la variable r,
de 0,025 4 0,06, les accroissements de log(1 —+r) sont sensible-
ment proportlonnels a ceux de 7.

Pour nous en rendre compte, calculons, au moyen d’une inter-
polation par parties proportlonnelles, un des logarithmes inter-
médiaires, par exemple celui qui correspond & 7= 0,04 et qui,
se trouvant vers le milieu de Pintervalle considéré, donnera a peu
pres lieu a Uerreur la plus forte; nous aurons done

log1,04 —logt,025 1,04 —1,025
- 4 3
log1,06 — log 1,025 1,06 — 1,025
d’ou
£ 1.5 i )
log1,04 = log1,025 + ﬁ(log 1,06 —log1,025) = 0,0169739.

La véritable valeur de log 1,04 est
log1,04 = 0,0170333.
L’erreur commise est done
¢ =— 0,0000594.

Si, comme cest le cas sur la 2. V, on représente Punité par

2 2 z Py o g
3 >< 1™, on voit que I’écart entre la position donnée a I'isopléethe

r = 0,04 et sa position vraie est de

; > 1™ 0,000006 = 0™,00004,
soit de 5~ de millimetre. Cet écart est donc absolument inappré-
ciable, et 'on peut, ayant construit les isopléthes 7= 0,025 et
r — 0,006, interpoler entre celles-ci, comme s'il s’agissait d’une
fonction linéaire, c’est-a-dire par parties proportionnelles.

Nous avons insisté sur cetle remarque, parce qu’elle peut se
répéter pour un certain nombre d’autres abaques et qu’il est bon
que I'attention se porte sur elle, le cas échéant.
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L’abaque dont nous venons d’indiquer la construction (') est
représenté par la P/ V. Le premier axe de l'indicateur passant
par le point de rencontre des isopléthes (n) et () et le second
par le point (a) de I'échelle correspondante, le troisieme axe
donne sur la troisiéme échelle la valeur de A.

On peut d’ailleurs prendre pour inconnue une quelconque des
quatre quantités entrant dans la formule. 11 est, en outre, bien évi-
dent, vu les limites imposées a la graduation, qu’on adoptera, pour
exprimer le capital placé et le capital produit, une unité telle que
le premier de ces nombres soit compris entre 1 et 10 et le second
entre. 1 el 100

Exemple (pointillé de la PL. V) : Pour a = 20000", r = 0,04,
n —15*, I'abaque donne A = 36000".

20 Abaque de la poussée des terres. — M. Boussinesq a donné,
pour le calcul de la poussée des terres sur un mur vertical de sou-
ténement, la formule suivante :

-
I
=
(0 )-]
©
¥ i
|
~ -6
e
o
Q
w
”
|
W |-
4

dans laquelle

¢ désigne I'angle de frottement des terres sur elles-mémes;
o, I'angle de frottement des terres sur la maconnerie;

w le poids en tonnes du métre cube de terre;

H la hauteur du mur de souténement;

P la poussée exprimée en tonnes par métre carré.

On voit immédiatement que cette équation est représentable
par un abaque hexagonal a échelles binaires (?), en la mettant sous
la forme

\ gat © T @
logP = (logw + 2logH) + & log tang(z - 5) ~+ log cos(z — E)

T 9
- log2 — log cos [9,—(2 — ;)]

?
|

1

(*) Cet abaque a éLé construit par M. Prévot.
(*) Cet abaque a été construit par M. Renard.
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Le terme logP donne lieu a une échelle linéaire; le terme
logw + 2logH & une échelle binaire a paralleles, définie par les

isopléthes
y =logw,

z=y+2logH;

enfin le troisi¢éme terme a une autre échelle binaire a paralleles,
définie par les isoplethes

~ |-G

7' o
> +10"c0% - — L)—logg
1 2

lo«cos[y <T' ¢
— log cos it ety

La PLl. VI représente I'abaque ainsi obtenu, lorsqu’on admel
pour la variation des diverses données figurant dans la formule les

z= alog tanff(

FEN |

amplitudes suivantes :

Hit¥de 1 atior

w, de 17, poids du métre cube d’eau a 27,3, poids du métre cube
de terre glaise mélangée de cailloux;

v et o, de 0° a 45°.

Pour se servir de cet abaque, on fait passer le premier axe de
I'indicateur par le point de rencontre des isopléthes (H) et (w), le
second par le point de rencontre des isopléthes () et (2, ); le troi-
sieme donne alors sur 'échelle de la poussée la valeur de P.

Ezemple (pointillé de la Pl VI): Pour w =27, H=4",5,
9 = 30°, 9, = 35°, 'abaque donne P = 57,8+,

Généralisation de laddition graphique.

40. M. Lallemand est arrivé a donner une extension considé-
rable a 'emploi des échelles binaires, grace a 'ingénieuse remarque
que voici :

Considérons autour d’un point O ( fig. 31) six directions incli-
nées a 60° les unes sur les autres et numérotons-les 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Sur 'axe 1, supposons portée une certaine graduation telle que
le point & la distance @ de O soit désigné par a; de méme pour b
sur 'axe 3; ¢ sur 4; d sur 5
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Par les points @ de 1 et b de 3, faisons passer deux des axes |
et Il de I'indicateur, le troisi¢me I1I déterminera sur 2 un segment
égald a + b (n°21); si donc nous déplacons I'indicateur en faisant
glisser I'axe III sur lui-méme jusqu’a ce quel, venuen I, passe par
le point ¢ de 4, 11 viendra déterminer en Il sur 3 un segment égal a
@ + b+ c; faisant alors glisser 11" sur lui-méme jusqu’a ce que

LT

\

shocen LIPS O

5

[1I' vienne, en 117, passer par le point d de 5, on voit que 1" venu
en 1" déterminera sur 4 un segment égal & @ +b+c—+d. On
pourrait continuer encore plusieurs fois ainsi; mais nous nous
bornerons la. Supposons donc que, sur I'axe O, 4, parallele a 4,
soit portée, a partir de Oy, une graduation ¢; nous aurons

e=a—+ b+ c+d.

Nous pouvons d’ailleurs prendre sur chacun des axes 1, 2, vt
des origines autres que le point O, sous la seule condition qu’elles
soient correspondantes, c¢’est-i-dire qu’elles se trouvent sim ultané-
ment trois a trois sous les axes de I'indicateur. Et, si a chacun de
ces axes nous accolons des échelles binaires donnant respective-
ment sur eux les valeurs de f(a, '), o(B3, 8, ¥(v,¥'), 7.(3,9) et

i
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F(e, ¢'), nous voyons que nous avons la représentation de I'équa-
tion
S, ') +o(B, B+ (v, ¥') +%(8, 8) =F(e,¢e).

La fonction du second membre pouvant étre, par un simple
changement de signe, reportée dans le premier, et le nombre des
termes pouvant étre, par la répétition du procédé sus-indiqué,
pris tel que l'on veut, on peut dire que la méthode en question
permet de représenter toute équation dont le premier membre,
égalé a o, se décompose en une somme de fonctions ne conte-
nant chacune pas plus de deux variables et que, pour celle
raison, on peul appeler des éléments binaires.

Si Iéquation est formée par I’égalité i une constante d’un produit
d’éléments binaires, elle se raméne au cas précédent par une simple
transformation logarithmique.

Généralisation de la multiplication graphique.

41. On a ainsi un champ trés vaste d’équations & un nombre
quelconque de variables, représentables sur un plan. Mais M. Lal-
lemand a été encore plus loin, grice & un nouvel artifice dont nous
allons maintenant parler et qui lui a permis de représenter toute
équation dont chacun des membres se décompose en une somme
de produits d’éléments binaires, équation qui ne saurait, par
transformation logarithmique, étre ramenée au cas précédent.

Accolons a I'axe Oz (fig. 32) une échelle binaire E, du type
défini au n® 7. Elle nous donnera sur cet axe, au moyen de paral-
leles & Oy, les valeurs d’une fonction de deux variables (=, 3).

De méme, une échelle binaire a radiantes E,, du type défini
au n° 8, nous donnera les valeurs d’une autre fonction de deux va-
riables ¢(y, 6) comme coeflicients angulaires des droites issues de
lorigine et passant par les points de rencontre des isopléthes (v)
et (8). On peut d’ailleurs toujours faire en sorte que le bord gauche
de E, prolonge le bord droit de E,. S’il n’en était pas ainsi, il suf-
firait de prendre la figure homothétique de E, par rapport au
point O, de fagon & satisfaire a cette condition.

Prenons le point qui est a la rencontre de la paralléle & Oy, me-
née par le point de rencontre des isopléthes (2) et (B) de I'échelle E,
avec la droite joignant le point O au point de rencontre des iso-
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plethes (v) et (8) de I'échelle E,. D’aprés la définition méme des
échelles £y et Ey, on a pour ce point

z = ¢(a, ),
y=x¥(¥,8);
¥ =o(a, B)d(y,9).

par suite

Si donc on atracé sur 'abaque des paralléles aux axes Oz et Oy
et des radiantes allant de O au bord extérieur de I’échelle E,, on
n’aura qu’a suivre la paralléle & Oz menée par le point de ren-
contre de la parallele («,3) a Oy et de la radiante (v, 3) pour
avoir sur Oy la valeur de o (=, B) 4(v, 3).

Fig. 3a.
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Faisant alors coincider avec cet axe Oy l'axe Oz’ d’un second
abaque muni d’une échelle binaire a radiantes E; donnant les va-
leurs de 77 (e, ), on aura, de méme, sur 'axe Oy, les valeurs de
o (e, B) (Y, 8) 1(s, 1), et ainsi de suite.

On peut donc toujours disposer autour d’un certain axe A un
abaque donnant sur cet axe les valeurs d’un produit d’éléments bi-
naires en nombre quelconque.

Un second produit analogue pourra étre donné par une échelle B,
un troisi¢tme par une échelle C, etc.
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Il suffit ensuite de combiner ces échelles par voie d’addition, au
moyen du procédé indiqué au n° 40, pour obtenir la représentation
d’une équation de la forme

o(a, B)Y(y, 8) %(e, ). - .+ @1, Br) Y1 (Y1, 81). o ..

-+ ?n(im ?’Il) 'J{n(‘{/u an)o « e =0.

Mode de combinaison plus général des éléments binaires.

42. Les éléments binaires peuvent d’ailleurs étre combinés entre
eux par d’'autres voies que celle de 'addition ou de la multiplica-
tion.

11 suffit, en particulier, d’accoler respectivement a P'axe des z et
a I’axe des y d’un abaque portant les isopléthes

Bz, vie)=0
les échelles
1':?(11 ﬁ), .,V:"‘f(.i" 6)7
pour avoir la représentation de I'équation
F[?(iy B): “f’(‘() a)a a]‘_‘ 0.

En particulier, si 'on veut avoir surun axe pris comme axe des
des segments proportionnels aux valeurs d’une fonction de la
forme f[4(y, 8), ¢], il 0’y a, aprés avoir posé

a=f[Y(y,9), ],
qu’a prendre comme échelle de I'axe des z
x = a (graduation naturelle),
comme échelle de I'axe des y
¥ =4¥(y, 8) (échelle binaire),
et comme isoplethes rapportées i ces axes
mi=sf(yie):

On pourrait, comme nous P'avons fait pour I'addition et la mul-
tiplication des éléments binaires, répéter plusieurs fois cette opé-
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ration graphique; nous croyons inutile d’insister sur ce point. Cela
revient, au fond, a faire une application répétée du principe de
g iy s R s .

I’élimination graphique exposé au n° 10.

Abaque de la déviation du compas.

43. Comme application de ce qui précéde, nous choisirons
I’abaque de la déviation du compas pour un navire donné, un des
plus élégants qu’ait construits M. Lallemand.

La déviation du compas d’un navire, variable avec la position de
celui-ci a la surface du globe, est donnée par la formule

= A+ msin{+ ncos{ + Bsin2{ + C cos2{,

oz

ou
m = arcsin|w(1+ LsinB Wt emn"f)—i-B\
— L 55 ; r=g3 ang ”),
. s 1 Q)
7N ==arCSIn [v (\lﬁ 5 sin B>], U= I<ftang0 - ﬁ/)’
C étant le cap du compas;

f Pangle d’inclinaison magnétique, variable aux différents points
du globe;

H la composante horizontale du magnétisme terrestre, également
variable aux différents points du globe;

A, B, G, %, e, f, P, Q des constantes connues pour chaque navire.

On voit que m et n, 'un par lintermédiaire de ., "autre par
celui de v, sont tous deux fonctions de § et de H, et, par suite, de
la latitude £ et de la longitude L du point du globe ot se trouve le
navire a 'instant considéré.

Voyons comment on pourra construire des échelles binaires fai-
sant connaitre les valeurs de m ou de n pour des valeurs données
de et de L. Nous n’aurons d’ailleurs besoin d’envisager que I'un
de ces coeflicients m, par exemple, la théorie étant absolument
la méme pour l'autre, n.

Prenons donc, pour I'échelle binaire de m, comme premiers
systémes d’isopléthes (m) et (), d’une part

BI=\1,
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de autre
a1 By

Pour obtenir les isopléthes (/), nous nous servirons des plani-
sphéres terrestres sur lesquels sont marquées les courbes le long
desquelles § d’une part, H de I'autre, ont une valeur constante,
véritables abaques dont ces courbes sont les isopléthes.

Donnons-nous alors une valeur fixe pour / et faisons varier L.
Pour cette valeur de / accouplée successivement avec chacune de
ces valeurs de L, les cartes en question nous feront connaitre les
valeurs correspondantes de 6 et de H. Nous en déduirons a chaque
fois la valeur de 1 et celle de m (soit par le calcul numérique, soit
au moyen d’abaques préparés a cet effet), et, a chaque fois aussi,
nous marquerons sur notre abaque le point (x =m, y = L), qui
appartient a I'isoplethe (/). Ayant déterminé ainsi un nombre suf-
fisant de points de cette isopléthe, nous tracons ensuite celle-ci.
Nous dessinons, de cette maniére, autant d’isopléthes () qu’il est
nécessaire, et voila notre échelle binaire de m obtenue (PL. VII).
De méme pour n.

Posons alors

8 = msin¢;

8"= A+ ncosf{+ Bsinaf + Ccos2l

Il nous sera facile de construire des échelles donnant respecti-
vement les valeurs de &' et de d”.

En effet, il suffira (n° 41) d’accoler I'axe des x de I'échelle bi-
naire précédemment construite pour 7 a I’axe des & d’une échelle
a radiantes (I) définie par

V.= x.sind

pour avoir sur I'axe des y de celle-ci les valeurs de &'. Cetaxe desy
n’aura, d’ailleurs, pas besoin d’étre construit. La position corres-
pondante de 'axe de I'indicateur sera déterminée par le point de
rencontre de lisopléthe ({) de I'échelle a radiantes et de l'iso-
plethe (m) menée par le point d’intersection des isopléthes (/)
et (L). :

De méme, il suffira d’accoler (n° 42) 'axe des z de I’échelle
binaire construite pour n a I'axe des z d’un abaque (IT) portant
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les isoplethes rectilignes
¥ =A+zcos{+ Bsin2{ + Ccos2{,

pour avoir, au moyen de perpendiculaires a I'axe des y de celui-ci,
les valeurs de d".
Puisqu’on a

A Ny N
0=0-+0,

il suffira de prendre les axes (non tracés) sur lesquels &’ et 3" se
projettent respectivement en vraie grandeur comme premiére et
seconde échelle d’un abaque hexagonal, pour avoir sur la troisieme
les valeurs de 3.

(est d’apreés ces principes qu'a été construit 'abaque de la
Pl. V11, qui fait connaitre la déviation du compas en un point
quelconque du globe pour le navire le Triomphe.

Les constantes qui interviennent dans la formule ont ici les va-
leurs

A=—1%9, e =+ 0,106,
Bi="& 60,40, Jf=—o0,013,
6= — 07,0/, P = — 0,033,

N =084 Q =—0,020.

Pour plus de netteté dans I'abaque partiel faisant connaitre ",
on n'a fait varier le cap du compas que d’une demi-circonférence.
Afin donc d’avoir la valeur de 3" correspondant a toutes les valeurs
de ", on a di répéter deux fois 'échelle binaire de n (1), 'une de
ses positions correspondant a la graduation relative au demi-rumb
nord, 'autre & la graduation relative au demi-ramb sud.

En résumé, ayant pris dans 'abaque de 4’ le point de rencontre
de l'isopléthe (§) et de I'isopléthe (m) passant par I'intersection
desisopléthes (Z) et (L) et, dans 'abaque de &” (en tenant compte
du demi-rumb ou se trouve le compas), le point de rencontre de
I'isopléthe () et de I'isopléthe (n) passant par I'intersection des
isoplethes (4) et (L), il suffit de faire respectivement passer par

(*) Sur I'échelle binaire de m qui est, en somme, un planisphére anamorphosé,
on a distingué les mers des continents. On ne I'a pas fait sur I'échelle binaire
de n, parce qu'il en serait résulté une certaine confusion dans le dessin.
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ces points les deux premiers axes de l'indicateur pour que le troi-
sitme donne sur Péchelle de la déviation la valeur de 3.

Les lignes pointillées marquées sur la planche indiquent le mode
d’emploi de I'abaque pour les données suivantes :

V=GN o L =2020., C=A

L’abaque donne alors

0= 11°8.
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CHAPITRE VI

METHODE DES POINTS DOUBLEMENT ISOPLETHES.

4%. La méthode des éléments binaires de M. Lallemand, qui
vient d’étre exposée, englobe une foule de formules usuelles. Mais
elle suppose essentiellement la répartition des diverses variables en
groupes de deux. On pourra, dans certains cas ('), admettre une
méme variable dans un ou plusieurs groupes binaires, @ la condi-
tion toutefors que cette variable n’aura jamais a étre prise
comme inconnue, car on voit bien aisément que, pour que I'abaque
permette le calcul d'une des variables qui y figurent, il faut qu’a
celle-ci ne corresponde qu’un seul systeme d’isopléthes sur toute
I'étendue de cet abaque. Or il peut se faire que la variable qui
aurait a intervenir dans plusieurs ¢éléments binaires soit précisé-
ment celle qu'on a besoin de calculer. Nous en citerons un
exemple bien simple, celui de I'équation compléte du troisicme
degré

23+ nz*+ps+4+ g =o,

que le systéme des abaques hexagonaux ne permet de représenter
qu’au moyen de deux échelles binaires en z et n, et en s et p, el
une échelle linéaire en ¢, ce qui fait que z ne peut étre donné par
I"'abaque ainsi construit.

En raison des cas qui échappent comme celui-ci a I'application
de la méthode précédente, il y aintérét a signaler d’autres pro-

(*) Voir en particulier I'exemple du numéro précédent, ot I’ensemble des
variables / et L d’une part, la variable  de 'autre, figurent deux fois dans les
groupes partiels de I’abaque.
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Y

cédés de représentation pour certaines classes d’équations a plus
de trois variables. C’est ce que nous allons faire & présent ().

Principe des points doublement isopléthes.

45. Reprenons la forme générale (E™) (n° 4) des équations a
triple réglure en introduisant une quatri¢éme variable ¢ dans une
des lignes du déterminant

| fi(a,8) fala,?d) fs(a,a_)’

(E) | 21(B)  ea(B) s(B) [=o.
| $a(Y) $a(Y) Ya(y)

Cette équation exprime, sil'on représente par « et ¢ des coordon-
nées paralleles de droites (n°28), que les points dont les équations
sont

(L) u fi(a, 8)+ v fa(a, )+ f3(a,8)=o,
(1) wor(P) —‘—V‘?z(;@) +¢3(B) =o,
(Ts) udi(y) +oda(y) +d3(y) =o

sont alignés sur une méme droite.

Lorsque, dans les équations (I,) et (15), on fait varier les para-
métres {3 et y, on obtient deux séries de points isopléthes () et (v)
distribuées chacune sur une certaine courbe.

Considérons maintenant I'équation (I,). Pour chaque valeur
de 2, on obtient, par variation de g, une certaine courbe qui esl
une isopléthe (o). De méme, pour chaque valeur de 8, on obtient,
par variation de «, une isopléthe (). Pour des valeurs particu-
lieres de o et de 4, le point (I,) correspondant est a la rencontre
des isopléthes («) et (o) répondant a ces cotes particuli¢res. Clest
pourquoi nous l'appellerons point doublement isopléthe.

En résumé, I'équation (E) est représentée par un abaque
(fig. 33) composé des deux séries de points isopléthes ()
et (y) et des deux cours d’isoplethes (a) et (3), et les valeurs
correspondantes des quatre variables sont telles que la droite joi-

(*) Voir aussi la fin du n° 10.
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gnant le point (3) au point () passe par le point de croisement
des isopléthes (2) et (8) (*).

Par exemple, sur I'abaque de la fig. 33, pour
b fod B8 el i)
on a, comme le montre la droite en pointillé,
() =%
On a ainsi le cas d’extension & quatre variables du principe fon-
damental, auquel nous avons fait allusion au n® 37.

Abaque de I’équation compléte du troisiéme degré.

46. Appliquons tout de suite cette méthode a I'équation com-
plete du troisieme degré

284 riz2—s—pz “+qg =o.
11 suffit, comme au n°® 30, de prendre

wu=p, v=4q,

(') Nous avons communiqué cette méthode a I’Académie des Sciences dans la
séance du 23 février 1891 (Comptes rendus, t. CXII, p. f2r)
(8) 6
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équations qui fournissent, pour les deux systémes de points sim-

plement isopléthes, les points de division des axes des « et des v.

On a ensuite, pour engendrer les points doublement isopléthes

[équation (I;) du numéro précédent], I'équation
B+nz?+us+v=o.

Le point ainsi défini a pour coordonnées (rapportées a I'axe AB
et a axe équidistant de ceux des « et des ¢) (n° 28),

11— 3 334+ nz?

X = — B y=

ISel=20 i i ]

Les isopléthes (z) sont des paralleles aux axes Aw et By,
puisque z ne dépend que de 5. Quant aux isoplethes (n), on les
obtiendra en donnant a n une certaine valeur et considérant z,
dans les expressions ci-dessus de z et de y, comme un paramétre
arbitraire.

Faisons remarquer ici, comme nous 'avons déja fait a propos de
Péquation trindme (n° 30), qu'on peut se borner aux valeurs
positives de z, les racines négatives de I'équation proposée pouvant

étre obtenues comme racines positives de la transformée en — z
3B—nz?+pz—q=o.

11 y alieu aussi d’observer que les isopléthes (72) sont trés faciles
a construire lorsqu’on a déjala courbe correspondant a I'équation
trindme (n° 30, fig. 23) qui n’est autre que lisoplethe (n=o0).
En effet, la valeur de y donnée plus haut peut s’écrire

Dés lors, sinous donnons une certaine valeur a z, et, par suite,
a x, nous aurons, en appelant y, l'ordonnée correspondante de

I'isoplethe (n),

I3

)

= J0itl

c’est-a-dire que les isoplethes () sont affines suivant la direction

de 'axe des y (').
Il suffira donc, a partir du point de I'isopléthe (72 =o0) coté z, et,

(*) Cette remarque est importante. Elle se répéte pour un certain nombre
d’abaques et introduit une grande simplification dans la construction de ceux-ci.
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]

aprés avoir calculé la quantité /— -l—:};-, de porter sur la paralléle
menée par ce point a 'axe des y les longueurs /, 2/, 3/, ..., —/,
—al, — 3, .... On obtiendra, de cette facon, les points cotés =
sur les isopléthes (n =—1), (n =—2), (n =—3), ..., (n=1),
(n=2), (n=23), .... L’abaque ainsi construit est représenté
parla Pl VIII ().

Pour avoir les racines positives de 'équation écrite pius haut, il
suffit alors de lire les cotes s des paralleles aux axes passant par
les points ou la courbe (n) est coupée par la droite joignant le
point p de Paxe des u au point ¢ de I'axe des ¢. Par exemple,
pour n=1, p=—12,16, ¢ =—3,2, ona 3= 1,6"Cel exeinple
est indiqué par un trait pointillé sur la PL. VIII. Le second trait
pointillé se rapporte a I'équation prise pour exemple au n° 30.

Abaques des équations des quatriéme et cinquiéme degrés.

¥7. Toute équation algébrique peut, par une transformation
connue, étre privée de second terme.
Il suffit, en effet, dans I'équation

Zm 4+ a Zm\ - aym—2 ., .+ a, = o,

- . . r a %
de faire la substitution 7 — 5z — ;L‘ pour que celle-ci prenne la

forme
m—2

ZM—4-byzm—24 byzm—3 . . + b, =o.

En particulier, toute équation du quatriéme degré peut étre
ramenée a la forme

at-nst-Eps-tg=0.

Il suffira donc de constraire, par la méthode des points double-
ment isopléthes, 'abaque de cette équation pour avoir la résolu-
tion de I'équation du quatrieme degré.

L’équation étant privée de second terme, on peut, lorsque le
troisitme n’est pas nul en méme temps, ramener la valeur de

celui-ci a == 1. Il suffit, pour cela, de faire la substitution

5 = 3'{/val. abs. b,.

(*) On pourrait, soit par transformation homographique, soit en prenant I'une
des coordonnées courantes égale & n au lieu de p ou de ¢, faire varier I'abaque
de I'équation du troisicme degré, de facon a rendre son emploi pratique pour
d’autres limites de variation des coefficients.
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En particulier, toute équation du cinqui¢me degré peut étre
ramenée & une des trois formes
Z25+nz*+pz+qg=o0,
25+ 23+ nz?+pzs+qg =o,
25— 23+ ns?+pz+q=o.

I1suffira donc de construire 'abaque répondant a chacune de ces
trois formes d’équation pour avoir la résolution de toute équation
du cinqui¢tme degré, dans les limites, au moins, permises par les
dimensions de 'abaque.

On sait qu’on peut aussi, par une transformation quadratique,
priver toute équation du cinqui¢me degré a la fois de son second
et de son lroisiéme terme et ramener, par suite, sa résolution a
I'emploi du premier des trois abaques précédents. Nous croyons
cependant que le procédé ci-dessus est pratiquement le plus
simple.

Abaque de la distance sphérique.

48. Voici encore une application du principe des points double-
ment isopléthes.

La distance sphérique ¢ de deux points en fonction de leurs
latitudes A et )\ et de la différence L de leurs longitudes peut
s'écrire, ainsi que I'a remarqué M. Collignon,

2 cos@ =(1+ cosL)cos(A — A") —(1— cosL) cos(A + 2').

Si nous posons

u=—cos(A+2") (1), v = cos(A — 1),
I'équation précédente devient
2089 =(1+ cosL)¢ + (1 — cosL)u,

équation d’un point doublement isopléthe, puisque ses coefficients

(*) On pourrait aussi bien poser w = cos(A -+ A"); mais alors la partie utile de
I’abaque s’étendrait jusqu’a linfini, puisque, le point de rencontre des isopléthes
(L) et (») ayant alors pour équation

2c059 = (1+cosL)¢ — (r— cosL) u,

: : : 1 :

son abscisse serait donnée par z = YT dont la valeur absolue varie de 1 & «.
S

11 faut toujours avoir soin, quand on construit un abaque, de veiller a ces sortes

de détails.
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contiennent deux paramétres ¢ et L, et qui va, par suite, donner
naissance & deux cours d’isoplethes () et (L), ainsi qu’il a été dit
au n° 38. Pour avoir ces isopléthes, calculons les coordonnées du
point en question (n°® 28). Nous avons

_ (r+cosL)—(1—cosL)
~ (1+cosL)+(1—cosL)

cos L,

2C08Q ik
- = Q.
(1 =+ cosL)—+(1— cosL) A

Y =

Il n'y a donc aucune élimination & faire. Les isopléthes (L)
sont des paralleles a 'axe des y et les isopléthes () des paralléles
a 'axe des z, passant les unes et les autres par les points d’égale

Fig. 34.
Echelle de L
MEoEiae X e R NEN T SRS DNE SIS S S
i T 10
160 T L
150 30
140 / 3 40
130 e 50
120 L 60
< 110 e 0 ¥
~< -
B . N
~ 100 =% g8 3
£ %
90 i 90 *

Bechelle  de
8
E
Eohelle de

0 110
.60 120
50 130
40 140
30 150
20 160
10 110

0 - 180

division du cercle (non tracé) de rayon 1, ayant son centre a l'ori-
gine (fig. 34)(").On joint le point ) -+ %' au point A — X’ par une

(*) Un tel abaque, dessiné a une échelle convenable, pourrait étre inséré dans
les Atlas de Géographie pour permettre I’évaluation de la distance entre deux
graphie p P
points relevés sur une des Cartes de cet Atlas.
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droite qui coupe la verticale L en un point;la cote de I'horizontale
passant par ce point est la valeur de © cherchée. Cette cote n’esl
autre d’ailleurs (puisque toute coordonnée ¢ est I’y de son extré-
mité) que la valeur de % — 2" & laquelle aboutit cette horizontale.

A titre d’exemple, la droite marquée en pointillé sur la fig. 34
montre que la distance de Paris (A== 48°50/, L=0) a Hanoi
(2 = 23°40’, L = 116°) est de 849°50'.

I’abaque ainsi construit aurait pu étre obtenu par transforma-
tion de celui que M. Collignon a fait connaitre pour la méme for-
mule. Le principe de ce dernier abaque est le suivant. Sil’on pose
cos.= z, la formule qui fait connaitre ¢ devient

2089 = (1+ @) cos(h — X' )—(1— ) cos(h + A').

Si donc on construit les droites (fig. 35)

IANNG SRR (—l—i;-aq—) cos(h—A'),
BN — (:; 2, cos(h+ L")

el qu’on prenne
=105 —cos L}

cosg est égal a la différence PQ des ordonnées correspondantes de

Fig. 35.
o
i ] i
: ! cos (\-X)
co.r()w\): k E
! |
Ax X
! Ol s e ->8 B
cos (A+X)i
I
M’

ces deux droites. La transformation qui permet de passer de cel
abaque a celui quia été décrit plus haut consiste a joindre le
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point N au symétrique M’ de M par rapport a A; on voit facile-
ment que, si la droite ainsi menée coupe PQ en R, on a PQ = SR.

En effet
: BO B 4P

M'A~ BA~ AM’
el, par suite,
RO =85 %

49. 11 est bien évident qu’on pourra, dans un trés grand nombre
de cas, obtenir par des procédés particuliers, en appliquant des
propositions de Géométrie élémentaire, les abaques auxquels con-
duit la méthode des points doublement isopléthes. Outre 'intérét
qu'il y a, au point de vue théorique, a faire découler d’un prin-
cipe unique tous les abaques d’'une méme famille, on peut remar-
quer que la méthode en question a généralement I'avantage de
conduire d’emblée, ainsi qu'on I'a vu au numéro précédent, a
I"abaque le plus simple. Voici, a ce point de vue, un autre exemple
qui est frappant.

Abaque des lentilles.

30. Prenons la formule des lentilles dans le cas ou les deux faces
de la lentille plongent dans des milieux différents
L s
r V.4
ou fet f sont les distances focales, p et p' les distances du centre
de la lentille & deux points conjugués. Si nous posons

u=f, o=/,

ce qui nous donne, pour les deux systémes de points simplement
isoplethes, les points de division des axes, I'équation des points
doublement isopléthes est
LRl
YL
On voit done, d’apreés la formule (II) du n° 28, que, pour une
méme valeur de p, on ades points distribués sur la droite joignant
I'origine B au point de division p de I'axe A u, et, pour une méme
valeur de p/, des points distribués surla droite joignant I'origine A
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au point de division p' de 'axe By (fig. 36). Ce sont, par suite,
ces droites issues respectivement de B et de A qui constituent les
isoplethes (p) et (p/).

Si donc on connait p, f et p' et qu'on veuille avoir f/, on n’a
qu’a lire la cote du point o By est coupé par la droite joignant le

Fig. 36.

point f de Aw an point de rencontre des radiantes p et p' issues
de B et de A.

Dans le cas particulier de f= /', on retrouve l'abaque de
M. Gariel, que celui-ci a obtenu par un procédé particulier basé
sur 'emploi combiné d’une anamorphose et d’une transformation
perspective ('). La marche ci-dessus indiquée est incontestable-
ment plus directe et plus rationnelle.

51. Nous avons développé 'exemple précédent pour faire voir
comment la construction de I'abaque de M. Gariel se rattache au
principe des points doublement isoplethes. Nous ferons remarquer
maintenant que la formule des lentilles peut se mettre en abaque
encore plus simplement. Il suffit d'un quadrillage, tel, par exemple,
que celui qui est imprimé sur le papier a croquis qu’on trouve dans
le commerce.

(*) Voir Favaro et TERRIER, Calcul graphique, p. 21q.
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Ayant choisi dans ce quadrillage des axes Oz et Oy (fig. 37),
on voit que la verticale correspondant a la valeur de f et I’horizon-
tale correspondant a la valeur de f" doivent se couper sur la droite

Fig. 37.

10

(474}
o©w

-

o

(PO W YRR R Ty U s O M
) et (p)

qui jointle point p de I'axe Oz au point p' de 'axe Oy. Cela tient
tout simplement a ce que I’équation de cette droite est

e

y R o
L’abaque ainsi obtenu et celui de la fig. 36 sont corrélatifs,
selon le mode indiqué au n® 29. On peut remarquer, dans un in-
térét purement théorique, que ce dernier abaque se rattache immé-
diatement aussi, si I'on veut, au principe des points doublement
isoplethes. Il suffit, pour cela, d’observer que I'équation

est représentable par les deux syst¢mes de points simplement iso-
pléthes
u—+v=2p (z=o0,y=p"),

u(t—p)+veo(1+p)=o . (z=p,y=0),
et le systéme de points doublement isopléthes

u(r—f)+—v(a+f)—af'=o0 (z=f, y=r1")-
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90 CHAPITRE VI.

Equations a cing et a six variables.

52. La méthode des points doublement isopléthes, exposée au
n" 43 pour le cas de quatre variables, peut évidemment s’étendre
aux cas de cinq et de six variables par I'introduction de nouvelles
variables dans la seconde et dans la troisi¢me ligne du détermi-
nant (E') (n°4). On a ainsi, dans le cas de cinq variables, deux
points doublement isopléthes

u.fl(% a)+ Vf2<17 a)+j3<17 a): 0,

uo1(B, e)+voa(B,e)+93(B, e)=o,
et un point simplement isopléthe
()4 oda(7)+ d3(y)=o;
dans le cas de six variables, trois points doublement isopléthes

ufl(“’ a)”_ v fa(a, a)+f3(“v a):Or
wor(B, &)= cor(B, &)+ 05(B, £)=o,

wdi (v, )+ oda(y, )+ ds(y,m)=o.

Chaque point simplement isopléthe donnant naissance & une
courbe graduée, et chaque point doublement isopléthe & un sys-
teme double de courbes isopléthes, les équations a cinq variables
ici envisagées donneront naissance a des abaques conslilués par
deux systémes doubles de courbes isopléthes et une courbe gra-
duée, les équations & six variables a des abaques constitués par
trois systéemes doubles de courbes isopléthes.

En général, les portions utiles de ces trois systémes doubles
d'isoplethes S, S, et S, se superposeront au moins partiellement,
et la figure ainsi obtenue présentera a 'eil un enchevétrement in-
extricable. Pour obviera cet inconvénient, tout en laissant fixe un
des systemes S, faisons glisser les deux autres S, et S, parallélement
a une direction arbitraire, 'un vers la droite de la longueur d,,
l'autre vers la gauche de la longueur ,, de maniére a les séparer
complétement de S (fig. 38). Dés lors, pour chaque lecture, le
point p, déterminé dans le systéme S, devra préalablement étre
reporté de lalongueur d, vers la droite, dans la direction du glis-
sement, soil en p,, et le point p, déterminé dans le systeme S,
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METHODE DES POINTS DOUBLEMENT ISOPLETHES. g1
de d, vers la droite, soit en p,. Les points p, el p, sonl, dés lors,
alignés avec le point p déterminé dans S. 1l y a évidemment la
une petite complication qu’il vaudra mieux éviter chaque fois que

Fig. 38.

faire se pourra par la construction d'un abaque ou les parlics
atiles des trois systémes doubles d’isopléthes ne se pénétreront

‘)ilS .
Isopléthes tangentielles.

53. Nous ferons enfin remarquer que la méthode de correspon-
dance corrélative que nous avons indiquée au n° 29 pour la trans-
formation des abaques sur lesquels I'application des coordonnées
ponctuelles donnerait trois cours de droites isopléthes peut aussi
bien étre appliquée dans le cas de trois courbes isopléthes quelcon-
ques. Cette transformation aura pour effet de substituer a des iso-
pléthes ponctuelles des isopléthes tangentielles, ¢’est-a-dire que les
isopléthes, au lieu de se correspondre par le passage de trois d’entre
elles, de systemes différents, en un méme point, se correspondront
par la langence de trois d’entre elles, de systemes différents, i une
méme droite. Une telle transformation, fort importante lorsqu’elle
permet de substituer des points isopléthes a des droites isopléthes,
serait sans intérét pratique lorsqu’elle n’aurait pour effet que de
remplacer certaines courbes par d’autres courbes. Elle peut cepen-
dant avoir des avantages lorsqu’on I'applique a des abaques dans
lesquels deux des systémes d’isopléthes sur trois sont composés de
droites, mais seulement lorsque les isopléthes du troisiéme systéme,
qui sont des courbes, sont plus simples sur le nouvel abaque que
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92 CHAPITRE VI. — METHODE DES POINTS DOUBLEMENT ISOPLETHES.

sur 'ancien ('). Le nouvel abaque comprend alors deux courbes gra-
duées et un systetme d'isopléthes tangentielles. A cette derniére
catégorie appartiennent, en particulier, les Tableaux graphiques
de M. Willotte pour la mesure des surfaces des profils de terrasse-
ments (Ann. des Ponts et Chaussées, 1880, 2° sem.; p. 303).
Nous ne faisons d’ailleurs cette remarque qu’a simple titre de
curiosité. Il nous semble inutile d’insister davantage sur ce sujet.

(*) En particulier, on n’aurait aucun avantage a appliquer une telle transfor-
mation a I'abaque du mur de souténement décrit au n° 16, attendu que les cercles
de celui-ci se transformeraient en hyperboles.
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NOTE ADDITTIONNELLE.

GENERALISATION DE L’EMPLOI DES TRANSPARENTS.

L’emploi de l'indicateur transparent utilisé par M. Lallemand
pour ses abaques hexagonaux conduit tout naturellement a I'idée
de transparents d’un caractére plus général.

Prenons un exemple. Supposons que le plan fixe porte deux
cours d’isopléthes
(1) B (z¥ena )= o:

(1) Ee (2, %, 8)=0

rapportées aux axes Oz et Oy, et le transparent un cours d’iso-
pléethes

(15) Fs(z's ¥, 1)=0

rapportées aux axes O'z" et Oy’

Admettons que I'on déplace le transparent en laissant ses axes
respectivement paralléles & ceux du plan fixe. Si I'on accole a
I'axe Oz une échelle linéaire telle que le point coté & ait pour
abscisse ¢ (3), eta I'axe des y une échelle linéaire telle que le point
colé ¢ ait pour ordonnée ¥(¢), I'axe O'y’ du transparent passant
par le point 3 de Oz, et 'axe O’z par le point ¢ de Oy, on aura,
pour I'équation des isopléthes (y) rapportées aux axes du plan
fixe,

(I3) Fs[z —¢(8), y — ¥(e), Y]=o.

On aura donc la forme de I’équation représentée par un tel abaque
en éliminant z et y entre les équations (I,), (I.) et (Iy). Or, des
deux premiéres on tire

z=fi(x,B), y=rS(2 )

1l vient, par suite, en portant ces valeurs dans la troisi¢me,

Fs[ fi(a, g)—?(a)’ Sa(a, B)—4¢(e), y]=o.
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94 NOTE ADDITIONNELLE.

Si, au lieu d’accoler aux axes Oz et Oy, pour déterminer la posi-
tion de I'origine O’ du transparent, les échelles linéaires donnant
2(8) et (<), onyavaitaccolé des échelles binaires donnant (3, {)
et U(z, 1), on aurait eu la représentation de I'équation

Fs[ fi(a, B)_,?<'37 2), fo(a, B)— (e, m), il=10:

Ces quelques indications suffisent & montrer le parti qu’on peut,
le cas échéant, tirer de 'emploi des transparents. Il serait facile
d’imaginer d’ailleurs bien d’autres variétés pour ceux-ci. Grice a
cette notion, on peut rattacher a la théorie générale des abaques
divers procédés de calcul graphique d’un genre particulier, notam-
ment le profilometre de M. Siégler (Ann. des Ponts et Chaus-
sées, 1881, 1°" sem., p. 98).
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