SEPTIEME PARTIE. — HYPOTHESES COSMOGONIQUES.

SUR

LA PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES

Bulletin astronomique, t. 27, p 321-356 (septembre rg10).

I. — Crotute solide et noyau liquide.

1. Lord Kebvin s'est, 'un des premiers, prononcé en faveur de la solidité
du globe terrestre, et il a cherché de tous cotés des arguments en faveur de
son opinion; quelques-uns sont fondés sur les observations de précession et
de nutation. Je renverrai en particulier a ses Popular Lecture&, vol. III,
page 244 et a ses Mathematical Papers, vol. 111, page 320. Dans ses investi-
gations, il envisage hypothese d'une croite solide inpariable, a Vintérieur de
laquelle se trouve un liquide homogene; il suppose que la surface extérieure
de cette crotte solide est un ellipsoide et que la cavité interne est également
ellipsoidale.

Il avait d’abord annoncé que la constante de la précession aurait du, dans
cette hypothese, différer considérablement de celle qui conviendrait a unc
terre selide et qui est celle que donne Iobservation. Il en serait manifestement
ainsi si la cavité interne était sphérique; la sphere liquide interne aurait alors
eu un axe de rotation différent de celui de la crodte solide; le premier de ces
axes aurait é1¢ fixe, tandis que le second aurait seul subi Peffet de la précession;
la constante de la précession aurait donc ¢té la méme que si la croite solide
avait seule existé.

I crut d’abord que Paplatissement étant trés faible ne pouvait sensiblement
altérer ce résultat, mais en réfléchissant a la question, ainsi qu’il nous le
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482 PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES.

raconle, il se convainquit de son erreur. Par leffet de ce qu’il appelle la
rigidité ‘gyrostatique, le corps complexe qu’il envisage tend a se comporter
comme un corps solide. Cette rigidité a son plein effet si la période de I'inéga-
lité envisagée, exprimée en jours, ‘est trés grande par rapport a I'inverse de
l'aplatissement; elle est donc parfaite en ce qui concerne la précession qui doit
suivre les lois théoriques, mais il n’en est plus de méme pour la nutation de
Bradley dont la période n’est plus que 23 fois 'inverse de 'aplatissement, ni,
a fortiori, pour les nutations semi-mensuelle et semi-annuelle dont les périodes
sont plus courtes que cette inverse. Les divergences seraient énormes et

auraient été certainement décelées par I'observation.

2. 1l ne sera pas inutile, avant d’aller plus loin, de montrer comment la
théorie de Kelvin peut étre présentée sous une forme nouvelle et assez simple.
Je commence par introduire la notion du mouvement simple. Je dirai que le
mouvement d’un liquide est simple, si les composantes de la vitesse d’une
molécule sont des fonctions linéaires des coordonnées. Il est aisé d’établir, en
s’appuyant sur la théorie des tourbillons de Helmholtz, que si le mouvement
est simple a l'origine des temps, il restera toujours simple, pourvu que le
liquide remplisse entiérement un vase ellipsoidal invariable, ou méme si ce
vase se déplace ou se déforme, mais en restant toujours ellipsoidal. Cela nous

autorise a n’envisager que des mouvements simples. Soit
az?+ by?+ cz2=1

Iéquation de Pellipsoide rapporté a ses axes et que nous supposerons d’abord

fixe.
A la molécule liquide z, y, z, dont la vitesse est u, ¢, w, correspondra une

molécule fictive dont les coordonnées seront

z'=zya, Y=y Vb, =z /e
et la vitesse

u'=u\a, v =v /b, w=w /e

L’ensemble de ces molécules fictives remplira une spheére S qui aura pour
équation z'? + y"? 4 22 =1, Il est aisé¢ de voir que, si le mouvement du liquide
est simple, ces molécules fictives se déplaceront comme le feraient les molé-

cules d'un corps solide, de sorte que tout se réduira a une rolation de la
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PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES. 483

sphere S. Soient py, ¢, ry les composantes de celte rotation suivant les trois

a ¢
u=nr\/zy—Nn\/ 3%

axes; on aura

-
[l
=
SO
3]
I
SR
8

Nous avons supposé jusqu’ici que Pellipsoide est fixe. Supposons maintenant
que cet ellipsoide soit indéformable, mais mobile; les mémes formules subsis-
teront encore pourvu que 'on considére le mouvement relatif du liquide par
rapport a la crotite solide. Pour avoir le mouvement absolu, il faut y ajouter le -
mouvement d’entrainement qui se réduit & une rotation de la croiute solide et
des axes mobiles. Soient p, ¢, r les projections de celle rotation sur les axes

mobiles; on aura pour les vitesses absolues

b c

122 :rl\/&y—ql\/az+zy—qz,

() o:p,\/%z—r;\/gx+pz—rx,
a b

R q1-\/gx—1)1 \/E)'—i—qz—p_y,

les axes, étant ceux de Dellipsoide, sont mobiles.

3. 1l est aisé de calculer la force vive dans le mouvement relatif, on trouve

I 2 2 9
;(A]P[—i—quj‘-'- Cll'f)7

avee
/-
44»(1 1 <I I)
1\1—_____ P e
5 Vare\b G

et des expressions analogues pour By et Cy; d est la densité du liquide.
De méme, les trois composantes du moment de rotation dans le mouvement

relatif sont
Avp, Big, Ciry,
ot
80 I
15 yabe \Jbe

On voit que si Paplatissement est trés petit, on a Ay = A, a des termes prés de

I'ordre du carré de Paplatissement.
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484 PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES.

Quant a la force vive dans le mouvement d’entrainement, ce sera
1 &)
5(Ap‘l-«}— Bg2+ CGr2),

A. B. C étant les trois moments d’inertie du corps complet (crotte solide plus
y D, P p P

contenu liquide).
La force vive dans le mouvement absolu est alors

P T= ] YAp+ Y Aippi+ 3 > At

4. Les équations du mouvement peuvent se mettre sous une forme parti-

culierement simple. On peut les écrire

& @ s D
X dt dp -dg dr ;
ddlaf dT
(4) Eaﬁ—l,gg:—‘l—qld—r;:O,

avec celles qu’on en déduit par symétrie; L, M, N sont les moments de la force
extérieure. On remarquera que ces équations présentent une divergence au
premier abord déconcertante.

Dans Péquation (3), le second terme est affecté du signe —+ et le troisieme
du signe —; c’est le contraire dans Péquation (4). Cela s’explique tres aisé-
ment. La rotation p, ¢, r, c’est la rotation absolue de I'ellipsoide; nous la
projetons sur les trois axes de lellipsoide qui sont des azes mobiles. Au
contraire, la rotation py, ¢y, ry est la rolation relative de la sphere S par rap-
port a Pellipsoide; nous la projetons encore sur les trois axes de ellipsoide
qui, en ce qui concerne cette rotation relative, sont des axes fixes.

Ces équations peuvent s’établir de bien des manitres; j'en citerai deux: je
m’appuierai d’abord sur un théortme que j’ai démontré dans les Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, t. 132, p. 369. Voici ce théoréme :

Soit un systéeme mécanique défini par r variables x;. Envisageons un
groupe simplement transitif de transformations de Lie. Soit Xy, X,, ..., X,
les r transformations infinitésimales de ce groupe, de telle sorte que Xy par
exemple change x; en une fonction des x différant trés peu de x;. Nous

éerirons les équations de structure du groupe sous la forme

X Xr— X X;= Zcus X,

les ¢ sont des constantes, et le sens de ces notations est bien connu des
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PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES. 485

personnes familiéres avec les travauz de Lie; si, par exemple, on a

X; X — Xz X;=o,

cela veut dire que les deuz transformations X; et Xy sont permutables.

i s
Cela posé, au bout du temps d¢, les variables z; se changent en 2+ —;t—‘dt;

ce qui revient a dire qu’elles subissent la transformation infinitésimale
dt(T]|X1+ 7]ng+‘ e T]rX,-).

Soient T Pénergie cinétique du systeme et U son énergie potentielle ; T sera
une fonction des z et des 7 et U une fonction des 2. Donnons maintenant
aux z; des accroissements virtuels dz;; cela revient a leur faire subir la trans-

formation infinitésimale
U)1X1+ (1)2X2+. 8 S (JJ,-X,-.

Supposons alors que les Q; soient définis par I'identité

dlcdlU
2<EE T d—x> o= Eini.

Ces notations étant définies, le théoréme en question nous apprend que les
équations du mouvement peuvent étre mises sous la forme suivante (qui
contient, comme cas particulier, les équations de Lagrange, ainsi que les

équations d’Euler pour la rotation des corps solides) :

(5) 8.0 =20skiﬂ7lk+9-s-
dt dn; an;

Cette formule s’applique immédiatement au cas qui nous occupe; nous avons
six degrés de liberté; les six transformations infinitésimales possibles sont :
1° une rotation du corps complet autour de I'un des axes de l’ellipsoide; aile
mouvement simple du liquide correspondant & une rotation de la sphere S
autour de I'un des axes de Dellipsoide, la croute solide demeurant fixe. Soient
X, Y, 7Z, Xy, Yy, Zy, ces six transformations. Les régles de la composition des
rotations nous fournissent les équations de structure du groupe

XY LY e e

YZ — 7Y =X, YiZy —7,Y, =—X;,

TR XL G B R T

) % n
D’autre part, une quelconque des transformations X, Y, Z est permutable
avec une quelconque des transformations Xy, Y, Z,; on voit donc que toutes

les constantes ¢ sont égales a 0, +1 ou —1.
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486 PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES.

Au bout du temps d¢, la croite solide a subi une rotation infiniment petite
dont les composantes sont p dt, g dt, rdit; et la sphere S a subi, par rapport a
la croite solide, une rotation dont les composantes sont py dt, g, dt, ry dt, de

sorte que nos variables ont subi la transformation infinitésimale
dt(pX +-qY +rZ +p, X\ + g1 Y+ ri Zy),

ce qui montre que les n ne sont autre chose que P, q..rs Pay Gry Tas

On voit que T ne dépend que des 0, de sorle qu’on a

—2 % ox :2 Quw,

ce qui veul dire que 2Qu représentent le travail virtuel des forces extérieures
pour un déplacement tres petit du systéme; les trois premiers Q sont donc les
moments des forces extérieures; quant aux trois derniers ils sont nuls, puisque
les transformations X, Yy, Z; ne produisent aucun travail. L’application de la

formule (5) nous conduit ainsi aux équations (3) et (4).

5. On peut arriver aux mémes équations par une autre voie. L’équation (3)
n’est autre chose que I'intégrale des aires; en effet, le moment de rotation a
pour composantes (sur les trois axes mobiles)

dT dT aT:

dp’ dg’ dr’
et 'équation (3) exprime que la vitesse absolue de I'extrémité de ce vecteur
est représentée en grandeur et direction par le moment des forces extéricures.

Quant a I'équation (4), ¢’est expression du théoreme de Helmholiz sur les

tourbillons. L’intégrale de Helmholtz

/(udw+vdy+cvdz),

étendue a une section plane diamétrale quelconque de Dellipsoide, est & un

facteur constant pres

ﬂcosaz—+— e cosf3 + d—Tcow
d])l dql ~tj d"1 51

o, (3, y représentant les cosinus directeurs du plan du grand cercle de la
sphere S qui correspond a la section diamétrale considérée. Il suffit pour s’en

assurer de se reporter aux équations (1) et (2). Le théoréme de Helmholtz
dT dT dT
dp,’ dgq\’ dr;
sphere S, ce qui s’exprime précisément par équation (4).

nous apprend donc que le vecteur est invariablement lié a la
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6. Si nous nous rappelons l'expression de T, nous pouvons écrire les
équations (3) et (4) sous la forme
(6) Ap'+ A py+r(Bg+Byq:1)—q(Cr+Cir)=—1L,
(7) A p 4+ A py—ri(Big+Bigi) + ¢ (Cir+ CGiry) = o,
avec celles qu'on en déduit par syméirie; p' et p) sont les dérivées de p et py
par rapport au temps.

Une premiére conséquence de ces équations, ¢’est que si la crodte solide est
maintenue fixe, le mouvement interne du liquide suivra les lois du mouvement

a la Poinsot.
Si I'on suppose qu'il n’y a pas de forces extérieures,

1=N[:N=O,

on trouve aisément les intégrales suivantes :

(8) T = const., E(gjt).-:const., 2(%>L=const.

Si la capacité interne est supposée sphérique, on a
0, S Sl e e R BT
on trouve alors, en retranchant les équations (6) et (7),
(A—A)p' +rg(B—C)=—L,
ce qui montre que le mouvement de la croite solide est le méme que si ses
moments d’inertie étaient A —A,;, B—A,, C— A, c’est-a-dire si elle existait

seule.

7. Supposons maintenant que le corps soit de révolution; on aura

(9) A =B, Ay= By, Ay =B, Gi=0,, N=o

et nous aurons les équations
Cr'+ Cy 7y + By (gp1— pq1) = o,
Cir'+ Ciry+ By (gpi— pg1) = o

quon déduit de (6) et (7) par syméiric et, en lenant compte des rela-

tions (), on en déduit aisément
A r = const.
et

(10) Ciri+ Bi(gpr—pg1) = o.
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488 PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES.
Si T'on suppose de plus L=M =o0, on pourra achever lintégration par
quadratures.

Les équations (8) nous donneront
p*+q% pi+gi, ppi+9qy, (api-— pei)

sous la forme de polynomes du deuxiéme et du quatriéme degré en ry, en nous
rappelant que 7 est une constante. L’équation (10) nous donne alors r; en
fonction elliptique du temps. On montrerait enfin que, par exemple, la dérivée
par rapport au temps de

arc tg%—Z—ii—zlq):

est une fonction connue du temps.

8. Le cas qui nous intéresse est celui ou p, ¢, P1; g1 sont tres petits du
premier ordre. La relation (10) nous apprend alors que 7y est trés petit du

deuxieme ordre et peut étre négligé. Nous poserons

— L =K coskt, — M =-— K sin k¢, =

Voici ce qui nous y autorise : L et M sont des fonctions périodiques du temps
développables en séries de Fourier; nous considérerons seulement I'un des
termes; si maintenant nous atlribuons au sinus et au cosinus le méme coeffi-
cient, ¢’est qu’on peut toujous écrire

Ccoskt = A coskt + A’ cos(— kt);

D sinkt = A sin(kt) + A’ sin(— k)
en posant

Cauk o X, DEai A

Nos équations, en négligeant ry et tlenant compte de (9), deviennent

Ap'+ A\ p\+r(Ag+Ayq1))—qCr= Kecoskt,
Ag + Ay gy —r(Ap+ A py) + pCr=—K sinkt,
Ap'+~Aipy+qiCir=o,
Avg'+Aigy—p1Cir=o.

Nous y satisferons en posant
p = asinkt, g=uacoskt, p;=a sinkt, q1 = ay coskt,

ce qui donnera
(Ae+Aloy)(k+r)—aCr=K,

(11)
(Aya+ Ayay)k+ Cioyr=o.
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PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES. 489

9. Pour discuter les équations (11) nous supposerons l'aplatissement trés
petit, ce qui nous permettra, comme nous 'avons expliqué plus haut, de sup-
poser A= A'\. De plus, nous supposerons que les deux ellipsoides externe et

interne sont sensiblement semblables, ce que nous exprimerons en écrivant

L A_ A

GG

ou

¢ étant de ordre de I'aplatissement. Nous poserons alors

Lot No—h, C=1+g¢, Ci=A(1+4+¢), Kog=§,
ce qui est permis en choisissant les unités. Alors pour un corps solide: on
aurait A = o et, pour un liquide recouvert d’'une croite trés mince, A =1; les
équations (11) deviennent alors

(12) {a(/{—er)+[5(k—|—r)=K,

ohk+B(k+r—+er)=o;
d’ott
oA =K(k+r-—+cer),

A=(k—er)(k+r+er)—ik(k-r)élantle déterminant des équations (12).
I1 s’agit de savoir commcnt'l’amplitudc o de la nutation varie en fonction de 2
(c’est-a-dire comment elle dépend de I'épaisseur de la croute solide).

Comme k + r—+er ne dépend pas de 2, on voit que « est en raison inverse
de A.

Soit N le nombre de jours de la période de la nutation considérée, on aura
Rar

1 —N N +1

Donc A est proportionnel & (N1 +&N) (1 —eN)—2(N +1), ou, puisque ¢N
est négligeable devant N + 1, a (N+1) (1—eN—2) oua 1—e¢N-——1. Sidonc
nous désignons par o, 'amplitude de la nutation pour un corps solide, c’est-a-

dire pour A = o, nous aurons .

@  eN—1
o eN—142

On voit que si eN est trés grand, c’est-a-dire si le nombre de jours de la

nutation est trés grand par rapport a Uinverse de I'aplatissement, le rapport ;
0

H. P. — VIIIL 62
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490 PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES.

est sensiblement égal a 1, de sorte que la nutation différe peu de sa valeur
théorique, mais qu’il n’en est pas ainsi pour les nutations courtes, comme
les nutations semi-annuelle et semi-mensuelle, a tel point qu’elles peuvent
changer de signe et deviennent infinies pour une certaine valeur de 'épaisseur,
celle pour laquelle on a

EN=1—2.

7ot e

Les conclusions générales de lord Kelvin se trouvent done vérifides ; cepen-
dant les valeurs numériques obtenues ne sont pas les mémes; je lui ai autrefois
éerit & ce sujet et il m’a répondu que cette rectification lui avait déja 616
signalée par un savant irlandais; j'ignore si ce savant a publié quelque chose a
ce sujet.

On peut également se demander quelle est la période de la nutation propre

du systeéme; elle correspond au cas ot A s’annule. ce qui donne
3 ) q

-

ey
€

N =

Ce serait une période plus courte que celle d’Euler; on sait que la période

de Chandler, donnée par I'observation, est au contraire plus longue.

II. — Liquide homogéne.

10. Apres avoir exposé les résultats qui précedent, lord Kelvin se demande
quelle serait la précession d’une masse liquide libre et il annonce qu’elle doit

se comporter comme un corps solide :

« Although, dit-il, the full problem has not yet been coherently worked out:
I'think I see far enough towards a complete solution to say that precession and

nutation will be practically the same as in a solid globe. »

Nous allons voir que ces prévisions sont parfaitement justifiées.

Nous supposerons d’abord que le liquide est Zomogene :

Soient zo, ¥o, Zo les coordonnées initiales d'une de ses molécules; z, y, =
ses coordonnées actuelles; si le mouvement est simple, ce que, comme nous le
verrons, il nous est permis de supposer, z, y, z sont des fonctions linéaires

de z,, yo, 5o et nous pouvons écrire :

® 3

8
|

= a1 Zo~+ 310+ Y130,

<
Il

e Zo—+ 20+ Y2 %oy

n
|

aty
= o3&y —+ ,_53) o+ V3%,
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PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES. 491

les o, B, v étant des fonctions du temps. Le liquide étant incompressible, le
déterminant A de ces neuf coefficients est égal a 1. :

Nous supposerons que la surface libre initiale du liquide a la forme d’un
ellipsoide ; le mouvement étant simple, cette surface libre conservera toujours
la forme d’un ellipsoide. Rien ne nous force a considérer comme situation
{nitiale une situation qui ait é1é a un moment quelconque effectivement
réalisée; nous pouvons choisir une situation initiale idéale d’ou 'on puisse
passer a la situation actuelle par un mouvement simple, mais d’ailleurs
quelconque. Nous pourrons donc supposer que la surface libre initiale a pour

équation

Mais comme les molécules qui sont initialement a la surface restent a la

surface, 'équation de la surface libre sera toujours

S

Iz

=1.
Les équations de I'Hydrodynamique nous donnent

Zx”dx: idf——a’V,

ott #"=d| o+ B yo+ 7, 70 est la dérivée seconde de z par rapport au temps;
ot p est la pression, p la densité du liquide et V le potentiel. Le liquide étant
homogene, nous pouvons prendre p = 1; quand au potentiel, il se compose de
deux parties : le potentiel intérieur V; di a I'attraction du liquide sur lui-
méme; le potentiel extérieur V, da a Paction des astres troublants. Nous

pourrons donc finalement écrire Péquation sous la forme

(2) 22" dx =dp — dV;— dV,.

11. Pour justifier nos hypotheses nous devons montrer que les deux
membres peuvent étre égalés a la différentielle d’un polynome du second degré.
Le premier membre doit étre une différentielle exacte, et ce ne peut étre que
celle d’un polynome du deuxieme degré si, le mouvement étant simple, 2" et z

sont des polynomes du premier degré; passons au deuxiéme membre :

1° Visera un polynome du deuxiéme degré, sila surface libre est un ellip-

soide, puisque le potentiel dii a Patiraction d’un ellipsoide est un polynome du

.

deuxieme degré a lintérieur de cet ellipsoide;

2° V, sera un polynome du deuxiéme degré; en effet, V, peut étre développé
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492 PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES.

suivant les puissances de z, y, z; les termes de degré o et 1 doivent étre
laissés de c6té dans I’étude du mouvement d’un corps autour de son centre de
gravité; les termes de degré supérieur a 2 doivent étre négligés comme tros

petits ; il restera donc les termes de degré 2;

3° Quant a la pression P, elle n’est assujettie qu’a une condition, celle d’étre
constante a la surface libre. Cette surface libre étant un ellipsoide ¢ =1, il
suffira de prendre y proportionnel a J pour satisfaire a cette condition et pour
qu’en méme temps, comme il convient, p soit un polynome du deuxiéme degré.

Nos hypotheses se trouvent ainsi justifiées.

12. Soit ¢ =1 DI’équation de la surface libre, que nous supposerons peu
différente d’une spherc.

En prenant pour un instant pour axes ceux de ellipsoide, je puis écrire

p P P p yJe T
Y=0+a)x2+ (1+ D) y2+ (1-+c)z2,

@, b et ¢ élant trés petits et assujettis a la condition d’incompressibilité

a—+b-+c=o.

D’apres la théorie de I'attraction des ellipsoides, nous pouvons écrire
Vi=(+Ka)x2+ 1+ Kb)y2+ 1+ Ke)z2,

: 3 . i ;
ot k'= Z; nous supposons les unités choisies de telle sorte que pour la sphere
55 P q P

on ait V;= Z22.

Comme, d’autre part, ¢ = X2, nous aurons
(3) Vie KZ2]+(— K)Ea?
et cette formule sera indépendante du choix des axes. Nous supposerons,
d’autre part

P = N 2z} const.

et nous substituerons ces valeurs de p et de V; dans I’équation (2), ol nous

supposerons d’abord V.= o. En identifiant les coefficients de x, dxo, yo dzo,
Zo dyo, on trouve

(4) Saa" = kZa2+ ),
(5) Sa" = E:l‘{j": ](2:1‘:5

en posant pour abréger

A=2)\— 2k, k=2(k—1)=—

(SR

www.rcin.org.pl



PRECESSION DES CORPS DEFORMABLES. 493

Sil’on tenait compte de Ve, on aurait

‘ 5 S EdaV
(6) Soa" = kZa2+ A — dz%e’
a2V,
"8 = Soft—kRaf— .
) : o' af kXaf3 e

A ces équati'ons il faudrait, bien entendu, adjoindre celles qu’on peut déduire

par symétrie. On y voit figurer des sommes telles que 2o’ qui signifient, bien
entendu,

Ba" = af B+ a3 Ba+ af fs;
mais nous aurons bientot a envisager d’autres sommes analogues ou la somma-
tion se fait d’une maniere différente ; telle sera, par exemple,

" sUNG ¥e
afas—+ [ B+ 77 12

que jécrirai Xa| @y, ou je meltrai les indices en évidence, de sorte que toute

confusion deviendra impossible.

13. Ces équations admettent des intégrales particulidres; si nous supposons

V.= o, nous aurons l'intégrale des forces vives et celle des aires. Cette derniére

peut s’éerire ¥,

Im(z'y —zy') = const.,

m élant la masse d’une molécule; en y remplacant z, y, = parleurs valeurs (1),
cela peut s’éerire

(dyas—abo ) Emaf—+ (&) Ba— Byoar+ a2l — ab B1)Emaey—+...= const.
Mais la figure initiale est une sphére 225 =—1; on aura donc
RME = DMy = 2%, Imzoyo= Zmaxy3)= Zmyyzg= 0.
L’¢quation des aires se réduit donc a
(8) 2 (ayag— ;) = const.,

la sommation ayant le sens qui a été expliqué a la fin du numéro précédent.
Supposons maintenant qu’on tienne compte de V,. Le premier membre de (8)
représente a un facteur numérique pres la constante des aires; la dérivée de ce
premier membre sera donc égale i ce facteur numérique prés au moment de la
force extérieure.

Le théoreme de Helmholtz nous apprend ensuite que I'intégrale

fz’dx+y’dy+z’dz
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brise le long d’un contour fermé est constante; or cette intégrale est éeale a
I <) ) 5 5
Eac'afxo dz)+ Eu'{jfxo dyo—+ }:x{j’f‘yo dzy+. ...
Si 'on observe que la courbe étant fermée on a
/ xy dzg if(z'o dyo~+ yo dzy) = o,
on voit que le théoreme de Helmholiz entraine I'équation
(9) 2(%'3 — af’) = const.

et celles qu'on en déduit par symétrie.
L’équation (g) est vraie que V, soit nul ou non.
Il faudrait des calculs compliqués pour déduire (8) de (4) et (5); il n’en est

pas de méme de (9) qui résnlte immédiatement de I'intégration de

Saf’ = Za’p.

14. Les équations (4) et (5) admettent une solution particulicre simple;

il suffit de poser

oy = p cosw?, %y =—p Sinw{, 3= 10,
(10) Bi=p sinwt, o= p coswt, B:= o,
=03 e =10y e Oy
d’ou
w22
(w24 k) + k= ke*+ A = o0; k=c" .
PT

On aura, d’autre part, la relation d'incompressibilité A = 1 qui s’écrira

plc=1.

Cette solution s’applique au cas o la masse liquide prend une vitesse de
rotation uniforme et subit un aplatissement; les deux axes de Iellipsoide sont

P Bt

15. Les solutions que nous aurons & envisager sont celles qui s’éloignent peu
de la solution (10), soit que nous fassions V.= o, soit que nous envisagions
les équations (6) et (7), lesquelles admettront des solutions tris peu différentes

de (10) parce que nous supposons V, trés pelit; nous allons appliquer la
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méthode des équations aux variations, ¢’est-a-dive que nous allons remplacer

Oy ny s, i) hpaT

%)+ 8ap = p cOSW + duy, s+ dotp = — p SinWZ + das,
ag—i—Ba;;: 53(3, ey
et négliger les carrés des variations dx;, ...; nous obtiendrons ainsi des équa-

tions différentielles linéaires pour ces variations do;; ces équations seront
dépourvues de deuxiéme membre, si nous faisons V,= o, elles en posséderont
un si nous partons des équations (6) et (7). :
Le point remarquable, c’est que ces équations linéaires se répartiront en
deux groupes distincts. -
Les équations déduites de A =1 et des équations (4) et (5) en aa”, o3, af3,

BB" et vy" ne contiendront d’autres inconnues que
80(17 819_, '613,, Bpg, BY;}, DA

Au contraire, les équations déduites des équations (4) et (5) en ay’, oy,

BY", B"y ne contiendront d’autres inconnues que
8137' 8@1, 5"{1, 8‘{2.

Celles du premier groupe correspondent, dans le cas de V,= o, a la solution
qui correspond a une vitesse de rotation uniforme peu différente de o, et aux
oscillations propres du liquide dans lesquelles le plan des zy reste un plan de
symétrie. Dans le cas on V, n’est pas nul, elles nous font connaitre les marées
du liquide sous 'influence du corps troublant.

Ce sont celles du deuxieéme groupe qui nous font connaitre les phénomenes

de nutation et qu’il convient d’envisager.

16. Cherchons donc a former les équations du deuxiéme groupe; nous
trouverons
0% ay = Zady + Zyda,
et, par exemple,
Zady = a1 0Y1 -+ oy 8Ya+ 03 8Y3= pcoswi 0Y1— p sinw¢ 3y,
et, en continuant le calcul de la méme facon, on aurait
0Zay 4 1 8X3y = p eiwtf 4 ¢,
en posant

Y1+ I 8ya=E, B2+ 8035 = 1,
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(de facon a n’avoir plus que deux inconnues £ et 7 dont les parties réelles et
imaginaires sont nos anciennes inconnues oy et d), on trouverait de méme

wn

8Xa"y + 1 3Zf'y = — w2p el0tE 4 cv’,
d3Zay” + i 3ZBy" =p e“ﬂlE".'
Or des équations (4) et (5) on peut déduire comme équations aux variations
d%ay"+ 3By = d8Za"y + £ 02P"y = A(dBay—+ idEBY)
ou
(11 ) e eiu)tE”: — w2p (;imLE +cn'= /{(p'eimlE —+cm).
On trouve aussi Péquation de Helmholtz qu’on peut déduire par variation de
(9) et des équations qu’on en tire par symétrie, ce qui donne
(2D p elwtt’ — fwp eiwlt — cn' = const.
et I'équation des aires qu’on peut déduire par variajion de (9) (et des équations
qu’on en tire par symétrie) et qui s’éerit
(13) pe~iwl(qn' 4 fwn) — cE' = const.
La différentiation de (13) donnerait
(14) peivt(n'+ wn)—ct' = o.
Si dans (14) nous remplacons £” et »” par leurs valeurs tirées de (11), cette
équation devient une identité en tenant compte de k(¢*—p?) = w?p?.

Si Pon tient compte maintenant de V,, il faut ajouter au dernier membre

de (171)

da:v, . d*V,
thes TSR .
dzg dzg dyo dzy
Mais V. étant trés petit, nous pouvons dans ces termes correctifs faire -
p=c=I1, 5«:5?;:8'{:0;
d’ot
& = xycoswt —+ )y, sinwi, =— 2 sinw’ —+ y, coswt, z = 3z,

d’on enfin

ﬂ._}.ldF-— dF_|_.d_F eiwt
dxz, dy, ~ \dz ldy) g

de sorte que le terme a ajouter au dernier membre de (1 1) esl

dxV, . d2V, ]
5 —_— — i
{m) <dxdz Idydz>eml'
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Si le liquide se déplace comme un corps solide, 2z* devra étre indépendant
du temps, égal par conséquent & sa valeur dans la solution (10), ¢’est-a-dire
qu’on aura 2z?=p? (2} + y;) + ¢*z;; on déduit de la

Zay = 2fy =o,

ou

8Zay + t 0Xf3y = o,
ou
(16) p eivtt 4+ ¢cm = o.

17. Le potentiel V. est une fonction connue des coordonnées du point attiré
z, y, = et du temps, puisque les coordonnées de I'astre troublant sont connues
en fonctions du temps. L’expression (15) est donc une fonction connue du
temps; elle peut étre développée en série de Fourier, les périodes des différents
termes de

azv, , d¥Ve,
(17) i
sont relativement longues puisque ce sont celles des diverses nutations. Si
donc je désigne par Ae® un des termes du développement de (17) et, par
conséquent par — A ef(@+2¢ [¢ terme correspondant du développement de (15),
e sera pelil par rapport a o.

Je puis isoler ce terme, et les équations (11) deviennent alors
(18) { k(p e!f +cn) — p el®lf’ = A ellotel,

E

w?p it — ¢+ p elwlE” = o,

Nous y satisferons en posant

ok = a el cn = b ellw+e)t

ce qui donnera
(19) { a(k+e2)+ bk=A,
9 a(w?—e?)+ b(w—+c¢e)=o.

Le déterminant des équations (19) est
A= (2k+ew+e2)e(w+c¢).

Pour obtenir les oscillations propres du systéme, il faut faire A =o et
résoudre par rapport d &, @ et b. On aura donc A = o, ce qui conduit aux
solutions suivantes :

lO

¢ =0, ce qui correspond a une rotation uniforme de vitesse angulaire o
autour d’un axe trés peu différent de axe des z;

H. P. — VIIL 63
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2 6 4 ¢ = 0, ce qui correspond a 'hypothese suivante : supposons qu’avant
d'imprimer au liquide une rotation uniforme autour de I'axe des z, nous
déplagions les molécules de trés petites quantités a Uintérieur du liquide, sans
altérer sa forme extérieure; nous aurons une solution tres peu différente de
la solution (10), correspondant a la méme rotlation lant en grandeur qu’en
direction, au méme aplatissement, a la méme orientation des axes de I'ellipsoide,
et qui ne se distingue en un mot .de la solution (10) que parce que certaines

molécules se sont échangées avec d’autres;
3% 2k + ew + 2= o, ce qui correspond a des oscillations propres de période
trés courle, un peu plus d’une heure.

Si nous voulons maintenant tenir compte de l'action de lastre troublant,

nous ne ferons plus A = o, et il viendra

- Afa )t A(w +¢)

7 A T Rk ER e |
b__A(m'—’—-aﬂ)M_ A(w—e)

s A T e(2k+cw+g2)

. 5 5 4 - Y ’ ’ P ) w? Y a2
D’apres nos hypothéses, ¢ est tres pelil par rapport a o, el % est de Pordre
de I'aplatissement; nous pouvons donc négliger e devant w et ew + e devant 2 £,

ce qui donne

_ Ao Sl Aw,
= ok’ ~ T 2ke?
d’on
a-+b=o.

Mais cette relation @ -+ b = o est équivalente a la relation (16); elle signifie

donc que le liquide se comporte comme un corps solide.

18. Ce résultat peut étre présenté sous une autre forme. Ecrivons 'équation
des aires, qui n’est autre chose que I'équation (13) quand V,=o0. Si V, n’est
pas nul, nous devrons écrire que la dérivée de la constante des aires est égale
au moment de la force extérieure. Or le premier membre de (13) a la signifi-
cation suivante : ¢’est @ un facteur numérique prés la constante des aires
relative au plan des 2z, plus \/— 1 multipli¢ par la constante des aires relative
au plan des yz. Donc la dérivée de ce premier membre, c’est-a-dire le premier

membre de (14), doit étre égale a M+ /L, L et M étant, a un facteur numé-
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rique pres, les moments de la force extérieure par rapport aux axes des z et

des y. On aura donc
(14 bis) pe—iol(q'+ w2n) —ct’= M+ iN.

Le deuxieme membre peut étre développé en série de Fourier; soit B e un

de ses termes; nous isolerons ce terme el nous éerirons
(14 ter) pe—int(n"+ w2n) —cE" = B e,

Cette équation est vraie tant pour un corps solide que pour un liquide.
Dans le cas d’un liquide, cette équation doit étre complétée par I'équation de
Helmholiz, ¢’est-a-dire par la deuxiéme équation (18) et dans le cas d’un solide
par Péquation (16). On trouve ainsi

97{) [w2— (o + )]+ CPL’ =B (solide ou liquide),
a(w—e)+b(w+e)=o0 (liquide),
a+b=o (solide).

On voil que pour ¢ trés petit par rapport & o les deux derni¢res équations
concordent, de sorte que les deux corps, solide ou liquide, se comporteront
sensiblement de la méme maniere. Cetle analyse des mouvements d’un liquide
homogene doit étre rapprochée de celle que j’ai faite dans le tome VII des Acta
mathematica pages 347 el suivantes; la on voit déja a Pendroit cité que les
oscillations d’un ellipsoide peuvent étre réparties en groupes susceptibles
d’¢tre étudiés séparément; dans chacun de ces groupes n’interviennent que des
fonctions de Lamé d’un ordre déterminé. Les mouvements que nous avons

considérés ici correspondent aux fonctions de Lamé du premier ordre.

III. — Rigidité gyrostatique.

1. Examinons maintenant ce qui se passe dans le cas d’un liquide hétéro-
gene. Les équations de I'Hydrodynamique nous donnent encore comme au

paragraphe 11,
(1) E.z‘”dx='%)—dvi—dve.

Je désigne par D la densit¢ du liquide que je n’ai plus le droit de prendre
pour unité puisque le liquide est hétérogene. Une solution particuliére est

celle ot le liquide soustrait a toute action extérieure est animé d’une vitesse de

rolation uniforme o autour de laxe des z. Dans ce cas on a V,— 0; nous
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affecterons de 'indice 1 les lettres relatives a cette solution et nous écrirons
d,
(2) Sy dey = —T)P_l — dVy,;.

D seul n’ayant pas changé. Comparons maintenant a un liquide homogene
soumis aux mémes actions extérieures, et affectons de 'indice 2 les letires

correspondantes; nous aurons
(3) 24 dwy= dps— dVa— dV,.

D est devenu égal a 1 et V, par hypothese est le méme que dans le premier
cas. Considérons enfin le cas d’un liquide homogene soustrait a toute action
extérieure et animé d’une rotation uniforme; nous aurons, en affectant les
letires de l'indice 3, : :

(4) E.T’é d.’l)g: dpg—dV;;i.

Nous avons vu au paragraphe II que, si la nutation est de période longue,
le liquide homogene se comportera sensiblement comme un solide; il en résulte
que le potentiel V; sera le méme dans les deux cas (pour une méme molécule
Zys Yos %0); en effet ce potentiel est da a l'attraction de Iellipsoide, et cet
ellipsoide s’est déplacé sans se déformer et en entrainant dans son mouvement

le point attiré 2, ¥,, 5,; on aura donc
Vo= Vy;
on a également
pr=ps
(la valeur des constantes 2 et 2" du paragraphe Il étant les mémes dans les deux
cas). 1l reste donc, en retranchant (3) de (4),

(5) dVe= 22" dzy— X o'y dz,.

Observons encore que le mouvement du liquide hétérogene dans le cas de
I'équation (2) est le méme que celui du liquide homogene dans le cas de
I'équation (4), de sorte qu'on a

L= g5 rl=ay; 2z dxy = X2 day.

Je dis maintenant qu’on pourra satisfaire a I'équation (1), en supposant que
le liquide hétérogeéne se déplace d’apreés les mémes lois que le liquide homo-
gene dans le cas de I'équation (3), c’est-a-dire de telle facon que 2 = z,, ce
qui entraine

o= x| Sa'dx = 2, dzs.
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La condition nécessaire et suffisante pour que cette solution soit acceptable,
c’est qu’elle conduise pour dp a une expression qui soit la différentielle exacte
d’une fonction qui s’annule sur la surface libre.

Si Ton a z=a,, le liquide se comporte sensiblement comme un corps
solide et T'on peut, en répétant le raisonnement qui nous a fait voir que
Va,i=V,,;, montrer que

Vi= Vi,

Dans ces conditions, les équations (1) et (2) deviennent
Z,
(1 bis) Swsidrs — ’ﬁ[’ —dV;— dV,,
(2 B8 Sty iDB_' S,

en les retranchant et en tenant compte de (3), on Irouve
dp = dp,,

ce qui montre que dp est la différentielle exacte de la fonction py qui s'annule

a la surface libre. C L QI Er Dy

Ainsi, aussi bien pour un liquide hétérogéne libre que pour un liquide
homogene libre, la précession et les nutations seront les mémes que pour un

corps solide.

2. Ce qui précede rentre évidemment dans un fait trés général connu sous
le nom de rigidité gyrostatique, et I'on peut alors se demander pourquoi le
méme raisonnement n’est pas applicable au cas traité dans le paragraphe I, cas
dans lequel nous avons obtenu des résultals absolument différents. En réalité,

il reste applicable, mais il y a une différence importante. Rappelons la formule

du dernier numéro du paragraphe I :

% eN —1

% e T

Lorsque N tend vers Uinfini, le rapport aio tend vers 1, c’est-d-dire que le
corps envisagé tend a se comporter comme un corps solide : seulement, ce qui
figure dans la formule, ce n’est pas N, c’est eN, et N peut étre trés grand sans
que eN le soit; si eN est trés grand, c¢’est-d-dire si la période de la nutation
exprimée en jours est trés grande, non seulement d’une maniere absolue, mais

par rapport a linverse de P'aplatissement, la rigidité gyrostatique aura son
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plein effet, et la nutation sera la méme que pour un corps solide. Mais il n’en
sera plus ainsi si eN est fini. Clest ce qu’avait déja expliqué lord Kelvin, mais

il est nécessaire d’entrer dans plus de détails.

3. Quelle est l'origine de la rigidité gyrostatique; cette rigidité n’est autre
chose qu'un cas particulier d’un phénoméne beaucoup plus général, la
résonance. :

Envisageons un systéme quelconque en équilibre absolu ou relatif et étudions
ses petits mouvements dans le voisinage de sa position d’équilibre. Ces petits
mouvements pourront étre définis par des équatious linéaires; et si z, y, z, ...

représentent les coordonnées du systtwe (qui s’annulent dans la position

d’équilibre), on aura des équations de la forme
D@y, B )= N e

D est une expression linéaire a coefficients constants par rapporta z, y, z, ...
et a leurs dérivées; LA e représente 'ensemble des termes dus aux forces
perturbatrices extérieures et qui seront développables en série de Fourier. Nous

envisagerons en particulier les équations sans second membre

(6) D(z, y, 3, ...)=0,

qui définissent les oscillations propres du systéme et les équations

(7) D(-Z',}’, Z, .-.)=Aeiit,

qui représentent effet de 'une des composantes des forces perturbatrices.
On satisfera a Péquation (7) en posant

(8) &= et iyl zZ="celt, g
On verra que a, b, ¢, ... sont donnés par des équations du premier degré

dont les coefficients dépendent de e, et 'on aura

LB E P

a 5 == ey

A est un polynome entier en ¢, indépendant des coefficients A : c’est le déter-
minant des équations du premier degré; Py, Py sont des polynomes entiers
en ¢, linéaires par rapport aux A. Les zéros du polynome A, que jappelle

€1, &, ..., correspondent aux périodes des oscillations propres du systéme
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: s 2 s Pl P
définies par équation (6). Les fractions rationnelles -*, =2, -+« peuvent étre
P q AR

décomposées en éléments simples; on trouve ainsi

On voit aisément qu’on satisfait a I'équation (6) en posant
(9) ; x=ayelt, y==>bekt, - z=c el R

Si ¢ est tros voisin de &g, @, b, ¢. ... deviennent trés grands; c’est le phéno-
meéne de la résonance. Dans ce cas, le terme qui a pour dénominateur e — g4

devient tout a fait prépondérant; et I'on a sensiblement

a b

LA s, ©
@i by e

c’est-a-dire que le systeme se comporte sensiblement comme dans loscillation
propre (9) avee laquelle il y a résonance.

Done, si la période de la force perturbatrice devient trés voisine de la
période de Uune des oscillations propres du systeme, le systéme se comporte
senstblement comme dans cette oscillation propre.

Ce résultat cesse d’étre vrai si les deux coefficients ¢, et ¢, different trés peu
et si ¢ est voisin a la fois de g, et de ¢, de telle sorte que ¢ —¢; et e — ¢, soient
du méme ordre. Il n’y a plus alors de terwe prépondérant., Clest le phénomene
de la double résonanec.

4. Appliquons ces principes au cas de la rigidité gyrostatique. Considérons
un systtme mécanique quelconque en équilibre relatif par rapport a des axes
mobiles tournant autour de I'axe des z avec une vitesse uniforme w. Ce systeme
pourra osciller autour de cette position d’équilibre relatif, et nous distinguerons
ses oscillations propres, c’est-a-dire celles qu’il prend lorsqu’il est soustrait a
toute force perturbatrice extérieure, et ses oscillations contraintes dont la
période sera la méme que celle de la force pertubatrice. :

Si les forces perturbatrices paraissent varier trés lentement a un observateur
fixe, pour un observatear li¢ aux axes mobiles elles paraitront tourner autour

de I'axe des z avec une vitesse angulaire — o, ¢’est-d-dire que leur période sera

i y 2%
a peu prés —e
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Or parmi les oscillations propres du systéme nous devons distinguer la
suivante : le systtme par hypothese peut tourner avec une vitesse angulaire o
autour de Paxe des z, c’est alors qu'il est en équilibre relatif par rapport aux
axes tournants; mais s’il est soustrait a toute action extérieure, il pourra égale-
ment tourner avec une vitesse uniforme » autour d’un axe trés peu différent de

I'axe des z. Dans ces conditions, il s’écartera trés pen de I'équilibre relatif et
N . 5 Sy AR 2%
ce sera la une oscillation propre dont la période sera précisément T Dans

celte oscillation propre, le systéme se comportera comme un corps solide.

Il 'y aura donc résonance et, dans l'oscillation contrainte, le systéme se
comportera  peu prés comme nn corps solide; il y aura rigidité gyrostatique;
il Wy aura dexception que sl y a double résonance, c’est-a-dire si le
systeme est susceptible d’une autre oscillation propre, ou il ne se comporte pas

2

5 = o 3 b3
comme un corps solide et dont la période est voisine de =

5. Clest précisément ce qui arrivé dans le cas du paragraphe I. 1l existe une

oscillation propre dont la période est donnée par la formule

I— A
3

N =

;)

(en reprenant pour un instant les notations du paragraphe I). Cette période est
tres longue, c’est-a-dire qu’elle est a peu preés la méme que celle des forces
perturbatrices.

Pour mieux nous en rendre compte, il convient de reprendre le probleme
du paragraphe I avec les notations et les méthodes du paragraphe II; on faci-
litera ainsi la comparaison des résultats de ces deux paragraphes et I'étude des
cas intermédiaires.

La relation entre les coordonnées actuelles z, y, z et les coordonnées
initiales z,, y,, z, seront, aussi bien pour la croute solide que pour le noyau
liquide, exprimées par les formules (1) du paragraphe 11, seulement les fonc-
lions «, 5, y ne seront pas les mémes dans les deux cas. Nous supposerons
que, pour la surface commune qui limite intérieurement la crodte solide et

extérieurement le noyau liquide, on a
zi+yi+ zt=1.

Cela oblige a supposer que la croite solide était encore liquide dans la

position initiale idéale, et quelle s’est solidifiée dans une phase ultérieure
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apres avoir acquis sa forme définitive. Cette hypothese peut éire faite sans
inconvénient puisqu’il s'agit d’une position initiale idéale.

Nous envisagerons une solution particuliére ou tout le sysiéme est animé
d’une rotation w; o par conséquent on a les relations (10) du paragraphe II
aussi bien pour la crotte que pour le noyau, ainsi que les solutions trés peu

différentes. Nous continuerons a poser

E=238Y1+ IdYa= Y1+ LY2, N = dug+1 8By = ag+ ¢33,
en ce qui concerne le liquide, et nous appellerons £, et m, les quantités corres-
pondantes pour la croite solide.

Cette croite étant solide devra satisfaire a la condition (16) du n® 16 du
paragraphe II; c’est-a-dire qu’on aura
(10) o elwlE 4 ey =o.

Exprimons maintenant que la surface externe du liquide coincide avec la

surface interne du solide. Quelle serait d’abord la condition pour que la surface

libre du liquide ne se déformit pas. On devrait avoir

© 2
2xZ5= ~ Sty
o pe
”
d’ou
2 ; R A% 5
a1‘{1+°¢2{2+0‘3{a__.51{1+y Y2 BaYs =
02 ST 52 == A
) ¢ o c?

En remplagant dans ces formules 2y, a,, 31, Ba, 73 par pcoswt, —osinwf,
osinwl, pcoswl, ¢, Y1~ iys el ay—+ (33 par £ et n; on trouvera, par un calcul

pareil a celui du n® 16 du paragraphe II

eimt M
E +. =0
] c

ou

celwly 4 on =0,
Si nous écrivons que la surface interne du solide et la surface externe du
liquide éprouvent la méme déformation, nous aurons

(11) celot(E—E )+ p(n—mny)=o.

6. Nous avons trouvé au n® 13 du paragraphe II la constante des aires pour

le liquide; faisons le méme calcul pour la crotte solide. Nous aurons encore

Im(x'y —zy') = (o as— ahay )T mal+ Emzoyo(.o.)+onn.
H. P. — VIIL 64
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Mais nous ne pourrons plus écrire

Smx} = Imys= Zm3z}.

ow

Toutefois, comme le corps doit étre regardé comme de révolution, nous
pourrons écrire

Imzyyo= L myoso= Zmwzy3¢= 0,

Emzt= IZmy}= A, Smza—1C,
les constantes A et G n’ayant pas la méme signification qu’au paragraphe II, il

vient ainsi
Im(z'y —xy') = A[(¢yae—abas) + (B) Pa— BoPB1)] + C(YiYa— Y2 71)-
On trouve de méme

M = Sm(a's—2z") = A[(o as— oy ar) + (B fa— B B1)] + C(¥’ 1a—Ya7a)s
£=3m(y's—yz') = A[(ahas— ayas) + (BaBs— By Be)] + C(¥3Ys— T572),

Formons I'expression
i

en y remplacant

ap+Tas, Bi+10s, Ys, as+I0s, Y1+ I
par leurs valeurs

e e—imt, iP e—twt, ¢, My, B

(je dis =y, £ parce qu’il s’agit de la croiite solide); on trouve

— M — i =Ape—iol(n + {wn ) — Cek,.
C’est le calcul méme par lequel nous avons obtenu Iéquation (13) du n° 16 du
paragraphe II. Pour avoir 'expression analogue a — J1U — /2 relative au corps
tout entier, il faut ajouter le premier membre de cette équation (13), ce qui

donne

Ap emlol(ny +iwn) — Cek) + p e~ 10l(n' + fwn) — k.
Cette expression, en vertu de la loi des aires, doit étre une constante s’il n’y a
pas de force extérieure et, s'il y en a, sa dérivée

Apemiol(n| 4+ w2ny) — Cek) + p e—iwl ("4 w2n) — ct”
doit étre égale & une combinaison simple des moments des forces extérieures,

c’est-a-dire & une fonction connue du temps, développable en série de Fourier;

J’écris

(12)  Ape=iot(nf+ win,) — Gt} + p e=lol(n 4+ wtn) — oF' = TB etet,
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7. Nous avons, en outre, la deuxiéme équation (18) du paragraphe II, qui
subsiste puisqu’elle n’est autre chose que la dérivée de I'équation (12) de

Helmholtz du paragraphe II. Elle compléte avec (10), (11) et (12) le systeme
complet de nos équations qui s’écrit, en isolant P'un des termes du deuxiéme

membre de (12),
A p e—iot(n] + w2ny) — Cetl + peiof(n’+ win) — ef’= B ele;

pe[(})lei+ CT“ — 0’
(13) c el (E — &) +p(n—m) =0,
w2p elwlt — e+ p el = o,

On les intégrera en posant

ot =a eist, cn = b eilo+e)t, oby = a ezt cny = by eilwt+e)l
ce qui donne

Cay+ a Aby+ b B
PO AUl Geere) = s

02 c? pe

ay -+ b1 = 0,

a— a, b— b,
(14) o e, o o,

a(w2—e?)+b(w+¢)=o.

Le déterminant de ces équations s’écrit

g2 Ce? 2 WE + g2 Azws—o—e‘l
e* p? c e
5 o I 0 1
o I ). 1 I
02 p2 c2 c?
wl—e2 0 (w—+¢)?

La premiedre ligne du déterminant est divisible par ¢, donc A est divisible
par &.
Le coefficient de ¢ est

2w 2Aw
0 o —_— -
c? c?
o I 0 I 1 I\9w
Hils oo I
I I 1 I (p? c‘-’) i A
£ 0 o SRR i e
w? [ w? 0
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2

o e s . . I 1 A 2
Done A n’est pas divisible par ¢ & moins que e c’est-d-dire que la
cavité interne ne soit sphérique. Dans ce dernier cas, il vient

A=o2e2(w+¢e)(2Aw+ Ae+ Ce)EIT

: et I : . .
Done l’(’-qnal,lon A = o0 admetira, si ?——-0—2 est tres petit, quatre racines,

dont une nulle, une tres petite, une égale & —w. et la quatriéme voisine de

2Aw
AT

corps en bloc autour d’un axe trés peu différent de I'axe des z) et de la troisiéme

- Nous avons vu quelle est la signification de la premiére (rotation du

(déplacement préalable des molécules liquides a Iintérienr du noyau liquide,
de sorte que ces molécules se sont simplement substituées les unes aux autres).

C’est a la présence de la deuxidme racine, qui est trés petite, que nous
devons les particularités du phénomene; la période de la force perturbatrice
correspond a un ¢ trés petit, d’ott résulte une résonance avec la racine nulle;
si cetle résonance existait seule, le corps se comporterait & peu prés comme
dans l'oscillation propre qui correspond a cette racine nulle, c’est-a-dire
comme un corps solide; il y aurait rigidité gyrostatique. Cest ce qui arri-
verait si P'aplatissement de la cavité elliptique interne n’était pas trés petit.
Mais s’il est tres petit, I'équation A = o admettra une racine treés petite. Il y
aura double résonance, ¢t 'amplitude de la nutation sera trés différente de ce

qu’elle est avec un corps solide.

IV. — Influence de 1'élasticité.

Il conviendrait maintenant d’examiner ce qui arrive si Pon suppose que la
partie solide de la Terre n’est pas un solide invariable, mais un solide élastique.
Supposons donc d’abord que la Terre est un sphéroide solide plein élastique,
et ensuite qu’elle est un sphéroide solide creux élastique rempli de liquide.

Considérons d’abord la premiere hypothese; 'amplitude des diverses nuta-
tions sera-t-elle altérée ? D’apres le paragraphe précédent, cette question se
raméne a la suivante : y a-t-il simple résonance ou double résonance ? En
d’autres termes, 'équation en ¢ analogue a P'équation A= o du paragraphe
précédent a-t-elle une racine nulle, et toutes les autres finies, ou bien une
racine nulle et une autre trés petite ? La question se résout immédiatement;
dans le cas limite du solide invariable, c’est-a-dire quand on suppose la rigidité

infinie, il y a simple résonance; il y a une racine nulle et les autres finies;
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il faut donc que ces racines soient finies pour une rigidité quelconque ; car sl
P'une d’elles était trés petite pour une rigidité quelconque, elle resterait telle
pour une rigidité infinie. I y a donc simple résonance, la rigidité gyrostatique
a son plein effet, et Pamplitude des diverses nutations est trés sensiblement la
méme que pour un solide invariable.

Passons a la deuxiéme hypothese. ) sagit d’étudier les oscillations propres
du systeme. La crotte solide va obéir aux lois de Iélasticité. Soient z, y, z les
coordonnées d’un point; z + u, y + ¢, 5+ w ce que deviennent, par suite de
la déformation, les coordonnées de la molécule dont les coordonnées initiales
étaient z, y, z; soit

du dy  dw

B ol i

dz:; -y wdly
soienl p. et v deux coefficienls, on aura
0 du
Vine — 4 pAU = —— -
(V) o=+ o
Nous avons, en oulre, les conditions aux limites; soient P,y Py, oo les
diverses composantes de la pression, de telle sorte que

o
dy (—la—v_)’

e

du
me=v0+2.u.%, P_l-’,:‘u.(

Soient a, 3, 1 les cosinus directeurs de la normale a la surface libre, et soit
X =aPrz+ fPuy+ Y Pus, Y = aPay+ BPyy+ yPys,
Z =0aPy;+ $Py;+ YPss;
le vecteur X, Y, Z représentera la pression qui s’exerce sur un élément de la
surface libre. Sur la surface libre extérieure, ce vecteur devra étre nul; sur la
surface libre intérieure, il doit étre normal & la surface et égal a la pression
hydrostatique du liquide.

Supposons que les surfaces libres externe et interne soient des spheres (ou
des figures trés peu différentes) et que la pression p soit égale a un polynome
sphérique P du second ordre par exemple; nous pourrons alors satisfaire aux
équations en prenant

dap dp dP

u=zPR+S—, v=yPR 4 S — = -

dz ¥ dy’ w zPR+Sdz,
R et S étant deux fonctions de r = /2?4 y? 4 z%; on voit que R et S satis-
font a deux équations différentielles du deuxiéme ordre, et les quatre conslantes
d’intégration peuvent étre détermindes par les conditions aux limites. Les

fonctions inconnues R et S sont donc entierement définies et elles restent les
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mémes quel que soit le polynome sphérique P, pourvu qu'il soit toujours de
méme ordre.

Nous ne possédons pas ainsi la solution générale du probleéme ; voici comment
on pourrait 'obtenir : soient

u=1u, P =9, W= w

la solution particuliere que nous venons de trouver; la solution générale sera

U= U+ Us, V= 0+ 0y, W= W, —+ Wy,

Uy, ¥, Wy représentant un déplacement d’ailleurs arbitraire ou le corps consi-
déré se comporterait comme un solide invariable; ce déplacement est donc une
simple rotation ; nous la supposerons autour d’un axe situé dans le plan des zy,
de sorte qu’elle dépendra de deux conslantes arbitraires.

[l faut d’abord calculer p; nous allons appliquer les résultats du para-
graphe II. Nous pourrons, en effet, admetire que le mouvement du liquide
reste simple; il suffit pour cela, d’apréé ce que nous avons vu, que la surface
extérieure reste ellipsoidale, c’est-a-dire que la surface interne de la crovite
solide, primitivement sphérique, devient un ellipsoide par la déformation. Or
il est aisé de voir que cette hypothese est d’accord avec celle que nous avons
faite que p = P est un polynome sphérique d’ordre 2.

Nous retrouverons donc les équations
2z"dx =dp — dV,

(1) V=K3Zzi+(1—K)Za2.
Les termes de p qui nous intéressent sont les termes
hzozo—+ hyyo 30
dont nous nous proposons de calculer les coefficients. Les équations (1) nous
donneront alors, par le procédé employé au paragraphe 11
o'y = Zay"= kZay + h,
IfY =3By = kZBy + A4

Si nous posons / + ik = el que nous nous rappelions la signification de £
et de n, ces équations nous donneront

(2) — w2p el®lE 4 ¢cn'= p el "= k(p el®!f 4 cnp) + ®.

Nous aurons donc pour les termes qui nous intéressent

P = Rwz(xo— 1¥0),

la notation QR signifiant partie réelle.
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Nous pouvons, en négligeant le carré de &, n, , éerire

p=ri= 0{% s(x —iy)e—ivt=Rwzo(Zo— L))

Dans ces conditions, la solution dépend de quatre conslantes arbitraires qui
sont les parties réelle et imaginaire de m et les deux constantes qui définissent
la rotation ws, ¢s, Ws. :

Je voudrais maintenant former des équations analogues aux équations (13)
et (14) du paragraphe III, en cherchant a définir les quantités qui joueront le
role de & et de my. La premitre équation sera celle des aires; la seconde devra
étre remplacée par celle de 'équilibre élastique; celle-ci nous apprend qu’on a

Sau=(r2R +28)P.

car il est aisé de vérifier que telle est Pexpression Zzuy, et que Zzu,=o.
Elle nous donne donc, en nous reportant a I'équation (2), une relation entre
Szu et les parties réelles et imaginaires de £ et de n. Nous pouvons mettre
cette équation sous une forme analogue a celle des équations (13) du para-
graphe III de la fagon suivante ; revenons au cas d’un liquide et reprenons les
équations (1) du paragraphe II; soient z, y, z les valeurs des coordonnées qui
correspondent a la solution (10) de ces équations; x + u, y + ¢, 5+ w celles
qui correspondent a la solution trés voisine envisagée au n° 16 de ce para-
graphe. Il viendra ’
@+ iy = p(@o+iyo) el z=cz, u+iv=~Ez,
w = Rn(xo— iy).
On en déduit
Yzu = R(pt €' + ¢1) (@o— Lyo) 20
Par analogie, nous poserons ici encore

(3) Szu = R(pky et + cny) (2o— Ly0) 30,

Remarquons que cette équation représente en réalité deux relations entre les

parties réelles et imaginaires de £ et ny; car les coefficients de z,3, el y, 2,

doivent étre identiques dans les deux membres, et notre équation deviendra
R(pEy et cny ) (@o—EY0) 30 = (MR + 28)Rw 30 ( 20— iy,),

d’ou

(4) Pl el + ey = ),

ol
A=r:R+28§
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doit étre regardée comme une constante donnée. En effet, les équations de
I'élasticité nous ont permis de déterminer les fonctions R et S, et nous devons
dans ces fonctions donner a r la valeur qui correspond a la surface libre interne
trés peu différente d’une sphére.

Passons a la troisieme équation (13) du paragraphe III; elle exprime que la
surface libre interne de la crotite coincide avec la surface libre externe du

noyau liquide. La méme condition nous donnerait ici

Tzu= R(celOE + on) (29— iYo)30-

otr, puisque nous négligeons l'aplatissement et que, par conséquent, nous

pouvons prendre p = ¢,

(5) R(eilZ) +cny) = R(pelolE +cn).

Nous acheverons de définir £, et 0y en écrivanl que, pour z,=— y,= o,
Zj == Lskon i

u + 1y = £q %o.

II'n’y a rien a changer a la quatriéme qui est I'équation de Helmholiz. Ainsi
que nous I'avons vu les déformations de la croite solide dépendent uniquement
de quatre arbitraires. On peut prendre pour ces quatre arbitraires les parties
réelles et imaginaires de £; et de 0.

Nous aurions pu rapporter le systéme a des axes différents, en conservant
I'axe des z, et de telle facon que le nouvel axe des z fasse avec ancien un
angle ¢. Cela serait revenu a changer z,— iy, en (z,— yo) e=%, u+iv en
(u + iv) €' et, par conséquent, &, 0, £, 01 en Ee®, me?, £, e, ny P

Les équations des aires sont des relations linéaires entre £, n, £, 0, leurs
imaginaires conjuguées £°, 0%, EY, n} et leurs dérivées. Mais ces équations
doivent subsister avec le nouveau systeme d’axes et, par conséquent, quand on
change £, n, &1, ny, £° %, £}, 0, en Ee®, ne®, £y P, ny e, £0e, n°e—i?,
£l e, m{ e~%. Le premier membre se divise ainsi en deux parties, 'une qui
est multipliée par e®, I'autre qui est multipliée par e=% et, comme la relation
doit avoir lieu quel que soit ¢, chacune de ces deux parties devra étre nulle
séparément. Nous égalerons donc a zéro la premiére, qui ne dépendra que de

£, M, £1, M1 el nous aurons I'équation des aires

F(% 1, &1, 1) = o,
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dont le premier membre est linéaire par rapport a &, 0, &1, n1 et leurs dérivées;
puis Péquation d’¢lasticité déduite de (2) et (4)

0 el e+ hk(p el®lE + cn) + hp elolE'= o,

puis la derniere équation (13) du paragraphe III qui subsiste sans changement

\

w2p elwty — CT}”-’- P eiwt E”= 0,
et 'équation

pelwi(t —E ) +e(n—m)=o
déduite de 'équation (5).

Si nous posons, comme au paragraphe III,

(6) o = a elst, cn = b ellot+e)t pE1L = ay etst; cn = by eilw+e)l,
il vient
Aa+Aja,+Bb+Bi1bi=o,
(14 bis) Mk +e2)a+ ay+ kb + by = o,
1 2]

a—a +b—>bi=o,
a(w—e)+ b(w+¢e)2=

A, Ay, B, By sont des fonctions de e. Pour étudier ces fonctions, remarquons
que F(E. 0, £1, m1) ne représente pas la constante des aires, mais la dérivée de
cetle conslante; si ®(E, m, £y, n1) représente celte constante elle-méme, en y

substituant aux £ et 7 leurs valeurs (1) il viendra

O(E, m, 1y, m)=(A'a+ A ay+ B'b + B by) eel,

A’, ... étant des polynomes entiers en e. En différentiant il vient alors
F(E n, &1, m) =ie(A'a+ Ayai+B'b+ B by) ekl
on a done
A SRR RS TRN, DVBEE R e
ce qui montre que A, Ay, B, B, sont divisibles par e¢. Le déterminant des
équations (14 bis) s’annule donc pour ¢ =o; il y a donc résonance. Clest ce
que nous savions déja, mais il reste a savoir si celle résonance est simple ou
double. Pour cela, je divise la premitre ligne du déterminant par ¢ et je fais
¢ = 0, ce déterminant devient
A’ A, B B,
R T S R S

H, P. — VIIIL 65
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Je dis que ce déterminant s’annule pour p?= ¢2, il est par conséquent trés
petit pour p? voisin de ¢2. En effet, considérons le tableau formé des trois
dernieres lignes du déterminant. Si Pon fait ¢ = 52, les colonnes 1 et 3 de ce
tableau sont identiques, de méme que les colonnes 2 et 4. Donc le déterminant

est nul. Rk

‘Il y a donc double résonance; donc Pamplitude des nutations différera nota-

blement de ce qu’elle serait pour un corps solide.
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