OBSERVATIONS
AU SUJET DE L’'ARTICLE PRECEDENT

Bulletin astronomique, t. 18, p. fo6-420 (novembre 1go1).

I. On ne saurait prendre a la lettee Paffirmation de M. Seares que Pexacti-
tude du résultat dépend bien plus de la fréquence des changements de signe
des différences successives que de la valeur absolue de ces différences.

Soient F(z) la fonction a interpoler, @y, a,, ..., @, les valeurs pour
lesquelles on caleule la fonction F(a,), F(a,), ..., F(a,); nous remplacons
la fonction F(z) par un polynome de n—1'*"¢ degré P(2), en choisissant les
cocfficients de ce polynome de telle facon que

P(a;) = F(a).
Soit alors
P(z)=(z—a))(x— a).. (x— a,),
et soit & le maximum de la valeur absolue de la dérvivée n*m° de F(z) dans

Iintervalle considéré; erreur commise est plus petite que la valear absolue de
k
— O(z).
n! ot
L’erreur commise sur Pintégrale est done plus petite que

T
;ﬁfj ®(z)|dz.

Mais ce résultat donnerait une idée tres inexacte de la grandeur de Perreur,
qui peut étre beaucoup plus petite. Il est claiv que cette erreur peut étre

représentée par une intégrale de la forme

fl”"‘(x)e(x)({x,
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468 OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT.
ot Fi") (z) représente la dérivée n'*™ de F () et on ©®(z) est une fonction qui
ne dépend que des limites d’intégration et des valeurs @y, @, ..., a,.

Pour déterminer cette fonction @ (), supposons que la fonction F(z) soit
définie de la facon suivante : 1° Elle devra s’annuler pour z — «@;; 2° elle sera
contlinue ainsi que ses 72— 2 premieres dérivées; 3° la dérivée n — 11" sera
continue également, sauf pour une valeur z de z comprise entre @, et @,.,; en
franchissant cette valeur, cette dérivée subira un saut brusque égal a 1, de
telle facon que

Fln=1)(z +¢) = Flr—1)(z —¢) +1;
4° la dérivée n'*" sera nulle partout, sauf'pour la valeur z, pour laquelle elle
n’exisle pas.

Dans ces conditions, I'intégrale [P(x) dzx | dont la valeur approchée déduite
par interpolation des valeurs F(a,), F(as), ..., F(a,) serait évidemment
nulle] ne sera autre chose que ce que nous appelons Uerreur commise et sera
égale a 0(3). :

Déterminons done la fonction F(z) qui satisfait aux conditions précédentes.
D’abord elle sera ¢gale & un polynome du n — 1™ degré pour z << z et a un
autre polynome du 72 —1""¢ degré pour z > z. Soient Qq(z) et Qy(z) ces
deux polynomes. Soient

b(z)=(x—a,)(x— as)...(x— ‘a,,),
Dy(z) = (2 —app1)(x— apis)...(x— a,),
d’on -
P(z) = P (z) Pas(2),
Qy devra étre divisible par ®; et Q, pav ®,; soient
R B gy

La différence Q,— Q, doit, pour x =z, s’annuler ainsi que ses n— o
premitres dérivées, tandis que la 7 —1*™¢ doit étre égale a 1; on a donc

z — z)n—!

Q= ( (n—r)!

Cela suffit pour déterminer les deux polynomes; car
I Y <

Py . Py o (@ spt

TR e

Décomposons le second membre en éléments simples

(x — z)n—1 o A;
(n—1)!ld _Zx-—- a;’
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OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT. 469

i) ( ai— 3 )n—‘l

A (n—D) 0 (a;)’

de sorte que

= i=n

Q'l:q)z.'vfia,-’ Clemmer? 2 xiiai'

=1 i=p+1

Soient z, et z; les deux limites d’intégration, de telle sorte que
o) b

Zo < ay, Zy > dp

il viendra

9(z)_/ Qidx+f Dda sz 2 f (;D—df)!cb’(((:zii)_(;)r;i)

l—])
bdr (@1 A )5
+Zf (n—1)! ®'(a;)(x— a;)
i=1
ou
» i t="n ;-
e N th Qg b2 )l N D dzx (et .
@ry eCal= ¥ (n—1)! ®(a;)(z— a;) f RO oral)
(=t

On voit que dans le premier terme la sommation doit étre étendue a toutes
les valeurs de «@; plus petites que z et, dans le second, a toutes les valeurs de a;
sans exception.

Rappelons que, pour une fonction F(z) quelconque, la formule d'interpo-
lation nous donne

F(z) F(a;)
D(z) (% — ) D ()

de sorte que la valeur approchée de I'intégrale s’écrira
I 8

/. 5 dx‘f z(xF_(‘ﬁ,))(f;if,,)

f Hadd Stecha iy,
L @—a) (e "

ce qui, en posant

s’écrit toul simplement
o
(2) f F(z)dx = ZB; F(a).

Clest la formule ordinaire des quadratures mécanigues.
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470 OBSERVATIONS AU SUJET DE L'ARTICLE PRECEDENT.
Le premier terme de la formule (1) s’éerit alors
Il

(lai— )t
EBi (n—r1)! ;
1

l

Quant au second, il peut s’écrire

5 Ddr (z— =)=l (2 )"

= e (ST (] n!
On a donc finalement
: B B,
(3) 6(z)=(T__'—I)T(a,—z)“—1+ET_—_—I)!(aa—z)”‘i—i»-...
By e (s
e 66 e e

pour les valeurs de = comprises entre @, et a,. ;.
Nous voyons que, dans chaque intervalle, ®(z) est un polynome d’ordre n
en z, mais que ce n’est pas le méme polynome dans les différents intervalles.
Quand z franchit la valeur e, ,, il faut ajouter au second membre de (3) un
lerme complémentaire

B
_L(a/'_'_l__ z)n—l.

(n—1)!

Comme ce terme complémentaire s’annule ainsi que ses n-—2 premitres
dérivées, nous devons conclure que ©(z) est continue ainsi que ses 72— 2
premiéres dérivées. Au contraire, la dérivée n —1 est discontinue et subit un

saul brusque (— 1)"—1B; quand z franchit la valeur «;.

. . ;: e (p— 31 . :
Dans Pintervalle zya;, ©(z) se réduit a (—"-n,—)- et dans Pintervalle @, 2, a

i=n i
O L (ai— 2t (zg—z)n SR T e S 0 B S e
Bi 7 o 7 = T -+ = ; .
(n—1)! n! s (n—1)! n! n!
i o

La dérivée (n—r1)*™ de 0(z) sannule donc aux deux limites pour z = 2,
et pour 5 = z;. On se I'expliquera si 'on observe que la dérivée n'*™¢ est, dans
cet intervalle, constante et égale a (—1)7; laccroissement tolal de la dérivée
(n—r1)*me serait donc

(1) (zy— x0)
st cette dérivée élait continue. Mais a cause des sauls brasques qu’elle subit,
cel accroissement sera

(=1 (@1 — @) + (— 11 2By,
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OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PR_éci:DENT. 471

c¢’est-a-dire zéro, puisque
EB;= zy— 20.

La fonction ©(z) s’annule aux deux limites ainsi que ses n—1 premicres
dérivées; si elle sannule, en outre, 4 fois dans lintervalle, sa dérivée piem*
(p <<n) s’annulera p + 4 fois et, en particulier, la dérivée n— 1" s’annulera
n—+h—1 fois; or, on voit sans peine que cette dérivée s'annule au plus 22—
fois; a savoir une fois au plus dans chaque intervalle @;a@;.,, une fois au plus
en chacun des points «;. Donc 0 (z) s’annule au plus 7 fois.

Il suit de la que si Ft0(z) est plus petit en valeur absolue que M, Perreur
commise sera plus petite que

M. [ |6)]dz.

X

Dans cette formule intervient uniquement la limite supéricure de | F(2) |
el nullement la fréquence des changements de signe de cette dérivée.
[assertion de M. Seares n’aurait donc aucun sens si 'on devait se borner a
la limite donnée par cette formule. Mais il y a des cas ot 'on peut la remiplacer
par une limite a peu prés moitié moindre.
Supposons, en ecffet, que F)(z) demeure toujours positive; U'erreur serait
plus petite que

M, / H(z)dux,

H(z) élant une fonction qui serait égale a O (2) quand O(z) est positif el a
L) | 5 \ |
zéro quand O (z) est négatif.

Remarquons que, st F/(z) est une constante, la valeur de 'erreur est

M, [ 0(z)d

et que st O(z) change fréquemment de signe, cette intégrale /0(1) dz peul

'

étre beaucoup plus petite que , O(x)|dz.
PI I [ Z) |

Si @(z) ¢lait conslammentl positif, erreur
fF"“(x)O(z)(/.z

serail plus grande si FU) () élail constamment posil,if([u(- st K (2), conser-
vant d’ailleurs la méme valeur absolue, était tantot positif, tanto négatif; cela

serail directement contraire a Fassertion de M. Secares.
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472 OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT.

Si, au contraire, ®(z) change de signe, Perreur sera plus grande si F(*) (z)
change de signe en méme temps que @(z) ou a peu prés en méme lemps
que O(z), que si F(z), tout en conservant la méme valeur absolue, reste
constamment positif, ou change de signe indépendamment de 0 (z). Voila
dans quelle mesure I'assertion de M. Seares est exacte.

Soit d’abord

Fin(z) = a(),

et soil. A 'erreur correspondante; supposons que @(z) change fréquemment
de signe.

Soit maintenant B I'erreur qui correspond a I'hypothese

F(z) = b(z),

et G I'erreur qui correspond a I'hypothese

Rleh(as)ie=iel)s

Nous pouvons supposer que ¢(z) est une conslante égale a la plus petite

valeur de a () et que

b(z)=alx)—c(z).

Alors la plus grande valeur absolue de 6 () sera au plus le double de la plus
grande valeur absolue de a(z), et b(x) sera constamment positif. On aura
d’ailleurs

B=A—C;

il est donc impossible que |B| et |G| soient tous deux beaucoup plus petits
que | A; et ¢’est pourtant ce qui devrait étre si 'assertion de M. Seares devait
étre prise a la lettre, puisque les valeurs absolues de a(z), b(z) et ¢(z) sont
du méme ordre de grandeur et que @(x) change fréquemment de signe, tandis
que b(z) et ¢(x) n'en changent pas.

Ce que M. Seares aurait da dire et ce qu'il a évidemment voulu dire, c’est
que, pour une méme valear du maximum M,, l'erreur sera plus grande
st Fo () subit de-fortes variations que si F")(z) est sensiblement constant.

Elle ne dépendra done pas seulement de M,,, mais de M I\ I
l ) n—+1, n-+2,

C’est ce dont on se rendra compte d'une fagon plus précise de la maniére

sutvante :
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OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT. 473
Soient

6,(z)=f'L-9(.¥)(lx, ez(x)=fme,(x),lx,

&y

0;(x) :freg(x) dz,

Si les intervalles sont petits et si ©(z) change fréquemment de signe, 0 (z1)
sera plus petit que fi 0| dz, ©,(z) sera notablement plus petit que 0 (z), 0,

plus petit que 0y, .. ..

Et l'intégration par parties nous donne aisément pour Perreur cherchée

f“lF"")(x)e(x)dz = Fi)(2,)0,(21) — Ftt) (2,) @y ) +. . .

:tF“lﬂ”(x,)8,,+,(x1):,:fF('l+/’+”(x)9,,H(w)dx,

de sorte que la limite supérieure de cette erreur sera
5

M| 01(@)|+ M| O(zy) | ... Muyp|0py (1) | + Mn+,,+.j |0yt | dx
dépendant a la fois de M,,, M1, « ooy Miipia-

2. De tout cela résulte que la limite de I'erreur dépend de la valeur absolue
de la dérivée n'*™¢ et des dérivées d’ordre supérieur.
Supposons donc que nous ayons une valeur approchée Iy de F et soit
F(z)=F.(z)+ R(x),

R(z) étant tres petit. Alors

fFr/J;:fFodz—;—fRdx.

Supposons que I'on puisse calculer exactement j Fodz, mais quil faille
calculer fR dx par quadratures mécaniques. Dans quels cas aura-1-on avan-

tage a se servir de ce détour au lieu de calculer directement fF dz par qua-
dratures mécaniques ?

Soient M, la plus grande valeur absolue de la dérivée F) (z) et N, la plus
grande valeur absolue de la dérivée R (z).

Si le nombre des intervalles employé dans les quadratures mécaniques est
n—1, on pourrait croire qu'il suffit (pour que le détour soit avantageux)

H. P. — VIIIL : 60
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474 OBSERVATIONS AU SUJET DE L'ARTICLE PRECEDENT.

que N, soit beaucoup plus petit que M, et qu'il n’est pas nécessaire que N,
soil aussi beaucoup plus petit que My, Nups plus petit que M., ete.

Clest ce qui serait vrai si Pon n’avait a envisager, comme limite supérieure

M,lf|e|dz.

Cela ne sera plus vrai s’il y a lieu d’envisager une autre des limites que nous

de Perreur, que

avons trouvées a la fin du paragraphe précédent.

Soit donc
Q/;-H = 1“/:}' 0, ('[I ) I + M4 I e'l(xl) i e I“n-o—p! 9,,+,(x1)] ] l\lu+/)+lj | 9/J+| | dz,

de telle sorte que
Qo= M, f[9|dz.

Alors 'erreur commise dans le calcul direct de fF dz, par quadratures méca-

niques sera plus petite a la fois que Qo, que Qy, que Q., ete.

Désignons par Q;,H une expression analogue a Q,.y, mais ou les M, sont
remplacés par les N,. Alors 'erreur commise dans le caleul de / R dx <el, par

conséquent, dans le calcul indirect de fF dac) sera plus petite a la fois

que Qj, que Q' que Q) ete.

Soit alors Q, la plus petite des quantités Qy, Qy, Q. .... Si Q’, est beau-
coup plus petit que Q,, il y aura avantage a employer le calcul indirect.

Or, ¢’est ce qui arrivera certainement si N, est trés petit devant M, N,y
devant M.y, ... et enfin N, devant M,,.

Mais cela pourrait ne plus étre vrai, bien que N, fat négligeable devant M,,,
st N, ., était comparable a M, .

Ainsi, pour que le calcul indirect soit avantageux, il ne suffit pas toujours
que la dérivée n'*m¢ de R soit négligeable devant la dérivée de méme ordre de F;
il faut encore quelquefois qu'il en soit de méme pour quelques-unes des dérivées
d’ordre supéricur.

L’article de M. Seares est de nature a atlirer notre allention sur ce fait, et
¢’est ce qui en fait la véritable portée.

Supposons que, dans les divers cercles de rayon p et ayant pour centres les
différents points du chemin d’intégration, la fonction F () soit holomorphe et

plus petite que p. en valeur absolue.
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OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT. 495

Alors on aura comme on sait

wn!

7i
lv[n< I“T'
e

La fonction F, differe par hypothese trés peu de F, mais deux cas sonl a
distinguer. Ou bien F, présente les mémes singularités que F, de telle facon
que la différence F — Fy= R ne possede plus les points singuliers de F, ou du
moins ceux de ces points qui sont le plus rapprochés du chemin d’intégration.

Dans ces conditions les cercles de convergence ayant leurs centres sur le
chemin d’intégration auront un rayon plus grand pour la fonction R que pour
la fonction F. Nous pourrons admetire qu’a 'intérieur des cercles de rayon o',
la fonction R est plus petite que p (p" étant notablement plus grand que p). On

aura alors

On voit qu’alors N, est beaucoup plus petit que M, et cela quel que soit 7, et
méme le rapport de N, a M, sera d’autant plus petit que 7 sera plus grand.

On n’a pas alors de mécompte a craindre dans Papplication de la méthode
indirecte.

Supposons maintenant que Iy n’ait pas les mémes singularités que F, mais
ail seulement @ pew pres les mémes singularités; qu’en particulier, les points
singuliers ne soient pas exactement les mémes pour les deux fonctions, mais
seulement a peu pres les mémes. Alors la différence F— FFy= R admettra a la
fois tous les points singuliers de I et tous ceux de F.

Les dérivées d’ordre trés élevé de R seront alors a peu pres égales aux
dérivées d’ordre tres clevé de F (on a celles de Fy, qui seront plus grandes
encore) en vertu des théoremes de M. Darboux sur les fonctions de tros grands
nombres.

Si Iy a été choist tres voisin de F, et de telle facon que les points singuliers
different treés peu, il pourra se faire que la dérivée 2" de R soit beauconp
plus petite que celle de F et qu'il en soit encore de méme pour la dérivée
n 41" et pour quelques-unes des dérivées suivantes. Mais a partic d’un
certain ordre, cela ne sera plus vrai, de sorte que si, en vertu des considérations
que je viens d’exposer, Perreur commise dans l’inlﬁg ation dépendait moins
ieme

des valeurs des dérivées 2'°™ que de celles des dérivées n ~+ plme il pourrait se

faire que 'avantage offert par la méthode indirecte devint illusoire.
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476 OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT.

Dans ce cas donc une discussion plus approfondie est nécessaire pour

reconnaitre si Fy est suffisamment approché de F.

3. Clest évidemment a une circonslance de ce genre qu'est di linsucces
de M. Seares. Peut-¢tre vaudrait-il mieux modifier la méthode comme il suit :

11 s’agit, on s’en souvient, d’évaluer des intégrales de la forme

G(u)du
VE ()’
les G(u) sont des fonctions entieres; I (u) est le carré de la distance de la
plancte et de la comete; u est anomalie excentrique de la comete; u, est la
valeur de cette anomalie qui correspond au minimum de F(u).
La méthode ordinaire consiste a remplacer la fonction sous le signe f
G(u)
VE(w)
par un polynome entier (%) du n— 1™ degré qui en differe trés peu.
La méthode proposée consiste a poser
S _ Q) iy
VE(u)  VP(u)
P(u) étant un polynome du quatrieme degré différant peu de F et Q un poly-
nome différant peu de G, et a intégrer ensuite R par quadratures mécaniques,
c’est-a-dire a remplacer R par un polynome II' du n—1""° degré qui en differe
extrémement peu.

Il est évident que le résidu R, laissé par M. Seares, n’élait pas assez petit
pour que la méthode fut avantageuse; il 'aurait 616 assez sans doute si les zéros
de P(u) avaient é1é exactement ceux de F(z); mais celte coincidence exactle
était impossible a réaliser, de sorte que toutes les observations que je viens de
faire dans le paragraphe précédent trouvaient leur application.

Je propose donc de modifier la méthode comme il suit : On ne laissera

aucun résidu R a intégrer apres coup et I'on s’efforcera de représenter la fonce-

tion sous le signe f par une expression de la forme

% Qu)
: VP(u)

qui en differe trés peu, P étant un polynome du quatrieme degré et Q un poly-

nome du n — 1™ degré.
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OBSERVATIONS AU SUJET DE L'ARTICLE PRECEDENT. 477

Que la fonction
Q)
VF ()
puisse étre beaucoup mieux représentée par une expression de la forme (1)
que par un polynome II du . —1"*"¢ degré, c’est ce qui n’est pas douteux.
’intégration de 'expression (1) ne présente pas non plus de difficulté. On
peut la ramener par un caleul simple a la recherche des deux intégrales ellip-
tiques de premitre et de seconde espece.

On pourrait d’ailleurs construire des Tables qui faciliteraient ce calcul.

4. Mais la difficulté commence quand il s’agit de déterminer les polynomes
P et Q, et d’abord pour P.

Considérons I'équation

F(u)=o.
Elle n’aura que des racines imaginaires. Soient
Ug—+ Iy, Uo—+ Ny Ug+ K, Ug—+ Ao; Ug—+ Ky, Ug+ Ny; ...,

Elles sont rangées par paires de racines imaginaires conjuguées; et dans I'ordre
des modules croissants des quantités Ay, Ay, Ay, . ... Nous prendrons alors

Plu)=(u—uy—h)(uw—uy— ) (1 —ug—hs) (1 — wy— 2\y).

! : A G(u)
La dérivée n'*™* de ——== sera alors du méme ordre de grandeur que —
VF(a) 2 s 1
celle de
Gilu)ye G(u)VP(u)
; VF(u)
n! : ;
sera du méme ordre de grandeur que ™E Leur rapport sera donc trés petit

a2 g
et du méme ordre que |21 et cela quel que soit 7.
{ i q

Si donc on connaissait exactement les racines de I (u) = o, Papproximation

par la méthode indirecte serait, pour un méme nombre d’intervalles, a peu

n

A3

M

Bien qu’on ne connaisse pas ces racines exactement, il n’en est pas moins

prés fois plus grande que par la méthode directe.

certain que l'on peut choisir P(u) de fagon que Papproximation pour un
méme nombre d'intervalles soit beaucoup plus grande que par la méthode

directe.
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478 OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT.

On pourrait, par exemple, déterminer les coefficients de P (u) de telle fagon

que les dérivées d’ordre n, n +1, n + 2, n+ 3 de

G(u) JT(u)

v =
L(u) e

s'annulent pour u = u,. On serait assuré alors que ces dérivées, qui sont celles
dont dépend surtout 'approximation, ne deviennent jamais trés grandes et que,
par (‘()llb('([ll( nt, I'errecur commise reste pe Lite.

Mais il serait plus simple, et cela reviendrait & peu pres au méme, d’nnnu]el'

P (u)
Fu)
polynome P(w) une fois déterminé, on caleulera Q(u) a Paide de n

pour ¥ = u,, les dérivées d’ordre n, n +1, n + 2, n -+ 3 de ——=

valeurs particulieres de la fonction

G(u) \/P(u

o=
ll

pour 7 valeurs

3=, u—=:as, T U=,

réparties d’une manicre quelconque sur le chemin d’intégration.

5. Tout cela n’est qu'un apercu qui pourra sans doute étre utile & celui qui
entreprendra une discussion méthodique. Cette discussion devrait nous per-
metire de reconnaitre comment variera 'approximation finale sur laquelle on
pourra complter en fonetion du nombre n —1 des intervalles et de Papproxi-
mation avec laquelle on aura calculé les coefficients de P(u); on déterminerait
ainsi quelles sont les conditions pour que 'emploi de la méthode indirecte soit
avantageux.

Il faudrait également voir comnient devrait ¢tre dirigée la construction des
Tables auxiliaires destinées a rendre le procédé pratique. Je me bornerai a dire
que cette construction serait grandement facilitée, si 'on se bornait a intro-
duire des intégrales circulaires au lieu d’intégrales elliptiques et des polynomes
du deuxieme degré au lieu du quatrieme.

Mais M. Seares a encore rencontré une autre difficulté. Nous n’avons
envisagé jusqu’ici que les perturbations du premier ordre qui sont données par

des intégrales simples de la forme

1) ‘/‘(;/a"u-
VE

www.rcin.org.pl



OBSERVATIONS AU SUJET DE L’ARTICLE PRECEDENT. 479

Mais justement dans les cas ou l'emploi -de la méthode indirecte serait
indiqué, c’est-a-dire quand la comete passe trés pres de la plandte troublante,
les perturbations du deuxieéme ordre deviennent sensibles.

Pour en tenir compte, M. Seares fait ce que Pon fait d’ordinaire, c’est-a-dire
qu’a la fin de chaque intervalle, il corrige les éléments de la comete des per-
turbations du premier ordre. On concoit que, dans ces conditions, les avan-
tages de la méthode indirecte s’évanouissent.

Il faudrait calculer d’abord, pour tout le champ d’intégration, les intégrales
simples (1) sans se soucier des perturbations du deuxiéme ordre, et y ajouter
ensuite des termes correctifs destinés a teniv compte de ces perturbations.

[expression analytique des perturbations du deuxiéme ordre ne se réduit
plus a une intégrale simple telle que (1), mais a des intégrales doubles de la

forme
G G du

(2) f (j — )(/u.
VE VF

Si Pon considere P(u) comme donné, les intégrales (1) seront des polynomes

du premier degré par rapport aux n valeurs particulieres de (),
(3) [Y(ar), $(a2), --., d(an)]

el ce sonl précisément les coefficients de ces polynomes qui devraient étre
donnés par des Tables. De méme, les intégrales (2) seront des polynomes du
deuxieme degré par rapport a ces mémes quantités, et les coefficients de ces
polynomes pourraient également étre donnés par des Tables.

Je me borne a ces considérations sommaires, quitte a revenir plus tard sur

e suj('l A une aulre occasion.
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