SUR LES PLANRTES DU TYPE D'HECUBE

Bulletin astronomique, t. 19, p. 289-310 (aout 19o2).

M. Simonin a, il y a quelques années, soutenu une these remarquable sur le
mouvement de la planéte Hécube; plus récemment, il est revenu sur cette méme
question et le Bulletin vient de publier un article de lui sur ce sujet. Ayant
pris cette année pour sujet de mon Cours la théorie des petites plandtes, jai
- eu Poccasion de résumer nos connaissances sur les orbites planétaires du type
d’'Hécube et des autres types caractéristiques. J'ai donc mis les résultats de
M. Simonin sous une forme nouvelle qu’il ne sera peut-étre pas inutile de faire
connaitre ici.

Je prends le plan de Torbite de Jupiter pour plan des zy.

Je choisirai les unités de telle facon que la longitude moyenne de Jupiter soit
égale a ¢; et jappellerai R une fonction égale i la masse du Soleil divisée par
la distance du Soleil & Hécube plus la masse de Jupiter divisée par la distance
de Jupiter a Hécube, moins le demi-carré de la vitesse d’Hécube.

Je désigne par L la racine carrée du grand axe de l'orbite d’'Hécube, et je
pose

G=LJ1—¢?, ©=Gecosi,

e el ¢ élant Pexcentricité et I'inclinaison de cette orbite.

Je désigne par [, g et 0 'anomalie moyenne, la distance du périhélie au neend
et la longitude du neeud. Dans ces conditions, les équations sont canoniques et
s’écrivent

dL dR dG dR dae dR

t S § S 2

WG T g e s
di__dR dg _ dR & dR
dton. il dt Al Th 46

(1)
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438 PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

La fonction R dépend des six variables, L, G, 0,7, g, 0 et de z. Ces équations

prennent une autre forme si 'on pose
F=R+6

et si 'on prend pour variable 0 — ¢ au lien de 0, elles devienent alors

LS - At N e 8 M R
‘ﬁ_ dar’ LR A A T A
! )
(2) ( dl s dE dg sl d(b—t)  dF
AL qt T TG A S

Dans ces conditions, F est regardé comme fonction des six variables L, G,

0,1, g, 0 —¢, et de 2. Mais nous devons observer que si Pexcentricité de Jupi-
ter ¢tait nulle, F ne dépendrait plus de ¢, mais seulement des six premiéres
variables.

Nous allons maintenant changer de variables. Supposons que le rapport des

n—+1
n

moyens mouvements soit trés voisin de

» 7 élant un entier qui pour
Hécube sera égal a 1. Nous poserons

h=Il+g+0—1, s=—nl—(n+1)g—(n+1)(0—1),
t=—nl—ng—(n+1)(6—1t),
U=L-+nS+nT, S=L~—G, T=G—e.

On conslale aisément que I'on a identiquement
Ll+Gg+0(—t)=Uh~+Ss+ Tx
et, par conséquent,
Ldl + Gdg + 8d(0 — t) = Ud). + Sds + Tdx,

ce qui prouve qu'avec les nouvelles variables les équations resteront canonigques
et s’éeriront

dU it SR dS dF aT dF
3) TR TR 1 o el
( d\ . dF ds dF dx dF
T e T oGS 7 o

Voyons quelle est la signification de ces nouvelles variables. D’abord 2 repré-

sente la différence des longitudes moyennes. D’autre part,

1 : :
f‘f.___,lil_(n_,_l)(rg_l_d)_l)’ dt _ds dg

dt dt dt " dt Heo o dr s d
de db E s dl s n-+1 X ds  dx
1 ) P "0S Y SR o 0 ) e T
Comme 2t Lo, sont trés petits et — irds yoisin de —— On VOil quedtet i

sont trés pelits,
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PLANETES ‘DU TYPE D’HECUBE. 439

S est de ordre du carré de Pexcentricité et T de 'ordre du carré de I'incli-
naison.

Comme S et T sont petits, U différera peu de la racine carrée du grand axe.

Je désignerai par I' et @' exentricité et le périhélie de Jupiter, et je poserai

p=nh—tl+w.

ds' i X :
CmnmeT est nul, ou du moins trés petit, on aura
(444 o 5
dy i : 5 dl :
—=n —_1= —_n—
dt dt dt 2

d dy S .
ce qui montre que —- est ausst tres 1)(.‘[1[.
dt

Posons maintenant

2 =y/25coss, y=y2Ssins; L= \aTecost, == y2Tsinx.

Comme

zdy — Sds, Edn—Tdx

sont des différentielles exactes, les équations resteront canoniques et s’écriront

dU __ dF dr._  dF di _ dF
s P gl ity e AR lanatn
e A __dF  dy_ dF  dn_ _dF

gf Tt dUs dm A at e

Forme de la fonction perturbatrice.

La fonction F est,. comme on sait, développable suivant les puissances
de ecosl, esinl, icos(l+ g), isin(l + g), €' cos(t —w'), €/sin (t — &) et suivant
les cosinus et les sinus des multiples de la différence des longitudes moyennes 2,
les coefficients du développement dépendant encore des grands axes, c¢’est-a-
dire de L. Mais on voit aisément que ecosl = ecos[s—+ (n—+ 1)1], esinl,
icos(l+ g)=rtcos[t+ (n—+1)k], isin(l + g) sont développables suivant les
puissances de z, y, £, 1 el les cosinus el sinus des multiples de 2; que d’autre
part,

e'cos(t —w') = (e'cosy)cosni + (e'sinp)sinnk,
e'sin(t —w') = (€' cosp)sinn) — (¢'sing)cosni.

On conclura que F est développable suivant les puissances de z, y, £, =,
¢'cose, €'sing et suivant les cosinus et les sinus des multiples de 2. Les coeffi-
cients du développement dépendent encore de L=U—nS —nT; ces fonc-
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440 PLANETES DU TYPE D’HECUBE.

tions de L peuvent étre développées par la formule de Taylor suivant les puis-
sances croissantes de (S + T); c’est-a-dire de

n
P i o e

de sorte que finalement F'procédera suivant les puissances de z, y, £, 0, €' cose,
e'sing, cospl, sinpl, les coefficients du développement ne dépendant plus que
de U.

J’observe maintenant que, par raison de symétrie, F ne doit pas changer :
1° Quand on change £ et n en —F et — 7;

2° Quand on change y,net ¢ en —y, —un et — .

Cela montre qu’un grand nombre de termes ne doivent pas figurer dans le
développement.
Voyons maintenant quels sont, parmi ces termes, ceux qui sont & courte

période. Ce sont les termes qui contiennent A en dehors des combinaisons s,
ds dx dy b . ) dh k
7 ou ¢. Car nous avons vu que > s —> SONL rés petits, tandis que 7 est fini.

Si, conformément a Iesprit de la méthode de Delaunay, nous supprimons ces
) P Y,
termes i courte période, nous pourrons dire que F est développable suivant les
puissances de z, y, £, m, €' cose, ¢sing, les coefficients dépendant seulement
de U.

Si nous négligeons, comme M. Simonin, les termes qui contiennent en

o''o ) ) q
facteur : e*, ¢4, i%2e, e2€!, /2, et si nous supprimons les termes qui doivent éire
9%y ) ) ’ I 1

nuls en vertu de la symétrie, nous trouverons :

(5) F=A + Bz + Cz2+ Dy?2 + E£2 + Hn?
-+ Ke'cosp + Lze' cose + Mye'sin o,

A, B,C,D,E, H, K, L, M sont des fonctions de U.

Je remarque d’abord que F dépend encore de 2 indirectement. Car F est
suppos¢ exprimé en fonction de U, 2, z, y, £, et de ¢; ici F dépend de U, z,
v,Enety=nlt—t—+w. Cest par I'intermédiaire de ¢ qu’il dépend encore
de 2 et de ¢.

Si P'on suppose que I'on néglige la masse de Jupiter, on aura simplement

1 1
F=2—L’+6=2(U—n5—nT)2+U—("+l)(s_*—T)
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PLANETES DU TYPE D’HECUBE. 441

ou, en négligeant les carrés de S et de T,

I n
F=;——_2+U+([T3—n—l)(S+T)

: 3 e e oA, ikl o
2U2+U+(ﬁé—'ﬂ——l> 5 H

de sorte que si 'on pose

A=Ao+lnA1 B=Bo—|—mB1, ey

m étant la masse de Jupiter et A, Ay, ... Gtant des fonctions de U indépen-
dantes de cetle masse, on aura

I I n
(0) Ao:m—*—U, Co=D0—Eo—I‘Io—E<U——3—n——I.),

By = Ko = Lo = M = o,

Méthode de Delaunay.

Comme premiére approximation, nous allons supposer

’

e =E='q:0.

Dans ces conditions, F ne dépend plus que de z, de y, et de U. On peut alors
pousser I'intégration jusqu’au bout par la méthode de Delaunay. Nous n’avons
d’ailleurs aucune raison de négliger les termes de degré supérieur en zet eny.

On trouve immédiatement deux intégrales

U = const., F = const,,

car F ne dépend ni de 2, ni de ¢.

Considérons done z et y comme les coordonnées d’un point dans un plan, U
comme une constante donnée et construisons les courbes F = G, en faisant
varier la constante C.

Si Pon supposait m = o, il viendrait

B = ] +U—n—;l(x2+}/2)

2|:U—§(JL'2 —+—y‘-’)J2

et nos courbes se réduiraient a des cercles concentriques ayant pour centre
Porigine.
On doit faire une attention toute spéciale aux points pour lesquels on a

ar _av _
dz_ay_o’ :
H. P. — VIIL 56
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442 PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

et, par conséquent,

x = const., Y = const.

Ces points correspondent aux solutions périodiques.

Dans le cas de m = o, ces points sont les suivants : Porigine # = y = o qui

correspond a une orbite circulaire, et tous les points du cercle

dF__ n e
dS — (U—nS)

e |

(ui correspondent au cas ot le rapport des moyens mouvements est rigoureuse-

F e
ment égal & —— .
n

L’équation leg = o peut, suivant la valeur de U, ne pas avoir de racine posi-
live, ou en avoir une; nous nous supposerons placés dans ce dernier cas.

Nous remarquerons alors trois points, a savoir Porigine O et les deux points
d’intersection A et B de I'axe des 2 avec le cercle

dF
as

= 0.

Passons au cas ou m n’est pas nul, mais trés petit. Les deux équations

dx =dy v

peuvent éire remplacées par les suivantes :

D =10 L_iE =0,
dz
auxquelles correspondront divers points sur l'axe des z. Comme m est trés
petit, ces points seront trés voisins des positions O, A, B qu'ils occupaient
pour m = o.

Nous aurons donc trois points, C voisin de O, A’ voisin de A, B voisin de B,
qui correspondront a trois solutions périodiques, la premitre de la premidre
sorte, les deux autres de la seconde sorte.

Les courbes F == C présenteront alors la forme représentée sur la figure. Les
courbes sont numérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6. On remarquera que 1 et 2 sont des
courbes fermées éntourant le point C; que 3 et 5 forment par leur réunion une
sorte de limacon de Pascal ayant le point A’ pour point double; que 4 est une
courbe fermée entourant le point B'; enfin que 6 est une courbe fermée entou-
rant les trois-points A/, B/, C. ;
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PLANETES DU TYPE D'HECUBE. 443
Le point représentatif z,y décrit une de ces courbes et sa vitesse a pour

composantesg—F, —gE; elle est donc proportionnelle a la distance normale de
ly 2
deux courbes infiniment voisines. Le sens de cette vitesse dépend du sens de
la normale suivant lequel les F vont en croissant.

Les courbes 1,2, et 3 seront donc décrites dans le sens des aiguilles d’une
montre, par exemple; les courbes 4,5 et 6 dans le sens inverse. D’ailleurs,
tandis que le point 2, y fera une infinité de fois le tour des courbes 1,2, 4 et6,

‘ 3 : : . i
il ne parcourra qu’une scule fois les courbes 3 et 5 en allant du point A’ au

point A’ dont il sera infiniment voisin tant pour { = — o que pour ¢t = -+ .
La courbe 4 correspond au cas de la libration.

Nos courbes fermées différeront peu de circonférences.

Rappelons que les coordonnées polaires du point z, y sont \//;g et s. Or on
voit aisément que, quand on parcourt une de nos courbes, S atteint son maxi-
mum et son minimum sur I'axe des z et que la différence entre ce maximum et
ce minimum est en général de Pordre de m, sauf pour les courbes 3, 4,5 ou
pour les courbes peu différentes de 3 ou de 5, pour lesquelles cette différence
est de ordre de /m.

Parlons maintenant des variations de l'angle polaire s. Nous voyons qu’en
général, quand le point z,y décrit une de nos courbes, s varie de o a 27 ou

de 2ma 0. Il y a exception pour la courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent
P'origine O en dehors.

Pour ces courbes, I'angle s oscille autour de zéro.
Mais les deux cas sont bien différents; dans les deux cas, on a rigoureuse-

ment la relation suivante : le moyen mouvement d’Hécube est égal a deux fois
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444 PLANETES DU TYPE D’HECUBE.

le moyen mouvement de Jupiter moins deux fois le moyen mouvement du

périhélie d’Hécube (je suppose que n =1, comme cela a lieu dans le cas
: it ; ds
d’Hécube). Cette relation signifie en effet que la valeur moyenne de = st nulle.

Mais on sait que le mouvement du périhélie est de Pordre des masses, a
moins que I'excentricité ne soit elle-méme de 1'ordre des masses; car si 'excen-
tricité est trés petite, il suffit d’une tres faible perturbation pour déplacer
beaucoup le périhélie. Or, dans le cas de 4, I'excentricité est finie, le mouve-

ment du périhélie est de I'ordre des masses, de sorte que le rapport des moyens

‘< s LR e W .
mouvements est égal & 2 = ——a des quantités pres de Pordre des masses. On

a une véritable libration. Dans le cas de 1, au contraire, 'excentricité élant

petite, le mouvement du périhélie est fini, de sorte que le rapport des moyens

w oW n-+1 . . .
mouvements n’est pas voisin de 2 = L il n’y a pas de libration.

Influence de l'inclinaison.

Les équations qui donnent les variations de I'inclinaison prennent la forme

trés simple

z ([1]
o AT : AR
(/) i +Hf), dt r-.

E et H doivent éire regardés comme des constantes, puisque U = const. L'inté-
gration est done immédiate.

Jai dit que T'on avait U = const. ; et, en effet, si je tiens comple de I'incli-
naison, mais que je continue a négliger 'excentricité de Jupiter et les termes a
courte période, I dépend seulenent de U, z, y, £, n, mais ne dépend ni de 2,
ni de ¢; on a done

dF &
—— =0, U = const., F = const.’
)

Calcul de 7.

La différence des longitudes moyennes de 4 se calculera par une simple
quadrature.

On trouve en effet

(8) g=_g_g=_A'—B'x—C'¢2+D'yz_—E'sﬂ—u'vﬁ,
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PLANETES DU TYPE D’HECUBE. 445

A/, B!, ... désignant les dérivées de A, B, ... par rapport a U. Comme U est
une constante, les coefficients A/, B/, ... sont aussi des constantes; quant
a 2, y,E,n, ce sont des fonctions connues et périodiques du temps. Cela résulte,
pour z et y, de ce fait que les courbes I' = G sont fermées, et pour £ et n de la
forme des équations (7).

Le dernier membre de (8) est donc une série trigenométrique dont la quadra-
ture est immédiate. Le terme tout connu de cette série représentera alors le

moyen mouvement dc A.

Influence de 1'excentricité de Jupiter.

Tenons comple maintenant de I'excentricité ¢’ (je ne veux parler que des

termes de premier ordre en ¢'), mais continuons a négliger les termes a courte
période.
Maintenant F dépend de ¢ et de A par I'intermédiaire de ¢, de sorte qu’on n’a
plus les deux intégrales
U = const., F = const.

Mais on tronve encore

dBi R e
F AT T v’
(9)
oA ot (RS
P T e el )

e Rl . dF dU ] 1k

Dans ces équations (g), les premiers membres i ¢ "eprésentent les déri-

o8 vilena pali e . oF OF

vées totales prises par rapport au temps; les seconds membres % ax repre-
A

sentent les dérivées partielles de ¥ considérée comme fonction de U, z, y, £,

n, A, t; enfin, dans les troisi¢tmes membres Z—f‘cst la dérivée partielle de F

considérée comme fonction de U, z, y,&,n,¢. Ces équations (9) meltent en

évidence l'existence de I'intégrale

(10) U+ nF = const.

Pour aller plus loin, j’adopterai la notation suivante : je continuerai a dési-
gner par U, z, y, 4 les valeurs de ces inconnues que nous avons obtenues dans
Ihypothése ' = o; ce sera I'ensemble des termes indépendants de ¢' dans le
développement de ces inconnues; je désignerai par 8U, 3z, 3y, 8 I'ensemble

S g 10 4 ! .
des termes du premier degré en ¢/, de sorte que P'expression compléte, en
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446 PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

négligeant €2, serait U + oU, 2 + dz, y + 8y, A + 6A. On voit par.la que U
est une constante, mais que oU n'est pas une constante. :
Si nous nous arrétons aux termes du second degré en z el y, nos équations
prendront la forme suivante : Posons
F=®+¢Y;
b =A+Bx+ Ca?+ Dy?+ Ef2 + Hn?;

Y = Kcos¢ + Lzcosy + Mysing;

nous avons d’abord
dU_db_ . de _dd

i @ et e

’ %=.——Z—$=—B—-2Cz,

el ensuile
d;tU= e'%= ne'%=—ne'(Ksinv+Lzsiuv—Mycosv),
dtzw:_ a‘—é% i e’%}i: 2D6y+2_y3D+Me’siuo,
%=—3% = B'gi=—63—206z—2x80—Le'cosv.

Nos équations peuvent s’écrire

{ -({;t—U = —ne'(Ksine + La sine—Mycosp),

dox

. 2D8y =2y8D + Me'sing,

—= +260x=—08B —2238C— Lé'cosp.

Le second membre de la premiere équation (12) est une fonction connue du
temps, de sorte que 6U s'obtient par une simple quadrature. Une fois 0U déter-
miné, 6B, 6C, 6D sont connus ct les seconds membres des deux dernieres
¢quations (12) seront des fonctions connues du temps. D’autre part, D et C
sont des conslantes, de sorte que les deux derniéres équations (12) sont des
équations linéaires a second membre et a coefficients constants.

Le second membre pouvant d’ailleurs se mettre sous la forme de séries trigo-
nométriques, l'intégration est immédiate.

Nous avons trouvé plus haut la valeur de 4 et nous pouvons P’écrire

A= )\ot+ h‘—’_;'l,
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PLANETES DU TYPE D'HECUBE. 447

2, et 2 étant des constantes et A; une série de cosinus et de sinus. Dans les
seconds membres des équations (12), il est clair que nous pouvons négliger 4,

et faire 3
o=n(hot+h)—t+w,

mais si nous voulions tenir compte de 2, il n'y aurait aucune difficulté.

Il vient enfin

L LgsSey SU(A" + B’z + C'z? + D"y? + E'E2 + H'72)

— ¢/ (K'cosp + L'z sing + M’y sinyg)
— [ B3z + C3(a?) + D'a(y?) + E'3(a?) + H'3(n2].
Le seccond membre est connu; A”, B”, ... sont les dérivées secondes
de A, ..., par rapport & U; on pourra d’ailleurs remplacer ¢ par

n(hot+h)—t+w'.

On aura donc 62 par quadrature.

‘Nouvelles approximations.

On peut se proposer de pousser approximation plus loin, soit en tenant
compte des termes a courte période ou A figure explicitement, soit en tenant
compte des puissances supérieures de z, y, %, 0, ou ¢. Ces approximations
nouvelles se poursuivent d’apres les mémes principes.

Supposons qu’on ait trouvé des valeurs approchées des inconnues; soient
U, z, y,E, 1, A ces valeurs approchées. Nous aurons

AU _dd  dv _ dd
drTdi dat — dy’ site
@ ¢tant 'ensemble des termes de ¥ dont nous avons tenu compte et différant
par conséquent trés peu de F. Supposons maintenant qu’on veuille tenir comple
de nouveaux termes de F et soit ¢ Pensemble de ces nouveaux termes; nous
ferons done
F=®+ d.

Nous voulons, en tenant compte de ces nouveaux termes, obtenir de nouvelles

valeurs plus approchées U + éU, z + oz, ..., de nos inconnues.
Nous trouvons alors

dsU _ .db dy  dow _ _dd  dy
L P Rt e et et LA
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448 PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

avec (p P
dd d? 3 areq

Dans les dérivées de ¥ et dans les dérivées secondes de @ on peut d’ailleurs
remplacer les inconues par leurs valeurs approchées, U. z, . ...
Nous poserons

Oy =A+Bz+ Cax2+Dy2+ EE2+ Hn2,

et nous décomposerons la fonction ® en deux parties en écrivant @ = @, @, ;
on aura par exemple

sdq)—'\ (l‘IH d‘bz b dz(bl 8)+d2¢’1 51
P Rt (0 stale W oo W7o R o e

2D, . &,
+(d), 8+ dldxaxﬂu...)-

Les dérivées secondes de @, seront alors trés petites; soit parce que tous
leurs termes contiennent en facteurs des puissances supérieures des excentri-
cités ou des inclinaisons, ou la masse ‘multipliée par un terme a courte période.
de fagcon que la petitesse de la masse ne puisse éire compensée par U'introduc-
tion de petits diviseurs.

Alors les termes
d2®, i PO 2P,

e # b

seront Lrés petils par rapport a 94, 6z, . . ., ¢’est-d-dire par rapport aux correc-
tions qu’il s’agit de calculer; ils pourront étre négligés, ce qui revient a dire
que dans les équations (13) on peut remplacer ® par ®,. Ces équations
deviennent alors

AU _dy  dix ay
- ent e ——2D8y_2y8D+dy
2Y  AChs =3B a st
(14) ) dt dx
i
ddt dy dén dy
% ZHST\_ZT‘OH_'_dn - 2E8$-—2£8E—07E
ds)\ L4 v, " ” ) ”, d
W:—SU(A +Bx+Cx=+D_y2+EEz+'Hn’)—d—%—-

ay

Comme 7, st connu, la premiére équation (14) nous donne ¢U par quadra-

ture; comme 6B, 6C, 6D sont désormais connus, les seconds membres des

autres équations (14) sont connus; les quatre suivantes deviennent des équa-
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PLANETES DU TYPE D'HECUBE. 449

tions linéaires a seconds membres et a coefficients constants qui donnent faci-
lement 8z, 3y, 6%, dn et la derniére donne 8 par quadrature.

Mais il importe d’étudier de plus prés la forme des solutions ainsi obtenues.
Dans les premiéres approximations, les variables U, z, y, £, 0, cosk, sind se
présentaient sous la forme de séries trigonométriques procédant suivant les
sinus et cousins des multiples de quatre arguments proportionnels au temps et

que nous pourrons appeler

o, g, = hot+ h, v=n(ht+h)—t+w.

Voici comment s’'introduisaient ces quatre arguments ; d’abord pour g, nous
avions les deux équations

dz dF dy dF

——=—-='D el g F—— I —_—

gy e ST dz §oabe
Ces équations, qui sonl linéaires et & coeficienls conslants, s’intégrent immé-
diatement et nous trouvons

B :
X = — — + Z(C0s07, Y = YoSinag,

2C

z, el y, étant des constantes et o une fonction linéaire du temps telle que
d
(15) zl; =2y/CD.

De méme pour ¢, nous avons les deux équations

dt d
;i—t=2H'q, ;11]=—2EE,

d’ou
£ = Eocose, N = NySiN¢;
£, etn, étant des constantes el ¢ une fonction lindaire du temps telle que

(15 bis) Z{:Wﬁ.
di

duira par quadrature I'argument

. )
n L Y > 5 ¢ o Sal o ) o' 17
Dans I'expression de —; nous aurons ensuile un lerme constant 1, qui 1ntro-

®= Aot + h.

Enfin, quand on substituera a 4 sa valeur dans ¢ = n) — ¢ + &/, on introduira
le quatriéme argument
v=np—t+w.
H. P. — VIIL 5o
/
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La méme forme trigonométrique se retrouvera-t-elle aux dpproxunaunns
suivantes?

D’abord la premiere équation (14) ne soulévera pas de difficulté. Sile second
membre de cette équation contenait un terme constant, il en résulterait
dans 6U un terme séculaire; mais cela n’arrivera pas parce que, par raison de
symétrie, ce second membre ne peut contenir que des sinus.

Passons a la deuxie¢me et & la troisieme équation (14). Il est clair que ces
équations donneront, pour oz et 0y, des termes séculaires si nous avons dans
les seconds membres des termes en sing, cosa. A cause de la relation (15), les
équations

dox

e 2D8y = Psing,

ddy

g +2Céz = Qcosa

donneront en effel des termes séculaires, & moins que I'on ait
QYD +PyC=o.

Les aulres équations (14) donneraient liea a des observations analogues. Ainsi
s'introduiraient des termes séculaires que nous pouvons et que nous devons
éviter.

Pour éviter ces termes, cherchons a représenter nos inconnues par des séries
procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de quatre arguments o,
€, 14, v, en supposant toujours que ces quatre arguments sont des fonctions
linéaires du temps, mais sans supposer que les coefficients du temps dans ces
quatre fonctions linéaires aient rigoureusement les valeurs trouvées en premiére
approximation, c¢’est-a-dire les valeurs (15), (15 bes), Ay, nk, —1.

On a alors

dr dxds drxde dzxdp dzdy
A" ddt T AT dudt & &
cl, par conséquent,
(16) a{i‘{:=i[_(;;t+dl‘a(_if dz d_¢+d.t8 +dx,\dv
di dt T ‘AT & e di dt
Nous voulons, a I'aide des équations ( 14) détermincr non seulement nos incon-

d: \
nues oz, oy, oU, oA, mais les consl(mlosa , 6 , ) —L, 6 d'

Je remarque d’abord que dans le sccond meml)rc de (16) ﬁgurent les dérivées
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de z. Nous pouvons, dans ces dérivées, remplacer z par sa valeur approchée
s -+ 2908 T,
3 B My
ds
dt
sera trds petite, non seulement d’'une manitre absolue, mais par rapport

: g . dz
Car si nous commettons une pelite erreur sur z, I'erreur commise sur—-9

e L] . ! i y LS
ao 7' C est-d-dire par rapport aux quantités a calculer.

Or si nous remplagons z par sa valeur approchée, il vient

dz _ i dz _dz _dx _ adx__d'dx : 8a’z:r
75 = — %osing, 77k T g =0, g e iy 8 E.B

La seconde équation (14), qui devrait s’écrire

dz S8 dy
8 32—2D°y-2'y8])+d“_-y’
devient ainsi ;
dbx s Lo . sp o & -
(17) W—ZQSIIlG-OE—ZDOJ’:Z]‘OD+d.-’:!;;=p51llo‘+R.

La seconde équation (14) donne de méme

~

¢ ds ds 2 i dl
(17 bis) -HTy+yocosa.o‘7t— + 20z = —220C — oB——d—; = Qcoss + R'.

P et Q sont des constantes, R et R’ des ensembles de termes trigonométriques

dont aucun n’a pour argument o.

Or les équations (17) et (17 bes) n'introduiront pas de termes séculaires,

de .. . y
pourvu que ¢ - soit déterminé de telle facon que
- < ds L 2,
(QD + PYE) =5 % (yoyD — 20/C).
11 est utile de remarquer que 'on a
7o/D + z4)/C = o,

P g P ds :
de sorte que le coefficient de 6(—17 ne s’annule pas.

Les quatriéme el cinquieme équations (14 ) se traiteront de la méme maniére
’ R ! s e e 3 3
et détermineront 6%, dn, ¢ oo La sixieme équation (14) donnera 92 par quadra-

dy

ur T £ : * o 3 LT o Q
ture, et il est clair que é ¢ e seraautre chose que le terme constant du second

membre de cette équation. On aura enfin

d
8—v = ”’E_ZL.L'

dt dt
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On peut donc éviter les termes séculaires, et la difficulté peut toujours étre
surmontée. Elle ne se rencontrerait d’ailleurs que dans le calcul des termes du
troisidme ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.

M. Simonin n’a pas poussé I'approximation aussi loin; on voit, il est vrai,
dans ses formules figurer des termes séculaires, mais I'origine en est différente.
Les moyens mouvements

ds de dp dv

dt’ e i A il
dépendent des constantes d’intégration et en particulier de U. M. Simonin a
voulu donner a la constante U un petit accroissement 6U; il en résulterait
pour z, par exemple, un petit accroissement

L5y = — o (-2%) 3U — mytsine - (%) 5U
qui contient un terme séculaire ¢sino.
Clest celte différentiation pour ainsi dire qui est I'origine des termes sécu-

laires rencontrés par M. Simonin.

Nouvel examen des termes en ¢'.

Reprenons les équations (12), et cherchons quels sont les termes les plus
importants. Dans les seconds membres, nous ne pourrons conserver que les
termes qui contiennent en facteur ¢’ seulement, en rejetant ceux qui contien-

nent ¢’z ou €' y; nous trouverons ainsi

L5 = —ne'Ksinp,

dt
d’ont
35U = K, €'cose,
K, étant une constante contenant comme K la masse en facteur. Alors
3B=B'3U, 8C=C3U, &D=D'sU

contiendront ¢’ en facteur et, négligeant toujours ¢’ z, ¢ y, nous pourrons

éerire
dix—zDBy = Me'siny,
dt
(18)
d8_y ’ ’
3¢ dun 2C8z = — (K4B"+ L)ée’cosv,
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Le terme K,B' peut étre négligé parce que Ky et B’ sont I'un et T'autre de
Pordre des masses.

Dans les seconds membres, nous ferons

pv=n(ht+h)—t+o =np—t+uv

et 'intégration sera immédiate.

Si nous négligeons d’abord les perturbations de Saturne et des autres grosses
planetes sur Jupiter, nous pouvons regarder ¢’ et @' comme des constantes.
Alors 6z se réduit a un terme en cose, et 8y & un terme en sing. Ces termes
seront grands parce que le moyen mouvement de ¢ differe tres peu de celui
de o; la différence est de I'ordre des masses. Mais, si 'on veut tenir compte des

perturbations séculaires subies par Jupiter, on devra écrire

e'cosw’ = Xxzcos(at + ),

e sine’ = Zzsin(at+ ),

ou chacun des seconds membres sera la somme d’un certain nombre de termes
périodiques a trés longue période; les %, les « et les 3 sont des constantes.
Les équations (18) deviendront alors

(i;tx—-2D8_y= MZEzsin(np —t + at + 3),
dsy ;
Fpncie 2Cdz = — LZzcos(ny — ¢+ at + ).

L’intégration est encore immédiate et nous fait connaitre les variations

séculaires de Pexcentricité.

Termes élémentaires de la longitude.

11 existe dans I'expression de 04 des termes élémentaires a trés longue période

et dont il est nécessaire de faire une étude approfondie. Nous supposerons

oy

='q=T=O,

c’est-a-dire que nous négligerons l'inclinaison.

\

Nous avons

dd L dby  db, , dY
(19) T e e
cnposanl
D =Dy + md,,

www.rcin.org.pl



454 PLANETES DU TYPE D’HECUBE.

®, désignant I'ensemble des termes indépendants de la masse de Jupiler
et m®, Pensemble des termes qui contiennent cette masse en facteur.

Or on a

D, +U—(n+1)8,

1
=2(U—nS)2

d’ou

o7

dd, ' <3

ou en négligeant S

ad, 3
50 = 7 (8U — n38).

—3
Nous sommes ainsi conduits a calculer U —24S; et pour cela nous avons les
équations (3)
dU _ dR VB s ey dF
dt donds At ds
qui nous donnent
dsU _ dd  dy  dy
7R i - Gl
(puisque ® ne dépend pas de 2 et que ¢ n’en dépend que par Pintermédiaire
de ) et

dsS _ .d®  dy
T s e

d’ott

d o d® L(dy  ady
G OU—n38)=—ns %0+ ne (_.__,,>.

Nous ne voulons conserver dans le second membre que les termes séculaires.
Or, nous avons

v= nl—1t+o

s=—nl+t—g—0;

ce qui montre que le moyen mouvement de ¢ + s est trés petit. Les termes
séculaires sont donc les termes en ¢+ s; si nous les conservons seuls, RV
deviendra une fonction de ¢ - s et I’on aura

A 7T

do. s :
d dd do,
E(BU—n&S):—n§E .__.-—nmS—d—s .

www.rcin.org.pl



PLANETES DU TYPE D'HECUBE. 5 455

1.
seulement de U et de S.

3 / . . dd ;
Fécris m(fi:’ a la place de‘i—?, parce que je sais que—aﬂcst nul, @, dépendant

dd . A
Comme tous les termes de 6Tsl contiennent en factenr dz, 4y ou oU, et par

conséquent m, je vois que la dérivée de 0U —n0S (réduite aux termes & trés
longue période) est divisible par le carré de la masse.

Ce résultat n’est autre chose que le théoréme de Lagrange sur invariabilité
des grands axes; car U— 7S est une fonction du grand axe.

Nous trouverons ensuite

®= A+ B /2Scoss+ 2S(Cecos?s + D sin?s),

(({TT= — By/2Ssins + 4S(D — C)cosssins = — By + (D — C)zy;

d’olt enfin

dd
(20) —nd m—:nS(By)—f—n&[(C—D)xy]..

Seulement, ainsi que nous Pavons fait observer (et en vertu du théoréme de
Lagrange), le second membre de (20) contient en facteur le carré de la masse
perturbatrice. En premidre approximation, il devrait étre regardé comme nul.
Si Pon veut pousser plus loin I'approximation et tenir compte de m?, nous

n’avons plus le droit de négliger les termes en gg—:— Z:P En effet, si nous avons

admis que les seuls termes séculaires étaient les termes en ¢ + s, c’est parce

que nous avions remplacé z et y par leurs valeurs approchées
V2Sgcosa, V2Sysing

(et que nous avons dans ¢ remplacé A par p. en supprimant la partie périodique
de 1).

Nous trouvons alors

ay_ay . '
bl e Ksing 4+ (L + M) (ycosy — zsinp).

Il vient donc

e %(5[}_n85)=n8(By)+n8[(C-D)x}’]

+ ne'[— Ksine + (L + M)(ycosp — zsine)].

Mais, a c6té du théoréme de Lagrange sur invariabilité des grands axes,

nous avons celui de Poisson, d’apl‘és leqlrel les termes séculaires des grands
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axes qui contiennent m?* en facteur doivent également disparaitre. Ainsi, dans
le second membre de (21), les termes a longue période de 'ordre de m? devront
se détruire.

Ce résultat doit étre rapproché de ceux qu’ont obtenus, par la méthode de
Gyldén, M. Ludendorf pour la plantte Hécube, M. Brendel pour la plandte
Hestia. Ces deux savants ont cherché a former les termes a longue période qui
pourraient exister dans le développement de la quantité qu’ils appellent S et en
se bornant aux termes du second degré par rapport aux excentricités. Ils ont
reconnu que les plus importants de ces termes se détruisent. :

Ce résultat, qui a coté aux deux auteurs d’assez longs calculs, n’est donc
autre chose que la traduction dans le langage de Gyldén du célebre théoréme
de Poisson.

Quoi qu'’il en soit, il faudrait en revenir a Péquation (19) et rechercher quels
sont les termes du second membre qui peuvent avoir une valeur sensible. Cette
étude présenterait un grand intérét, car elle permettrait de controler les résul-
tats obtenus par M. Harzer, au sujet de termes a longue période dont les coef-
ficients seraient extrémement élevés et dont l'existence a été contestée par
M. Bicklund (voir Bull. astron., t. 14, p. 321). Bien que lanalyse de

M. Bicklund soit sujette a une sérieuse objection, un controle direct pourrait
étre fort utile.

——— O ——
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