LES SOLUTIONS PERIODIQUES

ET

LES PLANETES DU TYPE D’HECUBE

Bulletin astronomique, t. 19, p. 177-198 (mai 1902).

I’étude des solutions périodiques de la premiere el de la seconde sorte
présente un intérét particulier quand on suppose que les moyens mouvements
sont a peu prés commensurables. Ges solutions périodiques donnent, en effet,
une premitre approximation pour les orbites des petites planétes dont le moyen
mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter. Clest ainsi qu’a
procédé M, Simonin; c’est ainsi également, tout compte fait, qu’a procédé
M. Brendel dans sa Theorie der kleinen Planeten, ou il a appliqué la méthode
de Gyldén; il commence, en effet, par déterminer les termes de degré zéro,
et ces termes correspondent précisément a une solution périodique de la

premiére sorte.

Equations du probléme.

Nous négligerons les inclinaisons et 'excentricité de Jupiter. Nous supposons
donc que l'orbite de Jupiter est circulaire et que la planéte troublée se meut
dans le plan de cette orbite. Comme d’ailleurs la masse de la plandte troublée
est nulle, nous sommes dans les conditions de ce qu'on appelle le probleme
restreint.

On sait qu’on doit rapporter la premiére planéte au Soleil, et la seconde au
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418 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

centre de gravité du systeme formé de la premicre planete et du Soleil. Si la
premi¢re plandte est la petite plandte dont la masse est nulle, ce centre de
gravité coincide avec le Soleil, de sorte que les deux planétes peuvent étre
rapportées au Soleil.

Soit alors R une fonction égale a la masse du Soleil divisée par la distance
de la pclilé planete au Soleil, plus la masse de Jupiter divisée par la distance de
cette planéte a Jupiter, moins le demi-carré de la vitesse de la petite planete.

Nous pourrons choisir les unités et origine du temps de telle fagon que la
longitude de Jupiter soit égale a ¢, puisque le mouvement de cet astre est

suppos¢ uniforme.

Quant aux éléments osculateurs de la planéte troublée, nous désignerons
par L2 le grand axe, par G = Ly/ ¢* la constante des aires, par [ Panomalie

moyenne, par g la longitude du périhélie.

Nous avons alors

W dL . dR . dl dR., dG. dR % de dR

Fadr S8 gl e e e

Comme R dépend seulement de L, G, Let g —¢, ce qui s’écrit

ar 4R’
db i dg il
nous sommes conduits a poser
F =R + G,
el nos équations deviennent ;
dL _ dF Al dF
dt — di’ AR P
2
(3¢ dG _ dF d(g—t) __ dF
an i GldtE—=t)! e E AG

Posons maintenant
rh=1l+g—1, E= \2(L— G)cos(t— g),
1= y2(L—G)sin(t— g);
jobserve que la différence
L @ 4 6.d( 5 = E)lidhice G

est une différentielle exacte, de sorte que nos équations conserveront la forme

canonique et s’éeriront

3) dL _ dF d. dF df _dF dn dF

& A A T g e R oG g R
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SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D’HECUBE. 419

Je rémarque que A représente la différence des longitudes moyennes et que ¢
et 1 sont de Pordre de Pexcentricité.
Quelle est la forme de la fonction F ? Nous pourrons éerire

F =Fo+ mFy,

m élant la masse de Jupiter; on aura d’ailleurs

1 1 24 mn?
+ L — ezl .
2 L2 a2l o
Quant a Fy, ce sera une fonction de L, &, £ et n développable suivant les
puissances entiéres de £ et de n et suivant les sinus et cosinus des multiples de 2.
Par raison de symétrie, F; ne changera pas quand on changera A etnen—A

et —n.

Solutions de la premiére sorte.

Recherchons d’abord les solutions périodiques de la premiere sorte. A cet
effet, écrivons nos équations en faisant passer dans le second membre les termes

affectés du coefficient me; il viendra

dL _mdF1 ax - T8 dF,

o el ST E—i—l——m——lilcx,
_c£§+ —m@ @—E——lndF’

ar. e P ek B

En premi¢re approximation, nous aurons donc

d). I
L = Lo = const., — = hg= — — 1= const.
dt 1 5

i h = hot.

Si dans les seconds membres des équations (4) nous substituons les valeurs
approchées ainsi trouvées, ces seconds membres deviennent des fonctions
connues de ¢, qui se présenteront sous la forme de séries procédant suivant les
sinus ou les cosinus des multiples de /¢, avec celle circonstance que les seconds

e dL dt ; X i
membres des équations en Zt et en Z e contiendront que des sinus, tandis que
5 4 d dn ' .
ceux des équations en 7 el en F7 ne contiendront que des cosinus.

Ces équations (4), ot les seconds membres sont regardés comme des fonctions
connues de ¢, vont nous donner de nouvelles valeurs approchées de nos

inconnues.
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420 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE.
La premicre nous donne

dL g
(%) = =2Ak sin khot,

ce qui détermine L par quadrature & une constante prés; nous voyons que L
sera une fonction paire de ¢.
Il vient ensuite

dh 1 dF
(6) -(W=<-I;:_‘_I>_m—j.

Le second membre se compose de deux termes ; dans le second de ces termes
qui conlient m en facteur, je remplace £, n, L et A par les valeurs trouvées ¢n
premiére approximation et j’ai ainsi pour ce second terme une fonction connue,
périodique et paire de ¢, développable en série procédant suivant les cosinus
des multiples de /,¢. Quand au premier terme, qui dépend seulement de L,
J'y remplace L par la valeur a laquelle vient de me conduire l'intégration de
I'équation (5); j'ai encore une fonction périodique et paire de ¢, mais celte
fonction n’est pas entidrement connue; elle le serait si L I'était, mais nous
venons de voir que I'équation (4) ne peut déterminer L qu’a une constante
pres.

Le second membre de (6) est donc une série procédant suivant les cosinus
des multiples de /,¢; mais cette série n’est pas entiérement connue, car les
coefficients dépendent d’un parametre indéterminé (qui est la constante dont
je viens de parler). Nous disposerons de ce parametre de telle sorte que le
terme tout connu de la série trigonométrique qui figure dans le second
membre de (6) soit égal a h,. Le second membre de (6) estalors entidrement
connu et nous aurons A par une simple gquadrature.

Nous voyons que 2 —/,¢ sera une fonction périodique de ¢, et il en sera par
conséquent de méme de

cosh = coshot cos( ) — hot)sinhot sin(h — hyt)
et de sind. D’ailleurs, on voit que % est une fonction impaire de ¢.
Nous avons enfin les équations

1743 s W dF, dn ¥ dF,
7 )= IR =) =—m

dn a ¢ dE

Dans les seconds membres nous remplacerons L, 4, £ et » par les valeurs
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SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D’HECUBE. 421

obtenues en premiére approximation et nous trouverons des équations de la

forme suivante :

i

(7) e

n = I B sinkhot, %‘ — t = X C cos khgt,

d’ot nous tirons immdédiatement

C,(—BAA/LO Cr(kha) — By

T ik
E_H (kho 2 — cos khqt, n = o) — sinkhot.

11 y aurait exception si le dénominateur s’annulait, c¢’est-a-dire si, pour une

valeur entiére n de A, on avait

by — e+
BN 4

s 4 : W SLr s AL 1 3 s

Si /i, sans étre rigoureusement égal a ~3 Clail voisin de =3 le dénominateur,
sans s'annuler, deviendrait trés petit, et il pourrait y avoir des doutes sur la
convergence.

Les approximations suivantes se poursuivraient de la méme maniére sans
qu’il y ait absolument rien a changer a ce qui précede.

On ne rencontrerait de difficulté que si 4, était voisin de == 711; comme £, est
toujours positif (mouvement direct), il ne sera jamais voisin de i ’—Il; mais il
pourra étre voisin de —+ 711 pour les planctes dites caractéristiques, c’est-
a-dire de 1 pom‘ les plandtes du type d’'Hécube, de 1 pour les plandtes du type

de Hilda et de & 3 pour les planetes du type de Thulé.

Solutions de la seconde sorte.

Pour I'étude des solutions de la seconde sorte, nous choisirons une variable
nouvelle », en posant £ =/, et nous proposerons de choisir ce coefficient
constant /i, qui est d’abord indéterminé, de telle facon que L, cosk, sink, £etn
soient des fonctions périodiques de o de période de 27, développables en séries
procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de o.

Nous aurons alors les équations

dl e dF,
E—mhgr, %+h<l——> ——mh-—s

@ i aL.
_0_1§ A dF1 dn dF;
F ik L T
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422 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

En premitre approximation, nous remplacerons les seconds membres par

zéro et nous trouverons

AN I
L —sluy—:caush: :i—(”:p(L—g—I):q, k=P7

tE=[cospw, 7= @sinpw,
p et ¢ étant deux entiers et  une constante arbitraire quelconque.
Pour la seconde approximation, nous poserons
L = Lo+ oL, h=gqw+ 3k, h = p~+ oh,
£ = [ cospw + 0, n = Bsinpw + o1

et dans les seconds membres des ¢quations (8) nous remplacerons les

variables L, &, Z, £, n par leurs valeurs approchées Ly, g, p, B cospw, Bsinpw.

Ces seconds membres deviennent ainsi des fonctions connues de o périodiques
)

dont deux sont paires et développables en séries de cosinus et deux impaires

développables en séries de sinus. Nous avons ainsi d’abord

d 3L

(9) dw

=ZA,sinnw,

d’ot 'on déduit par quadrature 6L, & une constante pres.

Quant aux deux derni¢res équations (8), elles s’écrivent

d. da(f -+ 8 : ;

C—Z% +hn = ('jms+io) + (p+8h)(Bsinpw + dn) = 2C,sinnw,
d d(Bsi + 3

a—: —ht= (@Sl+wn) —(p+0h)(Bcospw + &)= ED,cosnw.

Les corrections 6/, 6%, dn sont de 'ordre de m; si done nous négligeons m?,

nous pourrons négliger les produits 84 0, dh £ et nos équations s’éeriront

)
L o pon+ fsinpo th = 2C, sinno,

(10) o
([0:) TR BE"‘?)COSIJU)BIL £id 2Dn cosnw.

L’intégration de ces équations est immédiate et nous donne

_Cp,—D, ~nC,—pD,
Sh_ T’ SE—- —P::,—I;’—COS’ZU)—{-"{COSP(D,
2 C,+D, . — X :
o = %smpw -+ E }L—C—,'_:-__—,’:P—"smnw+ysmpw.

Sous le signe X, on doit donner a n toutes les valeurs entidres, sauf la
valeur p. Quant a y, c’est une constante d’intégration que 'on peut supposer

nulle, car elle fait double emploi avec la constante 3.
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SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE. 423

Nous avons ensuite
d dh 1 I dF,
== _(p+oz)[m -—1] —P<]§ —1>—mI
Je rappelle que, dans la dérivée de Fy, les variables sont remplacées par leurs
valeurs approchées.
D’autre part, en négligeant m?, et par conséquent 6% oL et dL2, je puis éerire

- I 1 3p oL
(P+Oh)[————(l‘0+6],)“—l] P(i—’_I)_Oh(LU I)_Lf, )

d’on i
d o) I 3p 3L dF,
S PR e e N R
() o °"(Lf; ‘) | K Ry

Les coefficients E, seraient enti¢rement connus si oL était entiérement connu,
mais 0L nla été déterminé qu’a une distance pres; les coefficients E, dépendent
donc de cette constante que 'on choisira de facon gqne E, soit nul. Ce choix
¢étant ainsi fait, les E, sont connus et I'on trouve dA par quadrature.

En troisitme approximation, on tiendra compte de m?, mais on négligera m?; -
soient L, 4, %, £, n les valeurs obtenues en seconde approximation; et
soient L +- 0L, A 4 04, & 4 0h, £ + &%, 1 + 97 les valeurs exactes aux quantités
prés de 'ordre de m* que nous cherchons a déterminer.

Dans les premiers membres des équations (8) nous remplacerons donc L, 2,
h, £, npar L+ 0L, A + oA, & + dh, £ + 0%, n + dn. Dans les seconds membres,
au contraire, nous pourrons négliger dL, 4, 6%, 0%, én, de sorte que ces seconds
membres seront des fonctions connues de .

Nous avons d’abord pour déterminer 9L une équation analogue a (9) qui se
traitera de la méme maniére; puis nous avons

d (& + 3t)

dw

+ (h=48h)(n +8n) = mh—— dF’

ou, en négligeant d/ dn, qui est de ordre de m*,

dos

e +‘q8h+h6n_mh———hn.
"I]

Le second membre est de la forme 2C, sinno.

D’autre part, je puis négliger (n—pBsinpw)dh et (h — p) 0n, puisque
n—Bsinpw et A — p sont de l'ordre de m, et que 84 et dn sont de I'ordre de m?.
Notre équation devient donc

dsg o ; :
o P + Bsinpwdh = 2C,sinnw,
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424 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE.
et nous avons de méme

d an

P BT o0t — Bcospw dh = ZD,sinnw.

Ces équations étant de méme forme que les équations (10) se traiteront de la
méme maniere. Nous délerminerions enfin 64 par une équation qui serait de la
forme (11).

Il y a cependant un cas ou il pourrait y avoir une difficulté.

Nous avons trouvé plus haut

(12) Y R

Ceute formule deviendrait illusoire si B était nul, et méme si B était trés petit
la convergence des développements pourrait éire compromise. On retrouve
d’ailleurs a chaque approximation des équations de la forme (10), de sorte
qu’il faut chaque fois calculer une nouvelle correction ¢4 par une formule de
la forme (12), de sorte que la méme difficulté se représentera chaque fois.

On pourrait donc craindre que la méthode ne fit pas applicable au cas ou 8
(et par conséquent I'excentricité) est une petite quantité. Mais nous observons
que, si 'on fait § = o, on retombe précisément sur les solutions de la premidre
sorte que nous venons d’étudier; or nous venons de voir que ces solutions

existent toujours, sauf peut-¢tre pour les plandtes caractéristiques.

Le cas des plandtes caractéristiques est celui ou le rapport £ est entier. Si
P 1 PPO™ ¢

2

donce 3 est_ commensurable sans étre entier, nous sommes certains que la diffi-

culté se- dissipera d’elle-méme, c’est-a-dire que C,— D, s’annulant en méme
temps que (3, la correction &% restera finie. Clest ce qu’il est aisé d’ailleurs de

constater pour les premiéres approximations. Si au conlraire % est entier

(p entier, ¢ =1), la méthode peut se trouver en défaut, et nous allons voir ce

que deviennent dans ce cas nos solutions périodiques.

Raccordement des deux sortes de solutions.

On peut représenter schématiquement les résultats obtenus par une figure.
Supposons que nous représentions chaque solution périodique par un point

défini de la facon suivante. Nous pouvons toujours choisir pour origine des
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SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D’HECUBE. 425

temps linstant ot les deux plandtes sont en conjonction syméirique. A ce

moment on a :
N= =510

Prenons alors pour abscisse la valeur de L & cet instant et pour ordonnée la
valeur de £; nous aurons un point qui pourra étre regardé comme représentant
la solution périodique.

Les solutions de la premiére sorte seront représentées par les arcs de
courbe AB, GHKL et RS. La courbe est interrompue entre B et G et entre
L et S; nous avons vu en effet que la méthode est en défaut quand 7, est voisin

I ; : i
de e Nous ne savons alors ce que deviennent les solutions de la premiere sorte;

E| T V p!
Fi el
\ \
A B N ¥
o, SR TR S fb<. <8
e M
by vl i

Jai done représenté deux interruptions correspondant, par exemple, 'une aux

planétes du type d’Hécube, I'autre aux planctes du type de Hilda.
Représentons maintenant les solutions de la seconde sorte ; a chaque systéme

de nombres entiers p et ¢ correspondra une courbe représentant une série de

solutions de la seconde sorte. J'ai tracé quatre courbes, a savoir EFCD corres-

pondant ;‘;qu =1 (type d'Hécube). THU correspondant ;‘15 x g, VKW corres-

3
Comme nous avons vu que les solutions de la seconde sorte correspondant aux

valeurs enti¢res de 1;3 n'existent plus pour les petites valeurs de B, jai

pondant a lq) — 3, et enfin PQMN correspondant a 1—3 =2 (type de Hilda).

interrompu la premiére courbe entre F et C, et la derniére entre Q et M. Au
contraire, les deux autres courbes THU et VKW, qui ne correspondent pas
a des planetes caractérisques, ne sont pas interrompues et viennent croiser la
courbe GHKL en H et en K.
Comment se raccordent les courbes EF, GH, AB, CD, PQ, RS, KL, MN ?
H. P. — VIIIL. ; 54
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426 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D’HECUBE.

Il est probable que c¢’est par de petits arcs de courbe BC, FG, QR, LM, tels que
ceux que j'ai représentés en trait pointillé. Cette prévision est confirmée par
lapplication de la méthode Delaunay, dont Papproximation est évidemment
suffisante pour résoudre une question qualitative de ce genre.

Supposons que dans la fonction F nous conservions seulement les termes a
longue période. Pour les plandtes caractéristiques, telles que le rapport des

. o . n I
IllO_y(BllS mouvements soil voisin de

» ces termes a longue période seront de
la forme (§ cosnl +nsinnd)?, de sorte qu'aprés la suppression des termes a
courte période F ne dépende plus que de

24 m2

L, S T =Etcosnk +mnsinni.

D’ailleurs I est développable suivant les puissances entieres de S et de T.
L’intégration complete des équations est alors possible et les solutions
périodiques auront pour équations
s dh
(13) I =rconst b, const., Si=econst., T = const.,
) §=Tcosni, n =T sinni,
les valeurs constantes de L, S et T étant données par les équations

dF ar . vudi T
(14) F = const., HTE=TE_S_+¢ﬁ" S=2

.

On trouve, en effet, que les équations (3) deviennent

dL dF Ao d dF

5 =nﬁ(—£smn/\+ncosn)\), ¥ Rk i
(15) & AR e, dq . dF 3

;ﬁzﬁs—n+cﬁ‘51nn7" T =—Tss—ﬁcosn/\

et sont satisfaites par les valeurs (13) et (14).

Que deviennent alors nos courbes? Au moment de la conjonction symétrique,
on a

A= 05 =10, T
Il faut donc construire la courbe

dF dF dF

T2
en prenant L et T pour coordonnées et en remplacant S par f
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Si nous arrétons le développement de F; aux termes du premier degré par
rapport aux excenlricités, nous aurons

Vil 5
F=m+L—b—+—m(A+BT),

A et B étant des fonctions de L, et par conséquent

dF I , ; dr- dE
(/L=I_L3+M(A -+ B'T), S ﬁ—-"lB’

A’ et B’ étant les dérivées des fonctions A et B.

Notre équation s’écrira alors

T[n(l— I—I§>+I]+m[nB’T2+ nA'T —B]=o.

Pour m = o, cette courbe se décompose en deux droites :

e (solutions de la premiére sorte).
I n+1 .
Tl (solutions de la seconde sorte).

Ce seraient encore deux droites si nous prenions pour coordonnées non plus T
1

L

Si m n’est pas nul, mais trés petit, nous aurons des courbes s’écartant peu de

et L, mais T et

ces droites, et pour nous rendre compte de la forme de ces courbes, le mieux

1 :
est de prendre pour coordonnées T et i3 et de négliger mT2. La courbe se

réduit alors a une hyperbole équilatére. D’oti nous devons conclure que la
forme générale des courbes est bien celle qui a é1é représentée surla figure. On
voit que ce sont les solutions de la seconde sorte qui sont la continuation

analytique de celles de la premidre sorte, et inversement.

Cas des planétes caractéristiques.

Je voudrais maintenant monirer comment on peut, avec une approximation
indéfinie, déterminer les solutions périodiques correspondant aux parties
pointillées de nos courbes, c’est-d-dire aux plandtes caractéristiques.

Nous allons développer, non plus suivant les puissances de 7, mais suivant

celles de \/ﬁ, de sorte que nous dirons qu’un terme est d’ordre p quand il

(i
contiendra en facteur m*. Nous devrons, d’autre part, distinguer le rang et
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428 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D’HECUBE.

I'ordre, car certains termes, ¢tant a longue période, seront plus importants que
les autres termes du méme ordre et aussi importants que les termes d’ordre
moindre.

Pour les termes qui figurent dans le développement des deux inconnues L, 2,

et pour ceux qui figurent dans les développements des seconds membres des
deux équations (8), qui donnent L o1 @, le rang sera égal & Dordre
2uxe [ h 2 )s ({ s dt, g ; g .

Passons maintenant aux développements de £, de 1 ou des seconds membres
dn

: s\l ¢ dt
des deux équations (8) qui donnent 5 ol -

Iei je dois distinguer; je suppose que le rapport des moyens mouvements

. o ile. n—+1
soit voisin de

» je poserai ¢ = ho, & étant une constante voisine de n que
je déterminerai plus compleétement dans la suite, et je prendrai @ comme
variable.

Mes seconds membres, contiendront alors des termes en cospw ou sinpw,
p étant un entier. Pour ceux des termes ot p n’est pas égal a n, le rang sera
encore égal a Uordre.

Considérons maintenant les termes en cosn el sinn o, el soient

(16) Csinnw, Dcosnw

deux termes de méme ordre figurant respectivement dans les seconds membres
de la troisieme et de la quatridme ¢équation (8). Nous décomposerons ces
lermes el nous les regarderons comme formés chacun de la-somme de deux

aulres, a savoir

\ C+D . C+D
(17) sinnw, — cosnw
el
(18) — — sinnw, ——cosnw.

Pour les termes (17), le rang sera encore égal a Uordre, mais pour les

termes (18) le rang sera égal a Uordre diminué d’une unité.

Ces définitions posées, nous allons procéder a 'intégration. En premiere
approximation, nous remplagons les seconds membres des équations (8) par

zéro el nous trouvons

‘E=

L. = Lo = const., = h(f:i—1)=" h=p, t=mn=o0.
0
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Pour la seconde approximation, je remplace dans les seconds membres toutes

les variables par leurs valeurs approchées; ces seconds membres deviennent

mEA,sinpw, mEBpcospw, mEC,sinpw, mIED,cospw,

les A, B, G, D étant des coefficients connus. Tous ces termes sont du second

. =Ny
ordre, puisque nous avons m = (ym)* en facteur.
Mais nous conserverons seulement les termes de rang 1, de sorle que ces

seconds membres se réduiront respectivement a

Dn D,— G, s
2

. Cn HE
0y 0y MBI ——————=3 8Nk cosnw
2

Nos équations (8) deviendront ainsi

ok .
iia do D (iu) ) g
19 il
a8 —+—hr._msmnwc—-—]21 g h’;’:mcosan—(J—",
d(v) d(v) 2

Intégrons d’abord les deux derniéres_équations (19); nous Lrouverons

Cn_“ Du

]
2

t=fymecosnw, = ymsinnuw, h=n+ \/;l

Quant aux deux premiéres, elles me donnent

‘ L =L ='const:
(20) ( d) 1 Gy 1
?Tv-:h(l,—“_l) '(Il+\/l)l—z:$~—><]:ii—l>=l-

On voit que 3 est une conslante arbitraire d’intégration et que L, est une
nouvelle constante peu différente de L, et déterminée par la derniere
équation (20).

Passons maintenant a la troisiéme approximation.

Je désigne par L, A, &, n, A les valeurs de nos inconnues oblenues en

et e (oS 3 R
deuxiéme approximation, et par L+ 6L, A 40X, £+ 6, n -+ on, &+ ok les
valeurs en troisitme approximation. Nos équations (8) deviennent alors (en

laissant de coté la seconde équation)

oL _ . dF, dag o
1

do"l S dF, d‘q

o —h¥E—Edh=—mh e
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430 SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE.

J'ai négligé, bien entendu, les produits 8% 3%, dn dh. Les seconds membres

des équations (21) sont des fonctions connues de o de la forme
mEA,sinpw + m \/EEA’,, sinp o,
m2 Cpsinpw + m \/EEC}, sinp w,

m2ED, cospw +~m{/mED’, cospw.
sl A

Ces termes sont d’ordre 2 et 3, les termes d’ordre 4 étant laissés de coté.

Les coefficients G, et D, ne sont naturellement pas les mémes que tout
I’heure.

Nous ‘avions salisfait en deuxidme approximation a nos équations (8) aux
termes pres de rang 2, en tenant complte des termes de rang 1. Cela veut dire
que, si 'on fait 6L = 6 = én = o, les équations (21) seront satisfaites aux
termes prés de rang 25 c'est-a-dire encore que les seconds membres de ces
équations ne contiendront plus de termes de rang 1.

On aura donc

Goi= Dy

sans quoi nous aurions des lermes de rang 1

CII o R

nis D,— G,
m ———sinnw, m-————cosnu,
. 9

Nous conserverons seulement les termes de rang 2, de sorte que nos seconds

membres se réduiront a

} : — C,— D}, .
mEApsinpw, mEC,sinpo + m \/rn¥51nnm,
'

— D, —C
mEDpcospw + m \/m—"—z—"cosnm.

D’autre part, dans les premiers membres des équations (21) nous pouvons

négliger
(h—n)dE, (h—n)aon,

qui sont de rang 3, de sorte que nos équations s’éerivent

d &t o A A : — Gy, —D), ..
= 2 ndn e+ pymsinnwdh =m2Cysinpo +/n\/ln—"—2-—£smnw,
w «

’

(22)
d &1 ~ — & Ay pligsiiy
7 LA Y pymcosnwsh =mED,cospw + m Vm =22 cosnw,
w 9
et que nous trouverons (en nous rappelant que C,=D,),
3 m C,— D, 3 ~pCp—nD ;
dh=— 2 __1, oE=mZp-—”—;—"cospw+'ymcosnm,
p V=Pt

2

2 nC,—pD, . m s i

dn=m E -——"—-—P.,—"smpw+ —Cysinnw + ymsinnw,
n—p- n
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SOLUTIONS PERIODIQUES ET PLANETES DU TYPE D'HECUBE. 431

ot sous le signe =, on donne a p toutes les valeurs entidres sauf n, et ot A est
une constante arbitraire d’intégration qui, faisant double emploi avec B,
pourra étre supposée nulle. _
La premiére équation (21) nous donnera ensuite oL, & une conslante pres, el
la seconde équation (8) nous donnera
d &k

=XB,cospw
) b v o) i

oit les coefficients B, ne seront pas entierement connus, mais dépendront encore
de la constante additive arbitraire dont dépend oL. On déterminera cetle
constante de facon que B, soit nul et, les coefficients B étant désormais entie-
rement connus, on aura oL, par quadrature.

Il est a peine nécessaire de parler de la quatrieme rpproiimalion,. pour
laquelle on procéderait comme pour la troisieme. Soient L, 7, £, 0, / les valeurs
des inconnues en troisi¢éme approximation; soient L+ 0L, ... leurs valeurs
en quatritme approximation. On remplacera les variables par leurs valeurs
approchées L, 2, ..., dans les seconds membres des équations (8) et par les
valeurs L+ 6L, ... dans les premiers membres. On obtiendra ainsi des
équations de la forme (21). Les seconds membres seront des fonctions connues
de » dont tous les termes seront au plus de rang 3; on y retiendra seulement,
d’ailleurs, les termes de rang 3.

Dans les premiers membres nous pourrons négliger (£ —n) 6%, (h—n) on,
et aussi (n— By/msinnw)dh, (E—pBy/mcosnw)éh, qui sont de rang 4.

Nous retomberons ainsi sur des équations de la forme (22) avec cette diff¢-
rence que, dans les seconds membres, les coefficients m ‘/;;2 devront étre
remplacés par m V/m et m2. Dailleurs on aura encore C,= D, puisque nos
seconds membres ne doivent pas contenir de termes de rang 2.

Lintégration se ferait donc comme celle des équations (22), et 'on détermi-
nerait ensuite oL et 81 comme dans la troisi¢me approximation.

On voit que, dans les solutions que nous venons d’étudier, £, 1 et la diffé-

I n+1 S L Gy : :
rence 5 — —— sont de Pordre de \/m. Sif el m élaienl trés pelils par rapport

L A0 i St : s
e serail grande par rapport a \/m et Pon pourrait
appliquer les méthodes relatives aux solutions de la premiére sorte. Si au

. 1 =1 ’ iR .
conlraire, AT ¢lait petit par rapport a ‘/m, £ et n seraient grands par

a \/m la différence

rapport a \/m et 'on pourrait appliquer les méthodes relatives aux solutions de

la seconde sorte. On ne sera donc jamais pris au dépourvu.
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Comparaison avec les résultats de M. Brendel.

M. Brendel, dans sa 7heorie der Kleinen Planeten, a étudié également ces
solutions périodiques. Il est arrivé, page 126, a des équations qu’il appelle (273)

Q3 3 =2 __2$+p'| |
21 +P151+q—-0, ) s b'J. ) ) 6{“‘
dont je vais expliquer la signification.
On désigne par ple rapport des moyens mouvements osculateurs dans les

orbites absolues, et par py le rapport des moyens mouvements moyens. Pour

.. I
les planétes du type d’Hécube, p. et py sont trés voisins de 52 de sorte que P'on

peut poser

6 el 0y élant tres pelits.

Quant a 34, ¢’est un coefficient qui correspond a peu pres a celui que nous
avons appelé 3 dans I'étude des solutions de la seconde sorte, et B\/E dans
I'étude des plandtes caractéristiques; il est a peu pres égal a la valeur initiale
de £ au moment de la conjonction symétrique.

Pour p) et py ce sont des coefficients qui dépendent de p et de diverses

. . . . . . R iy
variables, mais qui, variant peu dans le voisinage de la valeur critique p. = =3
pourront, dans la discussion qui va suivre, étre regardés comme conslants.

M. Brendel arrive aux équations qu’il appelle (267) et (269) et ou je
néglige o7 ; elles s’écrivent
(28 +p1)pi=—p1, 81 =08—3up},
d’oti (273) se déduit immédiatement.
7
Ve Y . | §
Nous pourrons dans le voisinage de la valeur critique faire p.— -de telle
I 5 9 Bi5a

fagon que I'équation (273) s’écrive

¢ 2 D
pg—§sg,_&_l_’i.—_o.

Si nous regardons 3, et ¢ comme des coordonnées planes d’un point, si
d’autre part nous continuons a considérer p; et p, comme des conslantes, c’est
la Péquation d’une courbe du troisieme degré.

Au lieu de tracer graphiquement cette courbe, M. Brendel a préféré cons-

truire un petit tableau numérique qui se trouve page 128.
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Jai représenté sur la figure cette courbe du troisieme degré en ABC, DEF.
Le tableau de M. Brendel ne comprend que les arcs BG et ED marqués en trait
plein. Il saute brusquement du point B au point E. Ces deux points B et E sont
sur une méme droite perpendiculaire a I'axe des 9 et tangente a la courbe en E.

On voit facilement ce saut brusque sur le tableau, ot a la valeur 8, 1670 de
logd on voit correspondre les deux valeurs 593,3 et 603,8 de n,; 9,09, et 8,79
de logfB;.

Les droites perpendiculaires a I'axe des d coupent la courbe en un point si
elles sont a droite de BE, et en trois points si elles sont a gauche. Les droites
perpendiculaires a I'axe des 34 la coupent en un point.

Si, passant a la limite, on fait m = o, py et p| s'annulent et la courbe se

décompose en une droite 35 = o et une parabole 37 = 44d. Gette droite et cetle
parabole sont représentées en trait mixte sur la figure en LHM et GHK.

Ce résultat peut paraitre étrange au premier abord; il est clair, en effet, que
la droite LHM corrrespond aux solutions de la premiere sorte, qui pour m = o
se réduisent a des orbites circulaires, et que la parabole GHK correspond aux
solutions de la seconde sorte, qui pour m = o se réduisent a des orbites ellip-
liques ayant toutes méme grand axe et méme moyen mouvement — 2.

Mais si p et ¢ dépendent seulement du moyen mouvement osculateur, on
pourrait croire que, ce moyen mouvement étant le méme pour toutes ces orbites,
la valeur de ¢ doit étre aussi la méme pour toutes ces orbites, de sorte que la
courbe GHK devrait se réduire a une droite.

Il importe d’expliquer la raison de cette anomalie.

Soient r et ¢ les coordonnées polaires de la planéte. Soient @ et 7 le grand

H. P. — VIIIL. 55
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axe et l'excentricité de cette plandte dans son orbite absolue, c’est-a-dire ce
grand axe et cette exentricité réduits a leurs termes élémentaires, c’est-a-dire
aux lermes conslants ou périodiques de leurs développements dont le coefficient
ne contient pas m en facteur. Dans ces conditions @ est une constante. On
pose ensuite

ket
I+P

r

Clest avec celle conslante @ que I'on calcule le moyen mouvement 7 a aide
de la troisitme loi de Képler n2a® — 1, el p est égal d;iy le moyen mouvement
de Jupiter étant pris pour unité.

Dans I'étude de ce qu'il appelle les termes de degré zéro, ¢’est-a-dire des
solutions périodiques, M. Brendel slipposc n=o0. Il semblerait donc que
I'excentricité ne doit contenir que des termes non élémentaires, ¢’est-a-dire dont
le coefficient contient m en facteur. Ces termes devraient donc s’annuler
pour m = o, de sorte qu’en faisant m = o nous devrions lrouver seulement des
orbites circulaires. Nous devrions donc trouver seulement la droite LHM,
mais rien n’expliquerait la parabole GHK.

Mais les choses ne se passent pas d’'une maniére aussi simple : I'expression
de p contient un terme dit caractéristique

Breos2(1 — pq)e,

el By est de la forme

o ¢tant fini

Qu’est-ce maintenant que 72? Glest la partie élémentaire de expression

02 dp .
; +<;i—“}> )

c’esl-a-dire ce que devient cette expression quand on y supprime tous les lermes

qui contiennent 7 en facteur. Si P'on borne p au terme caracléristique, il vient

: dp\? m2at[1 m2a? [ 1
37 ¢+ (%) =5 [5+ 20 =m0 ] + 252 [2 20— e | eosts — ).

2
1 1

Si nous regardons ¢; comme une constante différente de zéro, aucun de ces
termes n’est élémentaire; c’est le point de vue auquel s’est placé M. Brendel.
Quand, 4, restant constant, on fait tendre m vers zéro, I'expression (23) tend

aussi vers zéro. Clest a ce point de vue que I'on peut dire que 7 est nul.
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Mais, si maintenant je fais tendre simultanément d, et m vers z¢ro, si je pose

$ibe ; b ts L3
par exemple 8, = ym, y étant fini, alors a la limite on aura 6, = 0, by = S et

Comme nous avons supposé, avec M. Brendel, 7 = o, nous avions, en rédul-

)

sanl p a son lerme curacléristiquc

a a a

Tl14p 1+ prcos2(1—p)e

2
1 +;—Lcosz(1 — )P

ou & la limite, pour m = o,

& . . . v o4
Cest Péquation d’une ellipse qui a pour excentricité 2 et pour grand axe non

¥ a S 4 z &
pas «, mais e Dans ces conditions l'orbite réelle tend vers une ellipse,

Rk
tandis que Porbite absolue, toujours circulaire, tend vers un cercle qui non
seulement n’est pas identique a cette ellipse, mais n’a pas méme grand axe que
cette ellipse.

Toutes ces ellipses limites correspondent aux divers points de la parabole
GHK. Elles ont toutes méme grand axe, mais les orbites absolues: correspon-
dantes n’ont pas toutes méme grand axe; la valeur de px ou de d n’est donc pas
la méme pour toutes ces ellipses, et ¢’est pour cela que la courbe GHK ne se
réduit pas a une droite. :

Ainsi done, quand m tend vers zéro, ce n’est pas la quantité p. qui tend vers
le rapport des moyens mouvements des deux orbites képlériennes, c’est la
quantité py. Si done, au lien de prendre pour coordonnées B, et 0, nous
avions pris 3; et o4, notre courbe GHK serait devenue une droite et la courbe
du troisieme degré serait devenue une hyperbole équilatere.

Done Panomalie provient simplement de ce qu’il y a d’un peu vague et flou
dans la définition de Porbite absolue et, par conséquent, dans celle des (quan-
tités a, p. et o.

Si I’on fait attention a ces points, on verra que les résultats de M. Brendel
sont en parfait accord avec les miens. Je dois cependant faire une réserve.

M. Brendel croit avoir expliqué de cette maniére Pexistence de lacunes dans
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la série des petites plandtes. Cette opinion n'est pas fondée. Son tableau
montre en effet une lacune dans les valeurs de d, et sur la figure ce saut brusque
se produit quand on saute du pomnt B au point E; 4, saute alors de la valeur 3}
a la valeur d}. Cela veut-il dire qu’il ne saurait y avoir de petites planétes pour
lesquelles 9, prendrait une valeur comprise entre o} et 4}? Nullement; il pour-
rail en exister qui correspondraient aux parties pointillées de la courbe. Mais
M. Brendel, pour dresser son tableau, a supprimé ces parties pointillées.
Clest cette amputation arbitraire qui a créé la lacune. Pourquoi a-t-elle é1¢
faite aux points B et E plutot qu’ailleurs? Clest parce que le point E est le
point de contact d’une tangente parallele a I'un des axes de coordonnées. Clest
donc le choix des coordonnées qui a déterminé le choix du point E. Or ce
choix dépend lui-méme de la définition de 6 et de @, et nous venons de voir

justement combien cette définition est vague et artificielle.
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