CINQUIEME PARTIE. — THEORIE DES PLANETES.

SUR LA DETERMINATION DES ORBITES

PAR

LA METHODE DE LAPLACE

Bulletin astronomique, t. 23, p. 161-187 (mai 1906).

Introduction : choix de 1’époque.

Bien que la méthode de Laplace soit tombée dans un injuste discrédit,
elle me parait présenter certains avanlages, dont le principal est la facilité
de se servir de plus de trois observations; ¢’est ce qui me détermine a publier
quelques réflexions qu’elle m’inspire.

Jemploierai les notations suivantes :

~

Jappellerai X, Y, Z les coordonndes héliocentriques de la Terre; z, y, 5
celles de la planete; p la distance Terre-Plandte; F;, 1, ¢ les cosinus direcleurs
du rayon vecteur Terre-Planéte, de telle facon que les coordonnées géocen-
triques de la planéte seront pZ, g7, 04 et que Pon aura

x =X+ pk, y=Y+onu, s=17+p¢.

Jappellerai r la distance Soleil-Planéte et R la distance Soleil-Terre.
Le mouvement de la Terre étant connu, X, Y, Z, R peuvent étre regardés
H. P. — VIIL 50
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394 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.

comme connus ainsi que leurs dérivées des différents ordres. On observe £, 1,

a trois époques, et I'on trouve

A Pépoque ¢, : £ =E, = N4, =
« t‘l:E:EZa 0= ey c:C%
« BiE=&, wM=mn; =0 (1)

Des trois valeurs de g, on déduit par interpolation la valeur de £ et celles
de ses deux premitres dérivées ' et £ a une certaine époque ¢; et I'on fait
de méme pour 7 et pour g.

Les formules d’interpolation nous donnent

G—6)(—t) o (Eg (e 1)
(=) () ity

Gttt eien)
(ts— 1) (t5— t2)

(1) E=§ iy

On voit que £ se présente sous la forme d’un polynome du second degré
en ¢, de sorte que £’ se réduira a un po]ynome du premier degré et £" a une
constante.

Quelle est 'erreur commise par Pemploi des formules (1)? La partie
la plus importante est évidemment celle qui provient des termes du troisieme
ordre en ¢ qui sont les premiers termes négligés.

La formule (1) nous donne I'unique polynome du second degré qui prend
les valeurs £y, £y, £y pour ¢ =1, t =1t,, t=t;. Si nous voulions satisfaire
a ces mémes conditions par un polynome du troisiéme degré, il faudrait

ajouter a la formule (1) un polynome du troisitme degré, s’annulant pour t=ty,

"
t = ty, L=1,; ce polynome serait ¢videmment de la forme %II, en désignant
par £ la dérivée troisieme de £ et en posant
H=(t—t)(—a)(t—t)

E’”

Ainsi I'erreur commise sur ¢ sera sensiblement >-II, erreur commise sur ¢/
6 b

. E” g £ g
sera sensiblement P II" et 'erreur commise sur £ sera sensiblement ‘FH".
5 .

Les époques des observations sont trés voisines et 'époque ¢ doit ére choisie
voisine des observations; donc ¢, ¢y, s, ¢; sont trés petites. Or II est homogene
du troisitme ordre, II' et II" homogenes du deuxiéme et du premier ordre
par rapport a ces (uatre quantités.

Donc Perreur sur £ est du troisieme ordre, I'erreur sur ' du deuxidme ordre,

Ierreur sur £ du premier ordre.

(*) Plus généralement nous affecterons de Pindice 1, 2 ou 3 les valeurs des diverses quantités
aux époques ¢,, ¢, ou ¢,; ainsi X, ou p, représentera la valeur de X ou de p pour £ = ¢,.
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DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 395

Quel est le meilleur choix a faire pour P'époque ¢? On prend ordinairement
I'époque de l'observation moyenne, de sorte que lerreur commise sur £
est nulle.

Mais il vaudrait mieux choisir ¢ de telle facon que I" = o, c’est-a-dire

prendre la moyenne arithmétique des époques des trois observations

e %_(t1+t2+ T

Il vaut mieux sacrifier Perreur sur £ qui est du troisidme ordre a 'erreur
sur £ qui est du premier ordre. Les deux avantages sont réunis qua‘nd
les observations sont équidistantes, mais on n’observe pas quand on veut,
on observe quand on peut.

Nous suppbscrons done toujours que ¢ a été choisi pour que II” soit nul.
Dans ces conditions, Perreur sur £ s’abaisse au deuxidme ordre; si nous
voulons Pévaluer, il faut tenir compte des termes du quatrieme degré en ¢; si
nous voulons satisfaire aux observations par un polynome du quatridme degré,

EIV

il faut ajouter a la formule (1) un polynome (ﬁ Gl a) IL, ot £7 est la dérivée
; 24

quatrieme de E, et « une conslante. L'erreur commise sur £’ est la dérivée

£ i 1w
seconde de cette expression, c’est-d-dive (puisque II" est nul) %H’.
Ainsi done, si nous appelons 6%, o2/, 62" les corrections a apporter a £, £/, &',

‘nous aurons (en négligeant les termes du troisieme ordre)

(2) ; b

o vy

"m 1w
= Jéi= %”', 8.’;'”=vE 1.

I. — Premiére approximation.

En égalant les deux valeurs de I'aceélération, on obtient les équations

p . e 4 z
p"E+ 20"t + pt s T b
n il " Y

() Pt 2pn o= — T,
” 191 " Z z
"l +120' 0 +pC e G

3 : i S s :

Comme il ne s’agit encore ici que d’un développement analytique et que
nous ne nous proposons pas pour le moment de mettre les formule sous une
forme immédiatement accessible au calcul, nous avons supposé que les unités

aient été choisies de facon que la constante de Gauss soit égale a 1.
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396 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.

Ajoutons les équations (3) apreés les avoir multipliées par les mineurs

de la matrice

Ty
T
Le2
il viendra
) elerel=1erX| (5 — %)

Je n’écris que la premiere ligne de chaque déterminant; j’écris par exemple,

[5E e
au lieu de

Bl

o

GG

7

L’équation (4) peut étre jointe a I'équation
(H) r?=p2—32RpcosT + R2,

ot T est T'angle sous lequel on voit de la Terre la distance du Soleil

a la Plandte, de sorte que

RecosT = XE+ Yn + ZC.

Je n'ai pas a rappeler ici comment les deux équations (4) et (5) permettent
de déterminer g et r; comment on peut les ramener soit a la forme d'une
équation unique du septitme degré en g, soit a la forme

M sintz = sin(z + w).

I est aisé de voir quelle est I'interprétation géométrique de 'équation (4);
il suffit de choisir des axes particuliers, de prendre pour axe des z le rayon
vecteur Terre-Plantte et faire passer le plan des zy par la vitesse relative
de la Plan&te par rapport a la Terre.

Dans ces conditions, on a

EEs Te—i0] G =0y
£'=0, = (=0,
dy
T 2 o LT )
= —p? = — = ¢2tga
3 ) ) (”’ & g%,

oit ¢ désigne la vitesse du point %, 7, ¢ sur la sphere céleste; tandis que 2

représente I'angle du rayon vecteur avee le plan osculateur a la trajectoire
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DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 397
de ce point &, =, ¢, de telle fagon que le rayon de courbure de cetle trajectoire
est égal a cosa.

Si nous appelons de plus ¢ l'angle du plan PTS avec le plan des zy,
I'équation (4) pourra s’écrire

po2tga =R sinT cosp (rl“ — ll:{5>

Reprenons maintenant les équations (3) et ajoutons-les apres les avoir

multipliées par les mineurs de la malrice

X &
X im
e
il viendra
(6) 20 |E§X | +p[EE'X | =0.

Avec les axes particuliers que nous supposions tout a I'heure, elle s’écrirait

200 +p c—i(—)—u?tgatg == 0
2 7 P .

Ajoutons enfin les équations (3) aprés les avoir multipliées par £, 0, ¢,
il viendra

” AR v AS: T
p"+p ZEE —1-3"'35}‘(3—1{5)'

Rappelons en effet que, £, m, ¢ élant des cosinus directeurs, le point &, n, ¢

décrit une courbe sphérique, de sorte que 'on a

(7) Ig2=1, BEE=o0, ZE?24+3ZEt=o0,
Calcul des éléments. — Ayant ainsi calculé, en premiére approximation,

p, ' et p’, il est aisé d’en déduire les valeurs des éléments ; nous avons d’abord
z=X+pk,
ce qui montre que les coordonnées héliocentriques sont des polynomes
du premier degré en p.
Quant aux vitesses, on a
$I=XI+PEI+P,E,
iy BT A e g FE c . X
X', & et £ sont connus. Donc ' est un polynome du premier degré en petg,

et, comme le rapport de ¢ a p est connu par Péquation (6), ¢’est un polynome

du premier degré en p.
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398 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.
Le carré de la vitesse 22 4 y'? + 5 est évidemment égal a

EX24+ 203X EFt+2p BX'E+ p2ZE24 p"2;

¢’est donc un polynome du deuxiéme degré en p.

: : ‘ ,
Les équations (4) et (5) nous donnent 5 et r? sous la forme de deux

. 3y 4 . I .
polynomes du premier et du deuxi¢me degré en p; donc . estun polynome
du troisieme degré.

L’équation des forces vives

I 1 1 ’
8 — =—-—-322"?
( ) 2a 4 2
1§ 3 & 57
montre alors que - (@ élant le grand axe) est un polynome du troisieme

degré en p.

Les constantes des aires qui déterminent le plan de lorbite et le parametre
(9) c=yz — 3y, ¢ = z2'— x3, =y —yx'

apparaissent comme des polynomes du deuxiéme degré en p.

Pour avoir la longitude du périhélie, on partira des trois constantes

’

x I 0 ’
=—=+yc—73¢c
s a4 ;
(10) i =—% +z'c — '

z ,
gl Rl ——I—.’E’C,-——_}/ e,
r
qui se présentent sous la forme de polynomes du quatriéme degré en p.
Le vecteur dont les composantes sont f, f’, /" a méme direction que le grand
axe de I'orbite et est proportionnel a 'excentricité.
En résumé, toutes nos constantes sont des polynomes entiers en p dont

les coefficients sont des fonctions rationnelles de £, &', &', 0, o', 7', ¢, ¢, ¢'.

Calcul de +', 2", 2", .... — Comme 7? est un polynome du deuxieme
degré en p,
r?=p2+2p XX+ XX2,
il vient

rr'=pp' +p(EX'E+ EXE)+p'EXE+ EXX/,

ce qui montre que 77 est un polynome du deuxieme degré en p, et,

www.rcin.org.pl



DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 399
6 e P'=1(rr) est lyn, du cinquitme degré
par cons quent, que r= ;(rr est un po ynome u cmqul me egre
'
Foa | .. ,
et que —; = — (rr') est un polynome du troisitme degré.

D’autre part,

Tl T " IRy
) }’—77 B = —==

sont des polynomes du deuxieme degré et

— 2 3en

m ¥

(i) , o TR

sera aussi un polynome entier en p dont le degré s’éleéverait & 9, mais pourrait
étre abaissé a 6 en se servant de I'équation du septieme degré, a laquelle
satisfait p. Mais il est plus simple d’écrire simplement

’

. ' P 5 1.’1
(11 bis) ol iy + 3arr =

r

€ . Loy
et de remarquer que 5 et 277" sont des polynomes du deuxi¢me et du troisiéme

ordre.
On a ensuite
i 62’7 3z d(rr 2
(12) TR - e ( )_15.75_1_ .
rs r s il rs

Nous voyons que z" se présente également sous la forme d’un polynome

entier en p; en effet, il en est ainsi de

o x Ay z 7 r\?
s e E s R Z, 720 ;2-)
> 3 . d(rr’
et il reste @ montrer qu'il en est de méme de ((;: ); or, on trouve
drrbiss d Zaz? 1 Tz’
= lzz' =3z + I =— — Izt =— = " P S
dt dt [t r+2‘.x T,
: drr’ _ s e 5
on voit que —- est un polynome du troisiéme degré en p.
Calcul de £" et £". — En diflérentiant les équations (7) et (3), on trouve
(13) L =—3X¢¢
et

PWE et Pl/ E! Efk 3975” i o Eu/ N Xw’
(I4) Pw_q Br 3pr/,qr+ 3 P”']”‘*‘ an yw__ Ym,
;’JWC e 39//2;! p 3Pl c:/+ P cw X ZW——Z”I.
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400 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.

Les seconds membres sont connus, grice a l'équation (11); ce sont
des polynomes entiers en p. Si nous multiplions les équations (14) par £, 0, ¢
el que nous ajouliens, il vient, en tenant compte de (13),

(XE)) p"'=—3p/EE'IE+3PEE'E”+EE:L""—Z’;'X"'.

Remarquons qu'en vertu des équations (11), 'expression 22" qui figure
dans le deuxieme membre de (15) peut s’écrire

S <
r 1 3

P, 3rp
S Nt E il
X 73 b

[*5)

NN
\;£ —

q
3 5
b

7

oy

I
o

de sorte que r*X£x"” el, par conséquent, r2p"” se présente sous la forme
d’un polynome du quatrieme degré en p.

" déterminé, les équations (14) donneront £”, 1", " sous la forme

Une fois p
de polynomes entiers en p.

Différentions une fois encore les équations (13) et (14), 1l viendra

(16) Epr=—4BEE—3ngn
el
Plv E + 4PIIV El + GP” EII+ /lp’ E/II+ Pslv — xl‘. e o le’

" " "

(17) PN+ 40" = 6p 0"+ 40"+ =y — Y,
? oL +4p"L +6p" U+ 4p L+ p U = 5 — I,
Les seconds membres sont connus en vertu de P'équation (12); on congoit
donc que P'on puisse tirer p, £Y, 7", " des équations (16) et (17) en les
traitant. comme les équations (13) et (14); les inconnues se présenteront

sous la forme de fonctions rationnelles de

pls 71 BRGSO et S
el ces fonctions rationnelles pourront toujours se ramener a des polynomes
du sixieme degré au plus en p dont les coefficients seront rationnels en

¥ 4 4 . z
E! M S S Ny &5 e Pt R

11, — Deuxiéme approximation.

Les valeurs de &, ¥, ", ... ne sonl qu’s ximaltives et les équations (2
Les valeurs de aE e L qu'approximat t les équat

nous font connaitre les erreurs commises sur ces lrois quantités; toutes
les formules précédentes nous donnent

’ ”

Oy PF WY e
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DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 401

et les éléments de Porbite en fonctions de £, £, &, .... Ges formules sont
rigoureuses; mais, comme les valeurs de &, £, £, ... quon y substitue,
ne sont quapprochées, les valeurs que I'on trouvera pour p, ¢/, ... ne seront
plus qu’approchées; il s’agit maintenant d’en calculer de meilleures valeurs.
Dans ce qui va suivre, nous continuerons & désigner par les notations
E &6 8 om .y

’

” 2
Py Py Py Ty Xy .oy

non pas les valeurs exactes de ces diverses quantités, mais les valeurs
approchées telles que nous venons de les calculer. Les valeurs exactes
seront désignées par

- » g » o
&'=t= 0k, e b sieley
-t

Observons que les équations (7) ne seront plus exactement satisfaites;

on aura rigoureusement par exemple

3 (5 +bEp=1

et 2% ne sera qu’approximativement égal a 1. Mais celle circonstance ne peut
nous géner.

En effet les formules (4), (5), (6), (8), (9), (10) sont rigoureuses,
en ce sens qu’elles expriment aussi bien la relation entre les valeurs exactes
de p, £, ... qu'entre les valeurs approchées de ces mémes quantités. Si donc
nous avons, par exemple, ;

p=e(E,...)

nous en déduirons

Sl e T
op=(—{§8;+£85+....

Les valeurs 6Z, of/, 68" nous sont données par les formules (2); pour

calculer dp, dor, dp' il faut calculer les corrections des trois déterminants

[EEEl,  |EEX], [e&'X|
H. P. — VIII. o
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402 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.
qui figurent dans les équations (4) et (6); on trouve sans peine

1

St Apln 0 Dl
BIER & | = ¢ R8T B Sf REET ],

BIEFX|=TIEE"X|,  B[EFX|= T [EEvX].

Nous sommes donc conduits a calculer les quatre déterminants
KR RaIaE St b e ot G
Nous nous servirons pour cela des équations (14) et (17).

Ajoutons les équations (14), apres les avoir multipliées par les mineurs

de la matrice

£l B
L b
s
il viendra
(18) 3p"[EEE" | +p|EE"E | =|E2"E"| —|EX"E

11 faut donc calculer les deux déterminants
] E U z”l [ e" | E E'I X/” l

qui figurent dans le deuxieme membre de (18). Or I'équation (11) nous

donne
I % 3
FIEEI/x [—7[55”.’”]:-"88”.’”’”[
et on a
|68z | =|EE"X],
|68 | = |E8" (X' +p't+pE)|=|EE"X |+p|EEE|
et de méme
- 1 £ 3R’
|[EE" X" | =— R’3|EE”x\'I+ —RTIEE"X['

On trouve donc finalement

. e 1 1 . . R’ o 2 =
Eiliads a l(ﬁ—]’{i)‘*‘ﬂiﬁ x[<w—-ﬁ>—lcﬁ'£”}(;%+ap>-

(19) pl%E
Calculons maintenant [£Z'E™ | et pour cela ajoutons les équations (17) apres

les avoir multipliées par les mineurs de la matrice

EI

|,

c/

LA - B
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DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 403
il viendra
(20) 60" [EE B | - 4p' [EEE"|+p|EEEY | =|EE v |—|EE XM ],
Nous avons a calculer
|[EEE"], [§&a], [EEX7|

nous trouvons, en vertu de (12),

St I 3idrret. L R
erami= (5 + 3 G — B feva - Sr sl

=
Pour avoir |££ X" | il suffit de remplacer dans cette formule r par R et z
par X; si nous nous rappelons d’ailleurs que
68z [=]EEX |,
|68 2" | =88 X,
nous voyons que le second membre de (20) se réduit a
[h+ 2Bl O S et (= ) 5E X
ce que j’écrirai pour abréger
MIEEX]|+N[EEX],

Pour avoir |E£'E"| il faut revenir aux équations (14) et les ajouter apreés
les avoir multipliées par les mineurs de la matrice
’

’

X S ooy

3
n
4
on trouve ainsi

3P|Ehwll+Plrr’rW|=|EE' III‘ 'EE’XW'
)

el en raisonnant comme plus haut
et » y-l m ’ _L q ’ 7 R’
682" |— 88 X" (= [ X (g — 55 ) +3[eex (2 - 1),

Tous les termes de I'équation (20) sont ainsi connus.
Passons au calcul de
l EE i X J

pour cela il faut ajouter les équations (14) aprés les avoir multipliées par
les mineurs de la matrice |{ X |, ce qui donne évidemment

(21) SPIEEX |+ 3" [EEX | +p|EE"X|=[§2" X |~ [EX"X],
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4o4 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.
et Pon trouve d’ailleurs aisément

1" e 1 ’
—lea"X | = Elee X |+ S1EXX],
m I ’
—EX"z| = g EX'X|.

Ainsi tous les termes de (21) se lrouvenl connus.
11 reste a calculer
et Xt
en ajoutant les équations (17) aprés les avoir multipliées par les mineurs
de la matrice |£ X |. On trouve ainsi

(22) 4p"|EEX|+6p"|[EEX [+ 40 |EE"X |+ p|EE"X|=[E2a" X[ — X X[,

En raisonnant comme plus haut, on voit que le second membre se réduit a

rk

e R’ § 67'p ;
6 (5 — g ) 15X X[+ 22EEE X

D’autre part, p” est donné par I'équation (15).
Le calcul de
SifikEEr |y Bl EEK |, 5h K
est donc terminé et 'on voit que dans ce calcul ne s’introduisent que les

déterminants contenus dans la matrice

(23) [EEEX X
Calcul de dp, or, dp'. — La différentiation des équations (4) et (5)
nous fournira dp et or, la premi¢re donnera
e oS Ay 1 TN
) spler el =320 e X =i—pa £EF |+ (s — 73) 21 EE X

et la seconde
rdr=28p(g— ReosT),
de sorte que le premier membre de (24) peut étre remplacé par
i 3'cosPiily
AHIIEEH )

oit P est I'angle sous lequel on voit de la Planéte la distance Terre-Soleil

on a eu l'occasion de calculer cet angle en résolvant I'équation fondamenitale.

On obtient dp’ en différentiant I'équation (6), ce qui donne

280" [EE X |+ 3p 58X [ =—-20"8 [EE'X|—p3|EF'X].
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DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 405
Ainsi dp, o1 et dg' s’expriment rationnellement en fonction de

o

r 5 v ’ rr " By ¢ 14
2 % My % C ) )

s T Bty n S

»r
S

et dans les coefficients des diverses puissances de o figurent principalement les

déterminants de la matrice (23).

Correction des éléments. — Comme les éléments dépendent de z, y, 3, 2/,
/., 2/, il faut, pour avoir les corrections des éléments, calculer d’abord les
corrections

L I Y R

Or on trouve
d’on

On a d’ailleurs

et 2" nous est donné par I'équation (14).
Avant les corrections oz, oz, ..., il est aisé de calculer les corrections des
¢léments. On voil que ces corrections

1

~ ~ ~
y oC o0 e
= ) of

se présentent sous la forme de fonctions rationnelles de

% e X v B e R Sy ey
Oy i Gt =Ty Sar Rl - Xieai il WG g ta Teg e Gy

Correction de l'aberration. — Je n’ai pas a parler ici des corrections dues
a la parallaxe que I'on peut faire porter au début du calcul sur les coor-
données X, Y, Z; mais il convient de dire quelques mots des corrections dues
a Paberration.

En vertu de ce phénomene, ce n’est pas, comme nous I'avons 'suppns(e
jusqu’ici, aux époques

ty by U

que z a réellement pris les valeurs 2y, z,, z,, mais aux époques

ty—apy, la—apy, t3— apy,

o ¢tanl une constante trés pelite et connue,
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" 406 DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE.
Reprenons notre équation fondamentale

$=X+PE,

et voyons quelle en est la véritable signification; X, Y, Z sont les coordonnées
de la Terre a Pinstant ¢; z, y, z sont les coordonnées héliocentriques de la
Planete a 'instant £ — ap; p est la distance des deux points X, Y, Zet z, y, z;

enfin £, 0, ¢ sont les cosinus directeurs observés a I'instant ¢ et corrigés de
Paberration des fixes.

Nous aurons done

x =f(t = “P)a

en représentant par f(¢) l'abscisse de la Planete au temps ¢; nous déduirons
de 1a

z'=(1—ap') f'(t—op)

z'= (1—ap' ) f'(t —ap) — ap" f'(1 — ap),
ou en négligeant le carré de 'aberration

2"=f"(f—ap) — 20p" f*(¢ — ap) — 2p"(X'+ pt' +p'E),
et si j’observe que
6,9 Ly
X2 ap) el 2R

e 7

les équations (3) doivent étre remplacées par
b' " !yl " X x ’ x " Xl ’ ’
(3 bis) P+ 20"+ = 55 — 5 + 200’ 5 —ap"(X'+ oF 4+ 0'E),

avec deux autres équations qu’on en déduit par symétrie.

Si nous ajoutons ces équations aprés les avoir multipliées par les mineurs de

£y
n .rll ’
347

il viendra

(4 bis) PIEE = 18X | (5 — 5 + o) — o [BX')

Si 'on multiplie les équations (3 bés) par les mineurs de
. ik -

54 n\»

Z, ¢

’
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il vient
(6 bis) 20 | BE'X | + o | "X | = — " | XEX' | —app” | XEE'|,

de sorte que, si dp et 9o’ représentent les corrections @ apporter & p et a o par

suite de Paberration, on aura

R 1;’5 .‘ EE’X [ T aP”lEE,X’ |

(4ter) B | EEE | =

(6er) 239" | B/ X | - Bp | E&'X | = ap" | EXX' | —apg” [ EE'X [.

Inutile d’ajouter que, dans les seconds membres de (4 ter) et (6 ter), on
peut remplacer 7, o, ¢/, ¢" par leurs premi¢res valeurs approchées.

Dans le calcul des éléments, il faut prendre pour z et 2’ les valeurs /(¢ — ap)
et f'(t—ap); on obtiendra de la sorte les éléments d’une planéte fictive, en
retard sur la plandte réelle d’une quantité constante ap. Tous les éléments
seront les mémes pour les deux planétes, sanf 'époque du passage au périhélie
pour laquelle la différence sera ap.

On aura done

z=X-+pf 2'=X+eb'+¢t,

oit g et o' doivent étre remplacés par leurs valeurs corrigées, ce qui donne

en négligeant le carré de 'aberration, on trouve
S (t—ap)=2'+ag'@,
d’ou
S (t—ap)=X +pk +Edp,

S (t—ap) = X'+ o8 +p'E + & 8p + £ 8p’ + ap' .

Si 'on avait négligé Paberration, on aurait eu simplement dans les seconds
membres X +pZ, X'+ pf' + 0'Z; si done on désigne par oz et 3’ les corrections
qu'il convient d’apporter & z et i Z' pour tenir compte de Paberration, on

trouve

o2

z = o,

’

2 =E' 8p + £ 8+ ap' 2.

o7

» a o Al valgriivor e e L AL ) e - /
On remplacera dp et dp' par leurs valeurs tirées de (4 ter) et (6ter), et o

et z' par leurs prmnit‘:ros valeurs approchdes,
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Ayant les corrections de éz et de d2' on en déduira aisément les variations

des éléments; ainsi, pour le grand axe, on aura par exemple

Sy —dr i
0 — = ~ — X2 oz
2a r
avec
ror=(_(p— Rcos T)dp
ey

3 1
Ta'or’'= —pOp T2+ -0’ 8"+ 0p TX'E 4+ ap' T2,

I
2 £ 2 ;

On voit le role que jouent encore ici les déterminants de la matrice
lEEIEI/XX/l.

En ce qui concerne la correction de parallaxe, appelons X, Y, Z les coor-
données du centre de la Terre, X 40X, Y + 0Y, Z + 0Z celles du lieu d’obser-
vation; la premiére chose a faire est de calculer, pour I'époque choisie, les
valeurs de oX, oX/, X"; on a facilement 6X,, 0X,, 6X;, c’est-a-dire les pro-
jections sur I'axe des z du rayon vecteur qui va du centre de la Terre au lieu
d’observation aux époques des trois observations.

On en déduit par interpolation 6X, 6X' et X" de la méme facon qu’on a
déduit g, &' et £ de &y, £y et £y, 11 faut bien se garder de calculer ces quantités
en partant des lois de la rotation de la Terre; d’abord cela n’a aucun sens quand
les observations ont été faites dans des observatoires différents, et, quand méme
elles auraient eu lieu dans un méme observatoire, lorientation du rayon de la
Terre qui va a cet observatoire a varié beaucoup dans lintervalle de deux
observations consécutives, et les positions successives qu’il a pu occuper dans
cet intervalle ne nous importent évidemment en aucune facon. En opérant

autrement que par interpolation, on pourrait étre conduits a de graves erreurs.
Quoi qu’il en soit les équations (3) deviennent

.O”E o 2PIE/+PE”= % el _"/‘L‘_s s 6x”

avec
z =X + 3X + g, r?=g>—92(R+ 8R)cosT + (R + 3R )2,
ROR =X 80X + Y &8Y + Z 3Z

et les équations (4) et (6) deviennent

|

(4 bis) PlREE = 188X (g — ) —|EEK | —epox,

(6 bis) 26 [EEX |+ p|EFX | =— & [EBX X |— [ £3X'X].
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Dans les premiers membres de (4 bis) et (6bis), p et g’ représentent les
valeurs corrigées, il conviendrait donc d’y remplacer p et o' parp —+ dp, o'+ dp’.
Si, des équations (4 bis) et (6 bis) ainsi modifiées, nous retranchons les équa-
tions (4) et (6), il viendra

% |EEE | =—|EE8X |5 — |EE0X'],

~_ 7/ 7 U 1 1 "
23" [EEX |+ [EEX |=— 3 EOX X |— [E8X"X],
qui nous feront connaitre les corrections de p et o' dues a la parallaxe.

Comparaison des méthodes. — Si nous comparons la méthode de Laplace
a celle de Gauss au point de vue de 'exactitude, nous devons distinguer ce qui
concerne la premiére approximation et ce qui concerne les approximations
suivantes. .

En premiére approximation, nous savons que la méthode de Gauss nous
donne pour les distances py, pa, p; des erreurs du premier ordre si les obser-
ations ne sont pas équidistantes, et du second ordre si elles sont équidis-
tantes; et, pour les différences p,— py, py — pa, des erreurs du second ordre
si les observations ne sont pas équidistantes et du troisieme ordre si elles
sont équidistantes.

Au contraire, d’aprds ce qui précede, la méthode de Laplace nous donne
pour p, ¢/, ¢" des erreurs du second ordre, et cela est vrai que les observations

sotent ou non équidistantes, pourvu qu’on chotsisse pour époque

e L+ to+ 1,

ik 3
4 J s g R R
SllppOS()nS (lll(', nous [)]'('HIUDS pour origime du lolll[)ﬂ celle (?I)()(["O 'I_—gz—,

nous pourrons écrire pour la formule de Taylor
c” "
or=p+ 0t + o 17+ 'gl?—k....

Comme ¢, est du premier ordre, que Perreur sur g, o/, ¢” est du second ordre,
et que nous négligeons entiérement g”, nous voyons que 'erreur commise sur
les 1, 2°, 3% 4° termes de la série de Taylor sera respectivement d’ordre 2, 3,
43,

’ . e

L’erreur commise sur p; (et de méme sur p, et py) sera donc du deuxiéme
ordre.

’ 1 g

L’erreur commise sur pr—p (et de méme sur Pa—0, P3— Py P2— 04y P3— 92)
sera du troisiéme ordre.

H. P. — VIII. 52

o
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En résumd, en ce qui concerne la premiere approximation, la méthode de
Laplace est équivalente a celle de Gauss quand les observations sont équidis-
tantes; elle lui est supérieure quand elles ne sont pas équidistantes.

Je ne parlerai pas ici de la rapidité des calculs, qui sont presque identiques
dans les deux cas. Je veux faire seulement une remarque. On a imaginé il y a
quelque temps un certain nombre de méthodes, fondées sur le principe de
Gibbs et destinées a perfectionner la méthode de Gauss (ef. Astr. Nachr.,
n°® 3061 Fabritius; n® 3075 Vogel; n® 3159 Lorenzoni, voir Bull. astron., 1.9,
p. 42 et 134, t. 10, p. 386). Toutes ces méthodes ont pour objet de tenir
compte dés la premiere approximation des termes du quatriéme ordre.

Si les observations sont équidistantes, elles nous donnent en premidre
approximation une erreur du troisieme ordre sur p; elles Pemportent donc sur
celles de Gauss et de Laplace, mais les calculs sont plus compliqués.

Si, au contraire, les observations ne sont pas équidistantes, les méthodes en
question gardent leurs avantages sur celle de Gauss; elles ont en effet pour
résultat de permettre d’atteindre une approximation aussi grande que si les
observations étaient équidistantes. Or, ce que je voulais faire observer, c’est
que ce résultat est précisément celui que la méthode de Laplace nous procure
a beaucoup moins de frais.

Une autre observation n’est pas sans importance. Rien n’empécherait de
commencer les approximations avec la méthode de Laplace et de les continuer
avec celle de Gauss. En effet, nous venons de voir que la méthode de Laplace
nous faisait connaitre non seulement p, ¢/, ", mais encore gy, pa, p; et cela avee
une approximation toujours égale et quelquefois supérieure a celle de Gauss.
Or, quand, dans la méthode de Gauss, on veut procéder & une nouvelle appro-
ximation, on prend pour point de départ les valeurs de py, pa, py trouvées dans
Papproximation précédente. On pourra donc tout aussi bien prendre pour
point de départ dans la deuxiéme approximation de la méthode de Gauss, les
valeurs de py, ps, ps trouvées en premiére approximation par celle de Laplacc.'

Nous devons remarquer toutefois que, si nous calculons les trois lieux
héliocentriques a I'aide des valeurs observées de £y, £9. £5, m4, . . ., et des valeurs
ainsi calculées de py, pa, ps, ces trois lieux ne seront pas rigoureusement dans
un méme plan passant par le Soleil. Cela n’aurait d’ailleurs pas trés grand
inconvénient; mais il serait aisé de s’en affranchir. Par le Soleil et deux de ces
lieux, P, et Py par exemple, on pourrait faire passer un plan et prendre pour

le troisieme lieu P, Tintersection de ce plan avec la droite P, Ty; Perreur

www.rcin.org.pl




DETERMINATION DES ORBITES PAR LA METHODE DE LAPLACE. 411

commise sur py et sur p;— pa, serait encore du méme ordre. Ou bien encore
on pourrait prendre, pour les trois lieux Py, P, P, les intersections des trois
droites P, T,, P,T,, P,T; avee le plan de Vorbite provisoire déduite des
valeurs de p et ¢’ calculées.

En ce qui concerne les approximations suivantes, nous devons encore
distinguer le cas ou les observations ne sont pas, et celui o elles sont équi-
distantes.

Dans le premier cas, I'erreur sur py apres les 1, o, 3¢, ..., approximations
sera d’ordre 1, 2, 3, ..., avec la méthode de Gauss, et d’ordre 2, 3, 4, ...,
avec celle de Laplace; 'avantage reste done a la méthode de Laplace, d’autant
plus qua chaque approximation, ou tout au moins a la seconde, les calculs
sont plus simples.

Au contraire, si les observations sont équidistantes, I'erreur sur g, aprés
les 1™, 2¢, 3°, ..., approximations, sera d’ordre 2, 4, 6, ..., avec la méthode
de Gauss, et d’ordre 2, 3, 4, ..., avec celle de Laplace. L’avantage appartient
donc a celle de Gauss.

Mais, pour les approximations d’ordre élevé, on peut faire beaucoup mieux
encore; dans la méthode de Newton pour la résolution numérique des équations,
Pordre de petitesse de I'erreur commise, comme on le sait, croit non pas en
progression arithmétique, mais en progression géométrique; il double a chaque
approximation. Or il suffit de modifier trés légerement la méthode de Gauss
pour lui conférer les mémes avantages.

Soient py, pa, py les valeurs des distances P, Ty, P, Ty, P, T; calculées dans
Papproximation précédente; soient py - 0py, pa—+ 0pa, py—+ 0py les véritables

n

valeurs de ces distances. On sait que le rapport —= du triangle SP, Py a la racine
p

carrée du parametre dépend seulement de la corde P, P,, de la somme des rayons
vecteurs SP, 4 SPy, et du temps ¢,—¢,. Ce temps est connu, et les longueurs

ny

Ve

P.P,, SP,+ SP, le serait également si 'on connaissait p, et g, ; ainsi = est une

fonction de g, et de g,

ny i
i = f(p2, p2).

Soit Ay la valeur de cette fonction f quand on remplace g, et p, par leurs
valeurs approchées, antérieurement calculées; soient a, 3, et 11 les valeurs de

ces trois dérivées, par rapport a gy, 02, 33 la premiere est nulle, puisque la
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fonction en question ne dépend pas de p, et je ne I'écris que par syméirie. On
aura alors sensiblement

iy

- [p
— = A+ 8?1—*— ;1 3?2+ Y1 891

/ '
VP
5 > s s Vic . y
On opérera de méme pour —=, —*; 'équation de Gauss
ve vp

Sni(piki+ X)) =o

peut alors s’écrire, en négligeant les carrés des dg;,

-

2hi(peki+ X+ Ei0p;) + Z (1081 + 3182+ 7i003) (p:ifi+ Xi) = o.

\ i

On a ainsi trois équations linéaires en dgy, dpa, 6p3, qui nous fournissent de
nouvelles valeurs approchées des distances P, Ty, P.T,, P,Ty, et Papproxi-
mation croit en progression géométrique. Rien ne serait donc plus facile que
d’assurer a la méthode de Gauss les mémes avantages qu’a celle de Newton.

Cest d’ailleurs ce qu’a fait Gauss lui-méme et les dix méthodes qu’il a déve-
loppées dans les articles 120 a 129 du Theoria Motus sont concues dans cet
esprit.

[ n’y aurait pas a hésiter a opérer de la sorte, si I'on disposait de trois
observations parfaitement exactes et si I’on n’avait rien autre chose. Mais il est
parfaitement inutile de chercher a pousser 'approximation plus loin que ne le
comporte la précision des observations; et, quand on aura plus de trois
observations, il conviendra toujours de les faire concourir toutes au résultat, et
cela sera méme d’autant plus important que l'on aura poussé plus loin
Papproximation.

Les avantages de la méthode de Gauss seront donc ainsi souvent illusoires.
Par exemple, si 'on dispose d’un certain nombre d’observations, il n’y a pas
lieu d’en déduire trois lienx normaux par interpolation et de leur appliquer la
méthode de Gauss. L’emploi de la méthode de Laplace est alors tout indiqué.

[I'arrive aussi quelquefois qu’aprés avoir appliqué la méthode de Gauss sans
pousser plus loin que la premiére approximation, on calcule le grand axe par
exemple en partant des deux lieux extrémes. Il ne faudrait pas s’'imaginer
quon obtient ainsi un résultat plus précis qu'en appliquant la méthode de
Laplace et calculant le grand axe tout simplement par 1'équation des forces
vives. Le résultat final ne peut pas en effet étre plus approché que les lieux
extrémes d’ott 'on est parti.

Ces raisons me font penser que le discrédit dans lequel parait étre tombée la
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méthode de Laplace n’est nullement justifié. Dans ces derniers temps, deux
savants, partant sans doute des mémes considérations, ont cherché a la
réhabiliter.

Ce sont MM. Harzer et Leuschner. 1l semble, d’apreés les exemples qu'ils ont
donnés, qu’ils ont obtenu des résultats trés encourageants. J'aurais toutefois a
faire quelques remarques. M. Harzer prend cinq observations; ayant déter-
miné p, p' et ¢’ en premiére approximation par la méthode ordinaire, il en
déduits les cing distances pi, pa, 035 Pi, Ps €l il s’en sert pour effectuer les
corrections d’aberration et de parallaxe; il détermine de nouveau p, ¢/, et p” a
'aide des observations ainsi corrigées. Pour les derniéres corrections, il prend
pour inconnues les corrections yz, vy, v&, vZ', vy, v a apporter aux trois
coordonnées de la Plantte a I'époque et aux trois composantes de la vitesse.
Les corrections des cing ascensions droites et des cinq déclinaisons observées
sont des fonctions linéaires de ces six inconnues. Nous avons done dix équations
et six inconnues et Pon peut les résoudre par la méthode des moindres carrés.

M. Leuschner prend trois observations seulement; dans la correction finale,
il prend quatre inconnues vp, v#', vy, v&'; I'époque choisie est celle de
I'observation moyenne, de sorte que les corrections d’ascension droite et
déclinaison sont nulles pour cette observation. Il reste seulement quatre équa-
lions a (ualre inconnues.

Il semble qu’on perd beaucoup de temps au calcul de py, pa, py, p4, ps, @ la
correction des cing observations et @ une nouvelle application de la méthode
de Laplace aux observations corrigées. L’emploi des corrections que j’indique
pour 'aberration et la parallaxe serait, je crois, beaucoup plus rapide et ne serait
pas moins exact. Dans un de ses exemples, M. Leuschner est obligé de faire
trois approximations successives pour I'aberration et la parallaxe; cela peut
sembler surprenant au premier abord; mais, si 'on- regarde de prés, on voit
qu’il aurait pu facilement éviter ces titonnements. En effet on reconnait que
influence prépondérante était celle de la parallaxe; et que l'aberration seule
n'aurait pas nécessité de nouvelle approximation; or, en faisant porter la
correction de parallaxe, au début du calcul, sur les coordonnées de la Terre,
on évile, comme nous l'avons vu, toute espeéce de tatonnements. Quant a
'aberration, on aurait pu faire disparaitre presque entierement la difficulté, en
prenant pour époque la Planéte {—ap au lieu de ¢, ainsi que nous Pavons
fait plus haut. Quoi qu’il en soit de ces points de détail, MM. Harzer et Leus-

chner paraissent avoir réalisé un progrés notable sur les méthodes usuelles.
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Observations multiples. — La méthode de Laplace est surtout intéressante
quand on dispose de plus de trois observations; disons quelques mots sur la
maniére de diriger I'interpolation en pareil cas.

On emploiera le procédé habituel d’interpolation. Soient donc ¢4, £,, ..., ,
les instants des observations; on posera

= (%= &1)(t—2g) = (E=1p)

2 1 5 ¥
On développera i en fraction continue sous la forme

i

e
H— 1 X‘ xz siw e

N e e
Soit (T” la n**™¢ réduite, de telle sorte que
dn

B b G MR S T G
On aura
SR P =0, mzZn,
et 'on posera
E2[Pn(t:)]2= Ba.

Si I'on veut représenter la fonction £ par un polynome de degré n << p, on
posera

E: ‘{0P0+ "{1P1+-..+ YnPn= F(t),
el Pon choisira les coefficients y, de fagon que I'expression
I[&—F(w)],
oit les Z; sont les valeurs observées, soit minima. Pour cela il faut prendre
1kBr= ZE:Pr(ti).

Il reste a voir ou il faut arréter le développement, c’est-a-dire quelle valeur
il faut donner a n. Il est aisé de vérifier que, si les ¢ sont regardés comme
quantités trés petites du premier ordre, le polynome v, Py sera d’ordre k. Or,
si 'on prend pour F(¢) un polynome d’ordre 7, le premier terme ndégligé
esl Ynia Pn+1 .

L’erreur commise sur £ est donc d’ordre n + 1; elle est d’ordre 2 pour Z et

d’ordre n —1 pour £’. L'erreur sur £” s’abaisse a 'ordre n, si
Phi(t)=o.

C’est donc a l'aide de cette équation P, (#) = o que I'on devra déterminer
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Pépoque; elle remplace I'équation I'(¢) = o, qui dans le cas de trois obser-

ty+ta+ U3

vations nous avait donné ¢ = 3 . Si 'on suppose n = 2 elle s’écrit

5(1) =0,
et est alors du premier degré; si l'on pose
X = art + fr,

elle nous donne

Si nous nous reportons alors & ce que nous avons dit plus haut au sujet des
corrections a faire en deuxiéme approximation, on verra le role que joue
I'expression II'; ce réle tient & ce que nous avons

O = o =t
Gikiei 2 Eoes 1

Quelles sont les quantités qui vont ici jouer le méme role ? il est aisé de s’en
rendre compte.
Nous aurons, en effet, en nous bornant aux termes les plus importants et en
supposant P’ = o,
ot = v P5, SEr=ri B B2 BV = v, PV,

d’ou
B m P_:;

P
Of = . RO ERN
OE “‘E P/g SE —E Pl,tv,
P; et PV se réduisent a des constantes indépendantes de ¢ et 'on a d’ailleurs

PRy i

—_— = e ——
PV = 2 Py 7 PV

Ces quantités se calculent aisément en fonctions de ¢; de sorte que les méthodes
précédentes restent applicables sans changement important.

Nous avons supposé jusqu’ici qu’on prenait 2 = 2; plus généralement, nous
avons vu que U'erreur sur £ est du 2'*"® ordre, et peut étre représentée par /",
i éltant une constante et T une quantité comparable a 'intervalle des obser-
vations. On aurait donc intérét a augmenter n si les observations étaient

: Fe. 3 2320y TR . .
parfaitement précises; mais l'erreur sur £ due a 'incertitude des observations

el hy :
peut étre représentée par — Ay étant une constante; on devra choisir 7 de

o

fagon que /7" soit comparable a % Si donc %

est petit, on prendra n grand,
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. ; ¢ e 2E ! A
surlout si 7 est sensible; si, au contraire, /—: est grand, ou 7 irés pelil, on
prendra 7 petit.

Si l'on était conduit & prendre n > 2, les méthodes demanderaient quelques

modifications, je n’y insisterai pas.

Conclusions. — Les méthodes que j’ai exposées plus haut succinctement ne
sonl pas mises au point pour le calcul pratique, mais je suis persuadé qu’il
suffirait pour cela de peu d’efforts, aprés quoi elles présenteraient un avantage
notable sur les méthodes usuelles.

J7ai fait porter Uinterpolation sur les cosinus dir(;(:lCLll‘S £, n, £ et non sur les
ascensions droites et déclinaisons; on aurait évidemment pu faire le contraire,
les résultats n’auraient pas été sensiblement modifiés, il semble toutefois peu
rationnel de faire I'interpolation, sur trois quantités, quand il suffirait de le faire
sur deux. Mais il ne semble pas nécessaire de calculer effectivement £", 4, ¢'.

Dans le calcul de p, p/, r et des corrections que I'on doit apporter a ces
quantités pour tenir compte de I'aberration, de la parallaxe, ou des termes
dépendant de II', nous avons vu intervenir uniquement les déterminants de
la matrice
(39} [EE'E XX .

Or, ces déterminants peuvent s’exprimer linéairement a aide de la matrice

(23 bis) [E1E2Es XX |,

les coefficients étant des fonctions de ¢y, ¢4, ¢; faciles & déterminer. On pourra
donc calculer ces déterminants (23) sans calculer effectivement £, £/, .

Il reste a faciliter le calcul de ces déterminants en les mettant sous une
forme calculable trigonométriquement par logarithmes, et ot figureront non
pas les cosinus directeurs £y, £,, £, mais les ascensions droites et déclinaisons
observées, ou bien les longitudes et les latitudes.

Je n'insisterai pas sur ce point, me bornant a faire remarquer que ces
déterminants sont les mémes qu’on rencontre dans la méthode de Gauss et que,
pour les rendre calculables par logarithmes, on n’a qu’a faire ce que fait Gauss

lui-méme.

—— O S—es
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