SUR L’EQUILIBRE

ET

LES MOUVEMENTS DES MERS

./ourncﬂ de Mathématiques, 5° série, t. 2, p. 217-262 (1896 ).

VIII. — Mouvement relatif.

Jai jusqu’ici négligé les effets de la rotation du Globe et de la force centri-
fuge composée; pour en tenir compte, je rappelle d’abord les principes fonda-
mentaux de la dynamique des systemes en mouvement relatif et, plus générale-
ment, des systémes ot interviennent des forces gyrostatiques.

Soient 1, qa, .., qn; Gnits Gnias - - -5 Guik les n+ k coordonnées qui
définissent la situation du systéme. En reprenant les notations du paragraphe V,
les équations de Lagrange s’écriront

d dT cl_f dU

(1) m@_dm"*‘%:(&b

Parmi les parametres ¢, nous distinguerons :

1° G1sGas -5 qn> que jappellerai les g, ou les paramétres a variation faible ;

2 Gnits Gnios <+ o5 Qnrky qUe Jappellerai les ¢, ou les parametres a variation
rapide.

Je supposerai que T et U sont indépendants des ¢, T dépendant seulement

des ¢, ; et que Q; = o. I’équation de Lagrange devient alors
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238 L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

d’on
dT

(2) ST b
aqs

Po €tant une constante.

Soit maintenant

PR B ——prq'b.

Dea équations (2) on peut tiver les ¢, en fonction des ¢,, des ¢, et des
conslantes p;,; et si Pon substitue dans H les valeurs ainsi trouvées, H n’est
plus fonction que des g, et des ¢.

Pour éviter toute confusion, je désignerai par des  ordinaires les dérivées
prises par rapport aux ¢, et aux ¢, en regardant les ¢, comme des variables
indépendantes et par des d ronds les dérivées prises par rapport aux ¢, et aux
¢, en regardant les ¢; comme des fonctions des ¢, et des ¢,.

11 vient alors

JH = " dT dU dTl dq), 9q}
= =t e —Zpbav

994 g, dq, d—qlb 99,
JH dT dT dq) gl

7

e o At . 7 T
9¢. ~ dqa dqy 994 g,

ou, en vertu des équations (2),

I SdL T
99, dq9. dqa
o dT
9. dg.’

(3) — = —— =0, (a=1,2,...,n).

dont la signification est bien connue. Elles veulent dire que P'action hamil-

tonienne.
iy
H dt

o

doit étre minimum.
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L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 239

Les équations (3 bés) entrainent la suivante, qui est 'équation de la conser-

vation de I'énergie
JH
s R=—H —Z W ¢, = const.
g 3

Dans le probleme qui nous occupe, nous aurons un seul paramétre a varia-
tion rapide ¢, : c¢’est 'angle dont le globe solide terrestre a tourné autour de
son axe a partir d’une certaine position prise pour origine ; sa dérivée ¢ est sa
vitesse angulaire de rotation. Nous aurons une infinité de parametres a variation
faible ¢, qui définiront la position relative des particules liquides par rapport
au globe solide.

T est un polynome homogene du deuxieme degré par rapport aux ¢, el aux

9

¢»; U ne dépend pas de ces quantités; les 9
i

sont des polynomes homogénes
. 227 ’ i
du premier degré en ¢, et ¢,.

Les ¢, tirés des équations (2) sont des polynomes du premier degré non

homogenes par rapport aux ¢, ; H est donc un polynome du deuxie¢me degré
% S H e ~ ;
non homogeéne par rapport aux ¢,.

Jobserve que H n’est déterminé qu'a une conslante prés, puisque cetle
fonction n’intervient que par ses dérivées; je puis donc, sans restreindre la
généralité, supposer que H s’annule avec les ¢, et les ¢,, de sorte que son
développement suivant les puissances de ces quantités ne contiendra pas de
termes de degré zéro.

Je pourrai méme, sans changer les équations (3), ajouter & H un terme de la
? ) )

¥ § L : ; 3 Y ZioH
forme Ag,, A étant un coefficient arbitraire; cela revient en effet a ajouter a 07,
3 a
d ol
dt o,

Je puis donc encore, sans restreindre la généralité, supposer que, dans le

la constante A ; ce qui ne change pas

développement de H, les termes du premier degré par rapport aux ¢ et de
PP gre | PI 7
degré zéro par rapport aux ¢ disparaissent.

Enfin je supposerai que les valeurs

’

qga = 0, qa=0

correspondent a une position d’équilibre stable ; les équations (3 bis) se
I ’ I

réduisent alors a %

Ainsi les dérivées premieres de H doivent s’annuler pour ¢,= ¢, =o0; ce
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240 L'EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.
qui montre que le développement de H ne contient pas de termes du premier
degré et commence par des termes du deuxiéme degré.

Quant aux termes de degré supérieur au second, nous pouvons les négliger,
parce que les g, et les ¢, sont trés petits. En définitive, nous pouvons regarder
1 comme un polynome homoge u 1&me gré par rapport aux ¢, e
H poly homogene du deuxieéme deg ar ra L a t
aux (Ilﬂ ¢l nous (?Cl'il'”llﬁ &

H = H.+ 2H,; + H,.

H, sera du degré o par rapport aux ¢, et de degré o par rapport aux g,.
1 sera du degré 1 par rapport aux ¢, et de degré 1 par rapport aux g,.

H du deg a i 1 g

H, sera du degré o par rapport aux ¢, et de degré 2 par rapport aux ¢,.
Jénergie E sera alors évidemment dgale a

Y gie E 8

(e el sl

Les équations (3) deviennent alors des équations linéaires a second membre
et a coefficients constants; et les équations (3 bis) sont les mémes équations
sans second membre.

Pour intégrer ces équations sans second membre, posons

a= %a en\t,

1OUS AUrons 7 équations liné¢aires et homogenes par rapportauxn quanlités aq et
en écrivant que leur déterminant est nul, on obtiendra une équation de degré
2 n en k, qu’il sagit d’étudier.

Cetle équation a ¢té étudiée d'une maniere approfondie par Taitet Thomson
dans leur 7Traité de Philosophie naturelle. De tous les résultats intéressants
qu’ils ont obtenus au sujet de la réalité des racines, un seul nous est nécessaire.

Si les formes quadratiques. H, et — H, sont définies positives (c’est le cas

auquel nous aurons affaire), toutes les racines sont réelles.

IX. — Etude des équations sans second membre.

Ces résultats bien connus élant rappelés, cherchons a étendre a ce probleme
ainsi généralisé les résultats du paragraphe V.

Le principe de la moindre action de Hamilton nous apprend que Pintégrale

T H dt

1y

doit ¢tre minimum; a la condition que les ¢, soient assujettis a avoir des

valeurs données pour £ = {, et pour ¢ = {;.
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L'EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 241

Si cette condition n’était pas remplie, nous aurions

Ty oH dH _
o _Z(Zq_,t;8qa)‘=lx“2<moqa)l=/u‘

Si le mouvement est assujetti a étre périodique de période ¢,— ¢, les
expressions
: dH %
9a Ya> m’ 9qa

reprendront les mémes valeurs pour ¢ = ¢, et pour ¢ = ¢,, et 'on aura encore
0 =0

Ainsi 'intégrale J est encore minimum si le mouvement est assujetti a étre
périodique et si U'intégrale est étendue a une période entiere.
Cela posé, soit
qa= a(a/f) e“‘k[
une solution (imaginaire) des équations (3 bis) et
= {3(ak) e—iht
la solution 1maginaire conjugude.
Si nous faisons

(4) : ga=Ya e+ M+ 8q o= M,

; : pir 48 27 e o
I'intégrale J prise entre les limites, ¢ = o et £ = <= devra étre minimum (ou tout

au moins sa premiére variation devra s’annuler) quand on y fera
Ya=alf), 8o = B,

Voyons quelle est la valeur de cette intégrale. L’expression de H, quand on
y substitue a la place des ¢, leurs valeurs (4), se composera de trois termes :
1 un lerme en eimt qui sera homogene du deuxieme degré par rapport aux y,;
2° un terme indépendant de ¢, qui sera homogeéne du premier degré tant par
rapport aux y, que par rapport auxd,; 3°un terme en e ***, qui sera homogene

du second degré par rapport aux d,. Sotent H', H”, H” ces trois termes
H=H+1I"+ H".

Les intégrales de H' et H” sont nulles; de sorte que

27
J=—H"
k

A
La variation oH" de H" doit donc étre nulle, quand v, = o, 5, = .

H. P. — VIIIL. a

oI

l
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242 L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

Mais, a cause de la forme bilinéaire de H”, cela peut encore s’énoncer

autrement :
H” doit étre nul quels que soient les v, quand on y fait de==B" bt quels que
(k)

a5

soient les ¢, quand on y fait y,= a
Voyons quelle est la forme de H”.
Nous avons posé ;

H= H2+ 2H1+ Ho.

Nous devons remplacer les ¢, par

Ya €M 43, e—ihgt
et les ¢, par

Ik (Yo ehht — 54 e—ihit),

On voit que Hy contiendra 33 en facteur et que H; contiendra 2,. H est donc
un polynome du deuxi¢me degré en 2.

Nous devons ensuile conserver les termes indépendants de ¢; nous aurons

alors

H' = Mg)»%—l— 2t 0 My + WI(),

M,, M, et My étant des formes bilinéaires en v, et 3,.

H’ ne doit pas changer quand on permute v, et 9, et quon change A, en — 2.
On a donc '

M2(‘1’a, 6u) = M2(8a; “(4)7 MO(T”-; Ba) o 1“0(8!17 Y’l)y
Mi(Ya, 8a) =— Mi(3a, Ya)-

D’apres ce que nous venons de voir, on doit avoir, quels que soient les d,,
AL Ms (b, 8,) + 286 My (ald), B,) + Mo(a®, 84) = o.

On aura donc en particulier
(5) A Ma(ail, afm) + 200 My (all, afm ) + Mo(alR, 2i™) 5 o
ct, de méme,

A Ma(al™), alF) 4= 2ihpy, M, (a2, o)) + Mo(ai™, 1(,,“) =0

ou, ce qui revienl au méme,
(6) A Ma(afh) alimy — 200 My(alf), al) 4 Mo(alk), ali") = o.

Les rleuix relations (5) et (6) montrent que 'équation

(7) WEM2—+ 203 My + Mo= o
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-L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 243

a pour racines
Ne=ihgs K== K mi
Reprenons Péquation des forces vives

Hs — Ho = const.

Cette équation doit étre satisfaite en particulier quand on fait
qa= alk) ethit 4 {1 gilmt,
Le premier membre de 'équation des forces vives contient alors des termes
en et gt plhihml 1o coefficient de cette dernitre exponentielle doit

s’annuler, a moins que

A+ Ay =0
Supposons donc
(8) Mo
le coefficient de cette exponentielle est nul, ce qui entraine I'égalité
(‘:)) — M Ma (2, o) — Mo (o, af¥) = o.

Nous pouvions le prévoir, car le produit — 42, des racines de (7) doit.étre

M,
M.
Considérons quelques cas particuliers : si Pon fait & = m, Péquation (5),

égal a

I'équation (6) et I'équation (9) se réduisent a
WMo (alk( all)y 4= My(all), alf)) = o.
Soit maintenant
Xk = — hm, af = B{ak);

Péquation () ne sera plus vraie, mais les équations (5) et (6) subsisteront et

q 9, \
s’écriront

MM (afp), BP) + 280 My(alf), BLE)) + Mo(af), BR)) = o,

L’équation (7) a alors une racine egale a J;; mais sur 'autre racine nous ne
savons rien.

Comme les a//'ne sont déterminés qu’a un facteur constant pres, et que les
B sont imaginaires conjugudes des of, nous pourrons supposer qu'on les a
choisis de telle facon que

(10) MMy (alf), BER) — Mo(alf, BR) = I = =1,

Un cas particulier qui a été traité a fond par Lord Kelvin est celui ou les
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244 L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.
coefficients de H; sont trés grands par rapport a ceux de Hy et de H,. Il y a
rencontré des résultats analogues a ceux que nous venons de trouver dans le
cas général et il serait intéressant de les déduire des résultats généraux.

51 )G ) T ), a Otr v ire X P 1 S

Si H; est trés grand, 2 ne poura étre que trés grand ou trés petit. Supposons
A trés grand; nous pourrons donc dans nos équations négliger My. Les équa-

tions (5) et (6) s’écrivent alors
MMe+2iMy=0, KmMs—2iM,=o,
et Pon en déduit, si2; n'est pas égal a — 2,
M:(alf, ) = o.
Cest Péquation de Lord Kelvin (¢f. Tait et Thomson, Philosophie natu-

relle, 3° éd., n® 345" ). On s’en rendra compte aisément. Les deux auteurs

anglais ont choisi des variables particulieres, de telle sorte que

L’équation précédente s’écrit alors

E afalm = o,

X. — Etude des équations a second membre .

Revenons maintenant aux équations a second membre

d 4l dd _
At g

Elles signifient que I'action doit étre minimum, c¢’est-a-dire que

(1) f“<au+2qaaqa> dt b

0
Soit
(\)a =4 r, eiht . 25 e—ikt,
On pourra satisfaire aux équations en posanl

: X ,
Ga= g M+ 35—
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et équation (r1) devra éire satisfaite si, donnant aux ¢a et aux Q, ces valeurs,

on fait

27
ty=o, ti= ST

3Ga = Ya €M+ 8, = 1ML,

et cela quels que soient vy, et 0.

Nous ferons en particulier

Ya= 0, a— i
et équation (11) deviendra
q

(12) MMy (0 o) + 280 M (8, olf2) + Mo(aa o) = — 3\ raa.

Des équations (12) on pourra tirer les «,, et 'on tirerait de méme les 3, des
g P )

équations

(12bis)  22Ms(fay BE) — 26AMi(Bas BP) + Mo(Bay BF) =— D) saad.

Etudions les équations (12); on voit qu’on peut en tirer les &, et que ces
quantités seront linéaires et homogenes par rapport aux r, et rationnelles par

rapport a A. Considérons-les comme fonctions de 2 :

1° Je vois d’abord que les &, s’annuleront pour 2 = «;

2° Les valeurs de 2 pour lesquelles les a, deviendront infinis seront celles
pour lesquelles on pourra satisfaire aux n équations
(13) { A2 M, (g, a0)) 4+ 28 A My (g, 2f)) + Mo(aq, ) =0
(E=1p oy n)

sans que les o, s’annulent
En annulant le déterminant des équations (13) on arrivera a une équation

de degré 2n en 1; les valeurs cherchées sont donc au nombre de 2.

Or on satisfait & ces-équations en faisant

A= Am, dq= o} ou A=— )‘m; op=t3ue

Les 2 n infinis des fonections «, sont donc

A=, A=z A== p

ey

Il reste a chercher les résidus correspondants.

Posons done
pag

Qg = e
A—m

+ Yay

il s’agit de déterminer p et les y,.

www.rcin.org.pl
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Nous avons pour cela les équations suivantes :

m [22Ma(af, ak) -2 A M (a2, ak) + Mo(a, ak)]

+ [22Ma(Ya, 2k) + 200 My(va, 25) + Mo(Ya, 26)] = _Z Tada,
ou en faisant tendre 4 vers 7,, et tenant compte de la relation (6),
(14) 20 [hmMa (o, ak) 4+ i M, (a2, ak)] -
+ 25 Ma(Ya, ak) + 200m M, (vay 2k) = Mo(va, ak)] = —2 raah.
Mais on a, (iuels que soient les v,
M Ma(Ya, aft) — 200 My (Yas @) 4+ Mo(Ya; @)= o,
ou bien encore, en changeant 2,, en —2,, et o’ en 3,
(15) AmMa(va, B2) + 20k Mi(Ya, B2) + M G
Parmi les équations (14), nous distinguerons celle qui correspond a

T === Kps ak=—pgm;
elle se réduit a
(16) 26[ o Ma(al2, B2) 4+ iMy (a2, B ] __Z ra B

c’est de celle-la qu’on déduira p.

Mais a cause de (10) cela peut s’écrire
! P

2: /
p=—1Inkp ol

Nous tirons de la

¥ i N N S aka p:;‘ B2 rm S el
( I/) Qg = Im o
p Ry P

ou en posant

el
E rofl=— B E rqot=—A,,
by 2:1 BmaZ A, Amszl;*m
i TN A+ A
m

Développons «, suivant les puissances croissantes de 4 sous la forme

%q = €5+ NEA+ N2EL+...,
il viendra

W m
Eg=_Z[m(Bm ol A BR), Elg:z]mA'"B“—)\B”Lf“_,»
(18) %

9 ,,,1 + A Qm An,B Pa ‘— B, ap
Ea=— I B e T e lm y

Ill )' m
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I~
ESN
~I

Posons maintenant

J ) MO(Em u): /v (e VI;(E,,, J}Ir,r/ T M‘-’-(Ez7 5:]1)7
on trouve immédiatemont
A 1 2YE ’ ’ " ’ e
(A) Ia=Ipy  Vou=—Ip00  Ip=Ipus Ipg=0

Nous pourrons écrire les formules (18) sous la forme

B o0
18 bis o Il i«
(18 bis) >, 1,2

Il

g i ! Q)
avec celle convention que le signe 2 ne porte pas comme Z sur n termes,

mais sur 27 lermes partagés en deux séries; pour la premicre série, m varie
de 1 a n; et Pon passe d’un terme de la premidre série au terme corespondant
de la seconde en changeant An, en— 4, o et A, en 37 et By, réciproquement.

Il vient alors

B se B Imk,,’" Mo (aity €4),

Jh =_2 {34 w LM, (a2, %),
m
Jpr,g= —'—2 I’")p+1 M, (a2, €7).
On a, d’autre part,
23 Ma(alt, &) + 28 km My (o, %) + Mo(ol, €f) = 03
d’ont
(19) : Vot =+ 283, 1+ ps = 0.
On trouverait de méme
(19 bis) Vpg—1—20p g+, g1 = 0.
On trouvera une autre relation de la fagon suivante; il vient

" B

7)—1,q~1= 1M2(°‘rzy°‘u)lmll-
\”l )%

" , y
La somme Z contient 4 n* termes, chacun des 27 termes de &7 (expres-

sions 18 bis) devant étre combiné avec chacun des 27 termes de ¢~

De méme,

**Bs'B

JP:(I =2 T":T%L Mo(ala’l7 “5) lm lk.
m v

Considérons la somme -

Yp-t,-1+3pg

N
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En vertu de I'équation (g), tous les termes de cette somme (qui sont au
nombre de 4n?) disparaitront, a Pexception de ceux (au nombre de 22) qui
sont tels que

he=—Am, “§= pBa Br= Apn.

Il vient done, en tenant compte de (10),

u "AnB 2 s
J/)-l,z/—l == Jp,:/ ”—-"2 _—;‘n,’:_:_,,m(— 1 )(/ (Nlo—- )~,’,1M-g)

'K Bk
=(_')('+‘2 SV

ou enfin (puisque les termes sont égaux deux a deux au signe prés),

AR S 2A,,B,1
p—1,9-1 9. 7+
(20) e =(—')/'1Z—')I\L;;;f7 =y
si p + ¢ est pair et
(20 bis) Jo—1,q-1+dpq=0,

si p 4+ ¢ est impair.
L’expression J; 4 , 4+ J, 4 ne dépend donc que de p + ¢ et de la parité
de ¢; elle change de signe sans changer de valeur absolue, quand ¢ augmente

d’une unité et que p diminue d’une unité. On a donc la relation

v+ Iprg+ 3, 1 +Jp =0,

que P'on pourrait d’ailleurs obtenir en ajoutant (19) et (19 bis).

En faisant dans cette relation ¢ = p, on trouve

”
2Jp,p-1+2J), poy =0,

de sorte qu’on retrouve I'équation (20 bis).

De (19) et (19 bis) on déduit encore

Vo-t,g+ 280 g=Jpis, g0 — 2801, g1

Toutes ces relations montrent que les fonctions J, , ne sont pas indépen-
dantes les unes des autres ; considérons I'ensemble des fonctions J telles que
P+ q=2n, des fonctions J' telles que p 4+ g =2n-—1 et des fonctions J’
telles que p + ¢ = an— 2; le nombre total de ces fonctions, qui sont distinctes
en tenant compte des relations (A), est de an®+ (n—+1)% Le nombre des
relations distinctes de la forme (19) est n(2n—1); il reste donc seulement
n? 4 3n -1 fonctions distinctes.
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XI. — Cas de 1'équilibre stable.

Je vais me restreindre maintenant au cas ou H, et — Hy sont deux formes
quadratiques définies positives, de sorte que équilibre reste stable, méme si
lon supprime les forces centrifuges composées

C’est évidemment le cas de la nature, dans le problénie qui nous occupe.

Alors, d’aprés ce que nous avons plus haut, tous les 4,, sont réels.

Mais ce n’est pas tout; si v, et , sont imaginaires conjugués, on a

Mﬂ(‘fﬂ:all)>os MO(Y(Z’ 811)<0'
11 vient donc
)‘?:l ‘-’(“ﬁ: 13{\1) S MO(“E: ﬁ,’ﬁ) > o,

ce qui montre que tous les nombres que nous avons appelés I et 1,,, et qui
dans le cas général peuvent éire égaux a -+ 1 ou a — 1, sont dans le cas qui
nous occupe tous égaux a —I. ;

Toutes les formules qui préceédent se trouvent ainsi notablement simplifiées.

Il en résulte une série d’inégalités sur lesquelles il me reste a appeler
I’attention.

Supposons en particulier que 7, soit réel; c’est-a-dire que r,=s,, puisque

. et s, sont imaginaires conjugués.

m

” sont imaginaires conjuguées, de méme que r,, s, et que

Les quantités o7,
A By :
Il en résulte que &, est réel si p est pair et purement imaginaire si p est
impair.
On a donc, si p est pair,
M (eh, €4) >0,  Mo(eg, 7) <o,

et au contraire, si p est impair,

Mq(el, eh) <o,  Mo(el, €, €2) > o,
¢’est-a-dire que

Jpp>0  JIpp<o  (pour p pair),

(21 I5p< 0y Jp,p>0  (pour g impair).

11 est clair d’ailleurs qu’on aura dans tous les cas

J;’yl) AL
H. P. — VIIL 32
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Cela posé, reprenons I'équation (20) qui s’éerit maintenant (puisque L, = 1)

Jo—rg—1+Ipy 2A,B, :
(20) .L__‘_%’_’ = (—1)r+ 2_);;;[’_' (p + g pair).
rm

Si nous faisons ¢ = p, il vient
A"lBl".

o=t p—1+dpp) (=1 =4 2 T
Comme A,, et B, sont imaginaires conjugués, le second membre est positif,
d’ot Pon tire
J/,’;—l,/)—l+Jp,,)<0 (si p est pair),
Vi, p—1+Jp p>0  (sip est impair).
Ces inégalités sont d’ailleurs des conséquences immédiates des inégalités (21).
Je poserar pour abréger
A"’l n z
(J(,,_“,,~1+J,,,,)(——1)P+l__ —W—=h/’>o'
Cette valeur de K, nous montre alors d’autres propriétés du nombre K, qui
font ressortir son analogie avec les intégrales J,, envisagées dans la premidre
partie.

On trouve en effet

Kp—r-i I\p+2
Fihens W,

K i 098
[2’” va constamment en croissant; sa limite pour

de sorte que le rapport

» infini est en général égale a la plus grande des valeurs de —-
o] o} o)
‘m

Si 'on a done

< Ay

*w

=
G

(1)

<4

~s
—o

] -

la limite de ce rapport sera 5

A moins que Ay (et par conséquent B,) ne soient nuls, auquel cas cette

e

I

limite serait égale a

>

~
e

A moins que non sculemont Ay et By, mais encore A, et By ne soient nuls,
auquel cas la limite serait — ;
q %2

i 3
Et ainsi de suite.

Cela posé, reprenons I'équation

(12) W2 Ms(ag, ak) + 20X My (a, ak) + Mo(aa, ak) =_2raa,§_—_ Az,

www.rcin.org.pl



L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

154
o
-t

qui doit étre satisfaite par le développement

s AE0 el )22
Aa=E,+ AEfq+ A=Eq+ .

On en déduira

‘ Mo(cl, af) =~ 3 rash,
22 { s
i lmm, ak) = — 2iM, (e3, ab),

Mo(€2, ab)y =—2iM,(el, ak) -~ Ms(el, ar).

Les équations (22) nous donneront 372 quantités

(22) 20 ot

S 5 S adiSas

On pourra donc former

et, par conséquent, le rapport

1+ Jda K»

—J'(I)0+J|1 :KI

.

Les quantités (23) sont des fonctions lindaires des n quantités rg; K, et K;
sont donc deux formes quadratiques définies positives par rapport aux r,.

Les A, sont des fonctions linéaires des r,, mais a coefficients imaginaires ;
les By sont des formes imaginaires conjuguées des Ay.

Les 7, sont au nombre de n comme les Ay et les B/ ; mais nous avons supposé
les r, réels, tandis que les A; et les By sont imaginaires.

Si done nous donnons aux r, des valeurs réelles quelconques, nous ne pou-
vons pas choisir ces valeurs de fagon a donnor aux A; des valeurs imaginaires
arbitraires ; il doit donc y avoir n relations linéaires entre les # quantités Ay et
les n quantités By; ou, si 'on aime mieux, entre les parties réelles et imagi-
naires des A (ces relations expriment d’ailleurs que la somme des résidus des
fonctions o, qui sont » fonctions rationnelles de % ; que cette somme, dis-je, est
nulle).

En revanche, les produits A By, qui sont au nombre de 7, sont réels et
positifs; on peut donc choisir les 7, de facon qu'ils aient des valeurs réelles et
positives, arbitraires en ce sens qu’elles ne sont assujetties a aucune égalité,
mais depant satisfaire a certaines inégalités.

Cela ne me suffit pas encore pour mon objet ; mais nous pouvons déja en
tirer certaines conséquences.
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On a, en effet,

£ m B L
K2—§: A , I\J_E:Am 7,
‘lIl

A

5 K, 3 2 1 1
ce qui nous montre que le rapport K— est toujours compris entre /—l el )~§n

avons donc déja des inégalités auxquelles doivent satisfaire 2, et 4,. Les mémes

; nous

considérations nous donneraient également des inégalités auxquelles devraient
satisfaire les autres 2,,.

Au paragraphe V nous avons montré que, pour le mouvement absolu, la
détermination des 7,, se raméne a I'étude des variations du rapport de deux
formes quadratiques; ici I'étude d’un rapport analogue ne nous donne plus les
Am, mais des limites supérieures ou inféricures de ces quantités.

Mais on peut aller plus loin; n’assujettissons plus les r, a étre réels, mais
posons

re= pa—+ LAGq,
les p, et les o, ¢tant réels. Soient alors €)' et ¢, ce que devient ¢! quand on y
remplace r, par p, et par o,; il viendra évidemment
da= (€ + e +...)+ TA(ER+ hell+.0)
’t, par conséquent,

g0, el==letopueii el =le 2 ge

e qui montre que gk est encore réel si & est pair et purement imaginaire si k

est impair.

Je remarque que «, est encore une fonction rationnelle de 2 et que cette
fonction conserve sa propriété essentielle, a savoir qu'elle ne change pas quand

on change a la fois 7 en — 7 et 2 en — 2.
Ses infinis sont toujours == 2,,; si alors jappelle 2,,A,,a” le résidu relatif a

Ay et —2, B, 87 le résidu relatif & —17,,, il sera facile de voir :

Que A,, et B, sont les mémes pour tous les a, et ne dépendent pas de
I'indice «;

Que A, et B, sont imaginaires conjuguds.

On n'a plus :

B s a—
Elraija"——‘Bm, E raog =— Am,
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mais on a

— B =2@gl(PtZ +ihm 'J'a)y — A, =Z°‘2L(9a s Ua)-

En revanche, les formules (18) et toutes celles qui s’en déduisent restent

vraies, de sorte que 'on a encore

=i 2:A B
(]”; 1, p—1 J )(_I)/J S mPm MR - Fyos
7 PP = ‘ l

Les équations (22) doivent étre remplacées par les suivantes :

Mo(ed, ab) =—N ook,

(22 bis) Mo(el, ak) =—2iM; (3, « )—zVaaaa,

1\10(53; 1{%):——2&”1“1(5,‘” %y )_YI"(EIH é)

* On tirera de 1a les 32 quantités (23) sous la forme de fonctions linéaires des
04 et des 7,. Donc K, et Ky seront des formes quadratiques définies positives
des p. et des a,.

Mais les p, et les o, sont au nombre de 27; on pourra donc les choisir de
telle fagon que les A, puissent prendre des valeurs imaginaires arbitraires et
que les A, B, =|A;

arbitraires.

prennent des valeurs réelles et positives completement

m !

K. >
Alors - 55 sera le minimum du rapport K ? ¢t 33 en sera le maximum. Posons
~m

pa=01ph+ 02p2 +...+ 07p7

al

Q= Ol 7«1 o 02 o'u i 01/

Choisissons ensuite les 0 pour que le rapport soit aussi pelit que possible,

en supposant les p*

ra

k . ; ‘< J k
et les % donnés. Le rapport dépend encore des pf et des
. . I
g% et son maximum nouveau sera —- En somme, nous retrouvons tous les
Y Sri
o
résultats du paragraphe V.

Avant d’aller plus loin, observons que les deux formes H, et Hy jouent un
) ) )

role analogue; toute notre analyse subsisterait si nous changions H, en — Hy,

M, en —M, et 2 en /i
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XII. — Probléme du vase tournant.

Considérons un vase qui contient un liquide pesant, mais qui est assez petit,
pour que la pesanteur puissc élre regal‘dée comme conslante en grandeur et en
direction.

Ce vase est animé d’une vitesse de rotation uniforme & autour d’un axe
parallele a I'axe des z. La surface libre du liquide en équilibre n’est plus alors
un plan horizontal, mais un paraboloide de révolution.

Toutefois, nous supposerons que  est assez petit pour que l'on puisse négli-
ger Q2 qui entre en facteur dans la force centrifuge ordinaire, sans pouvoir
négliger  qui entre en facteur dans la force centrifuge composée. A celle
condition, nous pourrons regarder la surface libre comme un plan horizontal.

Du reste, si I'on avait a tenir compte de £2, il n’y aurait a faire subir aux
résultats que quelques modifications trés simples.

Il sagit d’étudier les petites oscillations du liquide dans ce vase.

Pour cela, nous allons voir comment les principes du paragraphe VIII
peuvent s’appliquer au mouvement relatif d’un systéme par rapport a des axes
mobiles.

Soit un systeme formé de 2 points matériels

Y, e IIRAL

L.a masse du point m; sera m;; ses coordonnées par rapporl aux axes mobiles
seront
Tty Yy 1 By
dans Iétat d’équilibre, et
Zi+ ki, Vit i, Zi+

dans I'état de mouvement.

Si les axes mobiles sont animés d’une vitesse de rotation € autour de I'axe
des z, les projections de la vitesse absolue du point m; sur les trois axes
mobiles seront

dE; : dn; de;
r7t-‘ — O (yi+ 1), 7;' + Q(zi+ &), ,—;,f‘
et la force vive absolue du systéme sera
; di* dnrdrr dr dE
o +E Lt e s A Ll L QZ L
(12 2\ a8 e )t "\T T

Q2

11 dt \
=0 m (E:—ﬁr‘ — ds) 3 2 ml(x 524 (¥ 412
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Le premier terme représente la force vive relative, le second et le troisiéme
I ) 1€
représentent, au facteur prés &, le moment de rotation dans le mouvement
relatif; le dernier terme, qui contient en facteur 2, est négligeable.
La vitesse angulaire  joue le role de ¢, et 'on a, en négligeant dans T le
8 J b , 8

terme en 22,

idil dt dn @ ids
= a0 Zm(z-——- >+2 n( dl—qd—t>’

dt> dt dt
qu £ ([g
—-QEI}L( e s ‘dl) U.

D’apreés une remarque faite au paragraphe VIIL, nous pouvons supprimer

(2) = % (__—_l’;"l—i—d'r,‘-’—f—dﬁ ——522 in(@'@ —)’%)

dans H les termes du premier degré par rapport aux ¢, qui sont représentés ici

par le second terme de Pexpression (2), de sorte qu’il reste

s m dE? -+ dn?+ di? dn S gg i
(%) n=P 2 ELTEE o TG — )= U
d’out
m dE+ dn®+ di?
L e S ey
dn
II,_QZm(th 5:12‘)’
H(]:—L

Pour passer au probleme du liquide, ou le nombre des molécules est infini,

il suffit de remplacer les sommes par des intégrales et 1l vient

i dt?
5 o dE dn
H._Qfd ( ng — dl)

Les intégrations sont étendues i tous les éléments de yolume dz du liquide.

H. = f‘d- dE? + dn? +d§?

Quant a la valeur de Ho=— U, nous Pavons obtenue au paragraphe VI

nous avons trouvé

v Ao
= Hy=— U="— / '_i’,

l’intégration étant étendue a tous les éléments do de la surface libre. Les fonc-

tions £, 7, ¢ sont assujetties a deux condilions :
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1° On doil avoir 'équation de continuité

dg  dn ik dtn’ o

(4) o Faly R T
2° Sur la paroi du vase, on doit avoir

(b I+ mn+n=o,

[, m, n élant les cosinus directeurs de la surface de la paroi.

On peut supposer, en outre, que les diverses molécules du fluide sont sou-
mises a des forces extérieures et que le travail virtuel de ces forces pour des

déplacements virtuels 9%, on, 6Z des molécules est représenté par I'intégrale
f dr(X 8t 4+ Y o0 -+ Z 82)

qui correspond ainsi a la somme que nous appelions dans les paragraphes

précédents

N ~
2‘ Qa 8¢a-

I faut donc que I'on ait, en vertu du principe de Hamilton,

A1y *
q [au +fdr(XBE+Y6'r,+Z8?;)J g,
l

en supposant que o, o7, 6f sonl nuls pour ¢=+¢,, t=1¢, et que £, =, { sonl
assujetlis aux équations (4) et (5).
On peut écrire ceci sous une autre forme, en introduisant deux fonctions

arbitraires ¢ et 0,

(6) [,‘[au +fr/:2_\',6’;'+fdrq» 2%

+f/lw'0(135+m.a’q—l—n SC)] = 0.

La troisieme intégrale est étendue a tous les ¢léments do' de la surface de la
paroi dont les cosinus directeurs sont /, m, n.

Celle équation (6) est évidemment vraie, quelles que soient les fonctions
el 0siZ, m et L sonl assujetties anx conditions (4) et (5), el, en vertu des prin-
cipes du calcul des variations, elle sera encore vraie, pour un choix convenable

de ¢ et de 0, sans que £, 7, £ soient assujellies a aucune condition.
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On arrive ainsi aux équations du mouvement qu’on aurait pu obtenir direc-

tement et qui s’écrivent

a2 dn _ dy _

g i b

d2n dE . dy
(7) 75 —2Q (E S ij Y,

dax ay

dt? R ol ;
a Pintérieur du vase;

"P e gc;

a la surface libre.
Je prends le signe — devant g¢ dans la derniere de ces équations, parce que
je considere I'axe des z positifs, comme dirigé vers le bas.
Ces équations, jointes a (4) et a (5), définiront les quatre fonclions, 7, ¢, b.
s ) 4 ) 1 [SRENSH 4

Supposons, en particulier, que ces quatre fonctions soient proportionnelles

a e, nos équations deviendront

— ML+ 20Qhn + ﬂ =N

dax
: S A d.
(7 bis) —/\-'q—zzQ/‘E—e-%:Y,
3 d ;
— AL +;1§=L,

a lintérieur du vase;

-~
Il
|

oy

:{ S

a la surface libre.

XIII. — Développement en série.

L’élimination de ¢ entre les équations (7 bis) nous conduil aux ¢quations

sulvantes :

~2112A‘—[£_[E—dy,

,q(dC dE)—m’Q)\ dn _dlL daX.

_)2<d'q d‘;) . ,dE_zlY d7.

(7 ter) — A2 Vi g e
WS T e

dy dz
H. P. — VIII. 33
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a Pintérieur du vase;

dt 5 R
—gI; = X + A2f — 21 Q0hn,
(8)
_gZC =Y + 22 + 27 Q)E,

A4
f(du):o

La troisiéme équation (8) est une conséquence immédiate de (4) et de ().

Supposons maintenant que lon ait

a la surface libre.

X Xoap AXsec YN iR 7 S
el que

.Xodxlf‘-i— Yo d}’—l— Zo dz

soil une diflérentielle ex#cte. !
Développons £, 4, £ suivant les puissances croissantes de 7, de telle sorte que
I'on ait, par exemple,

E= ZAnE,.

Alors les équations (7 zer) et (8) nous donnent, en égalant les coefficients des
puissances semblables de 2 :

Premier groupe.

& :o_le (lZ|
—ZLQB—Z-_ > _W’
(7(1) _ugflﬂ=£}_i&

N - 4 .
a 'intérieur du vase;

dfy  dno | dl
(4 ) Paned il Py
a I'intérieur du vase;
(ha) lEg+ mng+ nly=o0
pour la paroi;
d d;
(8a) _g:;[_:=x01 —g'T;):YOa

ft,o dw = o

pour la surface libre.
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Deuxieme groupe.

.o Pt =3 dno dlo
(7b) '——ZL(ZZ-—%-—@

et deux équations qu’on en déduit par symétrie;

dk dn, dty

(45) P s pr e
(5b6) lEy+ mn+ nl; = o,
| d ‘ ;
—gg% = Xy — 2791,
(82) -
——gd—;—l =Y, + 200Q%,
fcl du)=0.
Troisieme groupe (n > o).
Go o _ e &

44 dz dy

et deux équations qu’on en déduit par symétrie,

dEni i dNp i i dlnia i

(4e) dz dy e G
(5 c) U+ mn, o+ ”’c71+1= 0,
ag ;
= ""(;T-F! o EII.-I = ZlQ"]n,
(8¢
(8.¢) Bkl Sty
T tly = Nln—1 ==Cn-

fc,, dw = o.

Voyons comment ces trois groupes d’équations vont nous permettre de déter-

miner par récurrence toutes nos inconnues .

1° Les équations (7 @) déterminent £, a une fonction inconnue prés de z et
de y; les équations (8 @) acheévent ensuite la détermination de ¢,. Ces deux

équations (8 @) sont compatibles, parce que

Xo dz + Y, (ZJ

est pour z = o une différentielle exacte.
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2° Pour achever la détermination de &, et n,, nous devons nous servir des
équations (4 a) et (5 a). Ces équations nous font connaitre

dty  dny
pnd ey Sl U t <+ m

dz dy e TR

puisque g, est entierement déterminé. D’autre part, £, et 0, sont définis a deux

fonctions arbitraires pres de z et de y; c’est-a-dire que 'on a

Bo=Eo+E&  Mo=To+ 10,
£, el 7, étant entierement connus, pendant que £ et 7y ne dépendent que de z
et de y. Les équations (4 @) et (5 @) peuvent alors s’écrire

&gy |, dny

- =50 e+~ mmh+nb =o0
dz d_)/ 1) EU_'" 1o )

(9a)

o et 0 étant deux fonctions connues de z et de y.

Ces équations ne sont pas toujours compatibles. Soit, en effet,
z=h(z,y)

I'équation de la paroi du vase. Les cosinus directeurs /, m, n sont propor-

tionnels a
dh  dh
6—1._’1,‘, Zl‘}—/) =1,

de sorte que la seconde équation (9 @) peut s’écrire
" dh “+ 7" f_lﬁ g

EOZ‘Z Mo ay =

Soit alors F (/) une fonction de £ qui s’annule pour 2 = o; on aura

dgyF(R) | dagF(R)] _
fdxdy[ P ot o

I'intégration étant étendue a toute la surface du vase, puisque sur le bord du
vase F (/) s’annule.

Cela peut s’écrire, en tenant compte des équations (9 «),
(10 @) fdz‘dy[F(h)?+F'(h)0]=o.

Il faut donc |que Xy, Yy, Z, satisfassent a certaines conditions que je n’écrirai
pas.
Supposons la condition (10 a) satisfaite; je dis quelle sera suffisante pour

que P'on puisse déterminer £ et 7, de facon a satisfaire aux équations (g @).
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Nous pouvons, en effet, toujours trouver deux fonctions £ et 7, qui satis-
fassent a la premiere des équations (g «)

dgy | dng
dz " dy

-G

Cela peut se faire d’une infinité de maniéres; on peut, par exemple, prendre
P ¥ ) )

x

Mo =0, EG=[ odz.
50

On aura ensuite

” * (l‘b ” * (l'
50250‘—?};7 "Ao="10+Tz7

¢ étant une fonction auxiliaire.

La seconde équation (g @) montre ensuite que ¢ doit satisfaire 2 une équa-
tion de la forme
ay dh  dh dy

bi ok B s o
Crg 2 dz dy - dz dy 5
0" étant une fonction connue de z et de y. En vertu de (10 @), on aura

(10 @ bis) fdxdyF’(/L)O':o.

Prenons alors un systéme particulier de coordonnées qui comprendra la
variable / et une variable s qui varierade o a 27 quand on fera le tour de 'une

des courbes fermées /o — const. Soit J le jacobien ou déterminant fonctionnel

de z et de y par rapport a s et a 4. Les équations (gabis) et (10 abis)

deviendront
(9 ater) %:Jﬁ'.
(10 @ ter) ﬂF’(h)Je‘ Akdi= o,

L’équation (10 a ter) ayant lieu, quel que soit F/(4), nous pourrons écrire
27
(10 @ quater) f JiEdsi—=1lo,
0

L’équation (g @ ter) nous donne

Y =f J6* ds + fonction arbitraire de /.
0
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Mais, pour que cette fonction soit uniforme, il faut et il suffit que

2T

f Yor s o,
0

Or cette condition est remplie en vertu de I'équation (10 @ quater).

3° La fonction  n’est encore déterminée qu’a une fonction arbitraire pres
de % que jappellerai f(%); si cette fonction f(A) était connue, les équa-
tions (7 6) et (8 b) détermineraient ¢, complétement et £, et 1y a des fonctions
arbitraires prés de z et de y. Il est aisé de vérifier que les équations (8 &) sont
toujours compatibles.

4° 1l faudrait ensuite achever la détermination de £, et v, a l'aide de (40)
et (5b); pour cela posons

=8+, m=11-+1],

£, et 0, étant entierement connues, tandis que £} et ) ne dépendent que de 2
et de y.

Nous arriverons a des équations de méme forme que (g @) qui s’écriront

dE rln”i 4

(98) i dy

ott 9 et 0, sont deux fonctions connues. Pour que ces équations soient compa-

tibles, on devra avoir

(105) fdxdy[F(h):p,-}- F'(h)6,] = o.

& d-
5° Jai dit que &y, ;1_ m, gy et 0, étaient des fonctions connues, mais en

supposant que la fonction f(h) soit connue elle-méme.
Je vais maintenant me servir de I'équation (10 &) pour achever la détermina-
tion de f(4).
o dno El

174
Nous connaissons complétement ¢, i il en résulte que = et T sont

g /| : dl . 2
aussi entidrement connus; au contraire, — n’est pas complétement déterminé,

dz
parce que B, ne Pest pas.

dy  d=
£, est déterminé au terme prés — f'(A )dh :—%ﬁfh) et n, au terme
dl h .
prés f’(/z) : d{ig: ). 11 en résulte que L;—c_ sera déterminé au terme prés

2zQAf( )-
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La valeur de ¢, pour z=o0 nous est donnée par les équations (8 b); mais
comme £, et m, ne sont pas entierement déterminés, ces équations nous

aty - dt, oo !
monitrent que e et ‘7)_ sont déterminés a des termes pres en

+2LQ df(h)’ +_2z_9 df(h)
g dx g dy

el, par conséquent, £; & un terme prés en

210

e
S
en supposant, ce qni est pel‘mis,
ff(h){/w =0l

La valeur de g, pour z =/ est alors déterminée a un lerme prés en

h 20Q

570 A (h)+ = J(h)

et P'équation (10 b) prend la forme

(10 b bis) fdxd_y[--— F(h)Af(h)

+F'(h) <}L Af— m—:f>] = expression connue,
ou bien

(10 b ter) fJ dh zls[(hF’——F)(f’Ah+f”Dlz)

Q2F’ :
kiR = expression connue,
o .

dh\?2 dh\?
D’”(@) +(@) :

En intégrant par partie et remarquant que F(/4) s’annule pour - =o0, on

ou j'ai posé pour abréger

trouve

—fdxdyF(h)Af(h) =fdxdyF'(h)f’(h)Dlz;
de sorte que I'équation (10 b ter) devient
(" yF ands(ny v ARy 7
s(2f' A+ hf"Dh~+ f'— —= ) = expression connue.
- S5

La fonction F' étant connue, on peut tirer de la P'équation différentielle qui

définira la fonction f.
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Soit, en effet,

A A Dhde B=/-JAhds, C=f Tids:
0 0

0

A, B, C sont des fonctions connues de /.

Notre équation différentielle s’écrit alors
(11) Ahf'+ f(Bh+C)+KCf=E,

E étant une quatrieme fonction connue de /.

C’est la une équation différentielle du deuxiéme ordre qui ne détermine la
fonction f qu’a deux constantes arbitraires prés.

Voyons comment on peut déterminer ces constantes.

Je supposerai que la fonction 2 n’a qu’un seul maximum que j'appellerai %,
de telle facon que les courbes /i = const. soient des courbes fermées s’enve-
loppant mutuellement. C’est d’ailleurs ce que j’ai déja supposé implicitement
en prenant les variables 7 et s.

Cela posé, jobserve que J s’annule, ainsi que D/, pour 4 = £,. 1l en résulte

A z 5 » A 5
que A, B, G et E sannulent également et il en est de méme de o tandis que

-

B 3 2
¢ reste fini et qu’il en est de méme, en général, de G

Si jécris Péquation (11) sous la forme
xRN T

je vois que le coefficient de /" s’annule deux fois; pour 2 = o et pour & = /.

Il en résulte que pour = o, par exemple, l'intégrale générale de I'équa-
tion (11) devient infinie, ou du moins que ses dérivées d’ordre suffisamment
¢élevé deviennent infinies.

Si donc on veut que freste fini pour & = o, ainsi que toutes ses dérivées, il
faudra assujettir les deux constantes d’intégration a une certaine relation.

De méme, si I'on veut que f reste fini pour &= h,, ainsi que toutes ses
dérivées, il faudra assujettir les deux constantes d’intégration a une seconde
relation.

Ces constantes devant ainsi satisfaire a deux relations seront entiérement

déterminées. °

: % S dr
La fonction f est donc déterminée complétement, ainsi que £y, n,, & d_qzl’

dn
ﬁ, 94 et 0.
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6° Les fonctions ¢, et 0y ainsi déterminées satisfont a la condition (105);
on déterminera £ et 0] par les équations (9b); ce qui nous fera connaitre £,

et 74, non pas complétement, mais a des termes prés en
il SR
_fi(h);{; et fi(h)ja;’

Jf1(h) étant une nouvelle fonction arbitraire de /4.

7° Nous formerons une équation (10¢) avec (4¢) et (5e) de la méme
maniére que nous avons formé (10a) avec (4a) et (5a) et (10b) avec (4b)
et (56); traitant ensuite (10¢) comme nous venons de traiter (104), nous

déterminerons fy (£). La détermination de £, 0, et ¢, sera ainsi achevée.
8° Par les équations (7 ¢) et (8 ¢), nous déterminerons

dEfr (l’f]z
ds

9° La condition (10 ¢) étant remplie, les équations (4¢) et (5¢) sont com-

patibles. Elles nous donneront £, et 7, a des termes pres en
sl s Rtk
—[2(h) & et f2<h)d_.z’
Ja () étant une nouvelle fonction arbitraire.

10° On déterminera f, (k) comme on a déterminé S (k) et fi (k). La déter-
mination de £4, ., s sera alors terminde.

Et ainsi de suite.

Nous avons dia supposer plus haut que non seulement X, Y,, Z,, mais X,
Y., Z, doivent satisfaire a certaines relations. La généralité se trouverait ainsi

restreinte, et pour éviter cela nous poserons non plus
b & G S )
mais

¥ Xt i Xiw id¥e R a1V & 1Y,

Nos équations doivent alors étre modifiées.

Dans I'équation (76), on doit ajouter un second membre L STl R
; dz dy

faut modifier de méme les autres équations déduites de (7 b) par symétrie.
H Pi - V1T 34
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Les équations (8 ¢) doivent également étre modifiées pour 7 =1 et I'on doit

les écrire

S92

_gt_iTv- = EO—QiQ'f][—l—X:,
¥
_gd;' —_—'q0+2l.QE1+YE-

Tout ce que nous avons dit subsiste d’ailleurs et les fonctions X, Y., Z,
peuvent éire quelconques.

Nous avons ainsi le moyen de développer £, 7, ¢ suivant les puissances de %;
mais le domaine de convergence est évidemment limité.

Clest ict qu’on peut appliquer les principes du paragraphe XI.

Nous avons vu que dans le cas ou il y a un nombre fini de degrés de liberté,
les quantités ¢, (qui sont analogues a £, v, ¢) sont des fonctions rationnelles
de 7, dont les infinis sont les quantités ==3,,.

Ici, le nombre des degrés de liberté étant illimité, £, 7, ¢ seront des fonctions
uniformes (et tres probablement méromorphes) de 4. En multipliant le déve-

loppement de £ suivant les puissances de 4 par un polynome tel que le suivant :
(W= A JEM == AB)A AT AN M s

on étendra donc beaucoup I'étendue du domaine de convergence (il est méme
probable qu’on pourra I'étendre indéfiniment) et, d’ailleurs, on augmentera la
rapidité de la convergence.

De Ta I'intérét qui s’attache a la détermination des 2,. Nous avons vu que
cette détermination pouvait reposer sur la considération du rapport —;;—“; ici ce

. . /)
-apport s’écrit, en faisant, par exemple, p = 3,

— [ i) g [Thdo
gt —g [t do

(12)

Jobserve que ce rapport est essentiellement positif. En effet, si nous suppo-
sons, comme il convient, X, Y, Z,, Xy, Y, Zy véels; Xy, Yy, Z; purement
imaginaires, il arrivera que £y, s, {a, 24y M4, £ seront véels, tandis que £;, n;,
¢; seront purement imaginaires.

Les fonctions £,, n,, ¢, dépendent évidemment du choix de X, Y, Z; suppo-
sons donc qu’on choisisse X, Y, Z, de fagon que le rapport % soit maximum.

Le maximum ainsi obtenu, que jappellerai le premier maximum, est préci-

- I
sément — -

b |
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Soit maintenant
X = 1|A|+512Af_)+.-.+ “/‘AI”
Y=ayBy +aBs+...4+ 2, By,

7 = 1‘C| —l—.’lgC-_)—O—...—f— %p C/,7

les a étant des coefficients indéterminés, les A, B, C étant des fonctions
quelconques de z, y, .

Les fonctions A, B, G étant d’abord supposées données, choisissons les coef-
ficients «, de telle facon que le rapport (12) soit minimum. Soit R le minimum
ainsi obtenu. Ce minimum R dépend du choix des fonctions A, B, C; choisis-
sons ces fonctions de telle fagcon que R soit maximum. Le maximum ainsi
obtenu sera ce que jappellerai le p*®*™° mazimum du rapport (12); il sera

1
s
2 :

Tout est donc ramené a 'étude des maxima successifs du rapport (12).

égal a

XIV. — Cas d'une profondeur trés petite.

Tout ce qui précede est susceptible d’importantes simplifications, quand la
profondeur du vase est infiniment petite.
Nous pouvons alors développer toutes nos quantités suivant les puissances
croissantes de z et négliger le carré de z. Nous aurons alors
E =t +at, n="7-+s0, - L={+30,
b G s TRV G TN TR N A

g, ..., X, X", ... étant des fonctions de z et de y.

La troisieme équation (7 ter) devient alors

(dE dn S R gy
—)r(a};—(g)—fllﬂ)\,—w'—'d—x-

Les équations (8) deviennent

dag’

k= X'+ )2E — 27Q07,
o ey S S o

—— — = N | Z U S N
dy :

fZ, dw = o.
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D’autre part, (4) nous donne (en négligeant les termes en z devant ceux qui

ne contiennent pas z)

et (5) devient, en négligeant les termes en z2, z/, ...,

dh ,dh

Pl e

En éliminant ¢" entre ces équations, nous trouvons

_;\2<“_E _‘_11> ?LQ;<d5 +d">_‘ﬁ_“_Y

dy ~ d=z dz ~ dy dy — dz’
d(hE) d(h7)
= dy =K

Je transcris ces ¢équations en supprimant les accents devenus inutiles,
lY
-—g;, =X + A2 — 210k,
(1) dar
—gn, =Y + )21 + 271Q)E,

(2) f,(lm:o,

s fdE  dn dx = WK

e —"*(de_z) i (dﬁ;ry)—@—d:—x’
d(h d(hn)
(4) T

Développons maintenant toutes ces expressions suivant les puissances de 2 et
soit
X =Xo+ 2X;+ 22X,, Y=Y+ ArY;+ 22Y,,
E—Eo+151+/"$z+ +)\"§n .y

Nous arriverons a la série d’équations suivantes :

Premier groupe.
%0 d%

(ra) g%—-XO, —é’@=Y0=
(2a) f{o dw = o
dXo e dYo
(axec la condition ==2 = e Ti?)’
dEo dTo dX| dY|

3 padf L TR et Lk bl
(3a) '”Q(d.z: e dy) dy a7

dF
(4a) SR R

dx dy
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(1)

(26)
(36)

(46)

(1¢)

(2 ¢)
(3¢)

(4¢)

(1d)

(2d)
(3d)

(44)

L’EIQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

Deuxieme groupe.

gy

gdx XI_ZLQTIO)

o

—gc—l;’?l =Y1+2iQEo,

-
j Gidw =0

i d;,_!_@)_dxﬂ_d\’. @_dqo
e dz dy J-Tody s A
dht, dh 1,
. dy =l

T'roisieme groupe.

ds

—gdx_=xz—2i9'ﬁl+50,
dls 2
—'gd‘i_:Y'.’_“?lQEl_'"Tﬂh

fc'_) dow = 0,

. dEg d‘f]g _dsl d"]i
WG il

dhEg dh s
dz  dy “dy =L

Quatrieme groupe (n > 2).

d .

o gd_c; =—21Qn,_+ En—‘_’,
d

—g an = CHHOESL e b

fcndw=0,

. dn dny d{n—l Ay
g st = i e it
“"(dx*dy) dy dz ’
dhEn dh,
dx + dy CH

A ces équations il faut adjoindre les suivantes :

269

Soit (/) une fonction quelconque de £ s’annulant pour /4 = o, on aura,

comme dans le paragraphe précédent,

Sl o (2 ()
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d’out l'on tire les équations

(10 @) fdu)[zzQCoF —0—(F———I'LF’)((Z’,)}{/1 %)]:o,
(io B) fdw[ zQQF'-}—(F—hF)(CHb—?:—;-Z—if—-‘%)]:o,
(10 ¢) fdm[zmz;nr'+(1«“ hF)(dE'; ,dg';_i>]=o.

I’équation (roa) est une condition a laquelle doivent satisfaire les fonctions X
et Yy.

Les équations (10 6) et (10 ¢) doivent servir a déterminer £, 1, £n_1, Np_1.

Voici comment se dirigent les calculs :

Les équations (1 @) et (2 @) détermineront ¢, ;

Les équations (3 @) et (4 @), qui sont compatibles si la condition (10 a) est
_ satisfaite, détermineront £, et n, a des termes preés

_dhlh) o dfe(h),
_dy / dz

Jfo () étant une fonction arbitraire de /.
Les équations (1 b) et (2 b) détermineront £; au terme prés

+wf0(h)

dt dn
En méme temps % —d—'“ sera déterminé au terme pres — A £, (2); de sorte

que I'équation (10 b) prendra la forme
fd [ F Jo+ (hF' — F)Afo] = expression connue.

Glest 'équation (10 b bis) du paragraphe précédent et nous avons vu comment
il faut la traiter pour déterminer f, (4).

La fonction f, (/) étant ainsi connue, la détermination de &,, n,, ¢, se trouve
achevée.

Et ainsi de suite

Pour pouvoir appliquer les principes du paragraphe XI, il nous faul voir
ce que deviennent nos fonctions H,, Hy, H, au degré d’approximation adoplé.

On trouve aisément -
H, fhdw dt’+ dq-

d,
ll,:(!f]tcl(o('qa—_£>,
=-—»~f§"dw
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Le rapport }%f prend alors la forme
—[haoe+ )+ g G do
S rdoGEan—g [t do '

En tenant compte des équations (1 ) (n =4) et (4 d) (n = 3), cette expres-

sion devient
—f/ulw(s’+ 3) + "fg do

Ue 18 dh lh
f/ulm[(g/dw 9 >+<g(d7+”923>] gfd (r zE'; a fl:;)

et elle ne contient plus que trois fonctions arbitraires

z = .
€3, M3y Gie

Ces trois fonctions ne sont pas cependant entierement arbitraires, car elles
sont assujetties a la condition (2 d)(n=14) et a la condition (10¢) (n=4).

Ces conditions sont d’ailleurs les seules. Si elles sont remplies, on pourra a
laide de (3d) et (4d)(n=14),puisde (1d), (2d)(n=75) et (10¢)(n=75),
déterminer £,, n,, 5, et ainsi de suite.

11 reste a voir que ces fonctions Z;, 75, £, sont compatibles avec les éc[ua;
tions (el b ichs Coran b. o) (3 ailly a2 ebida)- (Yo, b, (1d) (ni=—3
et4), (2d)(n=13et4),(3), (4d)(n=3), (10¢)(n=3).

Or cette compatibilité est évidente, (1 d) (n=14) donnera £, et 7, ct entrai-
nera- comme conséquence (3d)(n=3); (4d)(n=3) nous donnera ¢; et
entrainera (moc)(n=3) et (2d)(n=3).

Ensuite (1 d)(n=3) donnera £, et 7y et entrainera (3 ¢); (4¢) donnera ¢,
et entrainera (1oc¢) (n =2) et (2¢).

On pourra choisir X, et Y, arbitrairement; (1 ¢) donnera £, et 0, et entrai-
nera (36); (4 0) donnera ¢, et entrainera (10b) et (20).

Enfin (1 6) donnera X, et Y, el entrainera (3 b); (4 @) donnera ¢, et entrai-
nera (roa) et (2a); (1 a) donnera X, et Y.

Voyons maintenant si nous ne pouvons pas nous affranchir de ces deux con-
ditions (2d) (n=14), (10¢) (n=14).

Pour cela j'observe d’abord que si jajoute a E, une constante quelconque, le

dénominateur de (5) ne change pas.

www.rcin.org.pl



272 L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.
Il en est encore de méme si j’ajoute respectivement a 3, 03, {4 les termes

ALY AR e )
dy dx g :

S (h) élant une fonction quelconque de /.
On est donc amené a chercher a déterminer cette fonction f(4) de telle
fagcon que le numérateur soit minimum.
Je puis encore énoncer le probleme en d’autres termes : quelle est la condi-
tion que doivent remplir les fonctions £;, 03, £, pour que le numérateur aug-

8
mente quand on change &3, 0, ¢, en

Es— dfﬁh) Na= %1 G+

21Q

f(/b),

et cela quelle que soit la fonction arbitraire f(4)?

Ecrivons donc que la variation de ce numérateur est nulle

(6) -—fh(EgSEg—l—'q:,B'q:,)dm-!—gf’;;SC‘dw:o.
Cette condition doit étre remplie quelle que soit f(%) quand on fait
df(h df(h Q
= L), g I, g 200,
d’ou
o fhf/@’ Zh o )dw-g_zzgfcl.fdw—o

Posons f=1¥', f'=F"; nous pourrons encore supposer que F s’annule
pour /2 = o, et nous aurons

th”<E“%“““Z—Z> dm+2iQfC‘F’dw=o.

Or, 2¥" est da dérivée de 2F'—F, et comme AF'—F s’annule pour 2= o,

I'intégration par parties nous donnera

fhw(&‘”‘ ;dh)dm_ f(hF’ r)( : ‘%‘")(m.

On tire de la

(6 ter) j[(F——IF)(ﬁ—%ﬂi)+zzQC‘F]dm=o,

ce qui n’est autre chose que I'équation (10 ¢) (n = 4).

S1, de méme, dans I'équation (6 bis) nous faisons

f=17
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il vient

Eoduy—r0;
ce qui n’est autre chose que U'équation (2 d) (n = 4).
Nous sommes ainsi conduit & I’énoncé suivant :

Considérons le rapport (5) ou £y, ny, L4 sonl lrois fonctions tout a fait arbi-

traires ; ou mieux le rapport
f(hu'—’—f— ho? 4+ gw?) dw
4 dw 2 dw 2 dhu  dho\® |’
. e 2Q¢ ) + s gl —— ——
J du[h<gdx + 2 L> h(a Fo )Qu> +"<dx ~+ dy) J

ou j'ai posé

(5 bis)

Es=iu, 3= ip, Cy=w;

de telle fagon que les trois fonctions arbitrairves u, ¢, & soient réelles.

Posons maintenant

df(h
u =£Xlu1+0(gllg—§—...+1/,u/,—————{i§/—2,

df(h)
v=1|()1+1202+.‘.+1/,L’p+77

20 f(h
W= W+ AaWa+...+ %)Wy — #

Dans ces expressions, les a; sont des coefficients indéterminés, les w;, les ¢;,
les w; des fonctions complétement arbitraires; /(%) une fonction arbitraire
de /4.

Regardant d’abord les w;, les ¢, les w; comme déterminés, nous choisissons
les a; et f( /) de telle fagon que le rapport (5 bés) soit aussi petit que possible;
soit R le minimum ainsi obtenu qui dépendra des w;, des ¢; et des w;; choi-
sissons les u;, ¢;, w; de fagon que R soit aussi grand que possible ; le maximum

X

ainsi obtenu, que jappellerai le p + "™ mazimum sera o
i “p

La définition du p -+ 1'%"° maximum se trouve ainsi un peu modifiée puis-
F p

qu'au lieu de p + 1 coefficients arbitraires, on a p coefficients arbitraires o;
et une fonction arbitraire f(%). Mais cette modification n’a rien d’essentiel.
Ainsi, la détermination des périodes des oscillations propres du vase
tournant est ramenée a la recherche des maxima successifs du rap-
port (5 bis).
H. P. — VIIIL. 35
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De cette détermination dépend, comme je I'ai expliqué a la fin du para-
graphe précédent, la possibilité d’étendre le domaine de convergence des séries
procédant suivant les puissances de 2 et d’augmenter la rapidité de leur con-
vergence. .

Ainsi Pétude du mouvement des mers, en tenant compte de la rotation du
Globe, se trouve rattachée aux principes exposés dans la premiere partie de ce
travail, ou je négligeais cette rotation.

Dans un cas comme dans I'autre on est amené a envisager les maxima suc-
cessifs du rapport de deux intégrales.

(est ce qu’on comprendra mieux d’ailleurs si je montre ce que devient le
rapport (5 bis) quand on suppose la rotation nulle.

On a alors

et le rapport se réduit a

' de’ :
‘SHE) - (F) ]

ce qui est précisément le rapport envisagé au paragraphe VI.

)

II resterait a tenir comple de la courbure; mais c’est ce qui pourrait se faire

d’apres les mémes principes.

——————
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