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ET

LES MOUVEMENTS DES MERS

Journal de Mathématiques, série, t. 2, p. 67-102 (1896).

Introduction.Le problèiùe des marées présente une telle complication qu’il ne peut guère être abordé du premier coup dans toute sa généralité et qu’il convient départager la difficulté. Il faudrait tenir compte à la fois de l’attraction des astres, de celle du bourrelet liquide, qu’ils soulèvent, de l’inertie du liquide, de la présence des continents, de la rotation du Globe et de la force centrifuge composée, etc.Peut-être serait-ce s’acheminer vers la solution complète que d’examiner séparément chacune de ces difficultés et de chercher à résoudre le {)roblème quand on n’a à triompher que d’une seule d’entre elles.Si les astres étaient fixes par rapport à la Terre et entraînés dans son mouvement de rotation, le problème serait beaucoup plus simple, puisque la surface des océans prendrait une position d’équilibre dont elle ne s’écarterait plus. On n’aurait plus alors à tenir compte ni de l’inertie du liquide, ni de la force centrifuge composée et l’on serait ramené à une simple question de Statique.On pourrait encore se contenter de cette approximation si le mouvement des astres était très lent; les mers prendraient alors une forme très peu dlflerente de leur figure d’équilibre.Malheureusement il n’en est pas ainsi et cependant la solution de cette question peut avoir une importance pratique; les oscillations réelles des mers 
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l’équilibre et les mouvements des mers. 199peuvent être regardées comme la superposition d’un grand nombre d’oscillalions périodiques, les unes à courte, les autres à longue période. Chacune de ces oscillations partielles se comporte comme si elle était seule. Les oscillations à très longue période peuvent alors se calculer par la méthode statique. C’est ce qu’ont très bien aperçu lord Kelvin et AL Tait (ς∕'. Tait et Thomson, 'Γraite 
de Philosophie naturelle}.Cette étude statique serait extrêment simple si les océans recouvraient toute la surface de la Terre; l’emploi des fonctions sphériques donnerait une solution immédiate, soit que l’on néglige l’attraction du bourrelet liquide, soit qu’on en tienne compte.La présence des continents complique le problème; si l’on néglige l’attraction du bourrelet liquide, il suffit d’appliquer une correction très simple; c’est ce qu’ont, fait Tait et Thomson.J’ai voulu le traiter en tenant compte à la fois de l’attraction du bourrelet et de la présence des continents; j’y suis parvenu en introduisant certaines fonctions dont les propriétés rappellent celle.s des fonctions sphériques, mais qui dépendent de la forme des continents.Je me suis occupé ensuite des oscillations à courte période, mais en négli
geant d'abord Vattraction du bourrelet liquide. Il est d’abord aisé de voir que l’étude des oscillations éprouvées par la mer soirs l’influence des mouvements des astres se ramène à celle de ses oscillations propres, c’est-à-dire de celles qu’elle éprouverait, si elle était soustraite à cette influence et si elle était écartée de sa figure d’équilibre, puis abandonnée à elle-même. C’est ainsi que l’intégration des équations différentielles linéaires à second membre se ramène à l’intégration des équations sans second membre.J’ai donc été conduit à étudier les oscillations propres d’un liquide. J’ai supposé d’abord que ce liquide était enfermé dans un vase assez petit pour qu’on puisse négliger la courbure de la surface d’équilibre; j’ai distingué le cas où la profondeur est finie et celui où elle est infiniment petite.J’ai abordé ensuite le cas où le vase est assez grand pour qu’on doive regarder la surface d’équilibre comme sphérique.J’ai fait ressortir l’analogie de ce problème avec celui des vibrations d’une membrane tendue dont je me suis occupé dans les Rendiconti del Circolo 
matematico di Palertno.Enfin j’ai abordé un problème se rapprochant beaucoup plus de la réalité et j’ai tenu compte de la rotation du Globe et de la force centrifuge composée.
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200 L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

I. —· Équilibre des mers.Soit Vi le potentiel dû à la sphère terrestre, \ □ celui qui est dû au bourrelet liquide, + φ celui qui est dû aux astres et à la force centrifuge. Le potentiel total V ( + y2 + φ devra être égal à une constante C à la surface de la mer qui différera d’ailleurs peu d’une sphère
V1 —t- O —i— Ψ = G.Soit P la densité de la sphère terrestre, i son rayon, Λ l’épaisseur du bourrelet, de telle façon que la distance de la surface de la mer au centre de la Terre soit i -(-A; nous aurons

Soit σ la densité du liquide, Vo pourra être regardé comme le potentiel d’une surface attirante; cette surface pourra être confondue avec celle de la sphère terrestre et la densité superficielle de la matière attirante sera σh.Si j’envisage la dérivée » elle aura des valeurs différentes en un point très voisin de la sphère, mais intérieur, çt en un point très voisin de la sphère, mais extérieur. Pour éviter toute confusion, je désignerai par la dérivée en un
. . . √V'point intérieur et par dérivée en un point extérieur; il viendra alors

D’autre part, si V 2 à la surface de la sphère est développée en série de fonctions sphériques et que l’on ait 
il viendra
d’où
L’équation d’équilibre devient donc
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l’équilibre et les mouvements des mers. 201ou
('-etle équation devra être satisfaite à la surface des mers; à la surface des continents, on devra avoir Λ = o, d’oi'i
Enfin, à l’intérieur de la sphère, on aura

ΔVo = O.Nous pouvons simplifier un peu ces notations; supprimons d’abord l’indice 2 devenu inutile et écrivons V au lieu de Va. Posons ensuite
On devra avoir à la surface des mers 
et à la surface des continents

Pour réunir ces deux équations en une seule, j’introduirai un coefficient ε qui sera égal à i sur la surface des mers et à o sur celle des continents et i’écrirai
(0Le problème consiste alors à trouver une fonction V qui satisfasse à l’équation (i) à la surface de la sphère et à

ΔV = oà l’intérieur de la sphère.Pour cela remplaçons l’équation ( i ) par
( I bis} où ξ est une indéterminée et développons V suivant les puissances de ξ. Soit

H. P. - VIII. ?.6
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202 L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.Il viendra 

et, en général,
(2)à la surface de la sphère et
(3)à l’intérieur.Le théorème de Green nous donne 
ou, en tenant compte de (2),
(4)Les intégrations doivent être étendues à tous les éléments <7ω de la surface de la sphère.

Posons

L’équation (4) montre que 
et comme, d’ailleurs, 
on conclut que 
ce ipii me permettra d’écrire avec un seul indice

Je dis que ¥« est essentiellement positif; en eiFet, si 11 ~ ∙>,p^ on a
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l'équilibre et les mouvements des mers. 203et si n = 2p — I ■ on a
ou, en venu du thôoi'ènie de Green,

La première intégrale doit être étendue à tous les éléments clτ du volume de la sphère et somme des carrés des trois dérivées partielles de v∣,.Si l’on change Φ en Φ4-λρ„,ρ« se change en ΐη + λυ,ί+ι; V∙.,,-ι sechangent en
et

Ces expressions, quel que soit λ, doivent être positives; c’est-à-dire que les équations en λV2∕1 -+- 2λV2∕i+l -+- λ-V2zi42 = O, V2n—1 H- ‘î^ “H λ-V^2∏+l = “doivent avoir leurs racines imaginaires. On a donc
d’où

Le rapport va donc en croissant avec n. nOr
si Vn est développé en série de fonctions sphériques sous la forme

nous aurons
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2υ4 l’équilibre ET LES MOUVEMENTS DES MERS.Si nous posons
il viendra
CL

• l’on

Soit
où φι, φo, .... φ,∕ sont 7 fonctions données et où «4, ao, . . ., sont des indéterminées. Les fonctions V et seront des fonctions linéaires et homogènes des a, et nous pourrons poser

V,Le rapportτγ-'” dépend aussi des a..
»2/1—1Or, si 7 = 'J-, je puis, quelles que soient les fonctions φ∕, choisir les indéterminées a de telle façon que le développement de en série de fonctions sphériques, commence par une fonction d’ordre v — 1.. On aura alors

(5)Considérons ai, a^, .... a,y comme les coordonnées homogènes d’un point dans l’espace à 7—i dimensions. On pourra trouver dans cet espace une région R∏ telle qu’à l’intérieur de cette région l’inégalité (5) soit vérifiée.On pourra également trouver une région R,n-ι telle que dans cette région on ait
Cette région sera tout entière contenue dans R∏, puisque
On peut en conclure que, quand n croit indéfiniment, R^ tend à se réduire 
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l’équilibre et les mouvements des mers. 2o5à une région limite que j’appelle R, qui peut se réduire à un seul point, mais qui contient au moins un point.
V 1Le rapportallant en croissant et étant plus petit que i tend vers une limite qui est au plus égale à i ; mais d’après ce qui précède, si le point ai, 3:2, . . ., α<y est dans la région R, cette limite sera plus petite que —- ·On peut donc trouver un nombre A tel que l’on ait

pourvu que le point «i, «o, ---, soit dans la région H.Gela posé, il est aisé d’intégrer l’équation (2). Soient ό/ω et d(J deux éléments de la surface de la sphère; D la distance de ces deux éléments, soient ε et e',_| les valeurs des fonctions ε et Cn-i au centre de gravité de l’élément on aura
(6).le me propose de trouver la limite supérieure de | C/j | que j’appelle g,i.Pour cela, je divise la surface de la sphère en deux régions, que j’appelle R" et R"'. Ces deux régions seront séparées l’une de l’autre par un petit cercle qui sera l’intersection de la sphère terrestre avec une autre sphère ayant pour centre l’élément <Zω et pour rayon p.. La région R" sera celle des deux régions qui contiendra l’élément <Zω. Nous poserons

cζ sera défini comme c,ι par l’intégrale (6); seulement cette intégrale, au lieu d’être étendue à la sphère tout entière, sera étendue à la région R"; de même, e"' sera l’intégrule (6) étendue à R"\Cela posé, nous aurons
Les intégrales doivent être étendues à R'". La première est plus petite que

étendue à la sphère tout entière; mais cette dernière est égale à
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2o6 l’équilibre et les mouvements des mers.car
Z — O ou 1, d’où 2'= ε-.D’autre part,

car dans K'" on a I) > ,υ..Il vient ainsi
(si le point «<, . . ., est dans la région R).On a ensuite

Les intégrales doivent être étendues à R"; la seconde est aisée à calculer; elle est égale à - ·Il vient donc
d’où
et

La quantité p. est arbitraire; mais il nous suffit de lui donner une valeur quelconque; l’inégalité précédente peut s’écrire
a el b étant des constantes.Si λ est la plus petite des fieux (juantités
cela s’écrit
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l’équilibre et les mouvements des mers. 207. On en déduit

Gomme μ est arbitraire, je puis prendre
d’où

Il résulte de là que la série
est (pourvu que le point «i, otj, . . , <Xq soit dans la région R) absolument et uniformément convergente toutes les fois que

Soit maintenant
(7)d’où

Si alors V‘ est regardée comme une fonction de ξ définie par la série ^^7) et si le point «1, «2 . . ., α<y est dans la région R, cette fonction de ξ sera bolomorpbc dans le cercle de rayon 2v q- i.Mais on a 
d’où l’on peut conclure que \ est une fonction rationnelle de \ ‘ el de ? et que, par conséquent, à l’intérieur du cercle de rayon 2·>- ; 1, V est une fonction inéroniorpbe de ξ dont les pôles sont les racines de l’équation

www.rcin.org.pl



2o8 l’équilibre et les mouvements des mers.Comme V est arbitraire, il résulte de la que V est méromorplie dans tout le plan et que ses pôles sont fixes, je veux dire indépendants du eentre de gravité de l’élément <∕ω.Je vais maintenant montrer que les pôles sont simples et étudier les résidus ; je veux démontrer que, si çj est un pôle et U,· le résidu correspondant, on a à la surface de la sphère
(8)et à l’intérieur

Il me suffirait pour cela de répéter le raisonnement que j’ai fait dans mon Mémoire sur les équations de la Physique mathématique qui a été inséré dans les Rendiconti del Circolo matematico di Palermo; il est inutile de le reproduire ici.Le ihéorème de Creen nous donne 
ou en vertu des équations ( i bis} et (8)
ou

Soit alors
\ ' ne deviendra pas infini pour ξ — ξ,; il viendra donc 
ou pour ξ — ςi

(9)
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l’équilibre et les mouvements des mers. 209
II. — Fonctions fondamentales.Il n’y aura, en général, qu’une seule fonction U, qui satisfasse à l’équation (8) ou plutôt toutes les fonctions qui satisferont à cette équation ne différeront que par un facteur constant.Soit Ui une de ces fonctions; je la choisirai de telle façon que 

et la solution la plus générale de l’équation (8) sera
Ai étant un facteur constant; je dirai que Ui est une fonction fondamentale.Il est aisé de voir que, si w, et sont deux fonctions fondamentales correspondant à deux nombres différents ξ,∙ et ξ∕,, on aura

(lo)Mais il peut arriver aussi que plusieurs fonctions linéairement indépendantes satisfassent à nue môme équation (8). Il n’y en aura en tout cas qu’un nombre fini (au plus v-, si | ξ,∙ | (2⅛ — i ).Toutes les fonctions U, qui satisfont à l’équation (8) peuvent s’exprimer linéairement à l’aide de y + i fonctions linéairement indépendantes que j’appellerai /’o/iôZ<//?ze//Zz<Zé?.s· et que je désignerai par
Je pourrai choisir c<∖s fonctions fondamentales de telle façon que
Nous aurons alors 

les A élaiil des facteurs constants.\ oici quelles règles je suivrai pour le numérotage des fonctions ui et des nombres ξj.J’observe d’abord que les nombres ξ,∙ sont essentiellement positifs et plus grands que i.H. P. — Vili. 27
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210 l’équilibre et les mouvements des mers.Je les rangerai par ordre de grandeur croissante. Mais il pourra arriver, comme je viens de le dire, qu’un môme nombre ξ∕ corresponde à q i lonc- tions fondamentales
Dans ce cas, je désignerai indiiFéremment le nombre ξ,∙ par les lettres

et le nombre suivant sera ξ,∙-μg+ι.Dans ces conditions, le nombre ξχ- correspondra toujours à la fonction Uk de même indice, et au lieu d’écrire le terme infini de V correspondant an pôle ξ = ξi sous la forme jθ Pθιιrrai l’écrire
Les coefficients A,· se calculent aisément à l’aide de la formule (9); on trouve
ün aura évidemment l’inégalité

(II)Si une fonction quelconque F est développable en série de fonctions fonda- • mentales sous la forme
on aura, en vertu des relations (10),

, L’analogie avec les fonctions sphériques est donc évidente.D’ailleurs, il y a un cas où nos fonctions fondamentales se réduisent aux fonctions sphériques elles-mêmes : c’est le cas de ε = i ; c’est-à-dire celui où les mers recouvrent toute la surface du Globe.De l’égalité (6) nous avons déduit plus haut l’inégalité suivante, où gn représente le maximum de | ( «1 :
(12)
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l’équilibre et les mouvements des mers. 211Nous avons de même
d’où

Celte relation, où les notations ont le môme sens que dans la relation (6), est analogue à l’égalité (6); seulement et sont remplacés par m,· et ξ,∙M,∙.Nous potirons donc récrire l’inégalité (12) en y remplaçant g∏ par le maximum de I Ui [, que j’appelle G,·, gn~i par le maximum de ∣ξ, M, ∣, qui est ξ, G,∙ et
par

L’inégalité devient ainsi
Gomme p est arbitraire, je puis le choisir de façon à rendre le second membre minimum; je prendrai donc

d’où
d’où enfin

Nous avons ensuite, par l’inégalité de Schwarz,
La première "des intégrales du dernier membre est égale à i par la relation (10); la seconde peut être regardée comme donnée; je l’appelle Q- et j’en déduis ∣Az∣<Q.
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212 ' L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.Envisageons la série
Cette série sera absolument convergente si la suivante l’est
Or, le terme général de cette série est plus petit que
Or
Donc .

G' étant une constante. Le terme général est donc plus petit qu’un facteur constant multiplié par ξi .La condition de convergence est donc que >> 3.’ Considérons alors la série
elle converge uniformément el représente une fonction méromorplie ΛV qui a mômes pôles et mômes résidus que V; on a donc
E désignant une fonction entière de ξ. D’autre part, on a
la série du second membre convergeant uniformément, d’où
la série du dernier terme du second membre est encore absolument et iinifor- ιm∙ment convergente. Comme on a, d’au Ire part.

www.rcin.org.pl



l’équilibre et les mouvements des mers. 2I3011 en déduira
Soit alors

(i3)on aura
sauf pour ii = o et /0 = 0, pour lescpiels nous devrons écrire les équations suivantes :

Les équations qui définissent les e,i sont donc à partir de 11 — 6 tout à fait de même forme que les équations qui définissent lesSi donc nous désignons par Ε„»,η les intégrales analogues aux Nm,n^ nous voyons que
Ces inégalités sont vraies pour 11 >> 10; donc à partir de n — 10, le rapportqui est positif va en croissant; et alors à moins que ce rapport ne soit constamment nul, il tendra vers une limite dillérente de o ipii sera l’inverse du rayon de convergence de la série (i3).Mais la fonction E doit être entière : il faut donc que ce rapport soit constamment nul et que l’on ait

pour n >> 10; on a donc
et, par conséquent.pour 71 6.La fonction E est donc un polynôme du 3® degré.Comme W est divisible par ξ®, on aura évidemment

E = Co 4- Cl ξ + Coξ2 _J_ Pjξ3 ξs.
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214 l’équilibre et les mouvements des mers.On a, d’ailleurs, en comparant les développements de E, V et ^W,
L’équation

donne alors
d’où

Si maintenant je suppose que l’on puisse trouver cinq fonctions ppi, iVo, (V3, iVs telles que

la série04)convergera et l’on aura tout simplement
(i5)G est ce qui arrivera si la fonction Φ + k est continue ainsi que toutes ses dérivées et si elle s’annule ainsi que scs dérivées des cinq premiers ordres sur le bord des continents.J’ajoulerai que, selon toutes les analogies, la série (14) csl probablement toujours convergente et la formule ( lo) toujours vraie.

III-IV. — Application aux marées.Supposons donc que la série ( i4) soit toujours convergente, ce qui donne
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l’équilibre et les mouvements des mers. 2lδLa fonction Φ est donnée; nous pourrons donc la développer sous la forme
et nous aurons de même

Une fois qu’on a admis la possibilité du développement, rien n’est plus facile, comme nous l’avons vu, que de calculer les coefficients Bj et G,·.On a alors
Ai = — Bj — Gik.il reste à calculer la constante k; nous le ferons en remarquant que le volume du liquide doit demeurer constant.Or la variation de ce volume est proportionnelle à

Je fais remarquer que sur les continents
On doit donc avoir
Or
Il vient ainsi
(i6)ce qui déterminerait la constante k.11 faut faire finalement ξ = ξθ.Si l’on suppose que les mers recouvrent tout le Globe, les fonctions fondamentales Ui se réduisent aux fonctions sphériques X/; les nombres ξi sont égaux à 27 — I ; 7 étant la racine carrée de i à une unité près par excès.On a alors
ce qui montre que tous les C/ sont nuis, sauf Ci.
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2I6 L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

De plus, dans l’équation (i6), tous les terniesj εuidω sont nuis, sauf le 

premier; il reste donc
ÆGi Bi = O.

Dans le cas particulier des marées, Φ a une forme particulière; c’est une 
fonction sphérique du deuxième ordre; je puis toujours supposer que

Φ = B,X,,

puisque le choix des cinq fonctions fondamentales

Ui= i (ï = 5, 6, 7, 8, ()},

qui doivent être des fonctions sphériques du deuxième ordre, reste arbitraire 
dans une certaine mesure.

On a, d’ailleurs.

d’où

Si l’on fait d’abord ξ = o, c’est-à-dire si l’on néglige l’attraction du liquide sur 
lui-même, il vient

Si l’on fait ensuite ξ = ξθ, il vient

Comme on a à peu près ξθ = -, cela fait

On voit que l’erreur commise en négligeant l’attraction du liquide sur lui-
même est assez faible.

Supposons maintenant que la mer ne recouvre plus le Globe tout entier, mais 
négligeons l’attraction du liquide sur lui-même, il viendra

wwwwwwwww.w.ww.rcrcrccininin.o.o.oorgrgrgg.p.pplll



L'ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 217(l’où, à la surface des mers,
La constante k doit être déterminée par la condition que la variation du volume total soit nulle.Lord Kelvin et M. Tait, dans leur Traité de Philosophie naturelle, ont appliqué cette méthode aux oscillations lentes dont la période est de six mois ou de quinze jours; ils ont comparé le résultat obtenu avec l’observation; cette comparaison n’est pas satislaisante si l’on tient compte de ce fait que la marée apparente devrait être diminuée par la déformation éprouvée par la croûte terrestre elle-même, qui n’est pas absolument rigide. Le résultat ne pourrait s’expliquer qu’en admettant, non seulement, que le Globe terrestre est un solide plein, mais qu’il est beaucoup plus rigide que l’acier.Sans doute, la méthode employée par les deux illustres savants anglais consiste à négliger l’attraction du liquide sur lui-même. Nous venons de voir que, dans le cas où les mers recouvrent le Globe entier, l’erreur relative qui est commise est de— Les auteurs concluent qu’elle doit être aussi faible dans le cas de la22nature..Te ne m’inscris pas en faux contre cette conclusion, elle est probablement exacte; je voudrais seulement montrer qu’elle n’est pas aussi évidente qu’on pourrait d’abord le croireNous avons

au lieu de
c i/erreur relative commise sur un terme de la série est donc —· θ · ξi — ςoComme ξ; est plus grand que 22 — i, s’il y a des continents, et égal à 22 — 1 s’il n’y en a pas, cette erreur est plus petite dans le premier cas que dans le second.Mais, d’autre part, les termes enAiWi, A2M2, A3 «3, Α,ιίόι,qui disparaissent quand il n’y a pas de continents, ne sont pas nuis quand il y a des continents.H. P. — Vili. 28
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2i8 l’équilibre et les mouvements des mers.D’un autre côté, on peut concevoir que les valeurs de ξι, ξο, ξs, ξ∕,, soient voisines de ce qu’elles seraient si les continents n’existaient pas, c’est-à-dire de I et de 3.Les erreurs relatives commises sur ces quatre termes seraient alors voisines de - ou de 7·
2 4On peut donc concevoir que, pour certaines formes particulières de conti- nents, l’erreur relative commise sur V soit notablement plus grande que —·Il est probable qu’il n’en est pas ainsi, mais pour le vérifier il faudrait faire le calcul complet, et à cause de la forme capricieuse des continents ce calcul, même réduit à une approximation grossière, serait absolument inextricable.

V. — Généralités sur les oscillations.Nous ne nous sommes occupés jusqu’ici que des oscillations à longue période, ce qui est une simple question de Statique; les oscillations à courte période doivent, au contraire, être traitées en tenant compte de l’inertie, c’est-à-dire comme une question de Dynamique.Considérons d’abord un système dont la position est définie par n coordonnées quelconques . . ., q,ι ; soient q^^ . . ., les vitesses, c’est-à-dire les dérivées de ces coordonnées.Soient T l’énergie cinétique, U l’énergie potentielle duc aux forces intérieures. Soit
le travail virtuel des forces extérieures correspondant à une variation virtuelle èqi de la coordonnée 7,·.Les équations de Lagrange nous donneront
(1)Les Q„ sont des fonctions données du temps..le suppose que le système ne s’écarte' jamais beaucoup d’un certain état d’équilibre stable. Cet état d’équilibre stable devra correspondre à un minimum de la fonction Lf. .le suppose, par exemple, qu’il corresponde aux valeurs

71 = ÿî = . . . = qn = O, U = O.Je suppose que U s’annule avec les q^ ce qui est permis, puisque U n’est déter
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l’équilibre et les mouvements des mers. 219miné qu’à une constante près. Alors U est développable suivant les puissances des qa \ le développement commence par des termes du second degré. Comme les qa sont très petits, je m’arrêterai à ces termes et U sera un polynôme homogène du second degré par rapport aux qa-Avec cette même approximation, T sera un polynôme homogène du second degré par rapport aux q^^ indépendant des qa et nos équations deviendront
(2)Les premiers membres de ces équations sont des polynômes linéaires et à coefficients constants par rapport aux q et aux les seconds membres sont des fonctions connues de t. Nous avons donc des équations différentielles linéaires à second membre et il faut d’abord intégrer les équations sans second membre.
(3)Il faut, pour faire l’intégration, poser
(4)les «a et λ étant des constantes qu’il s’agit de déterminer.Soient Τθ et Uθ ce que deviennent T et U quand on y remplace les et les par les α„. Quand on y remplacera les et les q^ par leurs valeurs (4), on trouvera
de sorte que l’équation (3) devient
(5)L’ensemble des équations (5) signifie que λ^T,,— Uθ, qui est une forme quadratique par rapport aux α^, a son discriminant nul.L’équation qui exprime que ce discriminant est nul est une équation algébrique de degré n en ; comme T et U sont deux formes quadratiques définies positives, cette équation en a toutes ses racines réelles et positives.Le théorème des fonctions homogènes, comparé aux équations (5), nous donne évidemment

λ’Τβ = Uo,
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220 ’ l’équilibre ET LES MOUVEMENTS DES MERS,et les équations (5) deviennent
ou
de sorte que la résolution des équations (5) revient à la recherche des maxima et des minima, ou des maxima minimorum du rapport ~∙UoJe désignerai par
les 11 racines de l’équation en Λ-; les lettres seront les valeurs des qui satisfont aux équations (5) en y faisant λ = λ,∙.D’après la théorie des formes quadratiques, les deux formes Tθ ctU„ peuvent toujours se décomposer comme il suit ;
les P étant des polynômes linéaires et homogènes par rapport aux α„ et les p. étant des constantes.On voit tout de suite alors que

μζ = λj ·et que les valeurs des satisferont aux équations suivantes équivalentes aux équations (5) et qui sont au nombre de n— r :
Pi = O (Æ = I, 2, ..., i — I ; Λ = i + I, i H- 2, ..., /i).(^mmme ces équations ne déterminent les a'^’ qu’à un facteur constant près, nous disposerons de ce facteur constant de telle sorte que

On a alors
ce qui entraîne les équations
(6)

λ'oici maintenant comment on pourra conduire le raisonnement .
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l’équilibre et les mouvements des mers. 221Le rapportane peut s’annuler, il a donc un minimum qui est atteint pour assujetissons ensuite les à la condition
(7)il y aura encore un minimum (plus grand que le premier), que j’appelle qui sera atteint pour a„ = .J’assujettis les <Xa à la condition (7) et, de plus, à ha condition
(7ÔÎS)et j’obtiens un nouveau minimum λ,j, et ainsi de suite.Toutes ces considérations permettent de définir les et les λ; et nous fournissent, par conséquent, la solution complète des équations sans second membre; revenons maintenant aux équations à second membre (2).Les Qrt sont des fonctions de t qui pourront toujours se mettre sous la forme d’intégrales de Fourier; mais il nous suffira de nous réduire pour ainsi dire à l’un des éléments de ces intégrales et à poser
le.s Rrt étant des constantes données.Nous pourrons alors résoudre les équations (2) en posant
c’est cette solution qui constituera ce qu’on peut appeler une oscillation simple 

forcée^ tout à fait analogue aux ondes élémentaires dont la réunion constitue les marées; tandis que nous réservons le nom d’oscillations simples propres aux solutions
des équations (3).Les équations (2) deviennent alors (en divisant par cosàt)

(8)Multiplions les équations (8) par <y.''2 et ajoutons, il viendra
(9)Les 11 équations (8) sont ainsi remplacées par les 11 équations (g).
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222 l’équilibre ET LES MOUVEMENTS DES MERS.Si l’on avait
la solution serait immédiate et l’on aurait

On est donc conduit à chercher à déterminer les n coefficients
par les ii équations
(lo)

Pour cela, multiplions ces équations par et ajoutons; il viendra, en vertu de (fi),
L( ;s coefficients Aj étant ainsi déterminés, on aura

(II)
On voit comment l’étude des oscillations forcées se ramène à celle des oscillations propres.Dans les problèmes que nous aurons à traiter, la situation du système n’esl plus défiinie par un nombre fini de paramètres, mais par une infinité; T et 1 ne s’expriment plus par des sommes de termes, mais par des intégrales définies.Tout ce que nous avons dit subsiste d’ailleurs; la manière d’étudier les oscillations propres par la suite des minima successifs du rapport de T à U; celle de ramener les oscillations forcées aux oscillations propres; enfin les équations (6) où il faut remplacer les sommes par des intégrales et qui deviennent ainsi ces séries d’équations, analogues aux équations (lo) du paragraphe 11, et que l’on rencontre dans tous les problèmes de Physique mathématiqueLa première idée de cette généralisation, qui est le fondement de tout ce qui va suivre, est due à lord Rayleigh.Les équations (ii) montrent que les sont des fonctions rationnelles de λ’; ces fonctions sont les analogues de la fonction V étudiée dans le paragraphe 1 et qui est une fonction inéromorphe de ξ.
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L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 223Nous pouvons tirer de ces mêmes équations ( 11 ) développé suivant les puissances de λ- : il viendra
avec la condition

Formons maintenant les expressions
(12)(je suppose, bien entendu, que dans Τθ et Uθ les «« ont été remplacés par β’”’).Ces expressions sont analogues aux intégrales Ύ„ι,η considérées dans le paragraphe I.On trouve aisément
Ces équations montrent que les expressions (12) ne changent pas quand on change m et n en m + h et n —■ li.Cette proposition est analogue à l’équation
démontrée dans le paragraphe 1.VL — Oscillations propres des liquides.Considérons un liquide enfermé dans un vase assez petit pour qu’à l’intérieur de ce vase la pesanteur puisse être regardée comme une force constante en grandeur et en direction. La surface libre du liquide en équilibre se réduira à un plan horizontal.Nous supposerons que l’on peut négliger l’attraction mutuelle des diverses portions du liquide et les eiï'cts de la force centrifuge composée; et nous proposons d’étudier les petites oscillations de ce liquide lorsqu’il a été peu écarté de sa position d’équilibre, puisqu’il est abandonné à lui-même.A l’origine du temps, le liquide est écarté de sa position d’équilibre, mais il est en repos; si la forme initiale de la surface libre, écartée de l’équilibre, est convenablement choisie, le mouvement du liquide sera périodique, et nous aurons ce qu’on appelle une oscillation propre simple.
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224 l’équilibre et les mouvements des mers.Si celte forme initiale est quelconque, le mouvement du liquide résulte de la superposition d’une infinité d’oscillations simples. Dans tous les cas, d’après le théorème de Lagrange, comme nous partons du repos, il y aura une fonction des vitesses.Considérons le cas d’une oscillation simple; comme le mouvement est périodique, cette fonction sera de la forme
φ étant indépendant du temps. L’équation de continuité sera

La pression/?, si nous prenons la densité du liquide pour unité et l’axe des z dirigé de haut en bas, sera donnée par la formule
Mais les mouvements étant très petits, nous pouvons négliger le carré de Φ et il reste
La force vive du liquide est égale
L’intégration doit être étendue à tous les éléments de volume î/t du liquide. Quant à l’énergie potentielle, elle est égale à

l’intégration étant étendue à tous les éléments tZω de la surface libre du liquidi*.Celle surface libre, en négligeant des infiniment petits, peut être assimilée à un plan horizontal et nous prendrons ce plan pour plan des xy.Une molécule qui se trouve à la surface libre était dans le plan des xy quand le liquide était en équilibre. La quantité z qui entre dans notre intégrale n’est donc autre chose que la projection sur l’axe des z du déplacement de celte molécule.Or les projections du déplacement d’une molécule sur les trois axes sont évidemment égales à
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L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 225L’énergie potentielle est donc égale à
D’après ce que nous avons vu plus haut, le problème est ainsi ramené à rechercher les maxima et minima relatifs du rapport de l’intégrale

à l’intégrale
La première intégrale est étendue aux éléments dz du volume du liquide et ce volume est limité, d’une part, par la surface de la paroi du vase et, d’autre part, par la surface libre, qui est une portion du plan des xy. La seconde intégrale est étendue à la surface libre.La fonction φ est assujettie à deux conditions :i" A l’intérieur du vase, on aura
2" Sur la surface de la paroi, on aura
On trouve

ou, en vertu du théorème de Green,
La première intégrale est étendue à la surlace libre, le long de laquelle on a
La seconde est étendue à la surface de la paroi; elle est nulle.La troisième est élenduc au volume du vase; elle est également nulle. Il reste donc

H. P. — vili. 29
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226 l’équilibre et LES MOUVEMENTS DES MERS.On trouve, d’autre part,
Mais le théorème de Green nous donne également
Mais la fonction φ étant assujettie aux deux conditions ∆φ = o, ⅛ == o, on . devra avoir :Sur la surface de la paroi
Donc la seconde intégrale est nulle. Dans l’intérieur du vase
Donc la troisième intégrale est nulle.Sur la surface libre
Doue enliii
Soit U le volume du li(j∣∣ide, ce volume est constant; on a donc

donc
Pour que 3 soit nul, il faut <∣ue oB — o soit une conséquence de oA = o et31 = o, ce qui exige (ju’à la surface libre on ait

a et h étant des constantes. Mais la fonction des vitesses n’est définie qu’tà une constante près; je puis donc supposer h = o.
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L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 227La condition nécessaire et suffisante pour que
c’est donc que le rapport de φ à ⅛ soit constant en tous les points de la surface libre.Ainsi la recherche des oscillations propres simples du liquide se ramène à la détermination d’une fonction φ satisfaisant aux conditions suivantes :i’ A l’intérieur du vase

2" Sur la paroi du vase
3® Sur la surface libre
On neut arriver à ce résultat d’une autre manière. Nous avons trouvé
A la surface libre, p est nul, et z est égal à la projection du déplacement sur l’axe des æ, ainsi que je l’ai dit plus haut, c’est-à-dire à
On a donc
La recherche des fonctions φ, qui correspondent aux différentes oscillations simples et qui sont analogues dans une certaine mesure aux fonctions fondamentales du paragraphe Π, le développement d’une fonction quelconque en série procédant suivant ces fonctions fondamentales, se ferait d’après des procédés analogues à ceux des premiers paragraphes de ce travail ou de mon Mémoire cité des Rendiconti.Mais je préfère ne pas m’y attarder et passer tout de suite au cas où la profondeur du vase est très petite.Soit h la profondeur du vase, de telle façon que la surface de la paroi ait pour équation

Z — ∕i(zr, r).
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228 L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS., . , , ... I . · . dh dh.le supposerai que h est très petit ainsi que ses derivees jj^√Je développe φ suivant les puissances croissantes de z et j’ai
A la surface libre, c’est-à-dire pour z = o, nous devrons avoir

d’où
(I) A l’intérieur nous devons avoir Δφ = o, ce qui s’écrit
ou, en faisant z = o,

' (2)Au fond du vase, c’est-à-dire pour z — nous devons avoir
Comme les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels à

cela peut s’écrire
(3)Or, pour z = Λ, on a

Je substitue dans l’équation (3) en négligeant le carré de // et j’obtiens
(4)Tirons φι et de ( i ) et de (a) et substituons dans (4), il viendra
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L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 229

OU

(5)Ail bord du vase, on a
et par conséquent on a, à la fois,

Si nous négligeons Λ, nous tirons de là
et, comme z est nul,

Ainsi la fonction φθ doit satisfaire à l’équation (5) en tous les points de la surface libre qui est une aire plane et, au bord de cette aire plane, elle doit s’annulerC’est cette condition à la limite que nous adopterons ; mais je dois observer que, pour l’établir, j’ai dû supposer non seulement que h est très petit, mais que ses dérivées le sont également; de sorte que, sur le bord, le fond du vase présente une pente très douce.Si, au contraire, j’avais supposé que près du bord la paroi du vase est verticale, j’aurais dû remplacer la condition à la limite
par la suivante :

On peut arriver au même résultat d’une autre manière. La force vive est égale à
Or
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23ο l’équilibre et les mouvements des mers.ou, puisque z est très petit,
et, comme on a
la force vive est égale à

L’énergie potentielle est égale à '
Mais l’équation (4) montre que φι (et par conséquent λ^) est une quantité très petite de l’ordre de h ; nous devons donc négliger le terme en dans l’expression de la force vive qui se réduit à
D’ailleurs, nos formules montrent suffisamment que l’énergie cinétique moyenne est de l’ordre de h et l’énergie potentielle moyenne de l’ordre de λ- ; et comme, dans une oscillation simple, ces deux énergies moyennes doivent être égales, on doit conclure que est de l’ordre de A, ce qui justifie une fois de plus la réduction que nous venons de faire.Cela posé, la recherche des oscillations simples se ramène à la détermination des maxima et des minima relatifs du rapport de l’intégrale

à l’intégrale
L’application des règles du calcul des variations nous conduirait à l’équation (5), que nous avons obtenue directement.Comparons à un problème en apparence très difiérent, celui des vibrations d’une membrane tendue.L’énergie cinétique est proportionnelle alors à l’intégrale
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l’équilibre et les mouvements des mers. 23iP désignant l’épaisseur de la membrane et φ le déplacement d’un point de la membrane par rapport à sa position d’équilibre. Ce déplacement est supposé normal à la membrane.L'énergie potentielle est proportionnelle à l’intégrale
h désignant la tension de la membrane.D’autre part, sur le bord de la membrane, la fonction φ doit s’annuler.Le problème consiste à rechercher les maxima et les minima relatifs du , Λrapport ·Mais les intégrales A et B sont le.s mêmes que dans le problème qui nous occupait d’abord; il suffit d’y faire p = i.Le problème des oscillations d’un liquide dans un vase peu profond est donc identique au problème des vibrations d’une membrane d’épaisseur constante, mais de tension variable..T’ai traité complètement le problème de la membrane dans mon Mémoire cité des Rendiconti', j’y ai supposé, il est vrai, la tension constante; mais mon analyse serait encore applicable, mutatis mutandis, au cas de la tension variable.

VIL— Influence de la courbure.Supposons maintenant que le vase soit assez grand pour que4a surface libre d’équilibre ne puisse plus être regardée comme plane, mais doive être considérée comme sphérique..Te suppose toujours qu’il n’y a pas de rotations et que l’on néglige l’attraction du liquide.On aura, dans une oscillation simple, pour la fonction des vitesses,
, Φ = φ sin∖t.φ étant indépendant du temps. A l’intérieur du liquide, il viendra

∆φ = o.La pressionp sera, en négligeant le carré de Φ,
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232 L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS.

a et b désignent des constantes et r la distance au centre de la sphère. Gela peut s’écrire d’ailleurs
La force vive est égale encore à

et l’énergie potentielle à
L’intégration est étendue à tous les éléments ίΖω de la surface libre sphérique d’équilibre; R est le rayon de cette surface et R∏- o la distance au centre d’une molécule de la surface libre après déformation.Les projections d’une molécule sur les trois axes sont
La projection sur le rayon vecteur sera
Il est clair au’en un noint de la surface libre on a
L’énergie potent ielle est donc égale à
11 laut maintenant chercher les maxima et les minima relatifs du rapport de l’intégrale

à l’intégrale
Il vient
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L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 9.33Les notations oui inôiiie signiiication que dans le paragraphe précédent; on aencoreet sur la paroi du vase
J1 reste
D’autre part,
Enfin, U étant le volume total du liquide, on doit avoir

c’est-à-dire
11 faut que ôA = o soit une conséquence de oB == o, ôti = o. Cela exige

Comme φ n’est déterminé qu’à une constante près, je puis supposer β = o. H’nillpnr« la surface, la oression est nulle : d’où
ou 
ou

11 faut prendre la constante b égale à et il vient, en remplaçant p par sa valeur.
d’où
Passons maintenant au cas où la profondeur est infiniment petite.H. P. — VIII. 3o
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234 l’équilibre et les mouvements des mers.Soit R -4- 0 la distance d’une molécule au centre; développons φ suivant les puissances de p et écrivons
On devra avoir à la surface libre
d’où
La force vive est égale à
Ici Λ est la profondeur et l)φ le carré de la composante de la vitesse perpendiculaire au rayon vecteur.On peut prendre
et, comme λ- est très petit, négliger le terme en · Il reste pour la forcevive
L’énergie potentielle est, d’autre part,
Le jiroblème est donc ramené à la recherche des maxima et minima relatifs du rapport de l’intégrale
à l’intégrale
De plus, φθ doit s'annuler au bord de la mer.Considérons sur la sphère les courbes φ∏= const. ; envisageons deux de ces courbes infiniment voisines, correspondant aux valeurs φθ et φ□-÷- ί/φθ ; soit dv
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L’ÉQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 235la dislance d’un point de la seconde courbe à la première courbe, estimée suivant la normale à cette première courbe; nous aurons
Faisons la représentation conforme de la surface sphérique de la mer sur une aire plane; par exemple par projection stéréographique.Considérons les projections des deux courbes φo — const. .et soit dv’ la distance de ces deux couabes estimée suivant la normale ; on aura

γ étant le rapport de similitude d’une ligure plane infiniment petite à la figure sphérique correspondante.Soit ίΖω' la projection de l’élément √ω de la sphère, on aura
11 vient ainsi
Rapportons la figure plane à deux axes rectangulaires, celui des x' et celui des γ', nous aurons
d’où
Le problème est ainsi ramené à celui de la membrane, avec une épaisseur variable Λ et une tension variable h.ï"Je me réserve de revenir dans un prochain numéro sur le même sujet. J’ai jusqu’ici négligé les effets de rotation du globe et de la force centrifuge composée*; il me faut maintenant en tenir compte; les résultats obtenus subsisteront dans leurs traits généraux, mais ils seront sensiblement modifiés et compliqués.
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23G l’équilibre et les mouvements des mers.Lu reclierclie des oscillai ions propres simples dans Je mouvemenl relatif se ramène, comme dans le cas du mouvement absolu, à l’intégration d’un système d’équations dilférentielles linéaires à coefficients constants et le principe de moindre action nous apprend que cette intégration se rattache aussi à une question de minimum.Après avoir exposé les principes généraux qui régissent cette question, nous les appliquerons d’abord au cas d’un liquide oscillant dans un vase tournant assez petit pour qu’on puisse négliger la courbure de la surface; puis, enfin, au cas des mers; mais nous négligerons toujours l’attraction interne du liquide.
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