Uwagi o pojeciu ciagtosci funkcji.

(Dokonczenie) ¥

Okreslenia, ktoreSmy dali powyzej, mozna uogdlni¢ na funkcje dowolnej
liczby zmiennych. Tak np. gdy mamy funkcje 3-ch zmiennych f(x, y, z), to
odréznimy 3 gtowne rodzaje ciggtosci funkcji w danym punkcie (x{, vyl zl):
1) ciggtos¢ wzgledem prostych, lezacych w przestrzeni tréjwymiarowej X-6w,
y-Ow i z-6w, i przechodzacych przez dany punkt; 2) ciggtos¢ wzgledem pta-
szczyzn, przechodzacych przez ten punkt; w szczeg6lnosci, jezeli mamy np.
ptaszczyzne, réwnolegly do plaszczyzny x-6w i y-6w, to ciggtos¢ wzgledem
niej moze by¢é nazwana ciggltoscia wzgledem zespotu 2-ch zmiennych x iy
z liczby 3-ch rozwazanych; 3) cigglos¢ wzgledem przestrzeni tréjwymiarowej
x-6w, y-0w i z-0w czyli ciggtos¢ wzgledem zespotu zmiennych: x, vy, z. Jezeli
funkcja zalezy od n zmiennych, to mozna jg badaé, jako funkcje punktu
(X, ¥, Z ... w) w przestrzeni n—wymiarowej. Przestrzeri n—wymiarowa bedzie dla
nas stanowita pewne podtoze mysine rozmaitosci kombinacji liczbowych, jakie
otrzymujemy, nadajac n zmiennym wszelkie mozliwe wartosci rzeczywiste,
podobnie, jak przestrzen tréjwymiarowa, bedac zreszta wynikiem idealizacji
stosunkéw empirycznych, jest podtozem rozmaitosci kombinacji z 3-ch warto-
§ci rzeczywistych. W przestrzeni n—wymiarowej odr6zniamy nastepujgce utwo-
ry zasadnicze: 1) punkt, ktéry sie okre$la zapomocg n réwnan linjowych,
pomiedzy n wspbtrzednemi; postaé najprostsza tych roéwnan: x=xl, y=yl
z=zl; ... w=wl, gdzie xl, yl, zl .. wl—liczby dane, 2) przestrzenn jednowymia-
rowa pierwszego stopnia, czyli linja prosta, okreSlona zapomocg n-1 réwnan
pierwszego stopnia pomiedzy X,y,z...w; 3) przestrzen dwuwymiarowa pierw-
szego stopnia czyli ptaszczyzna, dana przez n—2 réwnan linjowych; 4) prze-
strzen trojwymiarowa pierwszego stopnia, dana przez n—3 takich réwnan
i t. d, az do przestrzeni (n—1) wymiarowej pierwszego stopnia, danej przez

*) Sprostowanie. W pierwszej czesci artykutu na str. 428 w wierszu 6-ym,

7-m, 9-m, 10-m, 12-m i pierwszej potowie w. 13 zamiast ¢ winno by¢ v & w drugiej
potowie w. 13-ym i w w. 15-ym zamiast € winno by¢ & ROdwnanie ostateczne:
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jedno tylko réwnanie pomiedzy X, Y, z, .. w. Bioragc zamiast réwnan 1-go stop-
nia dowolne rownania algiebraiczne lub przestepne, okre$limy inne ,,prze-
strzenie™ o roznej liczbie wymiaréw, odmienne ogdlnie od typow, wyliczonych
w poprzednim zdaniu. W takim razie najogOlniejsze pojecie ciggtosci funkciji
ilukolwiek zmiennych da sie zamknaé w nastepujgcem okresleniu:

Funkcja n zmiennych X, vy, z..w czyli funkcja punktu (X, Yy, z..w)
w przestrzeni n—wymiarowej jest w punkcie M (x1, y1, zl, ... wl) ciagta wzgle-
dem dowolnej przestrzeni r—wymiarowej, (r<n), zawartej 0 rozwazanej prze-
strzeni n—wymiarowej (lub identycznej z nia, gdy r=n) i zawierajgcej punkt
M, jezeli dla danej dowolnie matej liczby s mozna znalez¢ takie 5, izby w sto-
sunku do kazdego punktu K, lezacego wewnatrz ,kuli h—wymiarowej* o pro-
mieniu 6 i $rodku w punkcie M, t. j. takiego, ktérego Spotrzedne czynig za-
do$¢ nieréwnosci

i jednoczesnie nalezacego do wymienionej przestrzeni r—wymiarowej ¥ — za-
chodzita nieréwnosé

W dalszym ciggu bedziemy sie zajmowali wylacznie ciagtoscia wzgle-
dem przestrzeni zasadniczych, czyli pierwszego stopnia, ktore bede nazywat
dla krdtkosci poprostu przestrzeniami (jednowymiarowemi, dwuwymiarowemi
i t. d). W tych warunkach punkty K, ktdre majg spetnia¢ kryterjum ciag-
fosci bedg lezaty wewnagtrz ,kul r—wymiarowych" (w szczeg6lnosci: kul
w zwykiem znaczeniu, két i odcinkéw =20¢), otrzymanych jako ,,przekroje srod-
kowe” ¥* kuli n—wymiarowej przez dang przestrzen r—wymiarowg (w szcze-
gélnosci: tréjwymiarowa 1-go stopnia, plaszczyzne, linje prostg). Tak np.
funkcja n zmiennych: X, y, .. t, u..w jest w punkcie (X1, yl, .. wl) ciagta
wzgledem przestrzeni r—wymiarowej, ,,réwnoleglej" do przestrzeni r—wy-
miarowej x-6w, y-Ow ... t-6w, czyli inaczej: ciggta wzgledem zespotu r—zmien-
nych: x, v, .. t, jezeli dla danego € mozna znales¢ takie 8, iz przy:

. *) Moznaby jeszcze dodaé: i nalezacego do obszaru, w Ktorym funkcd'a jest
okreSlong—zaktadamy zawsze, ze taki obszar, wystarczajacy do zastosowania danego
kryterjum, mamy do rozporzadzenia.

) **) Pod nazwa ,przekroju $rodkowego" rozumiem og6t punktdw, nalezacych
jednoczesnie do kuli r]—w?{mlarowej i do danej przestrzeni r—wymiarowej, przecho-
dzacej przez srodek tej kuli. Zwracam uwage na to, ze w pojeciu przekioju zamy-
kam wiasnie okreslenie tego, co ma oznacza¢ ,kula r—wymiarowa” (r< nf W prze-
strzeni n-wymiarowej. Po*em_e zas kuli n—wymiarowej opiera sie bezposrednio na

czysto analitycznem okre$leniu ,,odlegtosci” & dwoch punktdéw przestrzeni n—wymia-
rowej (x{, yl, .. wl) i (x2,y2 .. w2) zapomocg wzoru
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zachodzi nieréwnos¢

Modut ciggtosci danego rodzaju w danym punkcie (dla danego ¢) okre-
§limy, podobnie jak poprzednio, jako maximum odpowiednich 4. Odkladajgc
w obie strony od punktu na kazdej z prostych, przechodzgcych przezen, i le-
zacych w rozwazanej przestrzeni r—wymiarowej, odpowiedni modut ciggto-
§ci (t. j. modut ciagtosci wzgledem tej prostej), utworzymy z korcéw otrzy-
manych odcinkéw ,,przestrzen charakterystyczna ciagtosci" —wypadek szcze-
golny takiej przestrzeni stanowi ,krzywa 1-go rodzaju" w plaszczyznie. Krzy-
wej ciggtosci 2-go rodzaju odpowiada réwniez przestrzeh charakterystyczna,
ktora otrzymamy, odkladajac odpowiednie moduty na kazdym z osobna pro-
mieniu, wychodzacym z punktu. Uogdlniajagc poprzednie rozwazania, mozemy
sformutowaé twierdzenie nastepujace:

Warunek niezbedny i wystarczajagcy ciaggtosci w danym punkcie funkcji
n zmiennych wzgledem przestrzeni (1-go stopnia) r—wymiarowej (r<n) pole-
ga na cigglosci jednostajnej wzgledem wszystkich prostych, przechodzacych
przez dany punkt i zawartych w owej przestrzeni r—wymiarowej. Modut
ciggtosci wzgledem przestrzeni r—wymiarowej (dla danego €) réwna sie kran-
cowi dolnemu modutdéw ciagtosci wzgledem omawianych prostych.

Temu samemu faktowi zasadniczemu mozna nadaé jeszcze przerdzne in-
ne postacie, czego juz tutaj nie rozwing, nie chcac obcigza¢ wyktadu bardziej
jeszcze ,szczegéiowem roztrzasaniem wiasnosci przestrzeni o dowolnej liczbie
wymiarow.

W dalszym ciagu naszych rozwazan bedziemy mowili o ciggtosci funk-
cji n zmiennych juz nie w jakim$ jednym punkcie, ale w punktach, naleza-
cych do odpowiedniej przestrzeni n—wymiarowej i stanowigcych dowolng
mnogo$¢. Mnogo$¢ bedziemy nazywali jedno, dwu wogdble r—wymiarowa
(r<n), zaleznie od najmniejszej z posréd liczb, oznaczajacych wymiarowosc
tych przestrzeni pierwszego stopnia, w ktérym moga by¢ zamkniete wszyst-
kie punkty mnogosci. Jezeli nie mozna znale$¢ zadnej takiej przestrzeni
(o jednym, dwuch i t. d. az do (n—1) wymiarach), to mnogo$¢ nazwiemy
n—wymiarowg. Z tego punktu widzenia, dogodnego dla pdZniejszych sformu-
towan, mnogos$¢ np. ztozona ze wszystkich punktow zwyklej powierzchni ku-
listej bedzie uwazana za tréjwymiarowg i t. p. Mnogo$¢ punktow, w ktdrych
badamy ciggtos¢ danej funkcji n — zmiennych, moze mie¢ tedy jeden, dwa
i t. d az do n wymiaréw; bedziemy je nazywali og6lnie obszarem badanym.

Stosownie do czynionych juz dawniej zastrzezen, przy badaniu ciagtosci
funkcji n zmiennych wzgledem powierzchni r—wymiarowej w pewnym obsza-
rze, bedziemy brali pod uwage nietylko punkty, nalezace do obszaru, ale
réwniez punkty, stanowiace pewne otoczenie tych punktow w owej przestrze-
ni r-wymiarowej. Formutujgc $cisle ten sposéb pojmowania rzeczy, powie-
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my, ze uwazamy funkcje dang za okreSlong nietylko w punktach badanego
obszaru, ale réwniez wewnatrz wszystkich ,kul r—wymiarowych”, otaczaja-
cych te punkty, zawartych w przestrzeni r—wymiarowej, wzgledem ktérej ba-
damy ciagtos¢, i posiadajacych jednakowy promien o wielkoSci dowolnie ma-
tej, ale statej i okreslonej. Odmienny punkt widzenia, uzyty np. przez A
Schonfliesa (,,Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten”),
polega na tym, ze funkcja jest uwazana za okreSlong jedynie w tych punk-
tach, w ktoérych badamy jej ciggto$¢ — i ze przeto bierzemy w rachube przy
tym badaniu tylko te punkty sasiednie, ktére naleza réwniez do rozwazanej
mnogosci.

Ciagtos¢ jednostajna w danym obszarze wzgledem danej przestrzeni
0 liczbie wymiaréw r, rownej liczbie wymiaréw obszaru, mniejszej lub wiek-
szej (w kazdym razie =n), polega na tym, Ze odpowiednie moduty ciggtosci
we wszystkich punktach obszaru posiadajg kraniec dolny nie réwny zeru,
ktory nazwiemy modulem ciggtosci jednostajnej wzgledem danej przestrzeni
r—wymiarowej w danym obszarze (dla danego €). Inaczej: ciggtos¢ jest jed-
nostajna, jezeli mozemy dla dowolnie matej liczby ¢ znale$¢ takie &, ze war-
tosci funkcji w 2-ch jakichkolwiek punktach M i K 1) nalezacych do oma-
wianej przestrzeni r—wymiarowej, z ktérych jeden nalezy jednocze$nie do
badanego obszaru, a drugi albo do tego obszaru albo do opisanego poprzed-
nio otoczenia ktorego$ z punktow obszaru; 2) spetniajgcych warunek: odleg-
tos¢ — czynig zado$¢ nierdwnosci

Uwaga. Obszary w ponizszym wyktadzie uwazany za skonczone, usu-
wajagc na bok rozwazania o punktach w nieskonczonosci
it od

Mozemy teraz sformutowac:

Twierdzenie |.  Funkcja n zmiennych, cigglta wzgledem przestrzeni
r—wymiarowej (r<n) w obszarze o liczbie wymiaréw k, mniejszej od r lub
réwnej r, lezacym w owej przestrzeni r—wymiarowej i stanowigcym mnogo$¢
famknieta  jest w tym obszarze jednostajnie ciggta wzgledem tejze prze-
strzeni r—wymiarowej.

Dowodd bedzie zasadniczo taki sam, jak uzyty przez A. Schonfliesa na
str. 119 cytowanego dzieta w zastosowaniu do twierdzenia zupetnie analo-
gicznego; dowod twierdzenia lii-go opieram réwniez na tej samej mysli
przewodniej, wymagajacej zresztg w tamtym wypadku dalszego rozwiniecia.

Oznaczmy modut ciagtosci dla € wzgledem przestrzeni r—wymiarowej
Pr w punkcie M obszaru przez pi.pi w zadnym punkcie obszaru nie moze
rowna¢ sie 0; jezeli jednak zatozymy, ze ciggtos¢ nie jest jednostajna (t. j.

. *) Mnogoscig zamknieta nazywamy taka mnogo$¢, ktdéra zawiera wszystkie
swoje punth_ skupienia. Tak np. mnogos¢ wszystkich punktow odcinka, z wyjatkiem
koncow, czyli mnog(osc punktéw wewnetrznych odcinka nic jest zamknieta, 'bo 2 jej

punkty skupienia (konice) nie nalezg do niej.
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ze moduty ciagtosci nie posiadaja kranca dolnego, nieréwnego 0) to mozna
utozy¢ taki cigg malejacy (pl>p2>p3>...) wartosci modutdw, iz lim i=co pi =0.
Punkty, odpowiadajagce modutom, nalezacym do tego ciggu, posiadajg przy-
najmniej jeden punkt skupienia A. Oznaczmy modut ciggtosci w tym punkcie

dla ~ przez p; wewnatrz kuli r—wymiarowej o promieniu i $rodku w punk-
cie A, lezacej w Pr, istniejg napewno punkty obszaru, w ktérych moduty
(dla €) sa dowolnie mate, np. N niech bedzie jednym z takich punk-

tow. Wezmy jeszcze jakikolwiek inny punkt K, nalezacy do obszaru badane-
go lub do otoczenia jego punktdw, w ktérem funkcja jest okreslona i poto-
zony wewnatrz kuli r—wymiarowej o promieniu —p (i $rodku w punkcie
A). Mamy

stad wynika:

W szczeg6lnosci czynig zado$¢ temu warunkowi punkty zamkniete we-
wnatrz kuli stycznej do kuli o promieniu
p i majacej za Srodek punkt N. Promien tej

kuli jest oczywiscie ; wypadtoby tedy,

ze modut ciggtosci w punkcie N jest

wbrew zatozeniu. Przypuszczenie tedy, ze
moduty ciagtosci w punktach obszaru nie po-
siadajg kranca dolnego, nie réwnego O, jest
mylne; przeto ciggto$¢ jest jednostajna.
Z dowiedzionego w ten spos6b twier-
dzenia wynika jako wypadek szczegolny.
Tw. l-a. Funkcja n zmiennych X, y ..t
u..w ciagta wzgledem zespotu r zmiennych
X, Y ..t (r=<n) w obszarze, okreslonym zapomocg warunkéw nastepujacych
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jest w tym obszarze jednostajnie ciggta wzgledem zespotu r zmiennych x, y ... t
(czyli wzgledem przestrzeni r wymiarowej danej przez rdéwnania u=—ul,
w=wl; x0, X, y0, Y..t0, T, ul..wl stanowig pewne state, okreslone
wartosci liczbowe). Zauwazmy, ze tembardziej bedzie jednostajng ciggtosé
wzgledem zespotu, ztozonego z czesci tylko wszystkich r zmiennych X, vy, ... t,
w szczegOllnosci wzgledem kazdej z tych zmiennych. (To samo twierdzenie
w stosunku do 2-ch zmiennych dowiedzione w Humberta Cours d’Analyse,
w postaci skadingd ogélniejszej).

Tw. Il. Funkcja n zmiennych X, ...z, t, u,..w, ciagta jednostajnie we
wszystkich punktach obszaru (1), okreslonego, jak w tw. l-a, wzgledem kaz-
dej z r zmiennych: X, y,..z, t z osobna, jest réwniez w dowolnym obszarze
(2), ktorego punkty czynig zados¢ warunkom

—wielko$¢ stata wieksza od 0, zresztg dowolnie mata).
ciggta jednostajnie wzgledem zespotu zmiennnych X, vy, .. t

Oznaczmy moduty ciagtosci jednostajnej dla—r wzgledem X,...z,t odpo-

wiednio przez pl, p2.. pr. Liczbe, mniejszg od najmniejszego z tych modutéw
i od oznaczmy przez p. Wezmy dowolny punkt M obszaru (2). Kazdy
punkt N odleglty od M o mniej niz p (i spetniajgcy warunki: u=ui, .. w=wl)
nalezy do obszaru (1), bo jego spétrzedne X, vy, ..t muszg rézni¢ sie od
odpowiednich spotrzednych punktu M o mniej niz p, a wiec i niz n. Rzecz
oczywista, ze pomiedzy punktami M i N, zmieniajac kolejno po jednej spot-
rzednej z liczby spotrzednych x,..t, mozna ustawi¢ takie punkty obszaru
Q) Mil... Mr-1 iz
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Stad, dodajac nieréwnosci, otrzymujemy

Kazdy punkt M obszaru (2) mozna tedy otoczy¢ takg kulg r—wymia-
rowg o okreSlonym promieniu p, potozong w przestrzeni r—wymiarowej,

»~rownolegtej" do osi: x-6w, .. t-6w [u=ul .. iz punkty, lezace we-
wnatrz niej, spetniaja warunek ciggtosci. W ten sposéb dowdd zostaje usku-
teczniony.

Mozna jeszcze udowodnié, czego nie czynie tutaj dla krotkosci, twier-
dzenie nastepujace:

Tw. IIl. Funkcja n zmiennych x, .. z, t, u.. w ciagta we wszystkich
punktach obszaru, okre$lonego przez warunki

wzgledem zespotu (r—1) zmiennych: x .. z i ciagta jednostajnie w tym ob-
szarze wzgledem r—tej zmiennej t, jest w dowolnym obszarze, ktérego punk-
ty czynig zado$¢ warunkom

—wielko$¢ stata wieksza od
0, zresztg dowolnie mata]

jednostajnie ciagtg wzgledem wymienionego zespotu (r—1) zmiennych — wiec
podobniez ciggtag—i do tego jednostajnie — wzgledem zespotu r zmiennych:
X, ¥ .. Z, t. W szczegoélnosci:

Funkcja 2-ch zmiennych f(x, y) ciagta jednostajnie wzgledem x i ciggta
wzgledem y w obszarze wszystkich wartosci, spetniajgcych warunki



480 Wektor. N 10

jest w kazdym obszarze, ktérego punkty czynig zado$¢ warunkom

jednostajnie ciaglta zarowno wzgledem vy, jak i wzgledem zespolu X iy

Odmienny system wykladu oraz inne jeszcze dane i wyniki, dotyczace
ciggtosci funkcji, znajdzie czytelnik w cytowanym juz niejednokrotnie Kkla-
sycznym dziele A. Schonfliesa: Die Entwickelung der Lehre von den Punkt-
mannigfaktigkeiten (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker—Vereinigung.
Tom ésmy. Lipsk 1900) a mianowicie w 3-ej czeSci (Dritter Abschnitt),
rozdz. 1-ym i 2-im. Tam réwniez sg podane liczne wskazéwki co do innych
autorow.

Tadeusz tazowski.
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