Uwagi 0 pojeciu ciggtosci funkciji.

Nader pouczajgce znaczenie ma nieraz w matematyce proces rozczton-
kowywania pojeé¢, oddzielania od siebie réznych atrybutéw, takich nawet, kto-
re sie zdajg pozornie nieroztacznemu W tym miejscu zamierzam rozpatrzeé
dokfadnie pewne rozczionkowanie pojecia ciggtosci funkcji jednej lub wielu
zmiennych.

Przypomne z poczatku znane okreSlenia, dotyczace funkcji 2-ch zmien-
nych. Wiemy, ze funkcja 2-ch zmiennych f(x, y) jest ciggla wzgledem x dla
jakichs wartosci x=x1, y=yl czyli: w punkcie (x1, yad)*)ezeli mozna dla
danej, dowolnie matej liczby ¢ znale$¢ takie 0L, izby przy

zachodzita nieréwno$é

Podobniez ciggtos¢ wzgledem y w punkcie , y1) polega na mozliwo-
§ci znalezienia takiego 62, by przy |y—yl| <<d? bylo

Ciaggtos¢ w danym punkcie (x1, yl) wzgledem ,zespotu obu zmiennych"
(Goursat) czyli ciggtosé funkcji f(X, y) rozpatrywanej jako funkcja punktu
(x, y) na plaszczyznie — inaczej ciggtos¢ funkcji dwuch zmiennych w zna-
czeniu najscislejszym, a zwykle uzywanym, okresla sie warunkiem:

Dla dowolnie matego ¢ mozna znale$¢ takie 6, by przy

zachodzita Jiterownosc

*) Zakladamy, ze funkcja jest okre$lona nietylko w samym punkcie (x1,yl)
ale i w pewnym jego otoczeniu, a mianowicie wewnatrz kota o pewnym okreslonym
promieniu i o $rodku w danym punkcie.

**% Nieraz zamiast warunku: + V(X — x1)2+(y —y1)2<8 piszemy: |Xx—x1|<3;
ly—y1|<d. tatwo sie przekonaé, ze oba okre$lenia sa réwnowazne; przy” drugim koto
zastepuje kwadrat o boku =2§. (Humbert. Cours d’Analyse. I).
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Inaczej: punkt (x1, stanowi $rodek kola o promieniu =8, posiadajg-
cego te wiasnos¢, iz w kazdym punkcie (X, y) wewnatrz niego wartosé
f(x,y) rozni sie od f(x1, yl) mniej niz o &

Réznice pomiedzy temi trzema pojeciami uprzytomnimy sobie najlepiej,
mowigc: 1) funkcja f(x,y) jest ciagta w punkcie wzgledem zmien-
nej X, jezeli F(x1,yl) stanowi granice wartosci f(X,y) przy zblizaniu sie
punktu (x, y) do punktu (x1 ,y1) z jednej lub drugiej strony wzduz prostej,
réwnolegtej do osi x-O0w; 2) funkcja jest ciaglta w p. (x1, yl) wzgledem vy, je-
zeli f(x1, yl) stanowi granice f(x,y) przy zblizaniu sie punktu (x, y) do p.
(x1, yl) wzdtuz prostej, réwnolegtej do osi y-0w; 3) z ciggtosci funkcji w punk-
cie (x1,yl) wzgledem zespolu obu zmiennych wynika, ze warto$¢ f(x1,y!)
stanowi granice wartosci f(x, y) przy zblizaniu sie punktu (x,y) do p.
(x1yl) wzdtuz jakichkolwiek krzywych, przechodzacych przez ten punkt,
w szczegoélnosci wzdtuz wszelkich mozliwych prostych. Charakter niezbedny
tego warunku jest oczywisty — sprawa jego dostatecznosci wymagataby bliz-
szego roztrzasniecia, co po czesci (w stosunku do linji prostych) czynie
w dalszym ciggu.

Taka prosta interpretacja gieometryczna wskazuje juz jasno, ze funkcja
dwuch zmiennych moze by¢ w jakim$ punkcie ciggta wzgledem kazdej z obu
zmiennych, nie bedac jednak ciggta wzgledem ich zespotu. Prof. Goursat
(kurs z r. 1908/9) podaje przyktad dos¢ elementarny takiej funkcji. Jest to
funkcja, ktorej w poczatku ukladu spétrzednych przypisujemy wartos¢ =0,
a w kazdym innym punkcie ptaszczyzny warto$¢, wyznaczong odpowiednio
przez wzor

tatwo sprawdzi¢, ze z zalezy w gruncie rzeczy jedynie od stosunku
m=Y ze wiec posiada te samg wartos¢ we wszystkich punktach prostej,

przechodzacej przez poczatek uktadu (w ogélnosci z wyjatkiem samego po-
czatku)

Przy m=0; i m= z=0, a wiec funkcja posiada warto$¢ statg
=0 na obu osiach spotrzednych; przy m=1, czyli na dwusiecznej pierwszej
Cwiartki, z=1 (procz poczatku ukfadu); przy m=—1 mamy z=—-1. tatwo
sprawdzi¢, ze wartosci w dwuch punktach, potozonych symetrycznie wzgle-
dem jednej z dwusiecznych, sg jednakowe (bo zamiana X na -+y oraz y na
+X nie zmienia wartosci z). Tak np. w punktach, lezacych na prostej, prze-

*). Jezeli sie komu podoba, mozna unikna¢ procesu przechodzenia do granicy,
zakfadajac z gory, przy samym okres$laniu funkcji, ze przy x=0 chcemy mie¢ z=0.
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chodzacej przez (0,0), ktérej wzniesienie m:1/33, mamy z=0,6 i to samo za-

chodzi dla prostej, potozonej symetrycznie wzgledem dwusiecznej pierwszej
cwiartki.

Powierzchnia, odpowiadajagca omawianej funkcji, sklada sie z dwuch
czesci ponad éwiartkg | i Il oraz dwuch innych pod ¢éw. Il i IV plaszczyzny
x-0w i y-Ow; powierzchnia ta jest ,rozdarta" wzdluz odcinka osi z-6w row-
nego 2 i majacego za Srodek poczatek ukitadu (ktory jest jedynym punktem
osi z-6w, nalezacym do powierzchni). Juz sam ten sposdb uplastycznienia
zmiennosci funkcji przekonywa nas najzupeiniej, ze nie jest ona w punkcie
(0,0) funkcja ciagta dwuch zmiennych w znaczeniu, zwykle uzywanym, czyli
»Ciagta wzgledem ich zespotu”, chociaz jest niewatpliwie ciggta wzgledem
kazdej z nich z osobna, poniewaz wartosci jej w kazdym punkcie osi Xx-6w

lub y-6w sa takie same, jak w poczatku uktadu. Sci$lej: nie mozna znales¢
takiego kota, majgcego za Srodek poczatek ukiadu, aby wartos¢ funkcji
w punktach, wewnatrz niego potozonych, roznita sie dowolnie mato od war-
tosci w samym poczatku, réwnej 0, o ile nie szukamy punktéw wylgcznie
na osiach x-6w i y-6w. Tak np. wewnatrz dowolnie matego kota beda sie
zawsze znajdowaly punkty, lezagce na jednej z dwusiecznych, a wiec dajace
z=-+1  tatwo stwierdzi¢, ze we wszystkich innych punktach ptaszczyzny
X-0w i y-6w funkcja jest ciggta zaréwno wzgledem x i y z osobna, jak i wzgle-
dem ich zespotu—wogdle ciggta bez zadnych zastrzezen. Dalej jednak prze-
konamy sie, ze ciggtos¢ jej nawet wzgledem x i y z osobna w jakimkolwiek
obszarze, zawierajgcym punkt (0,0) nie jest jednostajna. Wprowadzmy atoli
nowe okreslenia.

Uzywajac danej poprzednio interpretacji gieometrycznej, mozemy poje-
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cie ciggtosci funkcji postawi¢ na gruncie jeszcze ogOlniejszym, Zacznijmy od
funkcji jednej zmiennej, wiec okreSlonej w punktach jednej prostej. Punkt
(xX) moze sie zbliza¢ do punktu (x1) z dwuch stron: ,lewej" i ,prawej”.
Wartos¢ moze by¢ granicg zmiennej wartosci 1) w pierwszym wy-
padku — powiemy, iz funkcja jest ciagta lewostronnie; 2) w drugim — mamy
funkcje ciagta prawostronnie’, 3) w jednym i w drugim — funkcja jest ciag-
ta obustronnie, ciagta wzgledem osi se-6w lub poprostu: ciggta w znaczeniu
najczesciej uzywanym. Inaczej:

Dla danego ¢ dowolnie matego, mozna znales$é

1) takie &1, by nieréwnos¢

byta spetniona przy

2) takie 02, by ta sama nieréwno$¢ zachodzita przy

3) takie 8, by wiadoma nieréwno$¢ byta spetniona przy

Warunek 1-szy okresla ciggtos¢ lewostronng; 2-gi—ciggtos¢ prawostron-
na, trzeci, ktéry stanowi potgczenie 1) i 2)—obustronng. Najwiekszg z war-
tosci (mozna okaza¢ sciSle, ze taka wartos¢ rzeczywiscie istnieje, t. j. ze
liczby 01 istotnie osiggaja swoje ¥aximum  nazwiemy modulem ciggtosci le-
wostronnej funkcji f(x) dla danej wartosci x=x! (czyli w punkcie (x1) i dla
danego € Podobniez okreslamy modut ciggtosci prawostronnej i modut ciag-
tosci obustronnej w danym punkcie i dla danej liczby & +tatwo sobie uswia-
domi¢, ze modut ciggtosci obustronnej réwna sie¢ mniejszemu z dwu modutdéw
ciggtosci jednostronnej.

Wiekszg jeszcze rozmaito$¢ okreslen otrzymamy, rozpatrujac w podob-
ny sposéb funkcje dwuch zmiennych, czyli funkcje punktu (X, y) na plasz-
czyznie x-0w i y-06w. Mozna mianowicie zbliza¢ sie do punktu okreslonego
(x1,y1) wzdtuz rozmaitych prostych, przechodzacych przez ten punkt—w ten
sposéb otrzymujemy pojecie ciggtosci wzgledem pewnej prostej, czyli, o ile ze-
chcemy uzy¢ jezyka bardziej analitycznego, dla pewnego okreslonego stosun-

u , (stanowigcego wzniesienie tej prostej). Funkcja dwuch zmien-

nych jest ciggta w jakim$ punkcie ,y1) dla pewnego okre$lonego sto-
sunku

*) 0O ile to maximum wogdle_istnieje, jako liczba skonczona — w_przeciwnym
razie powiemy, ze modut ciggloéci p jest nleskonczony To samo sie stosuje do
dwuch pozostatych modutéw, ktére oznaczymy przez pl i p.
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jezeli przy dowolnie matym ¢ mozna znale$¢ takie om, ze warunek

czyli

daje
czyli

Odwotujac sie do rysunku 2, sformutowaé mozemy to samo nieco ina-
czej:

Funkcja punktu na plaszczyznie jest ciggta wzgledem prostej AB w ja-
kims$ jej punkcie M, jezeli mozna znales¢ takie &MN=MN', ze w kazdym
punkcie K na prostej NN' pomiedzy N a N' mamy

(¢ dowolnie mate)

[F(M) oznacza f(x1,yl), poniewaz M ma za Spétrzedne x1,yx — w dalszym
ciggu bede uzywat tego sposobu oznaczania funkcji jednej lub wielu zmien-
nych, jako nader dogodnego]. Modut ciggtosci w danym punkcie (x1, yl) wzgle-
dem prostej o wzniesieniu =m, przechodzgcej przez ten punkt (i dla dane-
go €) okreslimy, podobnie jak poprzednio, jako najwieksza z wartosci om, (od-
powiadajacych danemu ¢€); oznaczymy go przez pm. 0 ile niema maximum
skoriczonego, powiemy, ze modut pm jest nieskoriczony. Odtdzmy na kazdej
z prostych, przechodzacych przez punkt yl) w obie strony od tego
punktu odpowiednie moduty ciggtosci. Konce otrzymanych odcinkéw utworzg
pewien zbidr punktéw, symetryczny wzgledem punktu M, ktoéry nazwiemy
.Krzywa ciagtosci  1-go rodzaju" funkcji f(x, y) w punkcie (x1, yl). ,Krzywa
ciggtos¢ 2-go rodzaju" otrzymamy, rozrézniajac na kazdej z prostych
cigglosci lewo — i prawostronng, czyli innemi stowy, ciagtos¢ wzgledem
wszystkich promieni wychodzacych z punktu M. Ogélnie biorac, krzywa ciag-
toSci 2-go rodzaju nie bedzie symetryczna wzgledem punktu M(x1, yl1).

*) Takim, iz funkcja jest w nim okreslong, t.j. nalezacym do otoczenia punk-
tu M, o ktéorym moéwitem w odsytaczu 1-ym.
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Badajac ktérakolwiek z krzywych ciggtosci, przekonamy sie, ze ciagtosé
wzgledem wszystkich prostych, przechodzacych przez dany punkt, czy tez
wzgledem wszystkich promieni, wychodzacych z niego, co jest zreszta zupetl-
nie rownowazne (jak tatwo przekonywa krétkie rozumowanie), nie pocigga za
sobg bynajmniej ciggtosci ,,wzgledem zespotu obu zmiennych'l czyli inaczej:
wzgledem plaszczyzny x-6w i y-6w. [Ten nowy termin: ,,ciggtos¢ wzgledem
ptaszczyzny" wydaje mi sie bardziej celowy i plastyczny, niz dawniej uzy-
wane—zasada uzycia jego w danym miejscu jest dos¢ zrozumiata]. Istotnie,
mozna np. przypusci¢ a priori, ze modut ciagtosci wzgledem jakiego$ pro-
mienia réwna sie jakiej$S okreSlonej skonczonej liczbie, gdy tymczasem we-
wnatrz dowolnego kata, majacego wierzchotek w punkcie M i zawierajgcego
pomiedzy ramionami 6w dany promien, znajdujg sie promienie o module cigg-
tosci dowolnie matym, ale nie réwnym zeru. W takim razie punktu M nie
mozna otoczy¢ kolem bodaj najmniejszym, wewnatrz ktérego bytby spetniony
warunek ciaggtosci: . Inne otrzymujemy wyniki, jezeli mo-
duty ciggtosci wzgledem wszystkich promieni {lub wszystkich prostych, prze-
chodzacych przez punkt) posiadaja t. zw. ,kraniec $olny” p, czyli jezeli
obie krzywe ciggtosci nie zblizajg sie w zadnym miejscu nieograniczenie do
punktu Wiy Jezeli ten warunek jest spetniony, t. j. jezeli ciggtosé
wzgledem wszystkich promieni (lub prostych i t. d.) jest jednostajna, to wa-

*) Przy badaniu dowolnego zbioru liczb rzeczywistych, w liczbie skoriczonej
lub nieskoriczonej, mamy do czynienia z nastepujgcemi wartosciami szczegélnemi:

1) Wartosci graniczne czyli granice—sg to liczby, posiadajace te wiasnosc, iz
wsrod liczb danego zbioru mozna znalezé wartosci, dowolnie mato roznigce sie od
nich. Jezeli liczby sg przedstawione zapomoca punktéw na prostej, to wartosciom
granicznym odpowiadajg ,,punkty skupienia" (Schonfliess. Die Entwickelung der Leh-
re von den Punktmannigfaltigkeiten), _inaczejr; miejsca skupienia. Oczywiscie zbiory
skoniczone nie posiadajg wartosci granicznych.

2) Pomiedzy wartosciami granicznemi odrézniamy w szczeg6lnosci: granice
najmniejszg i najwigkszg (Borel). Mozna zauwazyC ogolnie, iz obie te granice zawsze
istnieja, o ile zbidr jest nieskonczony i sktada sie z liczb nie wiekszych co do war-
tosci bezwzglednej od pewnej okres$lonej liczby dodatniej: w szczegdlnosci sg réwne,
gdy zbiér posiada tylko jedng warto$¢ graniczng (czyli ,,granice” w znaczeniu wez-
szym, niz wyjasnione poprzednio—p. Janiszewski. Sur les continus irreductibles entre
deux points “st. 16).

3) Kraniec nizszy i wyzszy (,la borne inferieure et la borne superieure”) —
mozna, jak sgdze, uzywac rowniez bez zagmatwania sprawy innych przymiotnikdw
réwnoznacznych: dolny i gorny, lewy i prawy. Kraniec nizszy oznacza taka liczbe,
nalezaca do zbioru lub stanowiaca jego warto$¢ graniczna, iz liczb mniejszych od niej,
zbidr nie posiada. Podobniez okre$limy kraniec wyzszy. Jezeli kraniec nizszy lu
wyzszy nalezy do zbioru, to stanowi:

4)  Warto$¢ naj niejszai, minimalng lub najwigkszg, maksymalng wdanym zbio-
rze czyli poprostu: minimum lub maximum. Zbiory nieskonczone liczb moga nie po-
siada¢” wartosci najwiekszej, najmniejszej lub obu.

Jezeli kraniec nizszy (lub wyzszy) nie nalezy do zbioru, to stanowi granice
najmniejszg (lub najwiekszg), ktéra w tym razie mozna jeszcze nazwac inaczej:

5) Granica nizszg (lub Wi/isz%) — albo: dolng (lub gorna). (E. Pascal: ,,Rachu-
nek nieskoriczonosciowy". Przeklad S. Dicksteina).

Zaznacze tu jeszcze, ze termindw: ,krzywa ciagtosci”, ,.ciggtos¢ wzgledem pro-
stej” i innych podobnych, wyptywajacych ze stanowiska, zajetego przezemnie w tej
pracy, u nikogo nie spotykatem.

~ Nazwy ,,modut ciggtosci” uzywa"Humbert, ale w nieco odmiennym znaczeniu, niz
tutaj przyjete.
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runkowi ciggtosci czynig zado$¢ wszystkie punkty, zawarte wewnatrz dowol-
nego kota, posiadajgcego $rodek w punkcie M i lezacego wewnatrz jednej
lub drugiej z krzywych ciagtosci. Istnienie takiego kota stanowi dowod, iz
funkcja jest w punkcie M ciggta wzgledem plaszczyzny x-6w i y-6w. Od-
wrotnie, jest rzeczg jasna, ze ciggtos¢ funkcji wzgledem plaszczyzny pocigga
za sobg ciggtos¢ jednostajng wzgledem wszystkich promieni (lub prostych
i t. d): krzywa ciggtosci 1-go lub 2-go rodzaju nie moze posiada¢ punktoéw
wewnatrz odpowiedniego kota, a wiec kraniec dolny modutéw zbieznosci dla
roznych promieni nie moze sie réwna¢ zeru. Roztrzasanie dokladniejsze do-
prowadza do wyniku, ze krance dolne modutéw zbieznosci: 1) wzgledem pro-
mieni, wychodzacych z punktu i 2) wzgledem prostych, przechodzacych przez
punkt, posiadajg te samg warto$¢, i ze warto$¢ ta stanowi modut zbieznosci
wzgledem plaszczyzny.

Otrzymujemy tedy twierdzenie nastepujace:

Warunek niezbedny i wystarczajacy ciagtosci funkcji f(x, y) w jakim$
punkcie (x1, yl) wzgledem ptaszczyzny x-6w i y-6w (czyli inaczej wzgledem
zespotu obu zmiennych) polega na tym, by funkcja bylta w tym punkcie je-
dnostajnie ciggta wzgledem wszystkich promieni, wychodzacych z danego
punktu lub wszystkich prostych, przechodzacych przezen. Modut ciggtosci
wzgledem plaszczyzny réwna sie kranicowi dolnemu wartosci modutdw zbiez-
nosci wzgledem promieni (lub prostych).

Dla przyktadu znajdziemy krzywe ciggtosci 1-go rodzaju dla Kilku
funkcji.

I. Funkcja wymierna catkowita 1-go stopnia.

przyrost
warunek

daje

wiec warto$¢ maksymalna ém czyli pm réwna sie Odrozni¢ nalezy

tedy 3 przypadki, zaleznie od wielkosci m, zmieniajgcej sie od —oo do oo

pm jest nieskonczone; Zaktadamy przytym, ze

b>0; dla b<O zachodzi zupetnie to samo, ze zmiang znakdéw nieréwnosci na
przeciwne. Przenoszac do rozwazanego punktu (X, y) poczatek ukiadu spét-
rzednych bez zmieniania kierunku osi i uzywajgc spoirzednych biegunowych
(pm=p, Mm=tgB), otrzymamy
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1) w 1-ym wypadku czyli, po przejsciu do spotrzed-
nych prostokatnych

2) w 3-im wypadku Spot-

rzedne w nowym uktadzie).

Krzywa ciagtosci jest dla wszystkich punktéw jednakowa i jednakowo
potozona wzgledem ukiadu spétrzednych; skiada sie z 2-ch prostych réwno-
legtych i jednakowo oddalonych od odpowiedniego punktu (X, y), co zreszta
fatwo sprawdzi¢ sposobem czysto gieometrycznym, rozwazajac linje przeciecia
sie plaszczyzny z=ax-+by+c z dwiema plaszczyznami réwnolegtemi do ptasz-
czyzny x-Ow i y-Ow i lezacemi powyzej i ponizej danego punktu o odlegtos¢
=£. Rzecz oczywista, ze krzywa ciggtosci 2-go rodzaju sktada sie w tym wy-
padku z tych samych prostych.

Il. Funkcja drugiego stopnia

Poniewaz

ogOlnie

Oznaczamy dla krotkosci: Ax=t i badamy nieréwnos¢
|At2+Bt| <e. Zadanie sprowadza sie do tego, by znales¢ przedziat liczb
zawierajgcy 0, wewnatrz ktérego znajdujg sie rozwigzania uktadu nieréwnosci

okresli¢ jego oba konce ¥ gdy chodzi o krzywa ciagtosci 2-go rodzaju, lub
ten, ktoéry jest mniejszy co do wartosci bezwzglednej, gdy wyznaczamy krzy-
wa ciggtosci 1-go rodzaju. Znalaziszy liczbe, okresSlajaca szukany koniec dla
danego m, wystarczy, jak poprzednio, pomnozy¢ ja przez VI+m2, by otrzy-
ma¢ pm t. j. modut ciagtosci wzgledem prostej o wzniesieniu, rownym m.

Rozpatrzmy z poczatku wartosci m takie, iz — przy x i y danych —
A(m)>0. Wtedy rozwigzania i t2(z-) réwnania

*) ,Przedzial" stanowi wiasciwie pewien rodz+ zbioru czyli mnogosci (mno-
gos¢ wszystkich liczb t takich, iz gdzie 10 i T — wartosci dane? a koniec
przedziatu — wypadek szczegolny tego, coSmy nazwali powyzej krahcem.
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posiadajg znaki rézne, nierownos$¢ pierwsza (1) jest spetniona gdy
Zatézmy jeszcze, ze B(m)>0. W takim razie rozwigzania réwnania

0 ile stanowig liczby rzeczywiste, sg ujemne; mniejsze co do wartosci bez-
wzglednej bedzie

jest ono réwniez mniejsze co do wart bezwzgl. od rozwigzania ujemnego
t2 réwnania 1)

i nierbwno$¢ (2) jest spetniona przy t=t3. Obie nieréwnosci sg tedy spel-
nione przy

liczby tl i 83 stanowig konce szukanego przedziatu; mniejsza wartos¢ bez-
wzgledng posiada tl ¥.

Jezeli wezmiemy pod uwage wartosci m, dla ktérych B<O, to podobne
rozwazania przekonajg nas, ze koncami szukanego przedziatu bedg t2(<O)
i 4(=0) i ze

(Porzadek rozwigzan

Jezeli wreszcie A<O, to, zmieniajgc znaki, otrzymujemy analogiczny
uktad nieréwnosci: (2) przechodzi w (3)

(1) przechodzi w (4)

Poniewaz (—A)>0, wiec przy (—B)>0 konce szukanego przedziatu
stanowig rozwigzania zawierajgce znak + przed v, czyli tl i t3, t3>0,
t1<O0; 83| < tl|; przy (—B)<O czyli B>0 znajdujemy t2 i t4;, t2>0, t4<O;

*) Poniewaz odjecie jakiej$ liczby, w danym razie,Aod liczby, stojacej pod
znakiem ~/, wiecej zmienia warto$¢ pierwiastka, niz dodanie tej samej liczby.



No 9 Wektor. 427

Otatecznie, o ile chodzi o krzywa ciagtosci 1-go rodzaju, mozna utozy¢
tablice nastepujaca:

W naszym roztrzgsaniu pominelisSmy te mozliwos¢, iz przy pewnych
wartosciach m powstajg rozwigzania nie rzeczywiste, lecz zespolone. Wnios-
kéw co do postaci krzywej ciagtosci 1-go rodzaju wziecie tych mozliwosci
w rachube zupetnie nie zmieni; istotnie, jezeli np. rozwigzania réwnania 2')
przy sq zespolone (B2<4Ag), to nierownos¢ (2) jest spetniona przy do-
wolnym t. Nalezy tedy zwr6ci¢ uwage jedynie na nierdbwnos¢ (1), szukanym
przedziatem bedzie nie przedziat okreslony przez tl i t3, lecz przedziat (tl, t2);
kofice o mniejszej wartosci bezwzglednej beda, tak samo jak poprzednio:
tl przy t2 przy B<O. To samo sie stosuje do przypadku A<O, gdy
tl i t2 stajg sie liczbami zespolonemi. Mozna doda jeszcze, ze przy A=0

1) o ile B>0, otrzymujemy:
2) o ile B<0, otrzymujemy;

3) o ile B=0, (co zachodzi tylko wtedy, kiedy rdéwnania

maja przy danych x, y wspélne rozwigzanie) pm staje sie nieskofczenie
wielkie.

Wyznaczenie biegu krzywej ciggtosci 2-go rodzaju moze by¢ réwniez
dokonane na zasadzie otrzymanych juz wynikOw; otrzymamy jeszcze zawilszy
podzial wartosci m na przedziaty, do ktérych nalezy odpowiednio dobieraé
rozwigzania tl, t2, Czeséci obu krzywych nalezg do pewnych krzywych
2-go stopnia. W poszczeg6lnych wypadkach zadanie znacznie sie utatwia.

Tak np. rozpatrzmy funkcje

W punkcie
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przy

Warunek

Jezeli ab>0 (a i b majg znaki jednakowe), to otrzymamy

ogdlnie

Réwnanie (1) po zamianie:

czyli

|al. x2+ |b |. y2=¢€2 Otrzymujemy tedy, jako krzywa ciagtosci pierw-
szego i zarazem drugiego rodzaju, elipse. Przy ab<O krzywa ciggtosci skia-
da sie z dwuch hiperbol, odpowiadajacych dwém przedziatom wartosci m.

I1l.  Przyktad prof. Goursata

Wezmy jaki$ punkt, dla ktérego
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Rzecz oczywista, (o ile ze krzywa ciagtosci 2-go rodzaju bedzie

sie sktadata z 2-ch promieni wychodzacych z poczatku ukfadu i najblizszych
z obu stron, dla ktérych m spetnia ktére$ z rownan: z=zl+¢; z=zl—=¢;

czyli

Jezeli np. ml=1, to wystarczy rozpatrze¢ tylko drugie réwnanie, bo
pierwsze daje rozwigzania zespolone.

up. €=0,1 daje nam dwie wartosci nastepujace: 1,594 ..i 0,626...

Krzywa ciggtosci pierwszego rodzaju
bedzie w tym wypadku ukosnikiem o dwuch
bokach lezacych na promieniach, stanowig-
cych krzywa drugiego rodzaju, i dwuch in-
nych, symetrycznych z niemi wzgledem da-
nego punktu.

Warto zauwazyé, ze krzywa ciggtosci
2-go rodzaju jest ta sama dla wszystkich
punktéw o jednakowym m. W punkcie (0,0)
mamy p0 (t. j. p dla m = 0)=p+oo=oco ;
pm dla wszelkich innych wartosci m réwna
sie 0, poniewaz na zadnej prostej, prze-
chodzacej przez poczatek ukiadu, précz osi
x-06w 1 y-6w, nie mozna znale$¢ punktu,
w ktéorym z roznitoby sie od 0 dowolnie

mato. Mozna sie wyrazi¢, ze krzywa ciggtosci (1-go i 2-go rodzaju), odpo-
wiadajgca punktowi (0,0), skiada sie z tegoz punktu oraz z punktéw w nie-
skonczonosci na osi X-6w i y-Ow.

(Cigg dalszy nastgpi). T. tazowski.
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