Zarys teorji réwnan catkowych.

(Dokonczenie).

Metoda art. 1l jest o tyle niedoskonata, Zze daje rozwigzanie rownania
catkowego tylko w ograniczonym obszarze parametru A Ten obszar zapetnio-
ny jest wytacznie takiemi wartosciami, ze przy ich uzyciu istniejg skonczo-
ne (zbiezne) rozwiagzania.

Trzeba sie teraz uwolni¢ od tego ograniczenia i postara¢ sie o forme
rozwigzania przypominajagca wypadki poszczeg6lne rozwazane w art. 1. Do
tego prowadzi metoda Fredholma, ktérg tu rozwiniemy.

Zauwazmy wyznacznik

w ktérym sa wielkosci dane skonczone, a | parametrem dowolnym.
Potézmy dla uproszczenia
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to wyznacznik Dn(l) rozwiniety podtug poteg | przedstawi sie w ten sposob

W Kkazdej z tych sum bierze sie pl, p2, .. , pn z szeregu liczb
1 2, 3 ..,n
Z sumy zauwazmy jeden dodajnik

Gdy w wyznaczniku majg elementy—jak tutaj—znaczkig@  tB, z ktérych

pierwszy wskazuje numer wiersza, drugi zaS numer kolumny, a (i1, t2, .., tn)
zmienimy na dowolng permutacje, to wyznacznik nie zmienia swej wartosci.
Takich permutacyj

jest i1 Gdy wiec tak utworzone wyznaczniki w iloSci r! dodamy do siebie
i sume podzielimy przez r! bedziemy mogli napisa¢

A z pierwszego wiersza w K, zestawione z wszystkiemi p wiersza drugiego
w K, daje elementy

wiersza A\-go w wyznaczniku naznaczonym przez K.
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Suma odnosi sie tu do wszystkich permutacyj (1) utworzonych z liczb
t, | . .tr.

Uzupetnijmy teraz permutacje (1) do zbioru wszystkich rr warjacyj
z powtérzeniami. W tych uzupetniajacych zestawieniach znajdowac sie be-
da— w kazdej z nich — identyczne sobie ta. A wiec wyznacznik utworzony

na podstawie kazdej z tych uzupetniajacych warjacyj bedzie zerem. Mimo te-
go dodajmy sume tych wszystkich znikajacych wyznacznikéw do sumy zawar-
tej w (2) i potézmy teraz

W ten sam sposéb postapmy z wszystkiemi dodajnikami sumy

Wtedy mie¢ bedziemy

gdzie suma po prawej stronie odnosi sie do wszystkich nr warjacyj z powto-
rzeniami utworzonych z liczb 1, 2, 3, ..., n.

Elementom Kpapp nadajmy takie znaczenie:

Dana jest funkcja K(s, t) dwuch zmiennych s, t od siebie niezaleznych,
skoniczona i ciagta w obszarze (s, t)=(a ... h), (rzeczywiste).
(o, tpPB)uwazajmy za miejsce znaczace sie w obszarze (s, t)=(a .. b);

a wiec K(tpa, tpP) jest wartoscig funkcji K(s, t) na miejscu (tpa, tpp). Miej-

sca te, ktérych jest n2, po6Zniej stosownie zdefiniujemy.
Majac to, uwazajmy na chwile

za funkcje r od siebie niezaleznych zmiennych §s2, .., sr, z ktérych kaz-
da przebiega obszar (a..b). Ten obszar (a..b) kazdej ze zmiennych podzie-
limy na (n+l) réwnych czesci punktami
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Potézmy

gdzie teraz A ma by¢ dowolnym parametrem. Odnoszac (3) do funkcji (4)
r zmiennych sl1, s2, ... sr, potozymy

gdzie

PrzejdZzmy do n=oco. W ostatniej relacji po prawej stronie odnosi sie
suma do wszystkich nr warjacyj (tpl, tp2, .., tpr) punktow (t1, t2, .., tn)
w ten sposéb, ze

tpl brany jest z obszaru (a .. b) zmiennej

tp2 " " » 7 " s2,

tpr " " " " sr

funkcji

Na podstawie zatym definicji r — krotnej catki okreslonej, jako granicy
sumy, mamy

Mamy zatym wracajgc do funkcji K(s, t), taki rezultat:
Wyznacznik
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w ktorym X jest dowolnym parametrem, a sl=a, s2=a-+J, .. sn=b—0 sg
punktami podziatu obszaru (a .. b) na (n+1) réwnych sobie czesci 6, kazdej
ze zmiennych s, t funkcji K(s,t), dagzy —gdy n=oo do granicy, przedstawia-
jacej sie szeregiem nieskofczonym

Ale trzeba rozstrzygna¢, czy i w jaki spos6b ta granica jest zbiezna.
Hadamard udowodnit takie twierdzenie.

Gdy w wyznaczniku Dy stopnia p-go wszystkie jego elementy aof sg
takie, ze

gdzie M jest skonczong, dodatnig wielkoscia, to

Przyjmijmyz, ze caly zapas wartosci funkcji B(sy obszarze
=(a...b) jest taki, ze tam

M jest znowu skonczong dodatnig wielkoscia.
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Wtedy mamy w (6)

a stosujac dalej dopiero co przytoczone twierdzenie Hadamarda do wyrazen za-
wartych pod catkami w (6), dostajemy

a zatym jest

a dalej

a wiec = zero przy kazdej skoriczonej wartosci parametru A Z tego wynika:
D(A) jest—gdy (s, t)=(a ... b)—bezustannie zbieznym, szeregiem w parametrze A
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Przejscie z wyznacznika Dn(A) do jego granicy D(A), czym zajmowalis-
my sie w art. poprzedzajgcym, dozwoli nam teraz rozwigza¢ niejednorodne
rownanie Fredholma

w ktorym o K(s, t), F(s) i A zatrzymujemy zalozenia uczynione w art. |.

Podzielmy obszar (a .. b) na n réwnych czesci punktami

Gdy s=sp, mamy z (1)

albo na podstawie definicji catki okreslonej, jako granicy sumy

Przy skoniczonym n mamy przyblizenia

Mamy tu n réwnan linjowych niejednorodnych o niewiadomych

Wspdlnym mianownikiem tych niewiadomych bedzie wyznacznik

ktory rozwazaliSmy w art. poprzedzajacym.
Szukajmy licznika niewiadomej o(sp).



No 9 Wektor. 413

W p-tym pionie wyznacznika Dn(A) mamy elementy

nazwijmy je krotko

to licznikiem tym bedzie

Przejdzmy i tu do granicy n= oo,
Dn(A) przejdzie na D(A).

Kazda suma — gdy sie uwzgledni, ze w p—krotnej sumie mamy
—przejdzie na catke.

Punkt sp, ktéry teraz moze by¢ dowolnym punktem wewnatrz obszaru
(@ .. b) nazwijmy s.

kfadziemy =
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Wtedy mie¢ bedziemy

Szereg, ktéry tu mamy w nawiasie, okaze sie znowu za zastosowaniem
twierdzenia Hadamarda bezustannie zbieznym w A, gdy (s,t)=(a...h).

Nazywajg go D (st A) .

Gdy do granicy n=oo przeszliSmy, to kazde z roéwnan (2) zastepuje
teraz réwnanie Fredholma (1); zatym jego rozwigzaniem powinno by¢

czyli

z zastrzezeniem, ze
Potozmy

to napiszemy (3) w formie

A teraz sprawdzimy, ze @(s) o formie (5) jest w istocie rozwigzaniem
réwnania catkowego.
Wyznacznik
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gdzie

Mozemy wiec napisaé

albo

(7
gdzie

Rozwijajgc podiug wiersza pierwszego, mamy

Dajagc tu w kazdym wyznaczniku tej sumy wiersz p-ty na miejsce wier-

sza pierwszego, mamy

Zastgpmy tu

przez

to sumowanie da p réwnych sobie wyrazen i mie¢ bedziemy
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Kladac tu analogicznie, jak w (6)

dostajemy

Po wstawieniu tak przedstawionych

Ze zwigzku za$ (7) mamy

Teraz — wracajac do (7) — mie¢ bedziemy

okaze sie, ze

No 9



N° 9 Wektor. 417

Stad po uproszczeniu i podzieleniu przez D(A), wynika

[zwigzek (P), art. 1], a to dowodzi ze funkcja ¢(s) zdefinjowana w (5) iest
rzeczywiscie rozwigzaniem réwnania catkowego.

AWoW' Prof. Jozef Puzyna.
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