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1 Wprowadzenie 

Kolej obsługuje sporą część transportu osobowego (w Polsce około 10%) i towa­
rowego (w Polsce ponad 30%) , zużywając w tym celu znaczną ilość energii. W 
odróżnieniu od wielu innych środków transportu, transport kolejowy pozwala na 
oszczędności energii związane ze sposobem jazdy, ze względu na wydzielone trak­
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy są zachowane rozkłady jazdy. Oszczędność energii 
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale także powoduje zmniejszenie emisji gazów 
cieplarnianych i innych zanieczyszczeń atmosfery, a więc ma także wymiar ekolo­
giczny. 

Pierwsze prace dotyczące optymalizacji profilu prędkości jazdy pojawiły się 
w Japonii w latach 60-tych ubiegłego wieku [17]. Istotny postęp w analizie tego 
problemu wprowadziła praca [5]. Jednak zdecydowany rozwój badań dotyczących 
sterowania jazdą pociągu nastąpił dopiero w XXI w. Wczesne intensywne bada­
nia na przełomie wieków prowadzono w Australii j30, 15, 13 ,_ 14, 9], ale główny 
wysyp prac nastąpił dopiero po 2010 r. Część tych prac przedstawiono w wykazie 
literatury tego opracowania, można je także znaleźć w wykazach literatury arty­
kułów przeglądowych [2 , 3, 33] . W Europie powstał w tym czasie projekt [26], w 
ramach którego jest możliwość wymiany doświadczeń i współpracy w rozwijaniu 
tej tematyki. 

Większość prac kontynuuje metody rozwiązania przedstawione w najwcześniej­
szych pracach i opiera optymalizację na zasadzie maksimum Pontriagina [29] . Trud­
ności w jej zastosowaniu wynikają z występowania ograniczeń na jeden ze stanów 
- prędkość - i zależnych od innego stanu - drogi, a także zmienności równania 
w zależności od drogi, co wynika z różnych oporów zależnych od różnicy wznie­
sień , zakrętów , czy oporów powietrza, na przykład w tunelach. Stosując zasadę 
maksimum Pontriagina można stosunkowo łatwo uzyskać ogólną charakteryzację 
optymalnych fragmentów przejazdów, jednak duży kłopot sprawia wyznaczenie 
czasów przełączeń między tymi fragmentami. Z tego powodu pojawiły się prace, w 
których do optymalizacji używa się metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest 
modyfikacja rozkładu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a także układanie 
regionalnych rozkładów jazdy i zarządzanie w takich regionach ruchem pociągów 
pod kątem oszczędności energii, patrz [33]. 

W tym opracowaniu zajmujemy się najprostszym zagadnieniem wyznaczania 
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru­
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzującym się licznymi zmianami 
nachylenia trasy. Łącznie z licznymi zmianami ograniczeń na prędkość powoduje 
to, że kłopotliwe wyznaczanie punktów przełączeń jest w takim przypadku liczne. 

Metody rozpatrywane w opracowaniu są oparte na zasadzie maksimum Pon­
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujące przyspieszenie 
obliczeń. Podstawowym z nich jest użycie analitycznych rozwiązań równań ruchu 
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zamiast przyjętych ogólnie rozwiązań numerycznych. Głównym rozwiązywanym w 
opracowaniu przypadkiem są liniowe równania ruchu powstałe przez przyj ęcie li­
niowej zależności oporu powietrza od prędkości względnej pociągu. Jednak podano 
także rozwiązania analityczne równań nieliniowych, które można będzie rozpatrzyć 
w dalszych badaniach. 

Innym pomysłem rozważanym w tym opracowaniu jest podział trasy między 
przystankami na odcinki o stałych ograniczeniach prędkości oraz stałym równaniu 
ruchu. Rozwiązania optymalne dla takich odcinków sprowadzają się do kilku typów 
przejazdów. Sklasyfikowano te typy przejazdów, przedstawiono sposoby wyznacza­
nia w nich chwil przełączeń między fragmentami o stałych wymuszeniach oraz po­
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych początkowych i końcowych 
czasach przejazdu oraz prędkościach w tych chwilach. Okazało się przy tym, że dla 
dokładnych wzorów występowały trudności numeryczne w wyznaczaniu rozwiązań 
układów równań nieliniowych. Opracowano przybliżenia wzorów sprowadzajace 
równania do równań kwadratowych , których rozwiązan ie nie nastręcza trudności, 
a jednocześnie jest wystarczająco dokładne. 

W tym opracowaniu nie rozważono natomiast metod połączenia przejazdów na 
odcinkach w optymalny przejazd na całej trasie między przystankami, poza ogól­
nym zarysowaniem możliwych metod postępowania. Rozwiązanie tego zagadnienia 
będzie tematem dalszych prac. 

W opracowaniu nie podano także przykładów numerycznych wyznaczania roz­
wiązań. Będzie to tematem oddzielnego opracowania. 
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9 Trajektorie optymalne 

9.1 Trajektoria najszybsza - przejazd A. 

Popatrzmy teraz na wykres z rys. 5. Zakładając, ze faza przyspieszania odbywa 
się przy sterowaniu hma.x , a hamowania przy -hmin, to przedstawia on najszybszy 
możliwy przy ograniczeniach przejazd od prędkości vk- l zadanej w chwili tk - l do 
prędkości vk w chwili tk. W tym czasie pociąg przejedzie drogę będącą polem pod 
wykresem prędkości (całką). Jak widać, zadanie ma rozwiązanie, jeżeli to pole jest 
nie mniejsze od różnicy sk - sk-1 = 6sL1 . 

Rysunek 5: Trajektoria najszybsza - przejazd A. 

k - l 
Vmax 

Zapiszmy to spostrzeżenie matematycznie. Ponieważ w tym przypadku v1 
Vmax, to czas przejazdu fragmentu przyspieszania wynosi 

AP fp _ _ _ Ml PVk- 1 - (hmax + M Rk- 1) 
Ll tk - 1 - tr tk- 1 - n k - 1 (h MR ) 

P PVma.x - max + k - 1 

a przebyta droga 

APfp l(h MR )[t t M(l -.l'.. (tp - tk~il)] 
Ll sk-1 = S Jl' - Sk - 1 = - max+ k - 1 Jl' - k - 1 - - - e M f + 

p p 
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Czas przejazdu fragmentu hamowania jest natomiat równy 

"H k Ml · pv~-;;;;_ + hmin - M Rk- 1 
u tsH = tk - t sH = - n ----'='--------

p PVk + hmin - N[ Rk- ] 

a droga 

Zauważmy też, ze z powyższych zależności możemy wyznaczyć czasy przełącza­
nia tf', i t 5 u oraz odpowiednie punkty drogi SJP i s8 11. Na to, aby istniał fragment 
jazdy z maksymalną prędkością musi zachodzić warunek 

(94) 

Jeżeli zachodzi równość, to trajektoria w jednym punkcie dotyka prędkości maksy­
malnej. Jeżeli warunek nie jest spełniony, to krzywe przecinają się poniżej prędkości 
maksymalnej. 

Założymy na razie, że warunek (94) jest spełniony. Ponieważ znamy (stałą) 
prędkość na tym fragmencie v~-;;~ , to musi zachodzić 

W rezultacie warunek na istnienie rozwiązania ma postać 

A psfp + A Ss,SH + A Hsk > Sk - Sk - "s·k u k - 1 u jP u sH - . - 1 - u k - 1 (95) 

Jeżeli w powyższej zależności występuje równość , to nasze zadanie jest rozwiązane 
- należy przejechać odcinek najszybciej, jak to możliwe. 

Dla przyblizonych wzorów na drogi wzór (95) przyjmuje nastepujacą postać 

+v~-,;~(t5ll - tfP) + 

( PVk + hmin - M Rk- 1 ( 2 
+vk tk - t5 u) + 2M tk - t5 11) = 

(96) 
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s 
C 

h-1 

Rysunek 6: Trajektoria najszybsza - przejazd Al. 

Przejazd Al. Jeżeli warunek (94) nie jest spełniony, to przechodzimy do prze­
jazdu C. Jednym z jego granicznych przypadków jest przejazd z tylko dwoma 
fragmentami przejazdu: przyspieszanie i hamowanie. Ich trajektorie spotykają się 
chwili t1„ poniżej prędkości maksymalnej. Taki typ przejazdu oznaczymy jako 
przejazd Al. Zachodzą dla niego wzory 

p fp _ _ 1 ( [ M( _ L(t p- t._,))] L sk- 1 - SJP - Sk-1 - - hmax + lv[Rk-1) tfP - tk - 1 - - 1 - e M f + 
p p 

+ Mvk- 1 (1 - e-fI(t1p-t._,)) 
p 

oraz 
t-. 11 k 

L.::. S Jl' = Sk - S jP = 

= 11; (pvk + hmin - M Rk- 1)(efr<t•-ti,, ) - 1) - ~ (hmin - M Rk- 1)(tk - tfP) 
p p 

Rozwiązanie istnieje , jeżeli jest spełnione równanie 

(97) 

47 



i o ile jego rozwiązaniem jest pierwiastek rzeczywisty t JP , dla którego zachodzi 

(98) 

Przejazd taki jest także czasooptymalny, jednak bez osiągnięcia wartości maksy­
malnej (jeżeli wcześniej wykluczyliśmy przejazd A). Przejazd taki może się zdarzyć 
tylko przy odpowiednim zestawieniu zadanej drogi i czasu jej przebycia. 

Równanie (97) jest jednak nieliniowe i wymaga zastosowania do rozwiązania 
metody numerycznej. W tym celu można użyć przybliżonych wyrażeń dla dróg, co 
zamiast (97) daje 

( ) PVk- 1 - hmax - ]\I[ Rk- 1 ( 2 
Vk - 1 tJP - tk- 1 - 2M tJP - tk-1) + 

( ) PVk + h.min - .M Rk- 1 ( )2 _ 
+vk tk-tJP + 2M tk-tJP -

= 6 sL1 (99) 

Jest to przejazd najszybszy, co oznacza, że jeżeli w zadanym czasie droga do 
przebycia jest dłuższa, a jednoczesnie wcześniej wykluczyliśmy przejazd A, to za­
danie nie ma rozwiązania. Inaczej mówiąc, a.by za.danie miało rozwiązanie, musi 
zachodzić 

(100) 

Sprawdzenie tego warunku wymaga jednak znajomości czasu t1P. Tymczasem 
rozwiązanie równania (97) czy na.wet równania z aproksymacjami (99) nie za.wsze 
jest możliwe. Poniżej wyprowadzimy inny sposób wyznaczania. tego czasu. 

Oznaczmy prędkość, przy której następuje przełaczenie z fazy przyspieszania 
na fazę hamowania, przez vp. Zachodzą wówczas następujące wzory na czas t1P , w 
którym ta prędkość jest osiągana: 

• od strony przyspieszania 

• od strony hamowania 

Ponieważ lewe strony są równe, więc po przekształceniach otrzymujemy 

M ( l PVk- 1 - (hmax + M Rk- 1) l P'Vp + hmin - M Rk- 1) 
tk - tk - I = - n---------- + n--------

p PVp - (hmax + M Rk- I) PVk + hmin - M Rk- 1 
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a dalej 

.1'._ (t - t ) PVk - l - (hmax + M Rk- l) PVp + hmin - M Rk- l eAJ k k - 1 = __________ . _______ _ 
PVp - (hma.x + M Rk- 1) PVk + hmin - M Rk- 1 

Po dalszych przekształceniach dochodzimy do równania liniowego względem vp, 

którego rozwiązanie wyraża się wzorem 

h, ei,(t. - t,._ ,) + h, . VUk - 1- hmax - MRk - l 
max min pv1,; + hmin - MR1.:- 1 

e;n- (t,--lk- 1) + P'Vk - 1- hmax-MRk - l 
pv; + hm;n - !vl Rk - l 

Podstawienie tej wartości do jednego ze wzorów po kropce pozwala na wyznaczenie 
czasu przełączenia t1P. Podstawienie z kolei tego czasu do wzorów na drogi pozwala 
na sprawdzenie warunku (100) bez konieczności rozwiązywania równania (97). 

Zauważmy też , że w przypadku, gdy w warunku (100) wystąpi równość, to 
powyżej wyznaczony czas t JP jest rozwiązaniem dla przejazdu Al i nie trzeba 
wtedy dodatkowo rozwiązywać równania (97). 

9 .2 Dodatek zerowego sterowania - przejazd B. 

Jeżeli jednak nierówność jest ostra, to trzeba zmniejszyć prędkość na pewnym 
fragmencie trajektorii, tak aby pole pod wykresem prędkości (przebyta droga) 
były równe drodze zadanej. Przeglądając optymalne rozwiązania na fragmentach 
trajektorii dochodzimy do wniosku, że przede wszystkim trzeba włączyć fragment z 
zerowym sterowaniem (zero kosztu) między fragment stałej prędkości i hamowania, 
tak jak na rys. 7. 

Fragment przyspieszania jest taki sam, więc wzory się nie zmieniają. Fragment 
jazdy ze stalą prędkością maksymalną jest krótszy, więc zachodzi 

I\ SssZ - 'Vk - 1 (t t ) u jP - max 5z - jP 

Fragment hamowania jest teraz krótszy, więc droga przejazdu wynosi 

= ~ (P11k + hmin - M Rk- 1)(ef6r (t•-tr7, ) - 1) - !(hmin - M Rk- 1)(tk - t1 z ) 
p p 

Dodatkowo, dochodzi teraz fragment jazdy z zerowym sterowaniem. Długość 
przebytej drogi na tym fragmencie wynosi 

Z f z A,f M k - 1 M _ .E..(t z- t z ) 
6 S8 7, = Sj z - S5 z = - Rk- 1(l1z - l 5 z) + - (vmax + -Rk- 1)(1- e M f ' ) 

p p p 
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k- 1 
Vmax 

Rysunek 7: Trajektoria z fragmentem zerowego sterowania. 

Sumując drogi dostajemy warunek 

(101) 

W tym warunku są dwie niewiadome: czasy t8 ;,; i t1;,; . Drugie równanie uzyskamy 
z ciągłości prędkości w chwili t 1z , co prowadzi do równania 

MR (1 -.E..(t z-t z )) k - 1 - .E.. (t z -t z ) 
- k - 1 - e M f ' + vmaxe Al f ·' = 
p 

(102) 

Wzory przybliżone. Dla tego przypadku wzory przybliżone dla przebytej drogi 
składaja się z czterech części, jak w równaniu (101), czyli: 

• droga przyspieszania 

• droga ze stalą prędkością 

ASsZ k- l(t t) 
'--' SJP = Vmax 8 z - J" 
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• droga z zerowym sterowaniem 

• droga hamowania 

Do tego dochodzą aproksymacje w równaniu ciągłości prędkości (102), co prowadzi 
do równania 

(103) 

W tym równaniu dostatecznie dobre powinno być nawet przybliżenie liniowe, co 
sprowadza się do pominięcia po obu stronach równania czynników w nawiasach 
kwadratowych. 

9.3 Wybór między przejazdami B i C 

Rozwiązanie dla przejazdu B będzie istniało , jeżeli istnieją pierwiastki rzeczywiste, 
a uzyskane z rozwiązania tych równań czasy t8 z i t1z będą spełniały następujące 

warunki 
(104) 

Brak środkowej nierówności oznacza, że fragment z zerowym sterowaniem nie jest 
potrzebny. I z tego powodu nie jest interesujący, bo wcześniej sprawdzaliśmy, że 

jest on potrzebny. Ciekawsze są nierówności lewa i prawa„ Niespełnienie warunku 
lewego oznacza, że nie jest potrzebny fragment jazdy z maksymalną prędkością. 
Niespełnienie warunku prawego oznacza, że nie jest potrzebny fragment hamo­
wania, ale także może być wskazówką, że fragment przyspieszania powinien być 
krótszy. 

Niestety, warunek na czasy jest niewygodny, gdyż nie zawsze możemy się spo­
dziewać , że istnieją rozwiązania rzeczywiste równań. Z tego względu lepszy byłby 
warunek, w którym nie trzeba by było wyznaczać pierwiastków równań . Taki wa­
runek można ustalić porównując drogi. Otóż najkrótszą drogę w przejeździe B 
otrzymamy, gdy reżymem bez sterowania dojedziemy do prędkości końcowej. Je­
żeli droga w tym przypadku jest nadal dłuższa od drogi zadanej, to oznacza, że 
trzeba przejść do rozpatrywania przejazdu C. Rozpatrzmy ten przypadek. Skorzy­
stamy ze wzoru na hamowanie od prędkości v!~ do prędkości Vk , gdzie przyjmiemy 
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hamowanie zerowe. W ten sposób otrzymujemy wzór na czas tw rozpoczęcia jazdy 
z zerowym sterowaniem od prędkości maksymalnej, aby dojechać do prędkości 

końcowej 

M pv~-;_~ - M Rk- 1 
tw = tk - - In------

P PVk - M Rk- 1 

Na to , aby był to przejazd B, musi zachodzić 

r 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

vk - l 
max 

Rysunek 8: Graniczny przejazd typu B. Przypadek tw 2". tr. 

(105) 

Przypadek tw 2". tfP• Warunek na to, aby przejść do przejazdu C wygląda teraz 
następująco 

tc,Psf,, +6Ssw +6Zsk > 6sk 
k - 1 JP w - k - 1 (106) 

Podstawiając wzory na drogi otrzymujemy 

+v~--,;;(tw - tJP)+ 

M M M 
+-Rk- 1(tk- l - tw) + - (Vmax + -Rk- 1)(1 - e-fi (!1c-i - tw) ) 2': 6sL1 (107) 

p p p 
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gdzie t fP jest dane wzorem 

p 
r 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

, - M l PVk- l - hmax - Jvf Rk- l 
t Jl - tk - l + n - ,-k---- 1-------p PUmax - hmax - Jvf Rk- l 

k-1 
Vmax 

Rysunek 9: Graniczny przejazd typu B. Przypadek tw < t1P. 

Przypadek tw < t !1' . Jeżeli tw < t !1', to musimy rozważyć drugą sytuację gra­
niczną, gdy zerowe sterowanie zaczyna się w punkcie t JP · W takim przypadku na 
końcu musi być jeszcze wystąpić odcinek z hamowaniem. Chwilę przełaczenia mię­

dzy odcinkiem bez sterowania i z hamowaniem oznaczymy przez tz , a prędność 
v(tz) = Vz· Oznaczymy też x = efrt,. Mamy więc zależności 

MRk- l( eirt1p) k- 1eirt1P 
Vz = --- 1 - -- + Vmax--

p X X 

1 
Vk = VzXe - !;,tk - -(hmin - MRk- 1)(1 - e-!;;- tkx) 

p 

Podstawiając 112 x z pierwszego równania do drugiego dostajemy 

JM Rk- 1 .J!._t .l!._f k I .J!._t .1!._t 1 .J!._t Vk = ---(x - eM 1P)e- M ·k +vm~eM JP e- M k - - (hmin - l\,f Rk- 1)(1- e- M ·1·x) 
p p 
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co po uporządkowaniu prowadzi do wyrażenia 

(l pvk - M Rk- 1) Łt pv~-;J;. - M Rk- 1 Łt P 
X = +----- eM k - -~----eM f 

hmin hmin 

Uwzględniajac podstawienie na x, z powyższego wyrażenia można wyznaczyć 
tz. Jednak w potrzebnych w warunku wzorach na drogi potrzebujemy różnic cza­
sów. Możemy je od razu uzyskać przekształcając dodatkowo powyższe wyrażenie 

..12..t - {( pvk - MRk- 1) pv~-;l - MRk- 1 _ Ł (tk -tP ) } ..12..t eM .. = l + ----- - --'='-----e „ J eM •k 
hmin hmin 

skąd otrzymujemy 

i analogicznie 

Warunek na to, aby przejść do przejazdu C wygląda teraz następująco 

(108) 

gdzie 

z z l\lf ( M( M ( -Ł (tz- t r ) 6. sv = -Rk- ltz-tjP)+-Vma.x+-Rk- 1) 1-e M f) 
p p p 

1:,.H S~ = }\; (pvk + hmin - M R1;;- 1)(efr(tk - tz) - l) - ~(hmin - M R1c- 1)(t1;; - tz) 
p p 

przy czym 

eir (tk - tz) = hmin 

(hmin +pvk - MRk- 1) - (pv~~ - MR1;; _1)e-[;;- (tr tfp ) 
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Końcowy algorytm. 'vV rezultacie warunek, czy należy przejść do przejazdu C, 
wymaga sprawdzenia dwóch gałęzi: 

a. jeżeli zachodzi (105), to sprawdź (106) , 

b. jeżeli nie zachodzi (105), to sprawdź (108). 

Pozytywny wynik sprawdzenia w którymkolwiek przypadku oznacza, że należy 
przejść do rozpatrywania przejazdu C. W żadnym wzorze potrzebnym do spraw­
dzenia nie zachodzi potrzeba rozwiązywania równań. 

9.4 Duże zerowe sterowanie - przejazd C 

Przejdziemy teraz do przejazdów, które nie osiągają prędkości maksymalnych. Taki 
przejazd, przedstawiony na rys. 10, należy rozważyć ja.ko przejazd o krótszej drodze 
niż w przejeżdzie Al lub B, gdy nie są w nich spełnione odpowiednie warunki. 

- - 7 - - - - - - - - - - - - - -1 - V~~ 
r I 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

Rysunek 10: Trajektoria z dużym fragmentem zerowego sterowania. 

W tym przypadku 6.Ps(~1 i 6.Hs}z są opisane takimi samymi wzorami, jak w 
przejeździe Al. Natomiast droga dla fragmentu przejazdu z zerowym sterowaniem 
wyraża się wzorem 

z JZ J\1 J\1 J\1 -.P..(t z - t p) 
6. Sfp = Sfz - s1p = -Rk- 1(tfz-tJP) + -(v(tJP)--Rk- I)(l-e MI I) 

p p p 

Musi być teraz spełniony wa.runek 

I\ P fp I\ Z fz I\ H k I\ k 
L::, sk- 1 + L::, Sfp + L::, Sfz = L::;Sk- 1 (109) 
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W równaniu tym są właściwie dwie niewiadome: t1P i t1z, gdyż v(tr) wyznacza 
się wzorem 

a więc jest znaną funkcją tr. Dodatkowe równanie uzyskamy, jak poprzednio, z 
wymogu ciągłości prędkości w chwili t 1z. Mamy więc 

= 'Ukef!:r(t,.-tfz) + !(hmin - MRk- 1)(ef:r(t• - t1z) - 1) 
p 

Poprawne rozwiązanie jest wtedy, gdy istnieją pierwiastki rzeczywiste i 

(lll) 

(ll2) 

Jeżeli lewa i prawa nierówność są równościami , to przejazd z zerowym sterowaniem 
występuje na całym odcinku. Jeżeli te nierówności nie są spełnione, to przejazd 
musi być jeszcze wolniejszy. 

Wzory przybliżone. Dla przybliżonych wyrażeń dla dróg zamiast (109) mamy 

( P'Vk- 1 - hmax - M Rk- 1 2 
'Uk;- 1 t1P - tk- 1) - 2M (tjP - tk- 1) + 

pv(tr)-MRk- 1 2 
+v(tr )(t1z - t1P) - 2M (t1z - tjP) + 

( ) PVk + hmin - MRk- 1 2 
+vk tk - t1z + 2]\I[ (tk - t1z) = 

= 6sL1 (ll3) 

Z kolei przyjmując rozwinięcie funkcji eksponencjalnej tylko do składnika liniowego 
mamy przybliżenie wzoru (llO) na prędkość v(tr) 

(ll4) 

Przybliżenie liniowe jest wystarczająco dokładne w tym przypadku. Dla przybli­
żenia kwadratowego otrzymujemy 
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Ze względu na bardzo mały współczynnik 2~ poprawka dla niedużych czasów 
przyspieszania jest niewielka. 

Natomiast dodatkowe równanie (ll l) ma wtedy postać 

Rk- 1(tfz-tf P )+v(tf P) (1 - ; (t1z-t1 P)) = Vk (1+; (tk-tf z) )+( h;t-Rk- 1)(tk-tfz) 

co można sprowadzić do nieco prostszej postaci 

Przybliżenia liniowe są praktycznie wystarczające także w tym równaniu. Przyj­
mując bowiem przybliżenia kwadratowe otrzymujemy równanie 

(Rk - l - p1v(t1P))(t1z - t1 P) (l - _!!_(t1z - tr))+ 
11J 2M 

+(Rk-l - ;vk - h;/)(tk - t1z) (l + 2~(tk - tp)) +v(t1P) - vk = O 

Biorąc pod uwagę, że wartość 2~ jest bardzo mała, poprawki kwadratowe mo­
głyby być istotne dopiero przy bardzo dużych czasach przejazdów dla fragmentów 
z zerowym sterowaniem i hamowaniem. W szczególnie w przypadku hamowania 
jest to niemożliwe. 

Równania (ll3) - (ll5) mają więcej rozwiązań niż jedno, ale część może być 
zespolona, a wśród rzeczywistych trzeba wyszukać to , które spełnia warunki zada­
nia. 

9.5 Wybór między przejazdem Ca wolniejszymi 

Aby zbadać najwolniejsze przejazdy typu C rozpatrzmy przypadek, gdy pociąg 
osiaga na końcu odcinka prędkość vk jadąc rozpędem, z zerowym sterowaniem. 
Taki przejazd przez cały odcinek będie wtedy, gdy rozpocznie się w czasie tk- l z 
prędkością v8 spełniaj ącą równanie 

vk = M Rk-l (1 - e-fr(tk-tk-tl) + Vse - fr(tk - tk-tl 
p 

czyli dla prędkości wyrażającej się wzorem 

PVk - M Rk-1 _]!_(t - t M Rk- 1 Vs = -----eM k k·- 1 +---
p p 

Rozpatrzymy teraz dwa przypadki, w zależności od tego , czy zachodzi 

czy też nie. 
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Przypadek V8 ?: 'Vk - l• Jeżeli V 8 ?: 'Vk - l· to najwolniejszy przejazd typu C składa 
się z fazy przyspieszania oraz fazy jazdy z zerowym sterowaniem. Załóżmy, że pręd­

kość na przełączeniu tych faz, w czasie tp , ma wartość Vp- Dla fazy przyspieszania 
mamy wtedy 

a dla fazy zerowego sterowania 

r 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

'Uk = vpe--f!r( tk - tp) + M Rk- 1 (1 - e--f!r(tk-tp)) 
p 

,- k-1 
Vmax 

Rysunek 11: Przypadek graniczny dla Vs 2': Vk-I, między przejazdem Ca przejazdem D. 

Podstawiając Vp z pierwszego równania do drugiego otrzymamy równanie , z 
którego będziemy mogli wyznaczyć czas tP. Po podstawieniu otrzymujemy 

1 
Vk = [vk_1e-fi(tp-t•-il + - (h~~ + MRk_ 1)(1- e-fi(tp-tk-il)]e-fi(t.-tp)+ 

p 

a po przekształaceniach 

+ M Rk-I (1 - e-f;(t.-tp)) 
p 

_ .l!..(t - t ) PVk - M Rk- I PVk - h~-;_~ - M Rk- I - .1!..(t - t ) e M k p = ------ - ----=='-'--------e M k k -1 

h~~ h~~ 
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skad możemy wyznaczyć potrzebną dalej różnicę 

Z drugiej strony, mnożąc wczesniejsze równanie stronami przez eif (t"-t•-1 ) otrzy­
mujemy 

skąd obliczamy potrzebną drugą różnicę 

_ _ Ml (PVk - MRk- 1 fi(tk - tk -il _ PVk - h~-:~ - MRk- 1) 
t p tk- 1 - n k- 1 e hk- 1 

p ~u ~= 
Powyższe wyrażenia pozwalają na obliczenie dróg dla faz przyspieszania i ze­

rowego sterowania 

6 P sf_1 = !(h~-;;;+M Rk- 1) [tp - tk- i - M (1-e- -fr(tp - t• -ił )]+ Mvk- l (l-e- -fr(tp- 1•- 1 l) 
p p p 

t:,Z sk = M Rk- 1 (tk - t ) + M (v - M Rk- 1 )(1 - e-if(t•-tr) ) 
p p p p p p 

co prowadzi do warunku przejścia do przejazdu typu D 

6 P s~_ 1 + 6 z s; > 6sź_ 1 (117) 

Przypadek V8 < Vk-l• Jeżeli V8 < Vk- l, to najwolniejszy przejazd składa się 
z odcinków jazdy z zerowym sterowaniem od czasu tk - l do pewnego czasu t 1 , a 
następnie hamowania. Dla przejazdu z zerowym sterowaniem mamy 

VJ = vk- 1e- f (tr t• -1) + M Rk- 1 (1 - e- f,-(trt•- 1)) 
p 

a dla odcinka hamowania 

Po podstawieniu VJ z pierwszego równania do drugiego po przekształceniach 
dostajemy 

- L(t - t ) PVk + hmin - M Rk- 1 PVk- 1 - M Rk- 1 _ .l!...(t - t ) e M k J = -------- - ------e Mk k - 1 

hmin h min 
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-------------T 
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Vk-1 I 

k - 1 
Vmax 

Rysunek 12: Przypadek graniczny dla v8 < v1c- 1, między przejazdem C a przejazdem E. 

skąd uzyskujemy 

MI hmin tk - tj = - n--------------------
p PVk + hmin - Af R1c - 1 - [PVk - 1 - Af Rk- i ]e- ~(t. - tk - l ) 

Po przemnożeniu obu stron wcześniejszego równania przez e- fi-(t• - t•- 1 l otrzymu­
jemy też 

a z tego 

L (t - t ) PVk + hmin - M Rk- 1 L(t -t ) PVk- 1 - M Rk- 1 eM f k-1 = --------eM k k - 1 _ ------

hmin hmin 

P I (PVk + hmin - MRk- 1 L (t -t ) PVk- 1 - JvJRk - 1) t1 - tk - 1 = - n --------eM k k-1 - ------

M hm in hmin 

Obliczenie powyższych czasów pozwala na wyznaczenie dróg jazdy z zerowym 
sterowaniem i z hamowaniem 

z f MRk- 1 M MRk- 1 _ .J!... (t - t, _ ) 6 sk-1 = ---(t1 - tk - 1) + -(Vk- 1 - ---)(1 - e Al f k I ) 
p p p 

Hk M( )(L(t. - t)) 1( 6 s1 = 2PVk+hmin-MRk- l eM 1 -1 - - hmin - MRk-i)(tk-tJ) 
p p 
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a to z kolei na sprawdzenie warunku przejścia do przejazdu typu E 

AZJ AHk I\ k 
u sk- l + u s1 > usk-I (118) 

9.6 Przejazd z fragmentem stałej prędkości - przejazd D 

Ten typ przejazdu pojawa się , gdy najwolniejszy przejazd typu C z przyspiesze­
niem na poczatku jest nadal zbyt szybki dla zadane odległości i czasu przejazdu 
na rozpatrywanym odcinku jazdy. Dalsze zwolnienie przejazdu w ramach dostęp­

nych reżymów jazdy to dołożenie między fragmentem przyspieszania i zerowego 
sterowania fragmentu przejazdu ze stalą prędkością. 

r 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

-, 
I 

I Vk-l 

------, 
I 

1,- ___ _ 

----

Rysunek 13: Przejazd D. 

vk-1 
max 

Oznaczając przez tp czas prze!aczenia z fazy przyspieszania na fazę stałej pręd­

kości i przez vn = v(tp) prędkość w tym czasie, uzyskujemy równanie 

Vn = 'Uk- le- # (te- t•- il + ~(hmax + M Rk- 1)(1 - e- -fr(tr- t•- 1 l) 
p 

Po przekszta!cenach możemy wyznaczyć z tego równania 

_ l'l(t - t ) PVD - hmax - M Rk- l e M P k - 1 == ---------
PVk-l - hmax - Af Rk- l 

skąd otrzymujemy 
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Oznaczmy przez t 1 czas przełączenia z fazy stałej prędkości do fazy przejazdu 
bez sterowania. Dla fazy bez sterowania zachodzi wtedy 

skąd mamy 

oraz 

_l!_ (t t ) M Rk- 1 _l!_ (t t ) 
'Uk = 'UDe - M k - f + ---(1-e-M k - f) 

p 

e - f-r(tk - ti) = pvk - MRk- 1 
PVD - MRk- 1 

M] PVD - MRk- 1 
tk - t f = - n --- ---

p PVk - M Rk- 1 

Między czasami tP i t 1 mamy przejazd ze stalą prędkością. 
Prędkość przejazdu vD wyznaczymy teraz z równości dróg 

6 P sp + 6 s s1 + 6 z sk = 6 k 
k - 1 p f k - 1 

gdzie 

(119) 

t:,P sL1 = !(hmax+ M Rk- 1) [tp-lk- 1- M (l-e- fi-(tr - tk-1))]+ Mvk- 1 (l-e- fi-(tp - tk - 1)) 
p p p 

6ss{ = vD(t1 - tp) 

t:,Zsk = MRk- 1 (tk - t1) + M (vD - MRk- 1)(1- e - fi-(t, - tJ)) 
f p p p 

Wzory przybliżone. Rozwiązanie równania (119) może sprawiać kłopoty i z 
tego względu rozważymy takze równania przybliżone. Rozumując analogicznie jak 
wcześniej otrzymujemy 

pp ~ PVk- 1 - hma:x. - MRk- 1 2 
6 sk-l ~ Vk- 1(tp - tk- 1) - 2M (tp - tk- 1) 

z k ( PVk - M Rk- 1 ( )2 6 s 1 ~ Vk tk - t J) + 2M tk - t J 

Trzecie równanie jest liniowe i nie wymaga aproksymacji. 
Zmienna VD występuje jednak także w silnie nieliniowych równaniach ustalania 

czasów. Dlatego i dla tych równań podamy aproksymacje wyznaczone analogicznie 
do wzoru (93), co prowadzi do 

M(vD - vk_i) ( p VD + vk- 1 ) 
lp - tk- 1 = ------ 1 + 

hmax + M Rk- 1 2 hmax + M Rk- 1 

- Vk-VD( p(vk+vD)) 
tk - t f - R 1 + 2M R 
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9. 7 Wybór między przejazdem D a przejazdami DE 

Krańcowe najwolniejsze przejazdy typu D zależą od tego , która z prędkości vk - l i 
vk jest mniejsza. Rozważymy najpierw przypadek 

IP- - - -1 - -

r I 

~ Vk-1 

k 
o 
s 
C 

I 

'Uk - 1 
max 

Rysunek 14: Przejazd graniczny między przejazdami Di DEL 

(120) 

Przypadek vk ::; vk- l• W takim przypadku najwolniejszy przejazd typu D 
składa się z fragmentu jazdy ze stała prędkością i z fragmentu jazdy bez stero­
wania (na wybiegu). Punkt przelaczenia tr znajdujemy ze wzoru dla jazdy na 
wybiegu 

skąd otrzymujemy 

oraz 

_ Ł(t - t ) PVk - lvf Rk- 1 C /Il k r = _:_ ____ _ 
PVk - 1 - lvf Rk- 1 

lvf l PVk - 1 - lvf Rk- 1 
tk - tr = - n------

p PVk - MRk- 1 

Całkowita droga składa się z fragmentu jazdy ze stalą prędkością 11k- J, czyli 

6 8 si;_1 = vk- 1(tr - tk-1) 
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oraz jazdy na wybiegu 

Zk MRk- l Af MRk- 1 L(t t) 
f'::, S = --(tk - tr) + -('Uk- l - --)(1- C- M k - r) 

r p p p 

Warunek do przejścia do wolniejszego typu przejazdu DEI, czyli przejazdu 
pośredniego między D i E, jest następujący 

r 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

----,-- k-1 
v1nax 

Rysunek 15: Przejazd graniczny między przejazdami D i DE2. 

(121) 

Przypadek vk > vk- l • W tym przypadku vk > vk- J. Wtedy najpierw pociąg 
należy rozpędzić do prędkości vk , którą osiągniemy w pewnym czasie lu, a następnie 
jechać ze stalą prędkością. Mamy więc dla fragmentu przyspieszania wzór 

Stąd wyliczamy 

oraz 

_.1!...(t - t ) PVk - hmao<. - lvf Rk- 1 e /Il tL k-1 = ________ _ 
pvk- 1 - hmao<. - M Rk- 1 

Ml PVk-1 - hmax - l\;f Rk- 1 
tu - tk- 1 = - n---------

P PVk - hmax - M Rk- 1 
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Dla dróg mamy 

6. P sJ:_1 = ~(hmax+ M Rk- 1) [tu-tk - 1- M (l-e- fi- (t,, - t• - 1l)]+ MVi- i (1-e - fi-(t,, - tk - 1 )) 

p p p 

t:,.Zst = vk(tk - tu) 

a warunek przejścia do wolniejszego przejazdu DE2 ma postać 

t:,.PsJ:-1 +6.zst > 6.sL1 (122) 

Zauważmy, że ten przypadek jest równoważny przejazdowi A, gdy v~-;;_ = vk. 

9.8 Przejazdy pośrednie DEI i DE2 

Przejazd DEL W tym przejeździe , dla vk ::; vk- l, przejazd na wybiegu roz­
poczyna się wcześniej niż w przejeździe D i kończy przed czasem tk. Oznaczmy 
czas rozpoczęcia jazdy na wybiegu przez tr :::: tk-l , koniec przez tu ::; tk. Wtedy 
przejazd składa się z 3 fragmentów: jazdy ze stalą prędkością vk- l od czasu tk - l 
do tr, jazdy na wybiegu od czasu t r do czasu lu i jazdy ze stalą prędkością vk od 
czasu tu do czasu tk. Mamy 

oraz 

_ -1!.(t - t ) PVk - M Rk- 1 e Mu r= ------

PVk- 1 - M Rk- 1 

_ Ml PVk- 1 - M Rk- 1 
tu-tr- - n------

. p PVk - MRk- 1 

oraz warunek na drogę 

gdzie 

6 5s~- l = Vk- 1(tr - tk - 1) 

t-.Z U _ MRk- 1( ) M( MRk-l)(l _ -1!. (tu - l,)) 
L-'- Sr - --- tu - tr + - Vk - ł - --- - e M 

p p p 

6. 5s~ = vk(tk - tu) 

(123) 

Czasy przełączeń między tymi fragmentami wyznaczymy rozwiązując układ po­
wyższych dwóch równań. 

Zauważmy jednak, że tu - tr jest wyrażone wcześniejszymi wzorami. Po ich 
podstawieniu do równania (123) otrzymujemy 

( ) M 2 Rk- 1 l PVk- 1 - M Rk- 1 
Vk-1 tr - tk-1 + 2 n MR + 

p PVk - k - 1 
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Rysunek 16: Przejazd DEl. 

M( MRk- 1)( PVk - MRk- 1 ) +- Vk - 1 - --- 1 - ------ + 
p p PVk- 1 - M Rk-1 

( Ml PVk- 1 - A1Rk- l) - A k 
+vk tk - tr - - n MR - usk- 1 

p P'Vk - k - 1 

k- 1 
Vmax 

czyli równanie liniowe względem zmiennej tr. Po uproszczeniu można je zapisać 
jako 

M( k +- Vk - 1 - vk) = D,sk-1 
p 

skąd , przy założeniu że Vk - l ie Vk otrzymujemy 

6sL1 vk- 1tk- 1 - vktk M(pvk - M Rk- 1) 1 pvk- 1 - M Rk- 1 M 
tr = ---- + ------ + --'---------'- n------ - -

vk- 1 - vk vk- 1 - vk p 2 ( vk- 1 - vk) pvk - M Rk- 1 p 

Najwolniejszy przejazd tygo typu jest wtedy, gdy jazda na wybiegu zaczyna się 

od czasu tk- l· Mamy więc 

M l PVk- 1 - M Rk- 1 
tr - tk - 1 = - n------

P PVk - MRk- l 

skąd warunek przejścia do przejazdu E ma postać 

6zs%_1 + 6 8 s~?: 6sL1 
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Rysunek 17: Przejazd graniczny między przejazdami DEl i E. 

czyli 

Nf Rk - 1 ( Nf M Rk- 1 _ .1'..(t - t ) ( k 
--- tr - tk - 1) + -(Vk- 1 - ---)(1- e M •r k - l) + Vk tk - tr) :2': 6Sk- 1 

p p p 

Przejazd DE2. Natomiast w tym typie przejazdu, przy vk > vk- l, przyspiesza­
nie zaczyna się później niż w czasie tk - J. Przejazd składa się z 3 fragmentów: ze 
stalą prędkością vk- l od tk - l do tr, z maksymalnym przyspieszeniem od tr do tu 
oraz ze stałą prędkością vk od tu do tk. Mamy 

_ Ml PVk - 1 - hma:x - Jl/[ Rk- 1 
tu - tr - - n---------

P PVk - hmax - M Rk- 1 

oraz warunek na drogę 

gdzie 6 8 sk- l i 6 8 s; wyrażają się tymi samymi wzorami, jak poprzednio, a 

Czasy przełączel'i uzyskamy z rozwiązania powyższych dwóch równań. 
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Rysunek 18: Przejazd DE2. 

k- 1 
Vmax 

Podobnie jak dla przejazdu DEI, i t utaj można sprowadzić te dwa równania 
do równania liniowego. Układ ten różni się tylko tym, że fragment z zerowym 
sterowaniem należy zamienić na fragment z przyspieszeniem, dla którego zachodzi 

p u M PVk - 1 - hmax - MRk- 1 M( 
/::, Sr = z(hmax + Af Rk- 1) ln h MR - - Vk - 1 - 'Uk) 

P PVk - max - k- 1 P 

Po przekształceniach uzyskujemy wzór 

'Uktk - Vk- ltk - 1 M PVk - hma.x - M Rk-1 l PVk- 1 - hma.x - M Rk- 1 M tr = ------ - ---------- n----------+ -
Vk - Vk - 1 p2 'Uk - 'Uk - 1 PVk - hmax - M Rk- 1 P 

Najwolniejszy przejazd typu DE2 jest wtedy, gdy fragment przyspieszania znaj­
dzie się na końcu odcinka, czyli gdy zachodzi 

M l PVk- 1 - hmax - M Rk- 1 
t .u - tk = - n---------

P PVk - hmax - ]\;[ Rk- 1 

Warunek przejścia z przejazdu DE2 do przejazdu E ma wobec tego postać 

czyli 

6 5 s%_1 +6Pst 2: 6sź_ 1 

1 
'Uk- 1(fu - tk - 1) + - (hmax + MRk- 1)(tu - fk - 1)­

p 

- ]\; (pvk - 1 - hmax - M Rk-1)(1 - e--/J (t,,-f; _i) ) 2: 6sź_ 1 
p 
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Rysunek 19: Przejazd graniczny miQdzy przejazdami DE2 i E. 

9.9 Przejazd najwolniejszy - przejazd E 

Ostatni typ przejazdu, nie osiągający dolnego ograniczenia na prędkość (v = O), 
składa się z fragmentów: hamowanie, przejazd z zerowym sterowaniem, patrz 
rys. 20, przyspieszenie. Wydaje s ię, że ten typ przejazdu raczej nie będzie sie zda­
rzał w rozwiązaniu optymalnym dla całego odcinka, bo trudno sobie wyobrazić, 
aby rozkład jazdy był aż tak zaniżony. Niemniej jednak dla kompletu trzeba takie 
rozwiązanie takze rozważyć. 

W tym typie rozwiązania mamy do czynienia z przestawieniem fragmentu przy­
spieszania i hamowania, stąd musimy użyć innych wzorów. Dla fragmentu hamo­
wania mamy 

gdzie 

VH = v(JH) = 'Uk - le - -f,(tfH - tk - l) - ~ (hmin - M Rk - 1) (1 - e - fr(tf1-1 - tk - il) 
p 

Drogę wyznaczymy przez całkowanie prędkości 

I\ HSJH - S S -
Ll k - 1 - Jl' - k-1 -

M ( 1 (h J\l[R )) (1 _ Ł(t 11 - tk - 1)) = - Vk- 1 + - min - -k - 1 - e M f -
p p 
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Rysunek 20: Trajektoria prędkości z najwolniejszym przejazdem. 

1 
--(hmin - MRk- 1)(tfH - tk - 1) 

p 

Dla fragmentu przyspieszania czas przejazdu wyraża się wzorem 

gdzie Vz = v(t1z), a równanie prędkości uzależnimy od vk 

Po jego scałkowaniu od uzyskamy drogę 

AP k 
U Sf11 = Sk-SJZ = 

= M (vk - !(hmax + M Rk-1) )( eif(t<- - t1z) - l) + !(hmax + M Rk- 1)(tk - t1z) 
p p p 

Dla fragmentu z zerowym sterowaniem mamy natomiast prędkość na końcu 
fragmentu 

czas przejazdu 
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oraz długość przebytej drogi 

Stawiamy teraz warunek 

(126) 

Prócz tego, z ciągłości prędkości w punkcie przełączenia vz uzyskujemy równanie 

M Rk- 1(l - e-f3r(t1z-t111 l) + VHe - fi-(t1z - t111) = 
p 

(127) 

Jeżeli istnieje rozwiązanie rzeczywiste, to z warunków tych wyznaczymy dwie nie­
znane zmienne: t J" i t 1 z, które powinny spełniać warunki 

(128) 

gdzie th jest czasem osiagnięcia prędkości zerowej przy maksymalnym hamowaniu 
z prędkości Vk-l w chwili tk- l, a więc wyraża sie wzorem 

MI PVk- 1 + hmin - M Rk- 1 
th = tk- 1 + - n---------

p hmin - mRk- 1 

a t 2 jest czasem, od którego można osiągnąć prędkość vk w chwili tk, a więc wyraża 
się wzorem 

M hmax + MRk- 1 t2 = tk - - In--------
P hmax + M Rk- 1 - PVk 

Zmienna VH jest znaną funkcją t111 i może być wprost podstawiona do powyższego 
równania. 

Wzory przybliżone. Rozwijając funkcje eksponencjalne w szeregi Taylora do 
drugiego stopnia otrzymamy następujące przybliżenia: 

• droga hamowania 

• droga z zerowym sterowaniem 

z JL, . PVH - M Rk- 1 2 
6 s1,, ~ VH(t1z - i111) - 2M (t1z - t111) 
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START 

Czy spełniony warunek (94)? T 

N 

Czy spełniony warunek (100)? Czy spełniony warunek (95)? ~ Brak rozwiązania I 
__ ___L_N__ T( ) T(>) 
Brak rozwiązania 

T(>) I T( ) 
.__ ----+<, I Przejazd A I 

T Czy spełniony warunek (105)? N 

Przejazd Al Czy (107)? N I LJ'i~-''-~ 
Przejazd Br Czy (108)? 

T 

T Czy spełniony warunek (116)? ...__ __________ _, 

---''--T=-- ~.1....=T __ ~ 
Czy (117)? N I Przejazd C ~ Czy (108)? ....__T _____ _ 

T 

I Przejazd DEI I N Czy (124)? 

T 
Czy spełniony warunek (128)? <+-----------

+ I Przejazd E I Brak rozwiązania 

Rysunek 21: Schemat blokowy algorytmu poszukiwania przejazdu optymalnego na od­
cinku trasy. 

• droga przyspieszania 

• równanie ciagłości prędkości w czasie t re 
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• równanie prędkości w czasie t f,, 

PVk- l + hmin - M Rk-l ( fll )[ P ( )] 
VH :::::; Vk; - l - M t - tk- l 1 - 2M t1'' - tk - l 

9.10 Algorytm poszukiwania optymalnego przejazdu 

Z przeprowadzonego rozumowania wynika algorytm poszukiwania rozwiązania przed­
stawiony na rys. 21. W algorytmie tym uwzględniono warunki przełączeń nie wy­
magające rozwiązywania równań. 
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A Załącznik 

A. l Rozwiązanie nieliniowego równania ruchu dla zakresu 
stałej mocy 

Mnożąc obie strony przez v otrzymujemy 

dv(t) ( p 2 
v(t)----;Jt = M - Mv ( t) + Rk- !'u(t) 

Podstawiając mową zmienną 

a następnie 

w(t) = v(t)efrt 

T = ..!!_t 
M 

doprowadzamy do równania 

( )dw(T) ( 2r ( )MRk- 1 T w T -- = -e + w T ---e 
dT p p 

(133) 

(134) 

Jest to pewna forma równania Abela drugiego rodzaju, którą można sprowadzić 
do równania liniowego ze zmiennymi współczynnikami po podstawieniach 

T = lnf W = 'Uf 

!\famy bowiem 

dw = d(u0 = duf + udf, = duf,+udf,du = du(f, + udf,) 
dT dT dT dT dT d'u dT dT du 

Ponieważ jednak 
dT dT df, 1 df, 
du df, du f, du 

więc 
du 1 f, 
dT ""i{;" ~ 

du du 

W rezultacie, po podstawieniu do (134) otrzymujemy 

f, df, l 2 
uf,~ (f, --1- u-d ) = - (( + uMRk_1)f, 

du U p 

skąd dochodzimy do końcowego równania liniowego 

( 2 MRk- 1 ()df, 
- u + u--- + - - = uf, 

p p du 
(135) 
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Ponieważ jest to równanie o zmiennych rozdzielonych, więc rozwiązanie uzyskamy 
obliczając poniższe całki 

I d( j udu 
T = - u2 + ,uMRk- 1 + ~ 

p p 

Całka po lewej stronie jest równa 

J ~~ = In~ 

Trudniejszą całkę po prawej stronie możemy sprowadzić do sumy dwóch całek 

J udu 11(-2u + ~)du MRk- l j du 
- u2+uA!Rk-l +r = -2 - u2 +uMRk-l +r+~ -u2+ uMR,- _1 +r 

p p p p p p 

Pierwszą całke po prawej stronie łatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej 
równej mianownikowi wyrażenia podcałkowego uzyskując 

11 (-2u +M:k- i)du I 2 MRk- l ( 
- - --~~-- = - - !n(-u +u-- + - ) 

2 - u2 + uMRk- 1 + r 2 p p 
p p 

Aby obliczyć drugą całkę po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika 

I'::. = M2RL1 + 4f = M2RL1 + 4p( > o 
p2 p p 2 

Po rozkładzie na ułamki proste dochodzimy do rozwiązania 

I. du p 2pu- MRk- 1 + ✓M2RL1 + 4p( 
MR = --;======In----------'--;::::===== 

, - u2 +u~+~ ✓ M2RL1 + 4p( 2pu - MRk- 1 - ✓1VJ2RL 1 + 4p( 

W rezultacie pierwotna całka po prawej stronie jest równa 

In ( C 
2pu - M Rk- 1 + ✓ Jyf2 RL1 + 4p( J M2RL, +••1; ✓ M Rk-1 ( ) 

/ -u2 + 'u--- + -
2pu - M Rk- 1 - ✓ M 2 R%_ 1 + 4p( p p 

gdzie C jest stalą całkowania, skąd otrzymujemy końcowe rozwiązanie ogólne 

' ✓ 2 ✓A1 2 Ri I +4p( 
2pu ~ MR,~, +M' R,~, +4p( ✓ , MR,~, ( 

I - u + u--- + -
2pu - MRk- 1 - ✓M2R%_ 1 + 4p( P P 

(136) 
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które daje nam zależność ((u) . Do wyznaczenia stałej C jest potrzebny dodatkowy 
warunek. Uzyskamy go z warunku początkowego poczatkowego równania. Otóż 
ś ledząc kolejne podstawienia dostajemy 

skąd dostajemy 

Podstawiając te wielkości do rozwiązania (136) dochodzimy do zależności 

2pv (tv1 )- MR,._ 1 +✓ M2RL 1 + 4p( ✓A/2rą_ 1 + 4 p( 

.r_ 2pv (lv1) -MRk- 1 - ✓M 2RL 1 +4p( 
e Al tv, = C---,============---

J-v2(tv,) + v(tv,) M:• - i + ~ 

z której wyznaczamy C 

2pv (tv1 )- MRk - 1 +✓M2RL 1 +4p( ✓M2 Ri_ 1 +4 p( 

2pv(tv1 )-MRk-i -✓M2 RL1 +4p( 

Po podstawieniu C do równania (136) dostajemy rozwiązanie szczególne naszego 
równania 

( = 

2pu-MRk-!+✓M2RL, +4p( 

2pv(lv1 )- M Rk - l +✓ M 2 RL 1 + 4p( 

2pu-MRk- , -✓ M 2RL, + 1p( 

2pv (tv1 )-MRk- 1 -✓M2RL 1 + 4p( 

I 

Aby powrócić do początkowych zmiennych, z zależności 

T = ln((u) 

(137) 

powinniśmy wyznaczyć funkcj ę odwrotną u(T), co następnie pozwoliłoby znaleźć 

w(T) = u(Tk(T) = u(T)er 

aby doj ść do końcowego wzoru 

v(t) = w( }!_t)e- -lrt = ·u( }!_t) 
M M 
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Jednak kłopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej 'U(O , potrzebnej do 
uzyskania 'U(T). Do tego celu przyjmiemy pewną aproksymację. Otóż zauważmy, 
że po rozważeniu zakresu wartości parametrów możemy przyjąć 

4p( 
1 + M2R2 

k- l 
r:::;l 

Wtedy zależność (('U) we wzorze (137) upraszcza się do 

( = 
u ( v2(t )+v(t )MRk- l +~) v(tv ) - ,,, v, - p- p J'... 

1 e M tv1 

pu- MRk - 1 (-'U2+'UMRk-l +~) 
pv(tv1)-MRk - 1 P P 

co doprowadza do równania 

-v2 (tv1 )+v(tv1 )~+-' 
'U v(tv1 ) _l?_ e = -------'--~~-- e2 M tv, 

(pu- MRk - 1)(- u2+u~+-') 
pv(tv1 )- MRk-1 

czyli po przekształceniach do 

3 2 M2R% 1 MRk-1( 
P'U - 2MRk- i'U + ( - + P-()'U + --- = O 

p p 

gdzie 

(pv(tv1 )- MRk- 1)(-v2 (t,.,1 ) +v(t,.,,)MR•- i + ~) _.r_( ) 
P = P P e- 2Mt- tv, 

v(t,.,i) 

Jest to równanie algebraiczne trzeciego stopnia, które w zasadzie można rozwiązać 
analitycznie. 

Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do równania kanonicznego 

3 1 (M2 RL1 ) 2 M Rk-l (2M2 RL1 ) 
'U - - --- + ( - P 'U + --- ---- + ( + 2P = O 

p 3p 3p2 9p 

i obliczamy wyróżnik 

1 (M2R2 )3 M2R2 (2M2R2_ )2 D, = _ __ k- 1 + ( _ p + k-1 k-l + ( + 2p 
27p3 3p 12p4 9p 

Typ rozwiązania i odpowiednie wzory na pierwiastki zależą od znaku wyróżnika. 
Jednak nie wygląda na to, aby można było łatwo ustalić ten znak. Dla dodatniego 
znaku jedyne rozwiązanie rzeczywiste wyraża s ię wzorem 

'U = 
MR 2M2R2 

3 - ~( k- l + ( + 2P) + ~ + 
6p2 9p 
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- 3 M ~k- 1 (2M2 RL1 + ( + 2P) + JE 
6p2 9p 

i na to , aby było ono dodatnie, musiałoby zachodzić 2M::L, + ( + 2P < O. Nato­
miast dla ujemnego wyróżnika dostajemy trzy pierwiastki rzeczywiste, z których 
trzeba wybrać pierwiastek dodatni. Jeżeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to 
rozwiązanie naszego zadania. Jeżeli pierwiastków dodatnich jest więcej, to po­
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwiązania właściwego. Te trzy pierwiastki 
wyrażają się wzorami 

1 M 2 R2 cp 
-( k - l + ( - P) cos -
3p 3p 3 

l(M2RL1 ( P) efJ+27r - --- + - cos---
3p 3p 3 

1 (l'vf2RL1 ) 4>+47r - --- +(-P cos--
3p 3p 3 

gdzie 
MR 

(
2M2R2 ) - ____e:_.=..!. __ k_-_, + ( + 2P 

2p 9p 
cos <P = ---;:==========-~ 

...!. (M2RL, + ( - P)3 
3p 3p 

Jak widać, zależność u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zależy 
wykładniczo wartość P, która z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do końcowego 
rozwiązania, niezależnie od tego, które z rozwiązań jest właściwe. 
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A.2 Model z uwzględnieniem jazdy po łuku 

Dla przypomnienia, równania ruchu dla zakresu stałej mocy ma następującą postać 

dv(t) ( 1 p 
-----;ft = M v(t) - Aiu(t) + Rk- 1 (138) 

z warunkiem początkowym 
v(tv1 ) = Vv1 

Równanie to teoretycznie można rozwiązać analitycznie. Jednak prowadzi to do 
bardzo skomplikowanych wzorów. Ich wyprowadzenie przedstawiono w załączniku. 

Powrócimy teraz do modelu (1) , jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporów 
częściowo inne założenia. Otóż przyjmiemy, że zależność oporu od powietrza od 
prędkości jest kwadratowa, natomiast założymy, że nie ma wiatru. Dodatkowo, roz­
patrzymy opory przy jeździe pociągu po łuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia 
tej zależności. 

,- - -
I 
I 
I 
I 
I F[ 

Fo 
I 
I 
I 

I 
I 

-., 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Rysunek 22: Siły w jeździe po luku. 

Obliczymy na początek siły działające na pociąg jadący po luku. Przyjmiemy, 
że pociąg jest jedną bryłą, co jest pewnym przybliżeniem, szczególnie dla skła­
dów wielowagonowych. Siła powodująca skręt pociągu jest tu wynikiem reakcji 
kół z torami, przez co na tor działa siła (siła odśrodkowa) równa F0 = M a0 , gdzie 
a0 = v2 / R jest przyśpieszeniem dośrodkowym , v jest prędkością pociągu, a R pro­
mieniem skrętu. Jednak tory są często budowane na zakrętach z nachyleniem w 
kierunku skrętu. Powoduje to , że siła odśrodkowa nie jest równoległa do płaszczy­
zny torów, gdyż jest pozioma - równoległa do płaszczyzny ziemi, patrz rys. 22. 
Po rozłożeniu tej siły na składową równoległą do poziomu torów Ff i składową 
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prostopadła do płaszczyzny torów F;1 otrzymamy zależności 

Ft = Fo cos/3 F;: = F0 sin /3 

Jednak na skutek pochylenia torów, pionową siła ciężkości Fe = Mg możemy 
rozłożyć także na dwie składowe działające w tych samych kierunkach, co składowe 
siły odśrodkowej 

Ff= Fcsin/3 

Ponieważ składowe równolegle do poziomu torów mają przeciwne zwroty, końcowe 
wypadkowe składowe, po wstawieniu wzorów na silę odśrodkową i siłę ciężkości, 
wyglądają następująco 

v2 
R = FP - FP = Mg(-cos/3- sin/3) 

p o C gR 
v2 

pn = F;: + P;, = Mg(-1 sin/3 + cos/3) 
gZ 

(139) 
Po pomnożeniu przez współczynnik tarcia związany z ruchem po luku µR otrzy­
mamy związaną z tym ruchem silę tarcia 

(140) 

Siła prostopadła do płaszczyzny torów jest za.ś związana z silą tarcia tocznego 

v2 
Tr = µrMg(gR sin/3 + cos/3) (141) 

które będzie jeszcze zależało od nachylenia torów w kierunku jazdy (będzie po­
mnożone przez cos a). 

W rezultacie równanie ruchu pociągu (po zaniechaniu wiatru) będzie wyglądało 
następująco 

dv(t) 
M-- = 

dt 
v2 v2 

= - pv2 (t)+h(t)+gM sin a-µrM g(gR sin (J+cos /3 ) cos a-µRM g(gR cos /3-sin /3) 

(142) 
Równanie to można zapisać następująco 

gdzie 

dv(t) = -Av2(t) + C 
dt 

A _ .E_ µr sin /3 cosa + µR cos /3 
- M+ R 
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hW . . 
C = M + gsm a - µrg cos /3 cosa+ µH.gsm j3 

Jest to równanie różniczkowe Riccatiego. 
Jeżeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzględnimy łuki założymy, jak 

poprzednio, że sterowanie ·u jest na każdym odcinku stale, to na każdym odcinku 
parametry A i C są stale. Można w takim przypadku łatwo zauważyć , że ma ono 
wtedy rozwiązanie szczególne stale na odcinku 

v0(t) = /?I (144) 

Istnieje wzór pozwalający wyznaczyć rozwiązanie ogólne równania Riccatiego, 
gdy jest znane jego rozwiązanie szczególne, patrz np. [28]. Jeżeli zapiszemy powyż­
szy typ równania w sposób ogólniejszy 

dv(t) 
~ = fz(t)v 2 (t) + .h(t)v(t) + fo(t) 

i znamy pewne rozwiązanie szczególne tego równania v 0(t) 
równanie ogólne ma postać 

(145) 

q;(t), to wzór na 

o <I>(t) 
v(t) = v (t) + D - f <1>(t)f2(t)dt (146) 

<I>(t) = efl2h(t)v0(t) + fi(t) ]dt 

gdzie D jest dowolną stalą. W naszym przypadku współczynniki f; oraz rozwiąza­
nie szczególne v 0(t) są stałe i przyjmują wartości 

fz(t) = -A fi(t) = o fo(t) = C v0 (t) = /?I 
wobec czego 

<I>(t) = e- f2A\0dt = e-2v'AC't 

i rozwiązanie ogólne równania (143) przyjmuje następującą postać 

e-2v'AC't 
v(t) = + --~~--

D _ ! fie -2./Act 2y c 
(147) 

Na odcinku k - 1 stalą D wyznaczymy z warunku początkowego v(tk- i) = vk- l· 
Dla podkreślenia, że rozpatrujemy rozwiązanie na tym odcinku, wszystkim stałym 
dodamy wskaźnik k - 1. Tak więc mamy 

e-2✓Ak - lck- ltk - l 
~1 = l+---~=~~===~­

D _ ! ~e-2✓ A1-- 1Ci- - 1t•-i 2y~ 
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skąd 

= !~ Vk - l + ~ e - 2JA,._ 1C,_ 1tk- 1 

2 ~k- 1 Vk - 1 - --
Ak - l 

Po podstawieniu wyznaczonej stałej do rozwiązania ogólnego, otrzymamy rozwią­
zanie szczególne spełniające warunek początkowy 

( 
2e- 2JA,-_ 1Ck- 1(t- t,- _ ,) ) 

Vk- l(t) = l+-----------
vk 1+ J c k- t 

- Ak- l _ e - 2JAk- lck- l(t- t,. _ ,) 

V1,;;-1-rn 

(148) 

co można też zapisać w bardziej symetrycznej formie 

(149) 

Ze wzrostem czasu rozwiązanie zbiega do rozwiązania szczególnego stałego (144). 
Jeżeli ta zbieżność jest szybka, to rozwiązanie takie jest dosyć wygodne w prak­
tycznej implementacji, gdyż po prostu można podać maszyniście, jaką prędkość 
ma utrzymywać na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejściowym. 

Na końcu przedziału, dla t = tk, zachodzi 

(150) 

W powyższych wzorach 

A _ !!_ µy sin f3k - 1 cos ak- l + µR cos f3k-l 
k - 1 - M + R 

k- 1 

ck- 1 = hk- 1 + g sin ak- 1 - µyg cos f3k - 1 cos ak- 1 + µRg sin f3k - 1 

Jeżeli odcinek jest prosty, to Rk- l = oo i /3 = O. Wtedy wzory na współczynniki 
Ak- 1 i ck- 1 przyjmują postać 

p 
Ak- 1 = -

M 
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Jak widać, wprowadzenie zależności oporów od kwadratu prędkości znacznie 
komplikuje rozwiązanie od strony techn icznej, gdyż prowadzi do bardziej skompli­
kowanych wzorów. Niemniej jednak idea sprowadzenia całego zadania do nielinio­
wej optymalizacji statycznej, w której należy wyznaczyć wartości hk- l i l:,k-l = 
tk - tk- l dla k = 1, ... , K, pozostaje aktualna. 

A.3 Równanie zależne od drogi 

Pochodną prędkości po czasie możemy łatwo zamienić na pochodną od drogi s 

korzystając z zależności 

dv(t) dv(s) ds dv( s) 
----;ft = ~ dt = ~v(s) 

Zamieniając zmienne w równaniu (143) i podstawiając powyżej wyprowadzoną 
zależność otrzymujemy 

v(s) dv(s) = -Av2 (s) + C 
ds 

Równanie to możemy zapisać następująco 

1 dv2 ( s) - A 2 ( ) C 
---- - - V S + 
2 ds 

skąd po podstawieniu v2(s) = z(s) otrzymujemy równanie liniowe 

! dz(s) = -Az(s) + C 
2 ds 

Równanie to ma rozwiązanie ogólne 

C 
z(s) = De-2As + -

A 

Z warunku początkowego z (sk- i) = vL1 uzyskujemy 

D = e2As._1 (v2 _ Q) 
k- ł A 

oraz rozwiązanie szczególne spełniaj ące ten warunek 

zk- l(s) = v%_ 1e - 2Ak-1(S-Sk-iJ + Ck- I (1- e - 2Ak-1(s-s,,_i) ) 

Ak-1 

a po uwzględnieniu podstawienia 

712 e-2Ak-1(s-sk- 1) + ck- l (1 - e-2Ak- 1(S-Sk-d) 
k - l Ak- 1 
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Na końcu odcinka równanie to przyjmuje wartość 

Może trochę nieoczekiwanie, równania te mają trochę prostszą forme niż w po­
przednim punkcie, a nieliniowość typu funkcji wymiernej jest zamieniona na nieli­
niowość typu pierwiastkowego. 

A.4 Dodatkowy stały wiatr. 

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjęto jednak, że nie ma wiatru, 
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie można jednak rozszerzyć 
na przypadek, gdy wieje stały wiatr z prędkością w. Podobnie jak w równaniu 
liniowym, przyjmiemy, że kierunki ruchu pociągu i wiatru mają ten sam zwrot, 
wobec czego równanie ruchu pociągu przyjmuje postać 

dv(t) 2 
M- = - p(v - w) (t)+ 

dt 

'U2 'U2 

+h(t) + gM sin a-µTMg(-sin/3+cos/3) cosa-µnMg(- cos/3-sin/3) (153) 
gR gR 

Po rozwinięciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz równanie 

gdzie 

dv(t) 
-- = -Av2 (t) + Bv(t) + C 

dt 

A _ ]!_ µT sin /3 cos a + µ R cos /3 
- M+ R 

B= 2pw 
M 

h(t) pw2 

C = M + gsina - µTgcos /3cosa + µngsin /3 - M 

(154) 

Współczynnik A jest tu dokładni e taki sam, jak poprzednio , natomiast w C poja­
wił się dodatkowy (ostatni) składnik. Pozostawimy jednak tę samą literę , aby nie 
mnożyć oznaczeń. 

Podobnie jek poprzednio, równanie (154) ma rozwiązanie szczególne stałe, które 
spełnia równanie kwadratowe 

- Av2 (t) + Bv(t) + C = O 

87 



Z dwóch możliwych rozwiązań tego równania 

B ✓ AC -(1 -1 +4-
2A B 2 

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie) , czyli nasze rozwiązanie szczególne wy-
raża się wzorem 

B ~ 
vo(t) = 2A (1 + V 1 + 4132) (155) 

We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkości 

h(t) = -A fi(t) = B fo(t) = C 

i otrzymujemy 

oraz rozwiązanie ogólne 

Podstawiając warunek początkowy vk- l dla Tk- l obliczamy stalą D 

D = ~ ( 1 + 1 ) e - BJ1+41J,j_-tk - , 

B J1 + 4~? ~Vk - 1 - ½(l + J1 + 44&-) 

Po podstawieniu tak wyliczonej stałej do rozwiązania ogólnego otrzymujemy roz­
wiązanie szczególne spełniające warunek początkowy v(tk_1) = vk- l 

✓ Ak - l Ck - l ( - Bi- - 1 !+4 B t - ti- - 1) 

+-----------e ______ k_-_' ----------;,==;c===:;,==---) 
1 ( - Bk - 1 ✓1+4 Ak~~ck-1 (t-tk - d) 

A 1 A C + -----;=-s=====ss== 1 - e k- l 
~V _ l(l+✓l+4 k - 1 k - l) 1+4 Ak-.l C k - l 
Rk - 1 k - 1 2 B~-1 Bk - 1 

(156) 
przy czym 
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2pw 
Bk- 1 = M 

h(t) . . pw2 

Ck- 1 = M +gsmak- 1-µygcosf3k - 1COSO'.k-1+µRgsmf3k-l- ]\IJ 

Jeżeli w = O, to rozwiązanie to sprowadza się do rozwiązania (148). 
Na końcu odcinka prędkość jest równa 

✓ 11 k - lCk - 1 - Bk - 1 1+ 4 [3 6, _ , 

+-----------e ______ •_-_' _____ ---;c=====---) 
-B ✓1+4 A; _ 1Ck- l L', 

1 1 ( k -1 B k-1) 
A A c + 1 - e k - l 
--'-=1.v - 1(1 +✓1 +4 k-1 k - 1) ✓1 +4 Ak-1 ck-1 , 
Bk-1 J,-1 2 Bk - 1 Bk - 1 

(157) 
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