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1 Wprowadzenie

Kolej obstuguje sporg cze§é transportu osobowego (w Polsce okolo 10%) i towa-
rowego (w Polsce ponad 30%), zuzywajac w tym celu znaczng ilo§é energii. W
odroznieniu od wielu innych §rodkéw transportu, transport kolejowy pozwala na
oszczednosei energii zwiazane ze sposobem jazdy, ze wzgledu na wydzielone trak-
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy s zachowane rozklady jazdy. Oszczednosé energii
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale takze powoduje zmniejszenie emisji gazéw
cieplarnianych i innych zanieczyszczen atmosfery, a wiec ma takze wymiar ekolo-
giczny.

Pierwsze prace dotyczace optymalizacji profilu predkosci jazdy pojawily sie
w Japonii w latach 60-tych ubieglego wieku [17]. Istotny postep w analizie tego
problemu wprowadzila praca [5]. Jednak zdecydowany rozwéj badani dotyczacych
sterowania jazdg pociggu nastgpil dopiero w XXI w. Wezesne intensywne bada-
nia na przetomie wiekéw prowadzono w Australii [30, 15, 13, 14, 9], ale gléwny
wysyp prac nastapil dopiero po 2010 r. Cze§é tych prac przedstawiono w wykazie
literatury tego opracowania, mozna je takze znalezé w wykazach literatury arty-
kuléw przegladowych [2, 3, 33]. W Europie powstal w tym czasie projekt [26], w
ramach ktérego jest mozliwo$é wymiany do$wiadczen i wspolpracy w rozwijaniu
tej tematyki.

Wiekszo§¢ prac kontynuuje metody rozwigzania przedstawione w najwczeéniej-
szych pracach i opiera optymalizacje na zasadzie maksimum Pontriagina [29]. Trud-
nosci w jej zastosowaniu wynikaja z wystepowania ograniczent na jeden ze stanéw
— predko§é — i zaleznych od innego stanu — drogi, a takze zmiennosci réwnania
w zalezno$ei od drogi, co wynika z réznych oporéw zaleznych od réznicy wznie-
sieri, zakretéw, czy oporéw powietrza, na przyklad w tunelach. Stosujac zasade
maksimum Pontriagina mozna stosunkowo latwo uzyskaé ogélng charakteryzacje
optymalnych fragmentéw przejazdéw, jednak duzy klopot sprawia wyznaczenie
czas6w przelaczen miedzy tymi fragmentami. Z tego powodu pojawily sie prace, w
ktérych do optymalizacji uzywa sie metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest
modyfikacja rozkladu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a takze uktadanie
regionalnych rozkladéw jazdy i zarzadzanie w takich regionach ruchem pociggéw
pod katem oszczednosci energii, patrz [33].

W tym opracowaniu zajmujemy sie najprostszym zagadnieniem wyznaczania
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru-
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzujacym sie licznymi zmianami
nachylenia trasy. Lacznie z licznymi zmianami ograniczen na predko§é powoduje
to, ze klopotliwe wyznaczanie punktow przetgczen jest w takim przypadku liczne.

Metody rozpatrywane w opracowaniu sg oparte na zasadzie maksimum Pon-
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujgce przyspieszenie
obliczen. Podstawowym z nich jest uzycie analitycznych rozwigzan réwnain ruchu
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zamiast przyjetych ogoblnie rozwigzan numerycznych. Gléwnym rozwigzywanym w
opracowaniu przypadkiem sg liniowe réwnania ruchu powstale przez przyjecie li-
niowej zalezno$ci oporu powietrza od predkosci wzglednej pociggu. Jednak podano
takze rozwiazania analityczne réwnaii nieliniowych, ktore mozna bedzie rozpatrzyé
w dalszych badaniach.

Innym pomystem rozwazanym w tym opracowaniu jest podzial trasy miedzy
przystankami na odcinki o stalych ograniczeniach predko$ci oraz statym réwnaniu
ruchu. Rozwigzania optymalne dla takich odcinkéw sprowadzajg sie do kilku typéw
przejazdéw. Sklasyfikowano te typy przejazdéw, przedstawiono sposoby wyznacza-
nia w nich chwil przelaczeri miedzy fragmentami o stalych wymuszeniach oraz po-
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych poczatkowych i koficowych
czasach przejazdu oraz predkosciach w tych chwilach. Okazalo sie przy tym, ze dla
dokladnych wzoréw wystepowaly trudnosci numeryczne w wyznaczaniu rozwigzan
ukladéw réwnan nieliniowych. Opracowano przyblizenia wzoréw sprowadzajace
réwnania do réwnan kwadratowych, ktérych rozwigzanie nie nastrecza trudnosci,
a jednoczesnie jest wystarczajaco dokladne.

W tym opracowaniu nie rozwazono natomiast metod polaczenia przejazdéw na
odcinkach w optymalny przejazd na calej trasie miedzy przystankami, poza ogél-
nym zarysowaniem mozliwych metod postepowania. Rozwigzanie tego zagadnienia
bedzie tematem dalszych prac.

W opracowaniu nie podano takze przykladéw numerycznych wyznaczania roz-
wigzan. Bedzie to tematem oddzielnego opracowania.



9 'Trajektorie optymalne

9.1 Trajektoria najszybsza — przejazd A.

Popatrzmy teraz na wykres z rys. 5. Zakladajac, ze faza przyspieszania odbywa
sie przy sterowaniu hy.x, & hamowania przy —hAmm, to przedstawia on najszybszy
mozliwy przy ograniczeniach przejazd od predkosci vg_; zadanej w chwili £ do
predkosci v, w chwili ¢,. W tym czasie pociag przejedzie droge bedaca polem pod
wykresem predkosci (catka). Jak widaé, zadanie ma rozwigzanie, jezeli to pole jest
nie mniejsze od roéznicy s — Sp_1 = Asﬁ_l.

— = = _ k—1
P Umax
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€
d
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S
C
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|
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|
|
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!
|
!
|
|
I

tk—1 tep toH tg

Rysunek 5: Trajektoria najszybsza — przejazd A.

Zapiszmy to spostrzezenie matematycznie. Poniewaz w tym przypadku vy =
Umax, t0 czas przejazdu fragmentu przyspieszania wynosi

M | pvp_1 — (Bmax + M Ry_1)
APHY —tp—t =" i
L T T T T T T — (e + MRyy)

a przebyta droga

1 M
Apsifl =8P — Sg—1 = ;(hmax =+ MRk—l)[tfp - tk_l - ?(1 - e_ﬁ(tfp—tk—l))]+
+M’Uk_1 (1- e—-&(tfp—tk—l))
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Czas przejazdu fragmentu hamowania jest natomiat réwny

pvk : 2K hmm - MRk—l
PV + Pmin — M R4

M
AHtsH—tk—tH:;m

a droga
APk, = s — sy =

= %(ka + hmm MRk 1)(6M(tk_t ) — 1) - _(hmm MRk_l)(tk - tsH)

Zauwazmy tez, ze z powyzszych zaleznosci mozemy wyznaczyé czasy przelacza-
nia tgr i L,z oraz odpowiednie punkty drogi ssr i s,z. Na to, aby istnial fragment
jazdy z maksymalng predko$cig musi zachodzi¢ warunek

tpp < ign (94)

Jezeli zachodzi réwno$é, to trajektoria w jednym punkcie dotyka predkosci maksy-
malnej. Jezeli warunek nie jest spelniony, to krzywe przecinajg sie ponizej predkosci
maksymalnej.

Zatozymy na razie, ze warunek (94) jest spelniony. Poniewaz znamy (stala)
predkoéé na tym fragmencie v¥,1, to musi zachodzié

Assfp = 8gn — Spp = v (t u—tpp)
W rezultacie warunek na istnienie rozwigzania ma postaé
APs +Ass + ABsky > sp — sp = AsE (95)
Jezeli w powyzszej zalezno$ci wystepuje réwnosé, to nasze zadanie jest rozwigzane
- nalezy przejechaé odcinek najszybciej, jak to mozliwe.
Dla przyblizonych wzoréw na drogi wzor (95) przyjmuje nastepujaca postaé

3= Pipe — M By
vp(typ — tpy) — TR (g g )24

—I—Uﬁl_a,l((tsu — tfp)—i—

DUk + Pomin — M Ry_4
2M

= Asi_, (96)

-I-Uk(tk o tsH) + (tk - tsH)2 =
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Rysunek 6: Trajektoria najszybsza — przejazd Al.

Przejazd Al. Jezeli warunek (94) nie jest spelniony, to przechodzimy do prze-
jazdu C. Jednym z jego granicznych przypadkéw jest przejazd z tylko dwoma
fragmentami przejazdu: przyspieszanie i hamowanie. Ich trajektorie spotykajg sie
chwili £¢» ponizej predkosci maksymalnej. Taki typ przejazdu oznaczymy jako

przejazd Al. Zachodzg dla niego wzory

P 1 M
APS£_1 = 8P — Sg—1 — I—)(hmax + MRk_l)[tfP — g1 — 7(1 = €

+ka_1 (i = e_{T(t,p—th_l))

oraz
AHs'}p =5, — 8pp =

1

M
== ;2—(]91)]; -+ hmin = MRk_l)(e-A%(tk——tf“') = 1) = }_)(hmin = MRk_l)(tk = tfP)

Rozwiazanie istnieje, jezeli jest spelnione réwnanie
P
APsl + AHs’}p = Agl
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i o ile jego rozwigzaniem jest pierwiastek rzeczywisty i;r, dla ktérego zachodzi
troy <tpp <ty (98)

Przejazd taki jest takze czasooptymalny, jednak bez osiggniecia wartosci maksy-
malnej (jezeli wezesniej wykluczyliémy przejazd A). Przejazd taki moze sie zdarzyé
tylko przy odpowiednim zestawieniu zadanej drogi i czasu jej przebycia.

Rownanie (97) jest jednak nieliniowe i wymaga zastosowania do rozwigzania
metody numerycznej. W tym celu mozna uzyé przyblizonych wyrazen dla drég, co
zamiast (97) daje

b1 — honax — M Ry_
S T T (ke — by 1)+

PV 4 Rpin — M By
Mty =

= Asj_, (99)

Jest to przejazd najszybszy, co oznacza, ze jezeli w zadanym czasie droga do
przebycia jest dluzsza, a jednoczesnie wezesniej wykluczyliSmy przejazd A, to za-
danie nie ma rozwiazania. Inaczej méwiae, aby zadanie mialo rozwigzanie, musi
zachodzié

-i—’l)k(tk — tfP) +

APsE + AFsk > Ask, (100)
Sprawdzenie tego warunku wymaga jednak znajomoéci czasu typ. Tymczasem
rozwigzanie réwnania (97) czy nawet réwnania z aproksymacjami (99) nie zawsze
jest mozliwe. Ponizej wyprowadzimy inny spos6b wyznaczania tego czasu.
Oznaczmy predko$é, przy ktérej nastepuje przelaczenie z fazy przyspieszania
na fazg hamowania, przez v,. Zachodza wowczas nastepujace wzory na czas typ, W
ktérym ta predkosé jest osiggana:

e od strony przyspieszania

bop = to | + M o PU-1— (hmax + M Ry—1)
d B p DpUp — (hmax + MRk—l)

e od strony hamowania

fop — M . pv, + hpin — MRy
P =l — —In
p PUk + hgin — M Bi_y

Poniewaz lewe strony sa réwne, wiec po przeksztalceniach otrzymujemy

PUg—1 — (hma.x + MRk—l) 1 DUy + hmin - MRk—l)

M
tr — g1 = —|(In
FTe p( 70 — (s + MBi1) DUk + Aoni — MRy
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a dalej

PUg—1 — (hmax + MRk—l) PV + Pmin — MRy,
PUp — (Pmax + MRy—1)  pvg + hmin — MRy

eFrte—teoa) _

Po dalszych przeksztalceniach dochodzimy do réwnania liniowego wzgledem v,
ktorego rozwigzanie wyraza sie wzorem
B (te— —1—hmax—M Ry
hmaxeM(tk te-1) + hminmpﬁlk:-hhr?aiMRfkl -
o2 —— + MRy,

) =
Py e T tr—th—1) | PUe—1—Pmax—MPRy—y
PUk+Hhmin—MRy 1

Podstawienie tej wartosci do jednego ze wzoréw po kropce pozwala na wyznaczenie
czasu przelaczenia £ ;p. Podstawienie z kolei tego czasu do wzoréw na drogi pozwala
na sprawdzenie warunku (100) bez koniecznosci rozwigzywania réwnania (97).

Zauwazmy tez, ze w przypadku, gdy w warunku (100) wystapi réwnosé, to
powyzej wyznaczony czas l;r jest rozwigzaniem dla przejazdu Al i nie trzeba
wtedy dodatkowo rozwigzywaé réwnania (97).

9.2 Dodatek zerowego sterowania — przejazd B.

Jezeli jednak nieréwnosé jest ostra, to trzeba zmniejszyé¢ predko$é na pewnym
fragmencie trajektorii, tak aby pole pod wykresem predkosci (przebyta droga)
byly réwne drodze zadanej. Przeglgdajac optymalne rozwiagzania na fragmentach
trajektorii dochodzimy do wniosku, ze przede wszystkim trzeba wlaczyé fragment z
zerowym sterowaniem (zero kosztu) miedzy fragment statej predkosci i hamowania,
tak jak na rys. 7.

Fragment przyspieszania jest taki sam, wiec wzory sie nie zmieniaja. Fragment
jazdy ze staly predko$cig maksymalng, jest krétszy, wiec zachodzi
Ass;ﬁ = ’U,l;;l((tsz — tfP)

Fragment hamowania jest teraz krétszy, wiec droga przejazdu wynosi

H_ k _ =
A sz —stk—stfz =

M . 1
- F(pvk + Pnin — M Rp_1)(eFr®%2) _ 1) — ;(hmh, — MRy_1)(ts — t52)

Dodatkowo, dochodzi teraz fragment jazdy z zerowym sterowaniem. Diugo§é
przebytej drogi na tym fragmencie wynosi

M M M
AZ5[y = spr = sp2 = Rty — ter) + (vl + - Rea)(1 - eTH s 02))
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Rysunek 7: Trajektoria z fragmentem zerowego sterowania.

Sumujac drogi dostajemy warunek
APS[” + ASsth + A7sT) + AFsh, = Ask, (101)

W tym warunku sg dwie niewiadome: czasy tsz i tyz. Drugie réwnanie uzyskamy
z cigglosei predkoscei w chwili ¢;z, co prowadzi do réwnania

M R a(1— e~ Hrltre=te)) 4 yhte=frlttio) _

1
= vpeM B2 4 = (hgy — MBy_q)(eV % 47) — 1) (102)
p
Wzory przyblizone. Dla tego przypadku wzory przyblizone dla przebytej drogi

sktadaja si¢ z czterech czesci, jak w réwnaniu (101), czyli:

e droga przyspieszania

P Ve—1 — hm — MRy
APS£_1 = v (tpp — tp_1) — H 2;;; k l(tfp —t5_1)?

e droga ze stala predkoscia
Assj‘i = vE 2tz — tse)
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e droga z zerowym sterowaniem

pvkl — MRy,

Wi (tfz = tsz)2

z .,
AZS'{Z = ’Ufﬂai(tfz — tsz) —

e droga hamowania

PO + hpin — M R4

W (tk — tsz)?

Ay = vty — tg2) +

Do tego dochodzg aproksymacje w réwnaniu cigglosci predkosci (102), co prowadzi

do réwnania

k-1 _ PVmax — MRy,

max M

Uk + hin — MRy
M

W tym réwnaniu dostatecznie dobre powinno byé nawet przyblizenie liniowe, co
sprowadza sie do pominiecia po obu stronach réwnania czynnikéw w nawiasach

kwadratowych.

v (t2 — tem)[1 = g7 (tym — taz)] =

1 (ts — t53)[1 + épﬁ(tk —t,2)] (103)

9.3 Wybér miedzy przejazdami B i C

Rozwigzanie dla przejazdu B bedzie istnialo, jezeli istniejg pierwiastki rzeczywiste,
a uzyskane z rozwigzania tych réwnan czasy t,z i £;z beda spetniaty nastepujace
warunki

tfp <tz < tfz < iy (104)
Brak érodkowej nier6wnosci oznacza, ze fragment z zerowym sterowaniem nie jest
potrzebny. I z tego powodu nie jest interesujacy, bo wczeniej sprawdzaliémy, ze
jest on potrzebny. Ciekawsze sg nieré6wnosci lewa i prawa. Niespelnienie warunku
lewego oznacza, ze nie jest potrzebny fragment jazdy z maksymalng predkoscig.
Niespelnienie warunku prawego oznacza, Ze nie jest potrzebny fragment hamo-
wania, ale takze moze byé¢ wskazéwks, ze fragment przyspieszania powinien byé
krétszy.

Niestety, warunek na czasy jest niewygodny, gdyz nie zawsze mozemy si¢ spo-
dziewaé, ze istniejg rozwigzania rzeczywiste rownan. Z tego wzgledu lepszy bytby
warunek, w ktérym nie trzeba by bylo wyznaczaé pierwiastkéw rownan. Taki wa-
runek mozna ustali¢é poréwnujac drogi. Ot6z najkrétsza droge w przejezdzie B
otrzymamy, gdy rezymem bez sterowania dojedziemy do predkosci koricowej. Je-
zeli droga w tym przypadku jest nadal dtuzsza od drogi zadanej, to oznacza, ze
trzeba przej$é do rozpatrywania przejazdu C. Rozpatrzmy ten przypadek. Skorzy-
stamy ze wzoru na hamowanie od predkosci v¥;! do predkosci v, gdzie przyjmiemy
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hamowanie zerowe. W ten spos6b otrzymujemy wzor na czas iy, rozpoczecia jazdy

z zerowym sterowaniem od predkoSci maksymalnej, aby dojechaé do predkosci
konicowej
M k=1 _ MRy
By =g oy e e L
P puk— MRy,

Na to, aby byl to przejazd B, musi zachodzié

ty 2> TP (105)

I === vkl

T

€

d

s

S e

C

Vg—1

1 t fP tw tx
Rysunek 8: Graniczny przejazd typu B. Przypadek ¢, > t¢p.

Przypadek t,, > t;p. Warunek na to, aby przejs¢ do przejazdu C wyglada teraz

nastepujaco
P
APs[ )+ ASste + D75k > Ask ) (106)

Podstawiajac wzory na drogi otrzymujemy

M

1 _
X s+ MRy 1)t e — 1 — 2 (1— eyt MOt () rterrtion
p D p

+oE (b — tpp)+

M M M
+;Rk_1(tk_1 . tw) + 7(’0,“33( + 7Rk_1)(1 = 6_%(t’“‘1_t'”)) > Asf_l (107)
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gdzie t¢r jest dane wzorem

DPUg—1 — hma.x - MRlc—l
tep =1 l
£ e T ana — MR

max

k—1
P T T T 7 Umax
T ]
- |
¢ |
o) | Vg
S
C |
] Vk
|
Vg—1 :
|
|
| [
th—1 lep s th

Rysunek 9: Graniczny przejazd typu B. Przypadek t, < tsp.

Przypadek t,, < t;r. Jezeli ¢, < tyr, to musimy rozwazy¢ drugg sytuacje gra-
niczng, gdy zerowe sterowanie zaczyna si¢ w punkcie t;r. W takim przypadku na
koricu musi by¢ jeszcze wystapi¢ odcinek z hamowaniem. Chwile przelaczenia mie-
dzy odcinkiem bez sterowania i H hamowaniem oznaczymy przez t,, a prednosé
v(t,) = v,. Oznaczymy tez x = e¥is Mamy wiec zaleznosci

kler

Vy = (1— )-I—U

v = v ze M — ';'(hmin — MRy_1)(1 — e ' g)

Podstawiajac v,z z pierwszego rownania do drugiego dostajemy
MRy, 1
vy = —-———plc—l( —eMtr)e Rtk 4 yk-ledrtr o~ drte _ Z (B — MRy_1)(1— e %t z)
p
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co po uporzgdkowaniu prowadzi do wyrazenia
k—1
T = (1 + i o MRk_l)e"%t" — Pmax — W01 MRk—le{?tf"
hmin hml
Uwzgledniajac podstawienie na x, z powyzZszego wyrazenia mozna wyznaczy¢
t,. Jednak w potrzebnych w warunku wzorach na drogi potrzebujemy réznic cza-
s6w. Mozemy je od razu uzyskaé przeksztalcajac dodatkowo powyzsze wyrazenie

k-1
et — {(1 4 PO MRk—l) _ PVmax — MRk—le—-ﬂ%(tk—tfp)}e{Ttk

hmin hmin

skad otrzymujemy

- k-1 _
t,— by = % In {(l G MRk_l) _ Pnax — My e Tt f”)}

hmjn hmin

i analogicznie

_ k-1 _
tz - tfP = % ln {(1 + p—vk M—Rk_l)e-ﬂ%(tk_tfp) — pv———max MRk_l}

hmin hmin

Warunek na to, aby przej$é do przejazdu C wyglada teraz nastepujaco

APsiil + AZs;p + AHsE > Ask | (108)
gdzie
1 M
APs{y = - (e + MBi-)ltgr — ey = —-(1 = et
M M M
Azsf,p = —Rk_l(tz = tfP) + “"('Uma.x + —Rk_l)(l - 6_-’%(tz—tfp))
D p p
AHgE M & (te—t2) 1
Sy = p—z(pvk + Pgin — M Ry_1)(e™ = ]_)(hfmin — MRy _1)(tx — t.)
przy czym

hmin

(usin + Pk — M Ry_1)e¥®~4P) — (puk=1 — MRy_,))

e_'ﬂ%(tz_tfp) =

etrte—ts) — Pmin
(’?,min + pug — MRk—l) — (pvﬁ);}( = MRk_l)e—{T(tk—tfp)
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Konicowy algorytm. W rezultacie warunek, czy nalezy przejsé do przejazdu C,
wymaga sprawdzenia dwoch gatezi:

a. jezeli zachodzi (105), to sprawdz (106),

b. jezeli nie zachodzi (105), to sprawdz (108).

Pozytywny wynik sprawdzenia w ktérymkolwiek przypadku oznacza, ze nalezy
przej$é do rozpatrywania przejazdu C. W zadnym wzorze potrzebnym do spraw-
dzenia nie zachodzi potrzeba rozwigzywania réwnan.

9.4 Duze zerowe sterowanie — przejazd C

Przejdziemy teraz do przejazdéw, ktére nie osiagaja predkosci maksymalnych. Taki
przejazd, przedstawiony na rys. 10, nalezy rozwazy¢ jako przejazd o krétszej drodze
niz w przejezdzie Al lub B, gdy nie sg w nich spelnione odpowiednie warunki.

i e Tt Bl e —| vkl
r | |

S | |

k |

[0]

S

C

Vk

I

I

!

Vg—1 :
|

I
|

|
tr—1 typ tyzty

Rysunek 10: Trajektoria z duzym fragmentem zerowego sterowania.

W tym przypadku AP s{fl inf s’} 2 S§ opisane takimi samymi wzorami, jak w
przejezdzie Al. Natomiast droga dla fragmentu przejazdu z zerowym sterowaniem
wyraza sie wzorem

M M M
AZsly = sz —spp = o Bl =tpr) 4 SHolm) = < Ha a1 = e~ sz 4r))

Musi by¢ teraz spelniony warunek

AP + AZshy + ABsk, = Ask (109)
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W réwnaniu tym sg wiasciwie dwie niewiadome: ¢4 itsz, gdyz v(tsr) wyznacza
sie wzorem

1
V(1) = — (b + MRi1)(1 — e Blr-) Ly e~hlrt)  (110)
b

a wigc jest znang funkcjg typ. Dodatkowe réwnanie uzyskamy, jak poprzednio, z
wymogu cigglosci predkosci w chwili £pz. Mamy wiec

—MRk 1(1—e M(tf7_tfp)) +u(tsr)e” Hr(p7—tp) -

1
— ,Ukef?(tk—tfz) + _(hmin _ MRk_l)(e{T(t""th) _ 1) (111)
p
Poprawne rozwiazanie jest wtedy, gdy istnieja pierwiastki rzeczywiste i
troy S<typp <tpz <ty (112)

Jezeli lewa i prawa nieréwno$é sa réwnosciami, to przejazd z zerowym sterowaniem
)

wystepuje na calym odcinku. Jezeli te nieréwnosci nie sg spelnione, to przejazd

musi by¢ jeszcze wolniejszy.

Wezory przyblizone. Dla przyblizonych wyrazen dla drég zamiast (109) mamy
PUk—1 — hmax — MRy

Uk_l(tfP = t];;_l) - oM (tfP = tk_l)z—l-
tip) — MRy
+u(tsr)(tsz — tgp) — B fP)ZM e (tyz — tfp)2+
Pk + hmin — M Ry
+og(te — tyz) + i (te — t5,)* =
= Asf | (113)

Z kolei przyjmujac rozwiniecie funkcji eksponencjalnej tylko do sktadnika liniowego
mamy przyblizenie wzoru (110) na predkosé¢ v(ts»)
Pmax — Vk—
v(ter) = ve-1 + (WT“ + R)(tpr — 1) (114)

Przyblizenie liniowe jest wystarczajaco dokladne w tym przypadku. Dla przybli-
zenia kwadratowego otrzymujemy

Prmax — Vk—
’U(tfl") = Vg1 + (MT“ + R)(tfl” = tk—l)(l = W(tfp == tk—l)

o6



Ze wzglegdu na bardzo maly wspélczynnik s£: poprawka dla nieduzych czaséw
przyspieszania jest niewielka.
Natomiast dodatkowe réwnanie (111) ma wtedy postaé

p p P
Rk_l(tfz—tfp)+v(tfp)(1—M(t,z—tfp)) = uk(1+M(tk—tfz))+( E“—Rk_l)(tk—tfz)
co mozna sprowadzié¢ do nieco prostszej postaci

hmin
(Rk_l—%v(tfp))(tfz-tfp)+(Rk_1——A%vk———]\—l—)(tk—tfz)+v(tfp)—vk =0 (115)

Przyblizenia liniowe sg praktycznie wystarczajgce takze w tym réwnaniu. Przyj-
mujac bowiem przyblizenia kwadratowe otrzymujemy réwnanie

(Re—q— %”(tf”))(tfz —tgr)(1— fﬂ(tfz —tpp))+

bty —tpz)(1+ ty —t5z)) +v(tse) —vp =0

i p
TR TRl 2l
Biorac pod uwage, Ze warto$¢ 55+ jest bardzo mata, poprawki kwadratowe mo-
glyby by¢ istotne dopiero przy bardzo duzych czasach przejazdéw dla fragmentow
z zerowym sterowaniem i hamowaniem. W szczegélnie w przypadku hamowania
jest to niemozliwe.
Réwnania (113) — (115) maja wiecej rozwigzafi niz jedno, ale czesé moze byé
zespolona, a wérod rzeczywistych trzeba wyszukaé to, ktore spetnia warunki zada-
nia.

hfmn
+(Reo1 — Loy —

9.5 Wyb6r miedzy przejazdem C a wolniejszymi

Aby zbadaé¢ najwolniejsze przejazdy typu C rozpatrzmy przypadek, gdy pociag
osiaga na koricu odcinka predko$é v jadac rozpedem, z zerowym sterowaniem.
Taki przejazd przez caly odcinek bedie wtedy, gdy rozpocznie sie w czasie tx_1 z
predkoscia vs spelniajaca réwnanie

vk MRk 1 =] — —ﬁ(tk—tk—l)) + vse‘ﬁ(tk—tk—l)

czyli dla predkosci wyrazajacej sie wzorem

Vg = Me"%(“‘_tk—l + %
p p
Rozpatrzymy teraz dwa przypadki, w zaleznosci od tego, czy zachodzi
Vs > Vg1 (116)

czy tez nie.
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Przypadek v, > vp_;. Jezeli vy > vg_;. to najwolniejszy przejazd typu C sklada
sie z fazy przyspieszania oraz fazy jazdy z zerowym sterowaniem. Zal6zmy, ze pred-
ko$¢ na przetgczeniu tych faz, w czasie ¢, ma wartosé v,. Dla fazy przyspieszania

mamy wtedy

vp = vgye M) 4 = (h,’c 1 MRy_1)(1 — e~ Frltote-))

a dla fazy zerowego sterowania
M Rk 1

vE = vpe—%(tk—tp) S Mokl B J'L(trtp))
-1
L il vk
r !
3 |
§ |
S | Yk
c
I
[
V-1 :
|
I
tk—l tp tk-

Rysunek 11: Przypadek graniczny dla vs > vg_1, miedzy przejazdem C a przejazdem D.

Podstawiajac v, z pierwszego réwnania do drugiego otrzymamy réwnanie, z
ktérego bedziemy mogli wyznaczy¢ czas t,. Po podstawieniu otrzymujemy

v = ['Uk 1€ —F (tp—tk—1) e (hk 1 + MRy 1)(1 _ e—'zi(tp—tk 1))]6 (tlc—tp)+

MRk 1(1 e {T(tk_tp))

a po przeksztalaceniach

pok — MRy pUs = P — MBit 2, )
hE—1 - hk 1
max

e M (tlc _tp)
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skad mozemy wyznaczy¢ potrzebng dalej réznice
it
pok — MRy_; — [pvy, — hkzl — MRy_y]e %t te-1)

M
tk—t =—1In
p

.« s . . 5 . . Pl =
7 drugiej strony, mnozac wczesniejsze réwnanie stronami przez e? (¢ ~%-1) otrzy-
mujemy

Pug — MRk 1 _Z.(tk_tk ) PUg — hl’il_d‘)lt - MRk_]_
Pt heal

j%(tp“tk-—l)

skad obliczamy potrzebna drugg réznice

_ M 1 Pug — MRk 1 J’.(tk_tk 1) Pug — hrkx:;a)lc = MRk_l
fp—thm1 = I (= e =
p "max

Powyzsze wyrazenia pozwalaja na obliczenie drég dla faz przyspieszania i ze-
rowego sterowania

APy = (B MRyt tya— (1B 2 it
p p
MRBy_ M MR
Dy = = (b = 1)+ (v — = E)(1 - i)
co prowadzi do warunku przejscia do przejazdu typu D
APt + APk > Asf (117)

Przypadek vs < vp_;. Jezeli v, < vg_1, to najwolniejszy przejazd sklada sie
z odcinkéw jazdy z zerowym sterowaniem od czasu tx_; do pewnego czasu tf, a
nastepnie hamowania. Dla przejazdu z zerowym sterowaniem mamy

vf = vp_ye Tl t-1) 4 %(1 — e Hrltrte-1))
a dla odcinka hamowania

1
Vg = ;(”hm.m <+ MRk—l)(l . e_ﬁ(t"_tf)) -+ vfe_hz[(tk—tf)

Po podstawieniu vy z pierwszego réwnania do drugiego i po przeksztalceniach
dostajemy

POk + hmin — MRy pug—1 — MBi1 —p (te—ten)

—Ft—tr) —
hmin hmin
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Rysunek 12: Przypadek graniczny dla vs < vg_1, miedzy przejazdem C a przejazdem E.

skad uzyskujemy

hmin

M
tp —tr=—In
Y T D b0k + B — MRp1 — [pop1 — MRy_y]e #r@—t1)

Po przemnozeniu obu stron wcze$niejszego réwnania przez e~ Hr (e —te—1) otrzymu-
jemy tez

et Er—te-1) — Pk + hmin — MRk—le!ﬁ(tk—tk_l) _ PUk—1 — MRy 4

hmin hmin

a z tego

PV A Pomin — MRy 12,4,y POk—1— MRk—l)

hmin hmin

tf—tk_lzﬁln(

Obliczenie powyzszych czaséw pozwala na wyznaczenie drog jazdy z zerowym
sterowaniem i z hamowaniem

_ MRy, MRy
p

o7, )(1— el

M
(tf — te—1) + 7(7%—1 =
M 1
AHS’} = p—z(PUk + honin — MRy_y) (et — 1) — I’)’(hmin — MRy_1)(te —ty)
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a to z kolei na sprawdzenie warunku przej$cia do przejazdu typu E

AZsf_ + APk > s, (118)

9.6 Przejazd z fragmentem stalej predkosci — przejazd D

Ten typ przejazdu pojawa sie, gdy najwolniejszy przejazd typu C z przyspiesze-
niem na poczatku jest nadal zbyt szybki dla zadane odleglodci i czasu przejazdu
na rozpatrywanym odcinku jazdy. Dalsze zwolnienie przejazdu w ramach dostep-
nych rezyméw jazdy to dolozenie miedzy fragmentem przyspieszania i zerowego
sterowania fragmentu przejazdu ze staly predkoscia.

e L | k-1
—p r T vmax
T [ [
g | Uk—1 |
1T - [
k / s -
0 ] v
c I I
I |
[ [
I I
[ [
I [
|
; .
tk—1 tp t_f ik

Rysunek 13: Przejazd D.

Oznaczajac przez t, czas przelaczenia z fazy przyspieszania na faze stalej pred-
kosci i przez vp = v(tp) predkoéé w tym czasie, uzyskujemy réwnanie

1
UD:WAE%m%FO+Ewmr+MRhOu_€#W4F%

Po przeksztalcenach mozemy wyznaczyé z tego réwnania

e_jlﬂl(tl-’_tk—l) _ bvp — Pmax — M Rg_1
PVg—-1 — hma.x = MRk—l

skad otrzymujemy

¢ 2 . M| pvg_1 — Bmax — M By
p —te—1=—1In
p pvp — hmax - MRk—-l
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Oznaczmy przez ty czas przelaczenia z fazy stalej predkosci do fazy przejazdu
bez sterowania. Dla fazy bez sterowania zachodzi wtedy

Uy = Upe M(tlc_tf) _|_ MRk 1( s ea'n%(tk“tf))
p
skad mamy
e A](tk—tf) pvk——AIRk_l_
pvp — MRy
oraz

n—
P pug— MR,

Miedzy czasami t, i £y mamy przejazd ze stala predkoscia.
Predkosé przejazdu vp wyznaczymy teraz z réwnosci drég

APSE  + AP+ AZsk = Af (119)

gdzie

Muy_
AP‘Sk 1= _(hmax+MRk 1)[tp—tk 1——(1 —e M(tl’_tk 1))] Uk—1 (1 e M(t,,—t,c 1))

Ass,{ =up(t; —tp)
MRy_ M MRy
Asf = plc ~(tx — t1) + i MBeoty g — ettt

Wzory przyblizone. Rozwigzanie rownania (119) moze sprawiaé klopoty i z
tego wzgledu rozwazymy takze réwnania przyblizone. Rozumujac analogicznie jak
wczesniej otrzymujemy

—1 — hmax — MRy
APy ~vpa(ty —tea) — el 23} — (tp — tr—1)?

v — MRy
puk 3 k l(t]g—t_f)z
Trzecie rownanie jest liniowe i nie wymaga aproksymacji.

Zmienna vp wystepuje jednak takze w silnie nieliniowych réwnaniach ustalania
czaséw. Dlatego i dla tych réwnan podamy aproksymacje wyznaczone analogicznie
do wzoru (93), co prowadzi do

AZS_,; = 'Uk(tk: . tf) +

M(vp — vg—1) (1 P Vp+Ug )

ty —tpg = —m— 2 A B
P T o + MRy 2 Pmax + MRy

Vp — U Vg +v
bty = =g D(Hp(szRD))
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9.7 Wybér miedzy przejazdem D a przejazdami DE

Krarnicowe najwolniejsze przejazdy typu D zaleza od tego, ktéra z predkosei vp_; i
vk jest mniejsza. Rozwazymy najpierw przypadek

UV S Vp—1 (120)

P
e

Vk—1
T
o v
0 k
c

tk—l t’r tk

Rysunek 14: Przejazd graniczny miedzy przejazdami D i DEL.

Przypadek v, < wvp_;. W takim przypadku najwolniejszy przejazd typu D
sktada sie z fragmentu jazdy ze stala predkoscig i z fragmentu jazdy bez stero-
wania (na wybiegu). Punkt przelaczenia ¢, znajdujemy ze wzoru dla jazdy na

wybiegu
—tr) MRk 1(1 —-,&(tk—tr))

-
Vg = Up_1€ a7 (&

skad otrzymujemy
pvg — MRy

o Frt) _
PUk—1 — MRy

oraz
et _Mlnpvk 1— MRy
T P — MRy,

Calkowita droga sklada sie z fragmentu jazdy ze stalgy predkoscig vg—_q, czyli
Assz~1 = Uk—l(t'r = tkwl)
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oraz jazdy na wybiegu
_ MPBy, M MRy,

)1 — e Fr )

Warunek do przejécia do wolniejszego typu przejazdu DEI, czyli przejazdu
pofredniego miedzy D i E, jest nastepujacy

Asszd + AZ.s’,f > Asﬁ_l (121)
TR T okl
T 1
- |
d ’Uk
k
o] |
5 |
c
|
|
Vk—1 :
|
I
T
tk——]_ tu tk

Rysunek 15: Przejazd graniczny miedzy przejazdami D i DE2.

Przypadek vy > vp-1. W tym przypadku v, > vg_;. Wtedy najpierw pociag
nalezy rozpedzié do predkosci vg, ktorg osiggniemy w pewnym czasie t,,, a nastepnie
jechaé ze stalg predkoscig. Mamy wiec dla fragmentu przyspieszania wzor

1
Vg = E(hmax + MRk_]_)(]. — 6_-1‘%(tu_tk_1)) + ’Uk_le_-l‘%(t“—tk—l)

Stad wyliczamy
e—{T(t““f'k—l) o PUr — hmax — M Ry_q

PUk—1 — Pmax — M Ry

t —tk IZM npvk—l_hrnax_MRk—l
“ - p pvk_hmax_MRk—l

oraz

64



Dla drég mamy

1

MV,
APSk l_p k—1

(Prmax+M Ry _1)[tu—ti— 1——(1 —e~ Tty (1—e~ Fr(tu—te-1)y
Azsﬁ = ’Uk(tk — tu)
a warunek przej$cia do wolniejszego przejazdu DE2 ma postaé

Apsz_l + Azsﬁ > Asﬁ_l (122)

Zauwazmy, e ten przypadek jest réwnowazny przejazdowi A, gdy vkl = vg.

9.8 Przejazdy posrednie DE1 i DE2

Przejazd DE1. W tym przejezdzie, dla v, < vg_1, przejazd na wybiegu roz-
poczyna sie wezeSniej niz w przejezdzie D i koniczy przed czasem #. Oznaczmy
czas rozpoczecia jazdy na wybiegu przez t, > t_1, koniec przez t, < tp. Wtedy
przejazd skiada sie z 3 fragmentéw: jazdy ze stals predkoscig vg—; od czasu tx_;
do t,, jazdy na wybiegu od czasu ¢, do czasu t, i jazdy ze stala predkoscig vy od

czasu t, do czasu ty. Mamy
e M (tu—t‘r) P — MRk_l
pog_1 — MBy_;
oraz 50 MR
ty—t, = —1In PUk—1 k—1
P pvr — MEy_4

oraz warunek na droge
ASsy_ 1+ A%+ NSst = Ask_, (123)
gdzie
ASSZ 1= ’Uk_l(t == tk—l)

M —
Rk l(t - tr) + _(Uk 1= MRk 1)(1 — e_'ﬂ%(t"_t*))

NZst =
Assf‘ = vk(tk bl tu)

Czasy przelgczeri miedzy tymi fragmentami wyznaczymy rozwigzujac uklad po-

wyzszych dwéch réwnani.
Zauwazmy jednak, ze t, — t, jest wyrazone wczeéniejszymi wzorami. Po ich

podstawieniu do réwnania (123) otrzymujemy

Msz_l

pug—1 — M By,
—1(lr — tp— 1 +
Uk—1(tr — te-1) + PRy
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Rysunek 16: Przejazd DE1.

M MRk_l P — MRk_l
+— (Vg1 — 1-— +
p T 0 MR

M pvk_l—MRk_l k
+v, ty—tp——In—m— —— IAS_
k(k A D p'Uk_MRk—l ) k—1

czyli réwnanie liniowe wzgledem zmiennej ¢.. Po uproszczeniu mozna je zapisaé
jako
M(pvy — MRy_,) n PYE=1— MRy,

+
p? por — MRy,

(Ve—1 — Ve)tr — Ve—1tr—1 + vity —

M
—|—?(va1 — ) = Asp_y
skad, przy zalozeniu ze v,_; # vy otrzymujemy

Asp_, % Vk—1te—1 — Ukle | M(pvx — M Ry_;) 1 PYE—1 — MRy, M

o —
R Ug—1 — Uk P?(vk—1 — vk) pur — MRy, p

Najwolniejszy przejazd tygo typu jest wtedy, gdy jazda na wybiegu zaczyna sie
od czasu t;_;. Mamy wiec

bty g = M]npvk—l - MRy,
" B p P — MRy,

skad warunek przejscia do przejazdu E ma postaé

AZsT_ + NSk > Ask| (124)

66



k—1

V-1
%\l-
[0] v
0 k
c

tr—1 ty tk

Rysunek 17: Przejazd graniczny miedzy przejazdami DE1 i E.

czyli

MRy,_ M MRy_
pk (b — o) + 5 (W1 %)(1 — e Hl D) (b — 1) > Asfy

Przejazd DE2. Natomiast w tym typie przejazdu, przy vy > vx_1, przyspiesza-
nie zaczyna sie péZniej niz w czasie 1. Przejazd sklada sie z 3 fragmentéw: ze
stalg, predko$cia vg_1 od tx_; do ., z maksymalnym przyspieszeniem od ¢, do %,
oraz ze stalg predkoscia vi, od £, do tr. Mamy

M PUg—1 — hma.x - MRk—l

ty—t.=—1In
“ " p PV, — hax — M Ry_4

oraz warunek na droge
ASsy 1+ APst + ASst = Ask_,
gdzie ASst_, i ASst wyrazaja sie tymi samymi wzorami, jak poprzednio, a
Pau_l M )
A r — I_)(hma.x + MRk—l)(tu - tr) - p_z(puk—l e hma.x - MRk—l)(l — € * )
Czasy przelaczen uzyskamy z rozwigzania powyzszych dwoch réwnaii.
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Rysunek 18: Przejazd DE2.

Podobnie jak dla przejazdu DEL, i tutaj mozna sprowadzi¢ te dwa réwnania
do réwnania liniowego. Uktad ten rézni sie tylko tym, ze fragment z zerowym
sterowaniem nalezy zamienié na fragment z przyspieszeniem, dla ktérego zachodzi

PVg—1 — hma.x . MRk—l . %(Uk = 'Uk)
PUk — hmax — MRy P

M
AP ‘1; = p_Z(hma‘x + MRk—l) In

Po przeksztalceniach uzyskujemy wzor

i e Vrly — Vp—1tk—1 M Pk — Amax — M Ry 1o PVE-1— hoax —MRy_y M
= — n ..

Vg — Vg—1 p? Vg — Vp—1 Pk — Pmax — MRy D

Najwolniejszy przejazd typu DE2 jest wtedy, gdy fragment przyspieszania znaj-
dzie si¢ na koricu odcinka, czyli gdy zachodzi
M npvk—l — hmax — MRk—l

ty —tp = —
“ p PV, — Pmax — M By_4

Warunek przejécia z przejazdu DE2 do przejazdu E ma wobec tego postaé
A%t [+ AFSE > Ask | (125)

czyli ’
Vp—1(ty — t—1) + I_)(hmax + MRy_1)(ty — tp—1)—

M
7 (Pt = b — MR1)(1— e Trl—te-1)y > Agk
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Rysunek 19: Przcjazd graniczny migdzy przcjazdami DE2 i E.

9.9 Przejazd najwolniejszy — przejazd E

Ostatni typ przejazdu, nie osiagajacy dolnego ograniczenia na predkosé (v = 0),
sklada sie z fragmentéw: hamowanie, przejazd z zerowym sterowaniem, patrz
rys. 20, przyspieszenie. Wydaje sie, ze ten typ przejazdu raczej nie bedzie sie zda-
rzal w rozwigzaniu optymalnym dla calego odcinka, bo trudno sobie wyobrazic,
aby rozklad jazdy byl az tak zanizony. Niemniej jednak dla kompletu trzeba takie
rozwigzanie takze rozwazy¢.

W tym typie rozwigzania mamy do czynienia z przestawieniem fragmentu przy-
spieszania i hamowania, stad musimy uzyé innych wzoréw. Dla fragmentu hamo-
wania mamy

M, POk-1+ homin — M By
P pvg +hmin— MRy,

AP —t —tp g =

gdzie

1
v = V(f) = vhae WO = (i — MBy1)(1 - TR

Droge wyznaczymy przez calkowanie predkosci

AHsifl = sfH — g1 =
M 1
— ?(’Uk:—l + E(hmin . MRk_l)) (1 _ e_%(tf"_tk—l))_
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Rysunek 20: Trajektoria predkoéci z najwolniejszym przejazdem.

1
—E(hmin — MRy_1)(tpu — te—1)

Dla fragmentu przyspieszania czas przejazdu wyraza sie wzorem

M bvz — (hmax + MRk—l)
AP, =t —t;z=—1In
7 T T T Dok — (hanax + MRy

gdzie vz = v(tsz), a réwnanie predkoéci uzaleznimy od v

v(t) = veefr @1 ;l)-(hmax + MRy_y)(efr®=t _ 1)

Po jego scatkowaniu od uzyskamy droge

APs’}H =5, —Spz =

M 1 _ 1
— _p_(,uk _ 5(hmax + MRIc-—l)) (ei’tp?(tk tez) _ 1) + [_)(hmax + MRy_1)(t, — tfz)
Dla fragmentu z zerowym sterowaniem mamy natomiast predkos§é na koricu

fragmentu

vz = %Rk_l(l —_ 6_%(tfz_tfﬂ)) + vHe_{T(th_tfH)

czas przejazdu
M — M By
AP —tys —pn = — I E_r 8l
p

e pvz — MRy,
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oraz dlugo$é przebytej drogi
M M M
AZ ‘fH oS SfZ — SfH = —Rk 1(th - tfH) + —(’UH - —Rk_]_)(]_ o= C_ﬁ(tfz_tfH))
p p
Stawiamy teraz warunek
AFSI 4 AZsTh 4 APy = Ast 126
Sp—1 7+ u+ O Sin = Oy (126)
Précez tego, z cigglodei predkosei w punkceie przelaczenia vz uzyskujemy réwnanie

M Ry s(1 = e B rtym) 4 ettt

. 1 o
= veM® %) — (R + MRy (e ®42) — 1) (127)
p
Jezeli istnieje rozwigzanie rzeczywiste, to z warunkéw tych wyznaczymy dwie nie-
znane zmienne: t¢r itsz, ktére powinny spetniaé¢ warunki
th <tpm <tz <1, (128)
gdzie t;, jest czasem osiagniecia predkosci zerowej przy maksymalnym hamowaniu
z predkosci vg_; w chwili ¢;_;, a wiec wyraza sie wzorem

1+ hmm M Rlc 1
hmm mRk dl

th =tp- 1+—1 PUk-

at, jest czasem, od ktérego mozna osiggnaé predkosé vy w chwili ¢, a wiec wyraza
sie wzorem

M Pmax + MRy
tz = tk — —1In

D hmax + M Ry — puy,
Zmienna vy jest znang funkcja tyx i moze byé wprost podstawiona do powyzszego
réwnania.

Wzory przyblizone. Rozwijajac funkcje eksponencjalne w szeregi Taylora do
drugiego stopnia otrzymamy nastepujace przyblizenia:
e droga hamowania

H Wg—1 + Pmin — M Ry
A7)~ v (b — thot) — e ;nl\nd B2 (tgn ~ tp1)?

e droga z zerowym sterowaniem

2 — MRy_
AZ'S;; ~ ’UH(th —— thI) = %(Qz = tfH)Z
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START

[Czy speliony warunek (94)‘!, i

N

, Czy spetniony warunek (100)? ‘ LCay spelniony warunek (95)7 l —-1 Brak ro&wm,mma,l
Ll T( ) T(>) T(>) |T()

Pracad A

= Czy spetniony warunek (105)?

Przejazd Al [Czy (107)7 ,——l Przejazd B |-—’ Czy (108)? l

T

|Czy spelniony warunek (116)?} £l

iT N N AT T
| Czy (1117)? ]——[ Przejazd (ﬂ~—] Czy (108)?}
T

l Czy spelniony warunek (120)? l

lCzy (121 I—-lPrze]a,del<—| Czy (122)7 l
{T

Przejazd DE1 |~—[ Cazy (124)?] | Cay (125) j—-| Przejazd DE2
LT 1 €
l Czy spetniony warunek (128)7

Rysunek 21: Schemat blokowy algorytmu poszukiwania przejazdu optymalnego na, od-
cinku trasy.

e droga przyspieszania

PVt — Pmax — MRy,

APSI;H ~ Uk(tk = tfz) -+ oM (tk — tfz)
e réwnanie ciaglosci predkosci w czasie ¢5z
pvg — MBy D
Vg — _]M_—(tfz == tfH)[l = m(tfz = tfH)] ~
PV, — homaz — M By_y P
~ g+ ""“;[ (te — trz)[1 + W(tk —tyz)]
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e réwnanie predkodci w czasie tpu

Ve—1 + Pmin — MRy
PUk—1 + Pnin L e ) — (g — )]

VH = Vg—1 — M m

9.10 Algorytm poszukiwania optymalnego przejazdu

Z przeprowadzonego rozumowania wynika algorytm poszukiwania rozwigzania przed-
stawiony na rys. 21. W algorytmie tym uwzgledniono warunki przelaczen nie wy-

magajgce rozwigzywania réwnan.
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A Zalacznik

A.1 Rozwigzanie nieliniowego réownania ruchu dla zakresu
stalej mocy

Mnozac obie strony przez v otrzymujemy

0k LS VIO N ) (133)

Podstawiajac mows, zmienna
w(t) = v(t)et

a nastepnie

doprowadzamy do réwnania

dw(r) _ £627+w(7)_ﬂ_4§’ﬂef (134)
P p

Jest to pewna forma réwnania Abela drugiego rodzaju, ktéra mozna sprowadzié
do réwnania liniowego ze zmiennymi wspo6iczynnikami po podstawieniach

7=1In¢ w = u€

Mamy bowiem

dw_d(uf) du E du dfdu _ du 5
du frumt— Mt o)

dr  dr 6 ~dr
Poniewaz jednak

dr_drde _1de
du  dédu  Edu

wiec

du 1 13
— = =

W rezultacie, po podstawieniu do (134) otrzymujemy

wl e +u® 1((+uMRk €

3
% Yau
skgd dochodzimy do koricowego réwnania liniowego
MR, d
(—u® 4 L + 9% _ e (135)
p p du
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Poniewaz jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, wiec rozwigzanie uzyskamy
obliczajac ponizsze calki

¢ / udu

¢ T | T o MEi_i | ¢

3 ut U=t

Calka po lewej stronie jest réwna
€
—= =1In¢
/%
Trudniejszg catke po prawej stronie mozemy sprowadzié¢ do sumy dwéch catek

/ udu 1 / (—2u+¥Bt)dy MR, / du
+

2] Tz MBer 4 € "+ M1 L €
u? fu=t=t 48 2p u? +u—2t o

o2 MRy_1 ¢ =
wtu 4 +P &

Pierwsza calke po prawej stronie tatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej
réwnej mianownikowi wyrazenia podcatkowego uzyskujac

1 ME;_, ¢
= _Tin(—w?tu—kly >
2) —wrputB g n(u tu P +p)

1 (—2u + -—Mi"‘l )du

Aby obliczy¢ druga calke po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika
M?R? M?R?_, +4
2lc—l +4£ _ —; p¢ -0
p p p

Po rozkladzie na utamki proste dochodzimy do rozwigzania

f i _ D N 2pu — MRy + /M?R:_| + 4p
—w? Fut =+ S R apc 9pu— MRy, — /M2RE_| + dpC

W rezultacie pierwotna catka po prawej stronie jest réwna
MRy _y
( \/M2Hi_1+4p(

A:

20y — MRy 1+ MzR,%_l + 4p MR
J4]—u? +u—=22 4 g)

In(C
( 2pu — MRy_1 — /M2?R2_, + 4p( p p

gdzie C jest staly catkowania, skad otrzymujemy koncowe rozwigzanie ogolne

MRy _y

252
2pu— MRy +/MPRE, +ap¢ VR T
C / —u®+ UT Ff= =

opu — MRy_1 — \/MZR,%_I 1 4p¢ P
(136)

£=
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ktore daje nam zaleznosé £(u). Do wyznaczenia stalej C jest potrzebny dodatkowy
warunek. Uzyskamy go z warunku poczatkowego poczatkowego rownania. Otdz
§ledzac kolejne podstawienia dostajemy

w(tn) = v(tn)efn 7, = ot
skad dostajemy
N w(ty,)
fr = =it u, =20 g

Podstawiajac te wielkosci do rozwigzania (136) dochodzimy do zaleznosei
MRy _y

\/ 2pv(tuy)—MRy_1+/M2R,_ +4p¢ \/MPRE_ +4nt
2pv(tyy )—MRy_1—+/M2R2__ +4p
e%tul C (try) \/ k-1 T4P¢

V0 ) + v(t,) M 4 €

z ktorej wyznaczamy C

V(6 +o(t,) MRt 4
C= MRy,
QpU(tyl)—MRk—1+\/M2R£_1+4pC \/1\42Ri71+41’(
200(tyy )~MRe—1—/M2R;_;+4pC

e')lpit"l

Po podstawieniu C do réwnania (136) dostajemy rozwiagzanie szczegélne naszego
réwnania

MRy
2 R2
Spu~MRy_y +/AERE_apC VM R-rten Y MRt
20(ts; )~ MR _1++/M2RZ_ +4p( —uftu—=+3 2,
§= / E eMin
2pu—MRy_1—+/M2R]_, +4p( —v2(ty,) + 'u(t,,i)—% + ’ﬁ,
2p0 () )~ MRi—1—+/M?R}_;+4p(
(137)

Aby powrécié do poczatkowych zmiennych, z zaleznosci
7=Iné(u)
powinni§my wyznaczy¢ funkcje odwrotng u(7), co nastgpnie pozwolitoby znalezé
w(r) = u(r)é(r) = u(r)e”
aby doj$é¢ do koricowego wzoru

o(t) = w(A—]j[-t)e_!ﬁt = u(%t)
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Jednak klopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej w(€), potrzebnej do
uzyskania u(7). Do tego celu przyjmiemy pewng aproksymacje. Ot6z zauwazmy,
Ze po rozwazeniu zakresu warto§ci parametréw mozemy przyjaé

4p¢
14— 1
YR

Wtedy zaleznosé £(u) we wzorze (137) upraszcza sie do

MRy
sy (—V2(tn) + 0(tn) ==+ 5) St

- MRy _(_ 3  MBE1  (
P‘"(tvl)—MRk—l( B P +P)

co doprowadza do réwnania

MRy 3
" ~02 (b ) o(t ) 2L +4

2 v(ty;) 224
= e“mMm1
¢ (Pu—MRj_y)(—u+u k=l &)
W(tvl)_MRlc—l
czyli po przeksztalceniach do
M?R2 MRy
—2M1‘ik_1uz+(¢+P—§)u+-—;’°—lg =0
gdzie
MR
_ (pv(tsy) — MRy_1)(—v*(t,) + w(t,) pk =4 %) o 2B (tt)
v(ty,)
Jest to r6wnanie algebraiczne trzeciego stopnia, ktére w zasadzie mozna rozwigzaé
analitycznie.
Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do réwnania kanonicznego
. MR} MRy, /2M?R2
3 k—1 k—1 k-1
- = P)u? + ( 2P) =0
" ( L = gl
i obliczamy wyr6znik
1 (M?R;_, 3 M?RZ_, /2M?R} 2
- (- p) (L e+ 2p)
27p3 ( 3p +¢ = 12p 9 i+

Typ rozwiazania i odpowiednie wzory na pierwiastki zaleza od znaku wyr6znika.
Jednak nie wyglada na to, aby mozna bylo tatwo ustali¢ ten znak. Dla dodatniego
znaku jedyne rozwigzanie rzeczywiste wyraza sie wzorem

\/ ME, 1(2M s 1+(+2P)+\/_+

9p
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1 (2M?R2
- Mé;’; 1( gp""1+c+2p)+\/Z

i na to, aby bylo ono dodatnie, musialoby zachodzic 2 R" L+ (4 2P < 0. Nato-

miast dla ujemnego wyréznika dostajemy trzy p1erw1astk1 rzeczywiste, z ktérych
trzeba wybraé pierwiastek dodatni. Jezeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to
rozwigzanie naszego zadania. Jezeli pierwiastkéw dodatnich jest wiecej, to po-
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwigzania wlasciwego. Te trzy pierwiastki

wyrazajg sie wzorami
1 /M2R?
Uy 22\/5(#4‘4-—}))005

1 (M2RZ_, ¢+ 21
Uy —2\/—(T+C—P)COST

|1 (M2RZ2_, ¢+ 4
R 1) [, (AR ) —
s 3p ( 3p 4 P) €08 3

MR,_4 [ 2M2R} _
—%<—9k‘l +{+ 2P)

V(o)

Jak widaé, zalezno$é u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zalezy
wykladniczo wartosé P, ktéra z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do koiicowego
rozwigzania, niezaleznie od tego, ktére z rozwiagzan jest wlasciwe.

w |-

gdzie

cos ¢ =
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A.2 Model z uwzglednieniem jazdy po tuku

Dla przypomnienia, réwnania ruchu dla zakresu stalej mocy ma nastepujaca postaé

dv(t) (1 _p
— = =—— —(t _ 1
by e B vAlOR (158]
z warunkiem poczatkowym
v(ty,) = v

Réwnanie to teoretycznie mozna rozwigzaé analitycznie. Jednak prowadzi to do
bardzo skomplikowanych wzoréw. Ich wyprowadzenie przedstawiono w zalaczniku.

Powr6cimy teraz do modelu (1), jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporé6w
czeSciowo inne zatozenia. Ot6z przyjmiemy, ze zalezno§é oporu od powietrza od
predkosci jest kwadratowa, natomiast zatozymy, ze nie ma wiatru. Dodatkowo, roz-
patrzymy opory przy jezdzie pociagu po tuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia
tej zaleznosci.

Rysunek 22: Sity w jezdzie po tuku.

Obliczymy na poczatek sily dzialajace na pociag jadacy po tuku. Przyjmiemy,
ze pociag jest jedng bryla, co jest pewnym przyblizeniem, szczegélnie dla skia-
déw wielowagonowych. Sila powodujaca skret pociggu jest tu wynikiem reakcji
ko6t z torami, przez co na tor dziala sila (sila odsrodkowa) réwna F, = Ma,, gdzie
a, = v?/ R jest przyspieszeniem dosrodkowym, v jest predkoscia pociagu, a R pro-
mieniem skretu. Jednak tory sg czesto budowane na zakretach z nachyleniem w
kierunku skretu. Powoduje to, ze sita odérodkowa nie jest réwnolegta do plaszezy-
zny toréw, gdyz jest pozioma — réwnolegla do plaszczyzny ziemi, patrz rys. 22.
Po rozlozeniu tej sity na sktadows réwnolegly do poziomu toréw FP i skladows
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prostopadta do plaszczyzny toréw F' otrzymamy zaleznoSci
F? = F,cosp F}' = F,sin

Jednak na skutek pochylenia toréw, pionows sila ciezkosci F, = Mg mozemy
rozlozy¢ takze na dwie sktadowe dzialajace w tych samych kierunkach, co sktadowe

sity odsrodkowej
F? = F,sinp = F.cosf3

Poniewaz sktadowe réwnolegle do poziomu toréw majg przeciwne zwroty, koficowe
wypadkowe skladowe, po wstawieniu wzoréw na sile odérodkows i site ciezkosci,
wygladaja nastepujaco

o2 o
F,=F - FF = Mg(—Rcosﬁ —sing) F*=F'4+F!= Mg(—Rsinﬂ—l—cos,B)

g g

(139)

Po pomnozeniu przez wspotczynnik tarcia zwigzany z ruchem po tuku pg otrzy-
mamy zwigzang z tym ruchem sile tarcia

2

v .
Tr = prE, = pRMg(g—R cos  — sin f8) (140)

Sita prostopadla do plaszezyzny toréw jest zas zwiazana z sila tarcia tocznego

,U2

B sin 8 + cos §) (141)

Tr = prMg(
ktére bedzie jeszcze zalezalo od nachylenia toréw w kierunku jazdy (bedzie po-

mnozone przez cos ).
W rezultacie réwnanie ruchu pociagu (po zaniechanin wiatru) bedzie wygladato

nastepujaco

du(t)
M =
dt
v? v?
= —pv?(t)+h(t)+gM sin oz—uTMg(g—R sin B+cos f5) cos a—uRMg(g—R cos f—sin )
(142)
Réwnanie to mozna zapisaé¢ nastepujaco
t
gy —Av(t)+C (143)
dt
gdzie
p  prsinBcosa+ pugcosf
A==
v R
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h(t)

C= YA + gsina — ppg cos S cosa + prgsin B
Jest to réwnanie rézniczkowe Riccatiego.

Jezeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzglednimy tuki zalozymy, jak
poprzednio, ze sterowanie u jest na kazdym odcinku stale, to na kazdym odcinku
parametry A i C sg stale. Mozna w takim przypadku tatwo zauwazy¢, ze ma ono
wtedy rozwiazanie szczegélne state na odcinku

W0(t) = \/%- (144)

Istnieje wzér pozwalajacy wyznaczyé rozwiazanie ogblne réwnania Riccatiego,
gdy jest znane jego rozwiagzanie szczegélne, patrz np. [28]. Jezeli zapiszemy powyz-
szy typ réwnania w sposéb ogélniejszy

du(t

W _ ey (®) + A00() + 50 (1)

i znamy pewne rozwigzanie szczegolne tego réwnania v°(f) = ¢(t), to wzér na
réwnanie og6lne ma postaé

o)
u(t) =v°(¢) + 146
0= 0t s Tew R (146)
B(t) = e RROY @+

gdzie D jest dowolng stalag. W naszym przypadku wspotezynniki f; oraz rozwiagza-
nie szczegdlne v0(t) s stale i przyjmujs wartosci

wobec czego

B(t) = e—sz\/gdt — 6—2\//T5t

i rozwiazanie og6lne réwnania (143) przyjmuje nastepujaceg postaé

\/5 e—zmt
v(t) =4/—+ 147
®) A D— _21_ \/—g e—2VACt (147)

Na odcinku k—1 stala D wyznaczymy z warunku poczatkowego v(ty—1) = vg_1-
Dla podkreglenia, ze rozpatrujemy rozwigzanie na tym odcinku, wszystkim stalym
dodamy wskaznik k£ — 1. Tak wiec mamy

Ck 1 6—2\/Ak 1Ck—1tk—1
Vg—1=
\/Alc —1 -—-2\/Ak 1Cr—1tk—1

Cr—1
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D= (l Ap1 + 1 )6_2\/Ak—lck—1tlc—1 —
C—1 Gkt

Vg—1 — Ak:l

Ck-1
Vp—1+ /57—

l s Ar-1 e—szk—lclc—1tlc—1
2V Cr1 Ck—1
Vg—1 — A1

Po podstawieniu wyznaczonej stalej do rozwigzania ogblnego, otrzymamy rozwia-
zanie szczegblne spelniajace warunek poczatkowy

C._ 2e 2/ Ak-1Ck—1(t—tk-1)
o (t) :1/A’“ 1(1+ ¢ = ) (148)
k- ol —1 — =2/ Ar—1Ck—1(t=tk—1)
Cr_1

Ve—1— A1

co mozna tez zapisaé w bardziej symetrycznej formie

Cr—1y,—2 Ap_1Cr_1(t—t)—1)
Cpq U1t L+ (ve— 1—\/—~)e
) =4 i — = (149)
R R e O A
Ze wzrostem czasu rozwiazanie zbiega do rozwiazania szczegolnego stalego (144).
Jezeli ta zbieznosé jest szybka, to rozwiazanie takie jest dosyé wygodne w prak-
tycznej implementacji, gdyz po prostu mozna podaé¢ maszynidcie, jakg predkos§é

ma utrzymywaé na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejéciowym.
Na koncu przedziatu, dla ¢ = #;, zachodzi

, V-1t Ak - (1 — \/i::i)e_z As—1C—1(te—tr—1) (150
Vg =
Ak 1y 4 Ck ('Uk—l . \/i::i)6"2\/Ak—-lck—-1(tk—tk—l)

W powyzszych wzorach

e sin fBr_1 cos gy + pr cos Pr_1
M Ry,

Apa=2L

Cr—1 = hg_1 +gsinog_1 — prg cos fr_1cos a1 + prgsin fr_1
Jezeli odcinek jest prosty, to Rx_1 = co i B = 0. Wtedy wzory na wspétczynniki
Ag_1 1 Cy_1 przyjmujg postaé

Apr = % Cr1=hy_1 +gsinog_y — prgcosag_;
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Jak widaé¢, wprowadzenie zaleznosci opor6w od kwadratu predkosci znacznie
komplikuje rozwigzanie od strony technicznej, gdyz prowadzi do bardziej skompli-
kowanych wzoréw. Niemniej jednak idea sprowadzenia calego zadania do nielinio-
wej optymalizacji statycznej, w ktérej nalezy wyznaczyé wartosci hx_q 1 N1 =
ty —tr—1 dla k =1,..., K, pozostaje aktualna.

A.3 Réwnanie zalezne od drogi

Pochodna predkosci po czasie mozemy latwo zamienié na pochodng od drogi s
korzystajac z zaleznosci

dt ds dt

Zamieniajgc zmienne w réwnaniu (143) i podstawiajac powyzej wyprowadzona
zalezno$é otrzymujemy

dv(t)  dv(s)ds _ d'u(s)v(s)

o(s) dz(;) = —Av(s)+ C (151)
Roéwnanie to mozemy zapisaé¢ nastepujaco
1dv?(s)
= = —Av? c
2 ds vis) +
skad po podstawieniu v?(s) = z(s) otrzymujemy réwnanie liniowe
1dz(s)
- ——A
2 0 2(s)+C

Réwnanie to ma rozwiagzanie ogélne
C
=D —24s | ¥
2(s) e +7

Z warunku poczatkowego 2(sg-1) = vi_; uzyskujemy

C
Lk e EZAsk_l('U:q - Z)

oraz rozwigzanie szczegblne spelniajace ten warunek

zk‘l(s) — U:_le“ZAk—l(s'sk—l) + Ck“ (1 —ZA/:—1(8—S/¢—1))

a po uwzglednieniu podstawienia

ok l(s) ‘/vk 16“2‘4” 1{s—sk-1) 4 i‘k e (1 - e—2Ak—1(a—sk_1)) (152)
k-1
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Na konicu odcinka réwnanie to przyjmuje wartos§é

vk—l(Sk) = \/:L)I%_le—zx‘lk—l(sk—v!b—l) + %(1 — e_zAk—l(Bk‘sk—l))
k—1

Moze troche nieoczekiwanie, r6wnania te maja troche prostszg forme niz w po-
przednim punkcie, a nieliniowo$é typu funkeji wymiernej jest zamieniona na nieli-
niowo$é typu pierwiastkowego.

A.4 Dodatkowy staty wiatr.

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjeto jednak, ze nie ma wiatru,
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie mozna jednak rozszerzy¢
na przypadek, gdy wieje staly wiatr z predkoscia w. Podobnie jak w réwnaniu
liniowym, przyjmiemy, ze kierunki ruchu pociggu i wiatru maja ten sam zwrot,
wobec czego réwnanie ruchu pociggu przyjmuje postaé

t
Mdv—() = —p(v — w)*(t)+
dt
o2 v?
+h(t)+gM sina~;LTMg(g—R sin B+ cos ) cos a—uRMg(g—R cos B—sin ) (153)

Po rozwinieciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz réwnanie

dzg)=:—Aﬂ%n-+Bv@)+r7 (154)
gdzie '
A= %+ MTsm,Bcos}ozz-l—uRcosﬂ
2

2
C= %(/;—)+gsina—;LTgcosﬂcosa+uRgsinﬂ—p%

Wspoélezynnik A jest tu dokladnie taki sam, jak poprzednio, natomiast w C poja-
wil sie dodatkowy (ostatni) sktadnik. Pozostawimy jednak te samg litere, aby nie

mnozyé oznaczen.
Podobnie jek poprzednio, réwnanie (154) ma rozwiazanie szczeg6lne stale, ktore

spelnia réwnanie kwadratowe
—Av*(t) + Bu(t) + C =0
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Z dwoéch mozliwych rozwigzan tego réwnania

B / AC B AC
ﬂ(1— 1+4§2— ﬂ(1+ 1+4ﬁ)

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie), czyli nasze rozwiazanie szczegolne wy-

raza sie wzorem

B AC
= ﬂ(1 +4/1+4%;) (155)

() =
We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkosci

B =-A  AO=B  HO=C 0= (l+1/1+455)

i otrzymujemy

®(t) = e—B‘/1+4%g-t

oraz rozwigzanie ogélne
AC) . e‘B,/1+4%§t
B2 D_ A e—B\/l+4%§-t

B;7l+4£;-5-
Podstawiajac warunek poczgtkowy vg_y dla Ty_; obliczamy stala D

D= é( 1 + 1 )e—B,/1+4%‘.;;tk_1

BAM1+44S 4y — 11 +4/1+449)

Po podstawieniu tak wyliczonej stalej do rozwiazania ogblnego otrzymujemy roz-
wigzanie szczegblne spelniajgce warunek poczatkowy v(tr_1) = ve_1

==
B;_
'Uk_l(t) _ Bk 1( B, +

Ag—1 2

~Bi-1, /1+4—,—“‘“,;; ZE=L (1-t1)
€ =1 )

B
v(t):ﬂ(l-i- 1+4

+ A
By, [14alk=1kty
A 3 — 4 Al i (1—6 k1\/+'Bk’_1 ( Icl))
ﬁ'ﬁu,c_l—%<1+\/1+4%%:_—l) \/1+4L;ﬁ
(156)
przy czym ]
P, prsinfy_jcosog_1 + prcos By
Ap1 =57+
M Ry
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2

2

(1 . .
Cr1= —]ET) + gsinog_1 — pirg cos By_1 cos ag_1 + prgsin 1 — ptﬁu

Jezeli w = 0, to rozwigzanie to sprowadza si¢ do rozwigzania (148).
Na koticu odcinka predkosé jest réwna

Ag-1Ck—1
Bk—1(1+ V Lod Bi

Vg = +
Ap, 2
—Bj_1 /1+4—~—-2'—‘—':(k;'tﬁ,:—1Ak—l
e »
+ Ak—1Ck—1 )
" " -Bk_l\ﬁ+4—B,—-Ak_1
Ak—1 1 Ar—1Ck—1 + Ag—1Ck—1 (1 - kot )
B vk—1—5 (1+, [1+4—=—==) IHd—sp—=
k—1 Bi_, Bi—1

(157)
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