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1 Wprowadzenie

Kolej obstuguje sporg cze§é transportu osobowego (w Polsce okolo 10%) i towa-
rowego (w Polsce ponad 30%), zuzywajac w tym celu znaczng ilo§é energii. W
odroznieniu od wielu innych §rodkéw transportu, transport kolejowy pozwala na
oszczednosei energii zwiazane ze sposobem jazdy, ze wzgledu na wydzielone trak-
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy s zachowane rozklady jazdy. Oszczednosé energii
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale takze powoduje zmniejszenie emisji gazéw
cieplarnianych i innych zanieczyszczen atmosfery, a wiec ma takze wymiar ekolo-
giczny.

Pierwsze prace dotyczace optymalizacji profilu predkosci jazdy pojawily sie
w Japonii w latach 60-tych ubieglego wieku [17]. Istotny postep w analizie tego
problemu wprowadzila praca [5]. Jednak zdecydowany rozwéj badani dotyczacych
sterowania jazdg pociggu nastgpil dopiero w XXI w. Wezesne intensywne bada-
nia na przetomie wiekéw prowadzono w Australii [30, 15, 13, 14, 9], ale gléwny
wysyp prac nastapil dopiero po 2010 r. Cze§é tych prac przedstawiono w wykazie
literatury tego opracowania, mozna je takze znalezé w wykazach literatury arty-
kuléw przegladowych [2, 3, 33]. W Europie powstal w tym czasie projekt [26], w
ramach ktérego jest mozliwo$é wymiany do$wiadczen i wspolpracy w rozwijaniu
tej tematyki.

Wiekszo§¢ prac kontynuuje metody rozwigzania przedstawione w najwczeéniej-
szych pracach i opiera optymalizacje na zasadzie maksimum Pontriagina [29]. Trud-
nosci w jej zastosowaniu wynikaja z wystepowania ograniczent na jeden ze stanéw
— predko§é — i zaleznych od innego stanu — drogi, a takze zmiennosci réwnania
w zalezno$ei od drogi, co wynika z réznych oporéw zaleznych od réznicy wznie-
sieri, zakretéw, czy oporéw powietrza, na przyklad w tunelach. Stosujac zasade
maksimum Pontriagina mozna stosunkowo latwo uzyskaé ogélng charakteryzacje
optymalnych fragmentéw przejazdéw, jednak duzy klopot sprawia wyznaczenie
czas6w przelaczen miedzy tymi fragmentami. Z tego powodu pojawily sie prace, w
ktérych do optymalizacji uzywa sie metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest
modyfikacja rozkladu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a takze uktadanie
regionalnych rozkladéw jazdy i zarzadzanie w takich regionach ruchem pociggéw
pod katem oszczednosci energii, patrz [33].

W tym opracowaniu zajmujemy sie najprostszym zagadnieniem wyznaczania
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru-
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzujacym sie licznymi zmianami
nachylenia trasy. Lacznie z licznymi zmianami ograniczen na predko§é powoduje
to, ze klopotliwe wyznaczanie punktow przetgczen jest w takim przypadku liczne.

Metody rozpatrywane w opracowaniu sg oparte na zasadzie maksimum Pon-
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujgce przyspieszenie
obliczen. Podstawowym z nich jest uzycie analitycznych rozwigzan réwnain ruchu

4



zamiast przyjetych ogoblnie rozwigzan numerycznych. Gléwnym rozwigzywanym w
opracowaniu przypadkiem sg liniowe réwnania ruchu powstale przez przyjecie li-
niowej zalezno$ci oporu powietrza od predkosci wzglednej pociggu. Jednak podano
takze rozwiazania analityczne réwnaii nieliniowych, ktore mozna bedzie rozpatrzyé
w dalszych badaniach.

Innym pomystem rozwazanym w tym opracowaniu jest podzial trasy miedzy
przystankami na odcinki o stalych ograniczeniach predko$ci oraz statym réwnaniu
ruchu. Rozwigzania optymalne dla takich odcinkéw sprowadzajg sie do kilku typéw
przejazdéw. Sklasyfikowano te typy przejazdéw, przedstawiono sposoby wyznacza-
nia w nich chwil przelaczeri miedzy fragmentami o stalych wymuszeniach oraz po-
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych poczatkowych i koficowych
czasach przejazdu oraz predkosciach w tych chwilach. Okazalo sie przy tym, ze dla
dokladnych wzoréw wystepowaly trudnosci numeryczne w wyznaczaniu rozwigzan
ukladéw réwnan nieliniowych. Opracowano przyblizenia wzoréw sprowadzajace
réwnania do réwnan kwadratowych, ktérych rozwigzanie nie nastrecza trudnosci,
a jednoczesnie jest wystarczajaco dokladne.

W tym opracowaniu nie rozwazono natomiast metod polaczenia przejazdéw na
odcinkach w optymalny przejazd na calej trasie miedzy przystankami, poza ogél-
nym zarysowaniem mozliwych metod postepowania. Rozwigzanie tego zagadnienia
bedzie tematem dalszych prac.

W opracowaniu nie podano takze przykladéw numerycznych wyznaczania roz-
wigzan. Bedzie to tematem oddzielnego opracowania.



7 Warunki konieczne optymalnosci

7.1 Sformulowanie zadania

Niech ¢ oznacza jak poprzednio zmienng czasu w przedziale [0, T] C R za$ [tg—1, tk]
c [0,T], k=1,2,..., K, zadany podprzedzial taki, ze 0 < t;_; < t;. Ruch pociagu
w przedziale czasu [tg_1, tx] opisuja dwie zmienne stanu: funkcja s(t) charakteryzu-
jaca droge przebyta przez pociag oraz funkcja predkosci pociagu v(t). Rozwazmy
zadanie sterowania optymalnego ruchem pociagu w skoriczonym horyzoncie czaso-
wym [tg_1, tx] polegajace na minimalizacji funkcjonatu energii

J(h(®)) = min /t " P(h(t), ()i, (35)

Funkcja P(h(t),v(t)) wyraza moc lokomotywy pociggu. Zalozymy [10, 5], ze funk-
cja ta ma postaé

P(h(t),v(t)) = Eh(t)v(t), (36)
czyli jest iloczynem sily pociagowej u(t) oraz predkosei v(t),

g_ Et>0 gdy h>0
1 E-<0 gdy h<0

jest zadang stalg rzeczywista. Stala ta jest ujemna lub réwna zeru, gdy pocigg
hamuje, co oznacza, ze energia hamowania (zawsze nieujemna) moze byé dodatnia

(rekuperacja energii) lub zerowa.
Minimalizacja zachodzi przy ograniczeniach dynamicznych opisanych ukladem

rownan rozniczkowych zwyczajnych dla ¢ € (tg—1, tx):

20— c
oraz (patrz rownanie (154))
iiid(tt—) = ﬁ(j\;—) + Kk_l(v(t)) + Rp_1 (ak_l, ,Bk—l), (38)

Funkcja h(t) jest interpretowana [10, 5] jako sila pociagowa. Zalozymy, ze sita
pociggowa h jest liniows funkejg sterowania u, tj., ma postaé:
h(u(t)) = Fu(t), F > 0 jest zadang stala rzeczywista. (39)
przy czym
o F+ gdy u>0
T | FF<Ft gdy u<0
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Kioa(0()) & —A3102(t) + By (2)
[lub  Kj_1(v(t)) = —2ov(t)  dla liniowej zaleznosci oporu od predkosci |

Ri—1(otk—1, Br-1) Y Chr— A—l/jh(u(t))

z warunkami poczgtkowymi i koficowymi

v(tk-1) = k-1, v(tk) = vk, 8(tk—1) = sk—1, s(tx) = s, (40)
przy czym zmienne stanu (s,v) € [sk-1,8k] x [0,v5;L] C R?, gdzie vmag, k-1 =
v(te—1), v = v(tk), sk-1 = S(tk-1),sx = s(tx) sa zadanymi dodatnimi liczbami

rzeczywistymi takimi, ze vg_1, vk € [0, Umagz)-

Wspétezynniki Ag_1, Bg—1, Cy—1 réwnania (38) sa zdefiniowane wzorem za (156).
W szczegblnym przypadku liniowego réwnania stanu i jazdy po prostym torze
Ar_1 =0, By_1 = —%, aCy_1= % —l—gsin(ak_l) — —AlzT(ak_l) + -A%w(t).

Dla zadanych dodatnich liczb rzeczywistych i, 0raz ume, funkcja sterowania
u spelnia ograniczenia nieréwnosciowe:

—Umin S ’U,(t) S Umax, te [tk—htk;],

co oznacza, ze dla u € [—Umin,0) Wystepuje hamowanie pociagu, zas dla u €
[0, tmaz] Wystepuje przyspieszanie pociggu [14]. Jednak dla nieliniowej zaleznosci
sity pociggowej od predkosci (31) ustalonej wartosci © moze odpowiadaé inna war-
tosé sity pociagowej h(t). Znajac site pociagows mozna wyznaczy¢ u(t) z zaleznosei

h(t)
hmax(v

u(t) =

Dlatego za sterowanie przyjmiemy dalej site pociagowa, ktéra podlega ogranicze-
niom
—hm.in S h(t) S hma.x('u)

przy czym hmax(v) jest zadane wzorem (31).
Przez H,4 oznaczymy zbiér sterowarni dopuszczalnych:

Hyg={h € R: gin(h) >0, gan(h,v)) >0}, (41)
glh(h) = h+ hpin >0, gzh(h, 'U) = hm,n(v) —h>0.

Podobnie jak dla sterowania, wprowadzimy zbiory dopuszczalnych wartosci dla
zmiennych stanu, czyli predkosci i drogi:

Vil ={veR:gk'(v) >0, g&'(v) >0}, (42)
Skt={seR:gf"(s) >0, gk'(s) >0}, (43)
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przy czym
glv (’U) =1, ng 1(’0) = Uk - - (44)
gls = 8§ — Sk-1, ng ( ) =Sk — S. (45)

Funkcje stanu v(¢) oraz s(t) dla t € [tg—1, %] przyjmuja wartosci nieujemne. Sa
one ograniczone od gory i od dotu. Dla zadanej liczby rzeczywistej v = v(t), tj.,
predkosci v w punkcie koficowym #;, zachodzi vy € V¥ ™. Podobnie s = s(t) €
Sk1 Jednak z réwnania (37) oraz dodatniosci v(t) wynika, ze s(t) jest funkcja
rosngca. Oznacza to, ze warunki s(tg—1) = sg—1 1 s(tx) = s zapewniajg spelnienie
ograniczenia (43), przez co nie beda one dalej uwzgledniane.

Zauwazmy, ze dla zadanej stalej rzeczywistej a > 0, ograniczenie gorne (42)
mozna zamienié na funkcje kary

) = 0 jezeli w(t) < vmax,
2(0(t) — vd)? Jedeli v(t) > vh,
dodang do wskaznika jakosci (35). Dzieki temu otrzymujemy nowy wskaznik jakosci

J(h(t)) = min /t " (BR(to() + k() dt. (46)

Zadanie (35)-(45) jest zadaniem sterowania optymalnego z ustalonym warun-
kiem koricowym dla obu zmiennych oraz z ograniczeniami na sterowanie oraz na
stan. Poza ograniczeniem gy, (h, v) pozostale ograniczenia sg rozlaczne, a z natury
problemu wynika, Ze niektére z nich, jak na przyklad ograniczenia dolne w (42),
(43) dla sterowania optymalnego sg spelnione, gdyz posté] pociagu (v(t) = 0) nie
moze byé fragmentem optymalnego przejazdu.

7.2 Warunki konieczne

Do sformulowania warunkéw koniecznych optymalno$ci dla tego zadania wykorzy-
stamy zasade maksimum Pontriagina [12]. W tym celu zdefiniujemy hamiltonian
H dla zadania sterowania (35)-(38) bez ograniczeri na stan i sterowanie:

H*(s,0,h,M0,m, A, 1) = =X ER(t)v(t) + ns(t) (47)
+A[—A1Zh(t) + K 1(0(8)) + Re1(0e1, Bo_)]. (48)

Funkcje n(t) oraz A(t) sa zmiennymi sprzezonymi odpowiadajacymi réwnaniom
stanu (37) i (38), za§ Ag > O jest stalg liczbows. Bedziemy zakladac, ze Ao > 0
oraz bez straty ogélnoéci przyjmiemy, ze Ao = 1 i ja dalej pominiemy [12], czyli
hamiltonian bedzie réwny

Hk_l(s7 U? h7 "77 A'l t) . Hk—l(s7 U7 h7 17 777 A’ t)
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Przypadek Ao = 0 jest przypadkiem szczegblnym i wladciwie oznacza, Ze rozwig-
zanie optymalne nie zalezy od funkcji celu J(h). Taki przypadek moze wystapic
przy bardzo skomplikowanych ograniczeniach, ktére w rezultacie decydujg o roz-
wigzaniu optymalnym.

Wprowadzajgc mnozniki Lagrange’a p;, v;, ¢ = 1,2, odpowiednio dla ograni-
czen (41) oraz (42), zdefiniujemy uogélniony hamiltonian (lagrangian) L dla zada-
nia sterowania optymalnego (35)-(44) z ograniczeniami na sterowanie, predkosé i
droge:

Lk_l(‘S: v, h7 7 A’ M1, f2, V1, Va2, t) = Hk_l(s, v, h, n, )\, t) +
p1g1n(h) + pagan(h,v) + v1gt,  (v) + gy, (v) (49)

Jezeli pozbedziemy sie ograniczeri na predko§é przez wprowadzenie funkcji kary
k(v) i wykorzystamy wskaznik jakosci w postaci (46), to wtedy uogélniony hamil-
tonian bedzie mial postaé:

Hf™Y(s,v,h,m, A, 8) = —Eh(t)o(t) — k(v) +ns(t)

+/\[—A1/7h(t) + Kp 1(0(t)) + Red], (50)

Zasada maksimum. Z zasady maksimum Pontriagina [12, 22] wynika, ze opty-
malna funkcja sterowania h*(t) € H,g spelnia nastepujace warunki konieczne

h*(t) = argmax, g  H*1(s*(t),v*(£), h,m, A, 2) (51)

dla optymalnej trajektorii predkosci v*(t) € V5! i drogi s*(t). Przy zalozeniu
rézniczkowalno$ei funkeji optymalna funkcja sterowania h* spelnia warunek sta-
cjonarnoéci lagrangianu

6‘Lk—l(s7 v, h’ Aa M1, K2, V1, V2, t) .

oh
8Hk—1(s9 v, h'a 7, /\7 t) agl 892
ah +IL1—8'E+M25—E =0, (52)
dn(t) _ _8Lk-1(s7v1ha ’\7/1'17 #271/171/2at) (53)
dt Os ’
d)\(t) o aLk_l(S,’U,h,)\,ﬂl,[.tz,lll,llz,t)
at Es ‘ (54)

Poniewaz funkcja h (a wobec tego i P(h,v)) nie jest rozniczkowalna w punkcie

t = 0, pierwsze rownanie obowiazuje dla ¢t # 0, czyli zarazem h # 0. Réwnania

(52)-(54) uzupelniajg warunki komplementarnosci i znakéw mnoznikéw Lagrange’a
12, 22]:

p1 >0 oraz pgin(h) =0, (55)

>0 oran pagm(h,v) =0, (56)
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Podobnie

n 20, ngh,(v) =0, (57)

vy >0, u2g§;1(v) =0, (68)
dH(t) dLF1(2)

= 59

dt dt (59)

przy czym ta ostatnia réwnosé jest spelniona dla trajektorii optymalnej. Warunki
transwersalnosci maja postaé:

1

w6 =, ) = & 20ad v Z 620 ) L0 e
1/),7 hczby rzeczywiste (61)

6092h(h(tk)avk) = 07 60 Z O; (51'91{21_1(7-)]9) = 07 51:7 Z 07 t= 17 2 (62)

Z (41)-(43) wynika, ze pochodne funkcji ograniczefi g;p, giv, ¢ = 1,2, sa réwne

Ogin . Ogan

Bh -V n b 05
k—1 k-1
1v (tk) o ang (tk) _
L=, SRR = L (64)

Précez tego
Ogan dhmax(v)
v dv (65)

Ponadto z (38), (36), (39), (47), (49) oraz (63), (64) otrzymujemy wartosci po-
chodnych lagrangianu

OH*(s,v,h,n, A\ ) _ 8P(h,v) = A Bh

=—FEv(t) + %,(66)

oh ~ on M 8h
BLk_l(S’,U7h7 A,ﬂl,ﬂz,l/;[, V27t) )\(t)
En = —Fu(t) + 7 + p1 — pa,(67)
k—1
OL* (s, v, h, )(;Sul,uz, V1, Vs, t) — (1), (68)
aLk—l(sy'thﬂ)"/‘1,/1'2»7/171/27 t) 3P(h, 7)) aKk 1(’U(t)) dhmax('u)
ov D) +A) ov dv +(69)
_ dhmax('u)
V) —Vy = —Eh(t) -+ A(t)(—2Ak_1’U(t) + Bk-l) + }LQT +uv — .
[lub = —FEu(t)— £X(t)+ ug'ﬂ”"‘;—:’f(v) +uv;—v, dlaliniowej zaleznosci oporu od
predkosci]
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przy czym rownania (66) i (67) zachodza dla b # 0. Zatem z zasady Pontriagina
wynika system réwnar okre§lajacych warunek konieczny optymalnosci dla zadania
sterowania optymalnego (35)-(45) w przedziale czasu ¢ € [tx_1, %] W postaci:

4%@+%?+m—m=& (70)

WO pwy, ()

n(te) = ¢ =k, (72)

%g—t) = Eh(t) — \(t)(~245-10(t) + Br—1) — uz'ﬂ""%‘(”) —ntw, (13

[lub %Sf) = Eh(t) + HA(t) — ,uzdh":i—";(ul — v1 + v, dla liniowej zaleznosci oporu od
predkosci]

przy czym (70) zachodzi dla h # 0. Ponadto spelnione sa warunki komplementar-
nosci (55)-(59).

Wyznaczenie sterowania optymalnego h* wymaga rozwigzania réwnan stanu
(87)-(40), réwnan sprzezonych (71)-(74) oraz réwnania (70). NajczeSciej robi sie
to przy uzyciu metod numerycznych. W pracy wykorzystane zostang analityczne
wzory do wyznaczania zmiennych stanu i zmiennych sprzezonych.

Rozwigzanie réwnan stanu oraz réwnan sprzezonych

Rozwigzanie v(t) réwnania stanu (38) w przedziale [¢x_1,t,] z warunkiem pocza-
tkowym v(£g—1) = vk—1 jest opisane szczegélowo powyzej. Analityczna postaé roz-
wiazania jest zadana wzorami (25) oraz (156), odpowiednio dla przypadkéw, gdy
prawa strona tego réwnania jest liniows albo kwadratows funkcja predkosci. Gdy
funkcja predkoéci v(t) jest juz znana w przedziale [tx_1,%], to rozwiazanie s(t)
réwnania stanu (37) w tym przedziale jest réwne

o) = /t : sl

Poniewaz réwnanie sprzezone (73) z warunkiem koticowym (74) jest liniowe
wzgledem funkeji A(f), mozna podaé jego analityczne rozwigzanie. Dla réwnania
stanu z kwadratows, funkcjg, predkosci wyglada ono nastepujaco

A(t) = AgeBrileDe=2Aur Ji* o(rdr _

tk p, -
_/ (Eh - Nz(mlz;:((u) -+ 1/2) eBr1(T=8) g =21 [ v()ds g (75)
t
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a w przypadku réwnania stanu liniowo zaleznego od predkosci

tx
A(t) = Mpe (B0 — / (Eh— Mzdhrz;a:;(v) — v+ w)e gy, (76)
t

Podamy tez przydatne p6zniej rozwigzanie dla stalego sterowania u°

ME i )
/\(t) Aie” & t—t) _ h,o(l—e A[(tk—t))_{_/ (M;ﬂT%X(U) +V1—I/2)e"1%(r—t)d7',
p t v
(77)
Rozwazmy jeszcze przypadek funkcjonaltu jakosci (46) z funkejg kary k(v) za-
lezng od predkosci. Wéwezas otrzymujemy réwnanie sprzezone postaci

%&t) —\(t)(244-19(t) + Bi_1) + Eh(t) + a(v(t) — vE7L —ﬂzﬂh}é:’;(w, (78)

ktérego rozwiazanie jest nastepujace

A(t) = )‘keBk_l(tk—t)e—2Ak_1f:k v(r)dr _

7%
— [ (B00) - P2 (o) - ohgdypernes Ot o0k ar.  (19)
t

W przypadku liniowego réwnania stanu rozwiazanie to jest réwne:

th
)=~ / (m(t) — i 2 of(0) — ot 0. (30)
t

Rozwiagzanie réwnania sprzezonego (71) z warunkiem koncowym (72) jest analo-

gicznie réwne
n(t) = ke (81)

Optymalne strategie predkosci

Do wyznaczenia sterowania optymalnego A* w pracy wykorzystamy specyficzng
posta¢ zadania sterowania optymalnego (35)-(45), tj. liniowa zaleznosé od stero-
wania u zar6wno funkcjonatu energii (35) jak i réwnad stanu (37) - (38) oraz
ograniczen (41)-(45), kostkows posta¢ ograniczeri oraz zauwazone wczesniej ko-
nieczne spelnienie ograniczen od dolu na zmienng stanu v oraz od dotu i od goéry
na zmienng stanu s w rozwigzaniu optymalnym, co implikuje, ze (; = (o =14 = 0.
Przypadek gdy s < 0 lub v < 0 oznacza bowiem (poza t = %), ze pociag nie
porusza sie do przodu, co nie moze by¢ fragmentem trajektorii optymalnej. Po-
dobnie spelnienie ograniczen gérnych w (41)-(45) jest typowym przypadkiem na
wielu odcinkach trasy. Zatem przypadek v, = 0 bedzie praktycznie podstawowym
typem rozwigzania.
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W literaturze [40, 7, 23, 14, 10, 5| opisano optymalne ze wzgledu na zuzycie
energii strategie sterowania i doboru predkosci pociagu. Ruch pociggu w prze-
dziale czasu [t_1, t] na odcinku drogi pomiedzy stacjami lub zadanymi punktami
charakterystycznymi jest dzielony na kilka faz. Najczesciej sa to fazy:

1. przyspieszenia (ang. power phase), gdy pociag rozpedza sie od aktualnej
predkosci do zadanej wyzszej, a optymalne sterowanie h* = hpqq;

2. poruszania si¢ ze stalg predkoscia pomiedzy zadanymi punktami (ang. speed-
holding); na dlugim odcinku toru predkosé ta wynika z ilorazu dtugosci drogi
i zadanego czasu na jej przebycie lub nalozonych ograniczen, a na krét-
kim z nalozonych ograniczeri: w obu przypadkach h* = —M (Kj_1(v(2)) +
Rk—l(ak—17 ﬁk—l)) € (07 hmam]§

3. bezwladnosci (ang. coasting), gdy pociag porusza sie z niezerows predkoscig
a sila trakcyjna A* =0,

4. hamowania (ang. breaking) gdy predko$é pociagu jest redukowna od za-
danej predkosci do zera; czesto faza ta dzielona jest na dwie: hamowanie
wstepne, gdy predkosé jest stopniowo redukowana do mniejszej wartosci, a
h* € [—Rumin,0), oraz hamowanie wlasciwe, gdy predkosé jest redukowana do

zera, za§ h* = —hmin-

W przypadku gdy na trasie pociggu znajduja sie wzniesienia, spadki, zakrety,
tunele, wykopy, ruch pociggu dzieli sie na odpowiednio wiekszg liczbe faz. Dla
kazdej z takich faz sg tez zadane odpowiednie funkcje ograniczeni gz, (v) oraz gas(s).
Oczywiscie nie wszystkie fazy musza wystepowaé na kazdym odcinku drogi. Takze
ich kolejno$é moze byé rozna.
Zapiszmy hamiltonian (47) w nieco przeksztalconej postaci

Z-IM®) — BMu(t)]h)
M

Poniewaz sterowanie optymalne maksymalizuje hamiltonian, wiec rozpatrujac za-
réwno dodatnie, jak i ujemne wartoéci sterowania uzyskujemy nastepujace warunki

Hk—l —

Pmaz gdy A > ME*v,
ht €0, hmaz) gdy A\ = ME*v,
h*(t) =< 0 gdy —E~"Mv< X< ME*v, (82)
h™ € [hmin, 0] gdy A = —E~ M,
—HRmin gdy A < —E~Mw.

Powyzsze warunki obejmuja, jako szczegdlny przypadek, sytuacje braku rekupe-
racji przy hamowaniu, gdy £~ = 0. Wtedy powyzsze warunki sprowadzaja sie do
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podanych w pracy [14], czyli do

hmaz gdy A> MEv,
hai € [0, hmaz]  gdy A = MEv,
rt)=< 0 gdy 0 < A < MEw, (83)
haz € [~Umin,0] gdy A=0,
—Pmin gdy A<O.

Zauwazmy, ze we wszystkich fazach otrzymujemy szczegélnie proste rozwigzania
réwnan ruchu, ze stalym sterowaniem.

7.3 Wyznaczanie czaséw przelaczen z warunkéw zasady mak-
simum
7.3.1 Wyznaczenie czas6w przelaczen z ré6wnan sprzezonych

Implementacja sterowania optymalnego (82) wymaga znajomosci czaséw przela-
czeni {7;} miedzy réznymi wartoSciami sterowania optymalnego h*. Dla pociagu
poruszajacego si¢ po torze plaskim bez ograniczen predkosei i z zerowymi warun-
kami brzegowymi, implemetacja poszczegélnych faz strategii optymalnej oznacza
sterowanie optymalne w postaci:

hmaz dla ty_; <t <,
hdl = [0, hmaz] dla T1 <t S T2,
R*(t)={ 0 dlar, < t <3, (84)
hgs € [_hmz"na 0] dla 3 <t < 7y,
—humin dla 74 < t < 1.

Znajac sekwencje momentéw przelaczen {71, 72,73, 74} mozna okresli¢ dokladnie
strukture sterowania optymalnego w kazdej chwili czasu. Przy podziale trasy na
odcinki sekwencja sterowari bedzie na og6é! inna.

W pracach [12, 22] czasy przelaczen wyznacza sie¢ w oparciu o rozwigzanie nu-
meryczne zadania sterowania optymalnego bez ograniczen na stan i sterowanie. W
pracach [14] oraz [16] czasy przelaczeri wyznaczono, odpowiednio, wykorzystujac
sformulowany warunek analityczny w postaci réwnania catkowego albo pomocni-
cze zadanie programowania matematycznego. Standardowa metoda wyznaczania
czas6w przelaczen polega na wyborze czasu 7 i rozwigzania réwnania stanu w
przedziale [T, ], tak aby wyznaczyé funkcje predkosci spelniajaca zadane warunki
poczatkowe i koficowe. Nastepnie rozwigzywane jest réwnanie stanu i wyznaczana
warto§¢ zmiennej stanu w chwili 7. Jesli spelniony jest warunek stacjonarnoscei (70)
to 7 jest szukang chwilg. Jesli nie jest spelniony, to obliczenia sg kontynuowane ze
zmodyfikowana wartoscig, 7.
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W tej pracy skorzystamy z analitycznych rozwigzan (25) i (156) réwnan stanu
lub rozwigzan (70)-(75) réwnan sprzezonych oraz ich ciagloéci w punktach przeta-
czen sterowania.

v(r7) = v(77) lub A(7,) = A\(7j"), dlai=1,...,4. (85)

(3

7.3.2 Numeryczne wyznaczanie czasOw przelaczen

Rozwazmy wyznaczanie przelaczenia 1. Zalozymy, ze w przedziale (a, b) C [tx—1, tx)
ma nastapié¢ w chwili 7; przelaczenie sterowania z hygy 12 hgr € (0, Az ). Predkosé
v(71y) wyznaczona dla b = hp,, okreslona jest wzorami (25) lub (156). Rozwazmy

pierwszy z nich tj,

1
v{m) = I—)[hmax('rl)—l—Mg(sin Qp_1— b7 COS ak_l)](l—e_ﬁ%(”—t”—l))+vk_1e_1%(71_tk"1)

(86)
Korzystajac z (76) wyznaczymy stan sprzezony w punkcie 7i:
i _
An) = e~ 37 (=) _/ (Ehdl)e—%(r;n)d,; =
71
MEh,
= M) = deeHO - =221 - o), (87)

Jesli w punkcie 71 jest spelniony warunek optymalnosei (70) to moment przetacze-
nia 71 jest wyznaczony poprawnie. Jesli nie, to nalezy powtoérzyé obliczenia.

Znajac mozliwe sterowania optymalne, przydatna bylaby znajomo$é momentéw
przelgczen miedzy nimi. Ponizej zajmiemy sie wlasnie tym problemem. Rozwazmy
chwile ¢ i odpowiadajaca jej predkosé vy nie lezgca na ograniczeniu oraz wezesniej-
szy ruch pociggu. Zgodnie z wezeéniej wyprowadzonymi warunkami, istnieje przed
tym punktem fragment drogi, na ktérym przylozono jedno ze sterowan wystepu-
jacych w (82), nazwijmy je h¥-1. Tak dtugo, jak dtugo jest spetniony odpowiedni
warunek z (82), sterowanie to jest optymalne, chyba ze zostanie naruszone ograni-
czenie na predko§é pociagu, czego na razie nie rozpatrujemy. Latwo zauwazyé, ze
przelaczenie jest w zasadzie zwigzane z warunkiem

A(t) = EMu(t) (88)

Wystgpienie tego warunku, gdy nie byl on wczeéniej spelniony, konczy fragment
trajetorii zwigzany ze sterowaniami hpax, 0 i Amin, przy czym dla sterowania h = 0
moze to byé albo dla dodatnich sterowan, gdy E = E*, albo dla ujemnych, gdy
E = E~. Jezeli natomiast warunek réwnosciowy jest spelniony na rozpatrywa-
nym fragmencie, to koniec tego fragmentu wigze sie z chwils, gdy przestaje on

obowiazywac.
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Jezeli teraz rozwazymy chwile ¢ < £ nalezacg do rozpatrywanego fragmentu,
to zgodnie z (77) zachodzi

ME
A(t) = Ae™ Mt Th’f—l(l — e Tr(tt)
Jezeli przyjmiemy podstawienie
e M=t — 5 (89)
to mozemy to réwnanie zapisaé prosciej
ME
)\(t) = /\kZ - Th’f_l(l - Z)
Z kolei dla predkosci na tym fragmencie obowigzuje nastepujaca zaleznosé
1
v = =(h¥' + MRy_1)(1 — e T 4y (t)e T )
p
a po uwzglednieniu podstawienia (89)

1
v = Z;(hlf_l + MRp_1)(1 — 2) +v(t)2

skad mamy ’ g
v(t) = —foe — ;(hlf_l + MRy_1)(1 - 2)]
Warunek (88) bedzie wiec spetniony, gdy

ME _EM
p

1
Az — hE1(1 - 2) [, — ;(h’f‘1 + MRy_1)(1 — 2)]

Po uporzadkowaniu prowadzi to do réwnania

p—/\kz2 + R (1 - 2)2 + MRy1(1—2) —pv, =0 (90)

ME
Jezeli istnieje rozwigzanie tego réownania, to na to, aby bylo ono rozwigzaniem
zadania, powinno zachodzi¢ 0 < z < 1 i to raczej blizej 0. Zauwazmy, ze dla z =0
otrzymujemy réwnanie h’f‘l + M Ry_1 — pux, = 0. Jest to réwnanie ruchu pociagu
przy stalej predkosci vg. Na zasadzie ciaglo§ci mozna wiec przypuszczaé, Ze istnieje
rozwigzanie niezbyt odlegle od 0 spelniajace réwnanie ruchu o zmiennej predkosci.
Takich rozwigzan moze byé wiecej niz jedno. Oprécz mozliwych dwéch rozwigzan
réwnania kwadratowego nalezy bowiem rozwazy¢ dwie wartosci parametru F, a
mianowicie E* i E~.
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Dlugosé fragmentu jest ograniczona chwilg, uzyskana, z (89) jako
M
t=t+—Inz
D

Poniewaz z < 1, wiec logarytm jest ujemny i ¢ < #x. Jezeli tak otrzymane ¢ jest
nie wieksze od t;_;, to mamy rozwigzanie zadania dla calego odcinka [tg—1, tx].

Natomiast jezeli tak wyznaczony fragment jest krétszy od odcinka, to sytuacja
sie powtarza i mozemy poszukiwaé nastepnego fragmentu koniczacego sie kolejnym
warunkiem A = MEv. Jednak z powyzszych wzoréw wynika, ze wewnatrz tak
wyznaczonego fragmentu A # M Ev. Optymalny przejazd odcinka bez ogranicze-
nia predkoéci sklada sie wiec z fragmentéw z pelnym dopuszezalnym wysterowa-
niem silnika Apay, bez sterowania h = 0 i z pelnym hamowaniem —hy,. Moze
to byé wlasnie sekwencja hyax, 0, —Amin, ale rowniez dowolna jej dwu- lub jedno-
elementowa cze$é. Natomiast z faktu, Ze rozwiazania réwnania (90) sg roziaczne,
wynika, ze w rozwigzaniu optymalnym nie ma fragmentu odpowiadajacego warun-
kowi A = M Ew.

Jezeli natomiast trajektoria przekracza granice odcinka, to zmienia sie war-
t08é Ry_; na Ry_o, co powoduje zmiane réwnania opisujacego predkosé v(z). Jezeli
punkt przelaczenia nie wystepuje na granicy tych odeinkéw, to ze wzgledu na cig-
glosé predkosci, warunki (82) lub (83) pozostaja, przynajmniej przez pewien czas,
niezmienione (czyli typ sterowania pozostaje ten sam). Nowy punkt przelaczenia
mozna wtedy wyznaczyé z odpowiednio zmienionego réwnania (90).

Sytuacja sie zmienia, gdy fragment trajektorii predkosci przekracza ogranicze-
nie, w naszym przypadku praktycznie ograniczenia gérne vf;l. Wtedy mnoznik
Lagrange’a v przestaje byé zerowy i zmienna sprzezona )\(t) wyraza sie wzorem,
patrz (77),

¢
A(t) = Me™ frtet) _ Eho(l = e—ﬁ(tk—t)) _ / * vy~ R0 gy
p P

przy czym h° jest jednoznacznie wyznaczone przez predkoéé vE.l. Poniewaz pred-
kosé jest teraz stala, to warunek (88) wyglada nastepujaco

At) = EMuE]]
skad dostajemy réwnanie wzgledem v,

) ¢
EMuEZ = \e ) _ A‘;Eho(l — e Tty —/kyze_ﬁ(T_t)dT
t

Jest to réwnanie catkowe Volterry pierwszego rodzaju. Jego rozwigzanie istnieje,
chociaz wynaczenie go analitycznie moze by¢ klopotliwe, a nawet niemozliwe. Przy-
jecie mnoznika 1»(t) réwnego rozwigzaniu tego réwnania powoduje, ze warunek
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(88) jest spelniony tozsamosciowo, niezaleznie od ¢. Jest to wiec jedyny przypa-
dek, kiedy roéwnanie (88), rozdzielajace inne przypadki, moze by¢ spelnione na
odcinku — tak dtugo, jak dtugo predkosé v(t) = v¥;l — a nie tylko punktowo.

Korzystajac z powyzszych obserwacji mozna by bylo rekurencyjnie wyznaczyé
punkty przelgczenia zaczynajac od tx. Klopot polega tylko na tym, ze do obliczert
jest potrzebna wartoéé koricowa Ak, ktora nie jest znana. Mozna by ja bylo praw-
dopodobnie ustalié przez rekurencyjne obliczenia. Dalej przedyskutujemy jednak
takze alternatywne podej$cie, zgodne z postepowaniem zarysowanym na poczgtku
opracowania.

Znacznie bardziej skomplikowana jest sytuacja, gdy opory ruchu zaleza nieli-
niowo od predkosci. Rozwigzanie réwnania sprezonego zalezy wowczas od predkosci
(75) i nawet przy braku ograniczenia na predko§é oraz stalym sterowaniu zaleznogé
ta jest skomplikowana

/\(f) = )\keB"‘l(t”_t)e_ZAk-l [k o(r)dr
4
—Ehk? / i eBr-1(71) =2k [ v()ds g (1)
t

Wyrazenia dla predkosci przy statym sterowaniu da sie, co prawda, wyznaczyé ze
wzoréw (149) lub (156), jednak sa one dosy¢ skomplikowane. Jezeli w pierwszym
z nich dokonamy oznaczeni

Cr1 _ T, eVAiCeilt — ()

Ag—1

to mozemy wyznaczyé predkos§é przy stalym sterowaniu (wchodzi ono w sklad

stalej Ci—1) jako
(g +T)2(t) + v — T

(ve + T)2(t) — (vp — T)
To wyrazenie nalezy teraz wstawi¢ do zaleznosci (91) (zauwazmy, ze w tym przy-
padku Bi_; = 0), a nastepnie rozwigzaé réwnanie A(t) = EMuv(t) wzgledem ¢.
Jest to mozliwe tylko za pomocg metod numerycznych.

W drugim przypadku wyrazenia sa jeszcze bardziej skomplikowane. Wpro-
wadzmy nastepujace oznaczenia (dla uproszczenia sg one czeSciowo takie same,
jak poprzednio, chociaz majg inne znaczenia)

By Ap1Ck—
A:_i =T, 1+44/1 +4—’°Bl2 f Lo, e BeVIIt-d — 5(p)

Wtedy predko$é wyraza sie wzorem
1,00 2u, — T(1 4+ 1)
w0 =5(3+ E0) )

v(t)y =T
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W celu wyznaczenia ¢ spelniajacego réwnanie A\(t) = EMw(t) nalezy postapié tak,
jak opisano wyzej.

Mozna przypuszczaé, ze takze w tych przypadkach rozwigzania sg izolowane,
chociaz dla $cistosci wymagaloby to przeprowadzenia dowodu.

8 Zestawienie wzoréw dla optymalnych fragmen-
tow

We wezesniejszych rozwazaniach wyznaczyliSmy kilka charakterystycznych typow
fragmentéw optymalnych rozwigzan. Teraz wyznaczymy rozwigzania dla poszcze-
gélnych fragmentéw: wzory na predkosci i drogi dla réwnania zaleznego liniowo
od predkosci. Beda to wzorce rozwigzai i dlatego wszystkie fragmenty beda sie
zaczynaly w punkcie ps = (i, $s5,vs) 1 koniezyly w py = (if, sy, vs). Podstawowy
wzér, z ktérego bedziemy korzystaé, to (26), ktéry zapiszemy w postaci

1
0(t) = —(h+ MBi_y)(1 — e F ) 4y, e=Frle-to (92)
p

8.1 Przyspieszanie

Na tym fragmencie nastepuje rozpedzanie pociggu z punktu ps do punktu ps z
pelnym wysterowaniem my,y. Ze wzoru (92) otrzymujemy

1
o= (b + MB)(1 - e Fr(tr=t)) 4y e Frtrte)

. . 2 — . . . " .
Po podstawieniu e~#7¢r=%) = 5 rozwigzujemy powyzsze réwnanie wzgledem z

otrzymujac
_ p’uf = (hma.x + ]\JRk_l)

B pvs — (hmax =t MRk~1)
Stad otrzymujemy wzér na czas potrzebny na przebycie rozwazanego fragmentu

M . pvs — (hmax + M Bg_1)
APt =t;—t,=—In =
< P pvs — (Puax + MPRy_y)

Dtugosé przebytej drogi otrzymamy catkujac wzér na predkosé
12
AFPsf =sp— s, 2/ v(t)dt =
ts

Mu,

_p_(]_ — e")\%(tf_ts))

1 M
= (b + MBe)lty — by — (1 — W) 4
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Zauwazmy, ze poniewaz warto§¢ £ jest bardzo mala, to z dobra doktadnoscia
mozemy zamiast funkeji eksponencjalnej przyjaé kilka pierwszych cztonéw rozwi-
niecia w szereg Taylora. Przyjmiemy wiec

M —E st . M p v’ 2 p 2
?(1—(3 W (Er=te)) ?(1—1+—M—(tf—ts)—m(tf—ts) ):tf—ts—m(tf—ts)

skad w przyblizeniu droga jest réowna

1
INPS] % o+ MBas) by — 1) + ey — b — 5B (ty — 1] =
— 'Us(tf _ ts) _ PUs — hma.x — MRlc—l (tf _ ts)z

2M
Podobnie mozna przyblizyé wzér na czas przebycia tego fragmentu. Po prze-
ksztalceniu otrzymujemy

M DPUs v
Py _ _ _ _ f
e Y vy 7t ALY O s 77 )

Poniewaz oba wyrazenia odejmowane od jedynek sg mniejsze od 1, to skorzystamy
z rozwiniecia prawdziwego dla |z| < 1

1 1
ln(1+x)’*~*x—§x2+§x3—%x4--~

Przyjmujac dwa pierwsze czlony tego rozwiniecia dostajemy

2

APy M RO v P v v )=
? D “hmax + MRk, 2 (hmax + A]M]:ik—l)2
_ M(vs — vs) (1 p{vs + vs) ) (93)
hmax ke MRk—l Z(hma.x ol MRk—l)

przy czym juz pierwszy czlon rozwiniecia daje na og6t dostatecznie dobre przybli-
zenie.
8.2 Zerowe sterowanie

W tym przypadku wzory sa takie same, jak powyzej, z tym, ze sterowanie jest
zerowe. Mamy wiec wzoér na predkosé na koricu fragmentu

vy = ﬁRk—l(l — e_fi(tf_tS)) + ’l)se__)‘%(tf_t’)
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na czas przejazdu
M — MRy
AP =ty —t, = —In P koL
p pvf — MRy,
oraz na dlugosé przebytej drogi

M M M
AZS£ =8f — 8= ;Rk_l(tf &2 ts) + ?(’US al ?Rk_l)(l — e_ﬁ(tf_ts))

Po aproksymacji eksponentu otrzymamy za$

puvs — MRk—l

_ 2
2 M (tf t-? )

AZsl m gty —ts) —

8.3 Stala predkosé

Taki przypadek moze wystapié na przyklad wtedy, gdy pociag osiggnie predkosé
maksymalng 1 przez pewien czas porusza si¢ z tg predkoscig. W tym przypadku
wzor na (stalg) predko§é ma postaé

1
v= ;(h-f‘MRk_l)

gdzie v = v; = vs. Sterowanie (stale) wyraza si¢ wzorem
u=pv— MR,

i jest w zasadzie dodatnie, chyba ze pociag jedzie z gorki i jest potrzebne dodatkowe
hamowanie, aby nie przekroczyl dopuszczalnej predkosci.

W tym przypadku musimy zalozy¢ albo czas przejazdu, albo droge. Jezeli zato-
zymy, ze sg ustalone wartosci czaséw i i {5, to przebyta droga wyraza si¢ wzorem

1
ASS£ = ;(h + MRk_l)(tf = ts)
a znajac stala predkosé v;
ASS£ = ’Us(tf o ts)
I oczywiscie znajac droge czas przejazdu jest réwny

pASsf  ASef
h+ MRy, v,

AP =
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8.4 Hamowanie

Przy pelnym hamowaniu z (92), przy oznaczeniu z jak powyzej, zachodzi
1
Vg = UsZ — E(hmin = MRk_l)(l = z)

skad otrzymujemy
_ PV5 + hmin — MRy
PUs + hgin — M By

a nastepnie
M PUs + hmm - ]\/[Rk 1

AT =t —t,="—In
s TR PVf + hmin — MRy

Droge hamowania mozemy policzyé catkujac bezposrednio réwnanie predkosci
(92). Bedzie ona zalezala od predkosci poczatkowej v, i czasu przejazdu A#tf,
podobnie jak dla fragmentu przyspieszania. Poniewaz hamowanie wystepuje w
zasadzie na konicu odcinka, wygodniejsze moze by¢ uzaleznienie drogi od konicowego
czasu ty. W tym celu zapiszemy réwnanie predkosci jako

vy = ( hmm + MRIc 1)(1 = eﬂﬂ(tf”t)) + ’U( ) ~ 3z (tr—1)
p
Mozna stad wyznaczy¢ v(t)
v(t) = vpemtr=t) 4 (hmm — MRy_1)(e% =9 — 1)
Po scatkowaniu otrzymujemy droge przejazdu
Al =5;—5,=
1
(pvf + humin — MRy_1)(e3 &%) — 1) — 5 (in — M Ry) (87 — )
Po aproksymacji funkeji eksponencjalnej otrzymujemy
1
ATs] 0 ot (hmin — MBy1) (b — 1) +vp(ty — ) + 2M(tf — ;)=

PUf + hgin — M By
2M

=vp(ty —ts) + (tr —t.)*
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A Zalacznik

A.1 Rozwigzanie nieliniowego réownania ruchu dla zakresu
stalej mocy

Mnozac obie strony przez v otrzymujemy

0k LS VIO N ) (133)

Podstawiajac mows, zmienna
w(t) = v(t)et

a nastepnie

doprowadzamy do réwnania

dw(r) _ £627+w(7)_ﬂ_4§’ﬂef (134)
P p

Jest to pewna forma réwnania Abela drugiego rodzaju, ktéra mozna sprowadzié
do réwnania liniowego ze zmiennymi wspo6iczynnikami po podstawieniach

7=1In¢ w = u€

Mamy bowiem

dw_d(uf) du E du dfdu _ du 5
du frumt— Mt o)

dr  dr 6 ~dr
Poniewaz jednak

dr_drde _1de
du  dédu  Edu

wiec

du 1 13
— = =

W rezultacie, po podstawieniu do (134) otrzymujemy

wl e +u® 1((+uMRk €

3
% Yau
skgd dochodzimy do koricowego réwnania liniowego
MR, d
(—u® 4 L + 9% _ e (135)
p p du
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Poniewaz jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych, wiec rozwigzanie uzyskamy
obliczajac ponizsze calki

¢ / udu

¢ T | T o MEi_i | ¢

3 ut U=t

Calka po lewej stronie jest réwna
€
—= =1In¢
/%
Trudniejszg catke po prawej stronie mozemy sprowadzié¢ do sumy dwéch catek

/ udu 1 / (—2u+¥Bt)dy MR, / du
+

2] Tz MBer 4 € "+ M1 L €
u? fu=t=t 48 2p u? +u—2t o

o2 MRy_1 ¢ =
wtu 4 +P &

Pierwsza calke po prawej stronie tatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej
réwnej mianownikowi wyrazenia podcatkowego uzyskujac

1 ME;_, ¢
= _Tin(—w?tu—kly >
2) —wrputB g n(u tu P +p)

1 (—2u + -—Mi"‘l )du

Aby obliczy¢ druga calke po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika
M?R? M?R?_, +4
2lc—l +4£ _ —; p¢ -0
p p p

Po rozkladzie na utamki proste dochodzimy do rozwigzania

f i _ D N 2pu — MRy + /M?R:_| + 4p
—w? Fut =+ S R apc 9pu— MRy, — /M2RE_| + dpC

W rezultacie pierwotna catka po prawej stronie jest réwna
MRy _y
( \/M2Hi_1+4p(

A:

20y — MRy 1+ MzR,%_l + 4p MR
J4]—u? +u—=22 4 g)

In(C
( 2pu — MRy_1 — /M2?R2_, + 4p( p p

gdzie C jest staly catkowania, skad otrzymujemy koncowe rozwigzanie ogolne

MRy _y

252
2pu— MRy +/MPRE, +ap¢ VR T
C / —u®+ UT Ff= =

opu — MRy_1 — \/MZR,%_I 1 4p¢ P
(136)

£=
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ktore daje nam zaleznosé £(u). Do wyznaczenia stalej C jest potrzebny dodatkowy
warunek. Uzyskamy go z warunku poczatkowego poczatkowego rownania. Otdz
§ledzac kolejne podstawienia dostajemy

w(tn) = v(tn)efn 7, = ot
skad dostajemy
N w(ty,)
fr = =it u, =20 g

Podstawiajac te wielkosci do rozwigzania (136) dochodzimy do zaleznosei
MRy _y

\/ 2pv(tuy)—MRy_1+/M2R,_ +4p¢ \/MPRE_ +4nt
2pv(tyy )—MRy_1—+/M2R2__ +4p
e%tul C (try) \/ k-1 T4P¢

V0 ) + v(t,) M 4 €

z ktorej wyznaczamy C

V(6 +o(t,) MRt 4
C= MRy,
QpU(tyl)—MRk—1+\/M2R£_1+4pC \/1\42Ri71+41’(
200(tyy )~MRe—1—/M2R;_;+4pC

e')lpit"l

Po podstawieniu C do réwnania (136) dostajemy rozwiagzanie szczegélne naszego
réwnania

MRy
2 R2
Spu~MRy_y +/AERE_apC VM R-rten Y MRt
20(ts; )~ MR _1++/M2RZ_ +4p( —uftu—=+3 2,
§= / E eMin
2pu—MRy_1—+/M2R]_, +4p( —v2(ty,) + 'u(t,,i)—% + ’ﬁ,
2p0 () )~ MRi—1—+/M?R}_;+4p(
(137)

Aby powrécié do poczatkowych zmiennych, z zaleznosci
7=Iné(u)
powinni§my wyznaczy¢ funkcje odwrotng u(7), co nastgpnie pozwolitoby znalezé
w(r) = u(r)é(r) = u(r)e”
aby doj$é¢ do koricowego wzoru

o(t) = w(A—]j[-t)e_!ﬁt = u(%t)
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Jednak klopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej w(€), potrzebnej do
uzyskania u(7). Do tego celu przyjmiemy pewng aproksymacje. Ot6z zauwazmy,
Ze po rozwazeniu zakresu warto§ci parametréw mozemy przyjaé

4p¢
14— 1
YR

Wtedy zaleznosé £(u) we wzorze (137) upraszcza sie do

MRy
sy (—V2(tn) + 0(tn) ==+ 5) St

- MRy _(_ 3  MBE1  (
P‘"(tvl)—MRk—l( B P +P)

co doprowadza do réwnania

MRy 3
" ~02 (b ) o(t ) 2L +4

2 v(ty;) 224
= e“mMm1
¢ (Pu—MRj_y)(—u+u k=l &)
W(tvl)_MRlc—l
czyli po przeksztalceniach do
M?R2 MRy
—2M1‘ik_1uz+(¢+P—§)u+-—;’°—lg =0
gdzie
MR
_ (pv(tsy) — MRy_1)(—v*(t,) + w(t,) pk =4 %) o 2B (tt)
v(ty,)
Jest to r6wnanie algebraiczne trzeciego stopnia, ktére w zasadzie mozna rozwigzaé
analitycznie.
Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do réwnania kanonicznego
. MR} MRy, /2M?R2
3 k—1 k—1 k-1
- = P)u? + ( 2P) =0
" ( L = gl
i obliczamy wyr6znik
1 (M?R;_, 3 M?RZ_, /2M?R} 2
- (- p) (L e+ 2p)
27p3 ( 3p +¢ = 12p 9 i+

Typ rozwiazania i odpowiednie wzory na pierwiastki zaleza od znaku wyr6znika.
Jednak nie wyglada na to, aby mozna bylo tatwo ustali¢ ten znak. Dla dodatniego
znaku jedyne rozwigzanie rzeczywiste wyraza sie wzorem

\/ ME, 1(2M s 1+(+2P)+\/_+

9p
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1 (2M?R2
- Mé;’; 1( gp""1+c+2p)+\/Z

i na to, aby bylo ono dodatnie, musialoby zachodzic 2 R" L+ (4 2P < 0. Nato-

miast dla ujemnego wyréznika dostajemy trzy p1erw1astk1 rzeczywiste, z ktérych
trzeba wybraé pierwiastek dodatni. Jezeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to
rozwigzanie naszego zadania. Jezeli pierwiastkéw dodatnich jest wiecej, to po-
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwigzania wlasciwego. Te trzy pierwiastki

wyrazajg sie wzorami
1 /M2R?
Uy 22\/5(#4‘4-—}))005

1 (M2RZ_, ¢+ 21
Uy —2\/—(T+C—P)COST

|1 (M2RZ2_, ¢+ 4
R 1) [, (AR ) —
s 3p ( 3p 4 P) €08 3

MR,_4 [ 2M?R} _
—%<—9k‘l +{+ 2P)

V(o)

Jak widaé, zalezno$é u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zalezy
wykladniczo wartosé P, ktéra z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do koiicowego
rozwigzania, niezaleznie od tego, ktére z rozwiagzan jest wlasciwe.

w |-

gdzie

cos ¢ =
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A.2 Model z uwzglednieniem jazdy po tuku

Dla przypomnienia, réwnania ruchu dla zakresu stalej mocy ma nastepujaca postaé

dv(t) (1 _p
— = =—— —(t _ 1
by e B vAlOR (158]
z warunkiem poczatkowym
v(ty,) = v

Réwnanie to teoretycznie mozna rozwigzaé analitycznie. Jednak prowadzi to do
bardzo skomplikowanych wzoréw. Ich wyprowadzenie przedstawiono w zalaczniku.

Powr6cimy teraz do modelu (1), jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporé6w
czeSciowo inne zatozenia. Ot6z przyjmiemy, ze zalezno§é oporu od powietrza od
predkosci jest kwadratowa, natomiast zatozymy, ze nie ma wiatru. Dodatkowo, roz-
patrzymy opory przy jezdzie pociagu po tuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia
tej zaleznosci.

Rysunek 22: Sity w jezdzie po tuku.

Obliczymy na poczatek sily dzialajace na pociag jadacy po tuku. Przyjmiemy,
ze pociag jest jedng bryla, co jest pewnym przyblizeniem, szczegélnie dla skia-
déw wielowagonowych. Sila powodujaca skret pociggu jest tu wynikiem reakcji
ko6t z torami, przez co na tor dziala sila (sila odsrodkowa) réwna F, = Ma,, gdzie
a, = v?/ R jest przyspieszeniem dosrodkowym, v jest predkoscia pociagu, a R pro-
mieniem skretu. Jednak tory sg czesto budowane na zakretach z nachyleniem w
kierunku skretu. Powoduje to, ze sita odérodkowa nie jest réwnolegta do plaszezy-
zny toréw, gdyz jest pozioma — réwnolegla do plaszczyzny ziemi, patrz rys. 22.
Po rozlozeniu tej sity na sktadows réwnolegly do poziomu toréw FP i skladows
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prostopadta do plaszczyzny toréw F' otrzymamy zaleznoSci
F? = F,cosp F}' = F,sin

Jednak na skutek pochylenia toréw, pionows sila ciezkosci F, = Mg mozemy
rozlozy¢ takze na dwie sktadowe dzialajace w tych samych kierunkach, co sktadowe

sity odsrodkowej
F? = F,sinp = F.cosf3

Poniewaz sktadowe réwnolegle do poziomu toréw majg przeciwne zwroty, koficowe
wypadkowe skladowe, po wstawieniu wzoréw na sile odérodkows i site ciezkosci,
wygladaja nastepujaco

o2 o
F,=F - FF = Mg(—Rcosﬁ —sing) F*=F'4+F!= Mg(—Rsinﬂ—l—cos,B)

g g

(139)

Po pomnozeniu przez wspotczynnik tarcia zwigzany z ruchem po tuku pg otrzy-
mamy zwigzang z tym ruchem sile tarcia

2

v .
Tr = prE, = pRMg(g—R cos  — sin f8) (140)

Sita prostopadla do plaszezyzny toréw jest zas zwiazana z sila tarcia tocznego

,U2

B sin 8 + cos §) (141)

Tr = prMg(
ktére bedzie jeszcze zalezalo od nachylenia toréw w kierunku jazdy (bedzie po-

mnozone przez cos ).
W rezultacie réwnanie ruchu pociagu (po zaniechanin wiatru) bedzie wygladato

nastepujaco

du(t)
M =
dt
v? v?
= —pv?(t)+h(t)+gM sin oz—uTMg(g—R sin B+cos f5) cos a—uRMg(g—R cos f—sin )
(142)
Réwnanie to mozna zapisaé¢ nastepujaco
t
gy —Av(t)+C (143)
dt
gdzie
p  prsinBcosa+ pugcosf
A==
v R
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h(t)

C= YA + gsina — ppg cos S cosa + prgsin B
Jest to réwnanie rézniczkowe Riccatiego.

Jezeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzglednimy tuki zalozymy, jak
poprzednio, ze sterowanie u jest na kazdym odcinku stale, to na kazdym odcinku
parametry A i C sg stale. Mozna w takim przypadku tatwo zauwazy¢, ze ma ono
wtedy rozwiazanie szczegélne state na odcinku

W0(t) = \/%- (144)

Istnieje wzér pozwalajacy wyznaczyé rozwiazanie ogblne réwnania Riccatiego,
gdy jest znane jego rozwiagzanie szczegélne, patrz np. [28]. Jezeli zapiszemy powyz-
szy typ réwnania w sposéb ogélniejszy

du(t

W _ ey (®) + A00() + 50 (1)

i znamy pewne rozwigzanie szczegolne tego réwnania v°(f) = ¢(t), to wzér na
réwnanie og6lne ma postaé

o)
u(t) =v°(¢) + 146
0= 0t s Tew R (146)
B(t) = e RROY @+

gdzie D jest dowolng stalag. W naszym przypadku wspotezynniki f; oraz rozwiagza-
nie szczegdlne v0(t) s stale i przyjmujs wartosci

wobec czego

B(t) = e—sz\/gdt — 6—2\//T5t

i rozwiazanie og6lne réwnania (143) przyjmuje nastepujaceg postaé

\/5 e—zmt
v(t) =4/—+ 147
®) A D— _21_ \/—g e—2VACt (147)

Na odcinku k—1 stala D wyznaczymy z warunku poczatkowego v(ty—1) = vg_1-
Dla podkreglenia, ze rozpatrujemy rozwigzanie na tym odcinku, wszystkim stalym
dodamy wskaznik k£ — 1. Tak wiec mamy

Ck 1 6—2\/Ak 1Ck—1tk—1
Vg—1=
\/Alc —1 -—-2\/Ak 1Cr—1tk—1

Cr—1
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D= (l Ap1 + 1 )6_2\/Ak—lck—1tlc—1 —
C—1 Gkt

Vg—1 — Ak:l

Ck-1
Vp—1+ /57—

l s Ar-1 e—szk—lclc—1tlc—1
2V Cr1 Ck—1
Vg—1 — A1

Po podstawieniu wyznaczonej stalej do rozwigzania ogblnego, otrzymamy rozwia-
zanie szczegblne spelniajace warunek poczatkowy

C._ 2e 2/ Ak-1Ck—1(t—tk-1)
o (t) :1/A’“ 1(1+ ¢ = ) (148)
k- ol —1 — =2/ Ar—1Ck—1(t=tk—1)
Cr_1

Ve—1— A1

co mozna tez zapisaé w bardziej symetrycznej formie

Cr—1y,—2 Ap_1Cr_1(t—t)—1)
Cpq U1t L+ (ve— 1—\/—~)e
) =4 i — = (149)
R R e O A
Ze wzrostem czasu rozwiazanie zbiega do rozwiazania szczegolnego stalego (144).
Jezeli ta zbieznosé jest szybka, to rozwiazanie takie jest dosyé wygodne w prak-
tycznej implementacji, gdyz po prostu mozna podaé¢ maszynidcie, jakg predkos§é

ma utrzymywaé na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejéciowym.
Na koncu przedziatu, dla ¢ = #;, zachodzi

, V-1t Ak - (1 — \/i::i)e_z As—1C—1(te—tr—1) (150
Vg =
Ak 1y 4 Ck ('Uk—l . \/i::i)6"2\/Ak—-lck—-1(tk—tk—l)

W powyzszych wzorach

e sin fBr_1 cos gy + pr cos Pr_1
M Ry,

Apa=2L

Cr—1 = hg_1 +gsinog_1 — prg cos fr_1cos a1 + prgsin fr_1
Jezeli odcinek jest prosty, to Rx_1 = co i B = 0. Wtedy wzory na wspétczynniki
Ag_1 1 Cy_1 przyjmujg postaé

Apr = % Cr1=hy_1 +gsinog_y — prgcosag_;
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Jak widaé¢, wprowadzenie zaleznosci opor6w od kwadratu predkosci znacznie
komplikuje rozwigzanie od strony technicznej, gdyz prowadzi do bardziej skompli-
kowanych wzoréw. Niemniej jednak idea sprowadzenia calego zadania do nielinio-
wej optymalizacji statycznej, w ktérej nalezy wyznaczyé wartosci hx_q 1 N1 =
ty —tr—1 dla k =1,..., K, pozostaje aktualna.

A.3 Réwnanie zalezne od drogi

Pochodna predkosci po czasie mozemy latwo zamienié na pochodng od drogi s
korzystajac z zaleznosci

dt ds dt

Zamieniajgc zmienne w réwnaniu (143) i podstawiajac powyzej wyprowadzona
zalezno$é otrzymujemy

dv(t)  dv(s)ds _ d'u(s)v(s)

o(s) dz(;) = —Av(s)+ C (151)
Roéwnanie to mozemy zapisaé¢ nastepujaco
1dv?(s)
= = —Av? c
2 ds vis) +
skad po podstawieniu v?(s) = z(s) otrzymujemy réwnanie liniowe
1dz(s)
- ——A
2 0 2(s)+C

Réwnanie to ma rozwiagzanie ogélne
C
=D —24s | ¥
2(s) e +7

Z warunku poczatkowego 2(sg-1) = vi_; uzyskujemy

C
Lk e EZAsk_l('U:q - Z)

oraz rozwigzanie szczegblne spelniajace ten warunek

zk‘l(s) — U:_le“ZAk—l(s'sk—l) + Ck“ (1 —ZA/:—1(8—S/¢—1))

a po uwzglednieniu podstawienia

ok l(s) ‘/vk 16“2‘4” 1{s—sk-1) 4 i‘k e (1 - e—2Ak—1(a—sk_1)) (152)
k-1
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Na konicu odcinka réwnanie to przyjmuje wartos§é

vk—l(Sk) = \/:L)I%_le—zx‘lk—l(sk—v!b—l) + %(1 — e_zAk—l(Bk‘sk—l))
k—1

Moze troche nieoczekiwanie, r6wnania te maja troche prostszg forme niz w po-
przednim punkcie, a nieliniowo$é typu funkeji wymiernej jest zamieniona na nieli-
niowo$é typu pierwiastkowego.

A.4 Dodatkowy staty wiatr.

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjeto jednak, ze nie ma wiatru,
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie mozna jednak rozszerzy¢
na przypadek, gdy wieje staly wiatr z predkoscia w. Podobnie jak w réwnaniu
liniowym, przyjmiemy, ze kierunki ruchu pociggu i wiatru maja ten sam zwrot,
wobec czego réwnanie ruchu pociggu przyjmuje postaé

t
Mdv—() = —p(v — w)*(t)+
dt
o2 v?
+h(t)+gM sina~;LTMg(g—R sin B+ cos ) cos a—uRMg(g—R cos B—sin ) (153)

Po rozwinieciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz réwnanie

dzg)=:—Aﬂ%n-+Bv@)+r7 (154)
gdzie '
A= %+ MTsm,Bcos}ozz-l—uRcosﬂ
2

2
C= %(/;—)+gsina—;LTgcosﬂcosa+uRgsinﬂ—p%

Wspoélezynnik A jest tu dokladnie taki sam, jak poprzednio, natomiast w C poja-
wil sie dodatkowy (ostatni) sktadnik. Pozostawimy jednak te samg litere, aby nie

mnozyé oznaczen.
Podobnie jek poprzednio, réwnanie (154) ma rozwiazanie szczeg6lne stale, ktore

spelnia réwnanie kwadratowe
—Av*(t) + Bu(t) + C =0
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Z dwoéch mozliwych rozwigzan tego réwnania

B / AC B AC
ﬂ(1— 1+4§2— ﬂ(1+ 1+4ﬁ)

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie), czyli nasze rozwiazanie szczegolne wy-

raza sie wzorem

B AC
= ﬂ(1 +4/1+4%;) (155)

() =
We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkosci

B =-A  AO=B  HO=C 0= (l+1/1+455)

i otrzymujemy

®(t) = e—B‘/1+4%g-t

oraz rozwigzanie ogélne
AC) . e‘B,/1+4%§t
B2 D_ A e—B\/l+4%§-t

B;7l+4£;-5-
Podstawiajac warunek poczgtkowy vg_y dla Ty_; obliczamy stala D

D= é( 1 + 1 )e—B,/1+4%‘.;;tk_1

BAM1+44S 4y — 11 +4/1+449)

Po podstawieniu tak wyliczonej stalej do rozwiazania ogblnego otrzymujemy roz-
wigzanie szczegblne spelniajgce warunek poczatkowy v(tr_1) = ve_1

==
B;_
'Uk_l(t) _ Bk 1( B, +

Ag—1 2

~Bi-1, /1+4—,—“‘“,;; ZE=L (1-t1)
€ =1 )

B
v(t):ﬂ(l-i- 1+4

+ A
By, [14alk=1kty
A 3 — 4 Al i (1—6 k1\/+'Bk’_1 ( Icl))
ﬁ'ﬁu,c_l—%<1+\/1+4%%:_—l) \/1+4L;ﬁ
(156)
przy czym ]
P, prsinfy_jcosog_1 + prcos By
Ap1 =57+
M Ry
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2

2

(1 . .
Cr1= —]ET) + gsinog_1 — pirg cos By_1 cos ag_1 + prgsin 1 — ptﬁu

Jezeli w = 0, to rozwigzanie to sprowadza si¢ do rozwigzania (148).
Na koticu odcinka predkosé jest réwna

Ag-1Ck—1
Bk—1(1+ V Lod Bi

Vg = +
Ap, 2
—Bj_1 /1+4—~—-2'—‘—':(k;'tﬁ,:—1Ak—l
e »
+ Ak—1Ck—1 )
" " -Bk_l\ﬁ+4—B,—-Ak_1
Ak—1 1 Ar—1Ck—1 + Ag—1Ck—1 (1 - kot )
B vk—1—5 (1+, [1+4—=—==) IHd—sp—=
k—1 Bi_, Bi—1

(157)
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