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1 Wprowadzenie 

Kolej obsługuje sporą część transportu osobowego (w Polsce około 10%) i towa­
rowego (w Polsce ponad 30%) , zużywając w tym celu znaczną ilość energii. W 
odróżnieniu od wielu innych środków transportu, transport kolejowy pozwala na 
oszczędności energii związane ze sposobem jazdy, ze względu na wydzielone trak­
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy są zachowane rozkłady jazdy. Oszczędność energii 
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale także powoduje zmniejszenie emisji gazów 
cieplarnianych i innych zanieczyszczeń atmosfery, a więc ma także wymiar ekolo­
giczny. 

Pierwsze prace dotyczące optymalizacji profilu prędkości jazdy pojawiły się 
w Japonii w latach 60-tych ubiegłego wieku [17]. Istotny postęp w analizie tego 
problemu wprowadziła praca [5]. Jednak zdecydowany rozwój badań dotyczących 
sterowania jazdą pociągu nastąpił dopiero w XXI w. Wczesne intensywne bada­
nia na przełomie wieków prowadzono w Australii j30, 15, 13 ,_ 14, 9], ale główny 
wysyp prac nastąpił dopiero po 2010 r. Część tych prac przedstawiono w wykazie 
literatury tego opracowania, można je także znaleźć w wykazach literatury arty­
kułów przeglądowych [2 , 3, 33] . W Europie powstał w tym czasie projekt [26], w 
ramach którego jest możliwość wymiany doświadczeń i współpracy w rozwijaniu 
tej tematyki. 

Większość prac kontynuuje metody rozwiązania przedstawione w najwcześniej­
szych pracach i opiera optymalizację na zasadzie maksimum Pontriagina [29] . Trud­
ności w jej zastosowaniu wynikają z występowania ograniczeń na jeden ze stanów 
- prędkość - i zależnych od innego stanu - drogi, a także zmienności równania 
w zależności od drogi, co wynika z różnych oporów zależnych od różnicy wznie­
sień , zakrętów , czy oporów powietrza, na przykład w tunelach. Stosując zasadę 
maksimum Pontriagina można stosunkowo łatwo uzyskać ogólną charakteryzację 
optymalnych fragmentów przejazdów, jednak duży kłopot sprawia wyznaczenie 
czasów przełączeń między tymi fragmentami. Z tego powodu pojawiły się prace, w 
których do optymalizacji używa się metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest 
modyfikacja rozkładu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a także układanie 
regionalnych rozkładów jazdy i zarządzanie w takich regionach ruchem pociągów 
pod kątem oszczędności energii, patrz [33]. 

W tym opracowaniu zajmujemy się najprostszym zagadnieniem wyznaczania 
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru­
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzującym się licznymi zmianami 
nachylenia trasy. Łącznie z licznymi zmianami ograniczeń na prędkość powoduje 
to, że kłopotliwe wyznaczanie punktów przełączeń jest w takim przypadku liczne. 

Metody rozpatrywane w opracowaniu są oparte na zasadzie maksimum Pon­
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujące przyspieszenie 
obliczeń. Podstawowym z nich jest użycie analitycznych rozwiązań równań ruchu 
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zamiast przyjętych ogólnie rozwiązań numerycznych. Głównym rozwiązywanym w 
opracowaniu przypadkiem są liniowe równania ruchu powstałe przez przyj ęcie li­
niowej zależności oporu powietrza od prędkości względnej pociągu. Jednak podano 
także rozwiązania analityczne równań nieliniowych, które można będzie rozpatrzyć 
w dalszych badaniach. 

Innym pomysłem rozważanym w tym opracowaniu jest podział trasy między 
przystankami na odcinki o stałych ograniczeniach prędkości oraz stałym równaniu 
ruchu. Rozwiązania optymalne dla takich odcinków sprowadzają się do kilku typów 
przejazdów. Sklasyfikowano te typy przejazdów, przedstawiono sposoby wyznacza­
nia w nich chwil przełączeń między fragmentami o stałych wymuszeniach oraz po­
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych początkowych i końcowych 
czasach przejazdu oraz prędkościach w tych chwilach. Okazało się przy tym, że dla 
dokładnych wzorów występowały trudności numeryczne w wyznaczaniu rozwiązań 
układów równań nieliniowych. Opracowano przybliżenia wzorów sprowadzajace 
równania do równań kwadratowych , których rozwiązan ie nie nastręcza trudności, 
a jednocześnie jest wystarczająco dokładne. 

W tym opracowaniu nie rozważono natomiast metod połączenia przejazdów na 
odcinkach w optymalny przejazd na całej trasie między przystankami, poza ogól­
nym zarysowaniem możliwych metod postępowania. Rozwiązanie tego zagadnienia 
będzie tematem dalszych prac. 

W opracowaniu nie podano także przykładów numerycznych wyznaczania roz­
wiązań. Będzie to tematem oddzielnego opracowania. 
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7 Warunki konieczne optymalności 

7.1 Sformułowanie zadania 

Niech t oznacza jak poprzednio zmienną, czasu w przedziale [O, TJ C R zaś [tk- l , tk] 
C [O, T], k = 1, 2, ... , I<, zadany podprzedział taki, że O < tk - l < tk- Ruch pocią,gu 
w przedziale czasu [tk- l , h] opisują dwie zmienne stanu: funkcja s(t) charakteryzu­
jąca drogę przebytą przez pociąg oraz funkcja prędkości pociągu v(t). Rozważmy 
zadanie sterowania optymalnego ruchem pocią,gu w skończonym horyzoncie czaso­
wym [tk- l, tk] polegają,ce na minimalizacji funkcjonału energii 

J(h(t)) = mJn ltk P(h(t), v(t))dt , 
t1r - 1 

(35) 

Funkcja P(h(t),v(t)) wyraża moc lokomotywy pociągu. Założymy [10 , 5], że funk­
cja ta ma postać 

P(h(t), v(t)) = Eh(t)v(t) , (36) 

czyli jest iloczynem siły pociągowej u(t) oraz prędkości v(t) , 

E = { E+ > O gdy h 2 O 
E - ::; O gdy h < O 

jest zadaną stalą rzeczywistą. Stała ta jest ujemna lub równa zeru, gdy pocią,g 

hamuje, co oznacza, że energia hamowania (zawsze nieujemna) może być dodatnia 
(rekuperacja energii) lub zerowa. 

Minimalizacja zachodzi przy ograniczeniach dynamicznych opisanych układem 
równań różni czkowych zwyczajnych dla t E (tk - l , tk): 

ds(t) = v(t) 
dt ' 

(37) 

oraz (patrz równanie (154)) 

(38) 

Funkcja h(t) jest interpretowana [10 , 5] jako siła poc iągowa. Założymy, że siła 

pociągowa h jest liniową funkcją sterowania u, tj ., ma postać: 

h(u(t)) = Fu(t), F > O jest zadaną stałą rzeczywistą. (39) 

przy czym 

F={ F + gdy u 2 O 
F - < F + gdy u < O 
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Kk- 1(v(t)) d~ -Ak- 1v2(t) + Bk- l'u(t) 

[ lub Kk_1(v(t)) d~ -fyv(t) dla liniowej zależności oporu od prędkości] 

z warunkami początkowymi i końcowymi 

przy czym zmienne stanu (s, v) E [sk- 1, sk] x [O, v;;,-;;;] C R2 , gdzie Vmax, 1'k-l = 
v(tk- l), 'Uk = v(tk), sk- 1 = s(tk- 1), sk = s(tk) są zadanymi dodatnimi liczbami 
rzeczywistymi takimi, że 'Uk - 1, 'Uk E [O, 'Umax]. 

Współczynniki Ak- l, Bk- l , Ck- l równania (38) są zdefiniowane wzorem za (156). 
W szczególnym przypadku liniowego równania stanu i jazdy po prostym torze 
Ak-1 = O, Bk- 1 = -fi, a Ck- 1 = f!t + gsin(ak- 1) - kT(ak- 1) + fiw(t). 

Dla zadanych dodatnich liczb rzeczywistych Umin oraz Umax funkcja sterowania 
u spełnia ograniczenia nierównościowe : 

-Umin 'S: u(t) 'S: Umax , t E [tk- 1, tk], 

co oznacza, że dla u E [-umin, O) występuje hamowanie pociągu, zaś dla u E 
[O , Umax] występuje przyspieszanie pociągu [14]. Jednak dla nieliniowej zależności 
siły pociągowej od prędkości (31) ustalonej wartosci u może odpowiadać inna war­
tość siły pociągowej h(t) . Znając siłę pociągową można wyznaczyć ·u(t) z zależności 

u(t) = _..!}Jf)_ 
hmax( 'U 

Dlatego za sterowanie przyjmiemy dalej siłę pociagową, która podlega ogranicze­
niom 

- hmin ,S: h(t) ,S: hmax(v) 

przy czym hmax(v) jest zadane wzorem (31). 
Przez Had oznaczymy zbiór sterowań dopuszczalnych: 

Had = {h E R: g1h(h) 2 O, g21,(h,v)) 2 O} , 

g1h(h) = h + hmin 2 O, g2h(h , v) = hmax(v) - h 2 O. 

(41) 

Podobnie jak dla sterowania, wprowadzimy zbiory dopuszczalnych wartości dla 
zmiennych stanu, czyli prędkości i drogi: 

va~- l = {v E R: g~;1(v) 2 O, g~; 1(v) 2 O} , 

s!;;1 = {s E R: g~; 1(s) 2 O, g~; 1 (s ) 2 O} , 
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przy czym 

k-1( ) k-1( ) k - 1 
91v V = v, 92v V = Vmax - v, 
k - 1 k - 1( ) 

91s = S - Sk-1 , 92s X = Sk - S. 

(44) 
( 45) 

Funkcje stanu v(t) oraz s(t) dla t E [tk- l, tk] przyjmują wartości nieujemne. Są 
one ograniczone od góry i od dołu. Dla zadanej liczby rzeczywistej vk = v(tk), tj., 
prędkości v w punkcie końcowym tk zachodzi vk E i:~- 1 . Podobnie sk = s(tk) E 

S!;;1 . Jednak z równania (37) oraz dodatniości v(t) wynika, że s(t) jest funkcją 
rosnącą. Oznacza to, że warunki s(tk- i) = sk- l i s(tk) = sk zapewniają spełnien ie 

ograniczenia (43), przez co nie będą one dalej uwzględniane. 
Zauważmy, że dla zadanej stałej rzeczywistej a > O, ograniczenie górne ( 42) 

można. za.mienić na. funkcję kary 

{ 
O jeżeli v(t) < vk- l 

k(v) = %(v(t) - v~~)2 jeżeli v(t);: v!-;r 

dodaną do wskaźnika jakości (35). Dzięki temu otrzymujemy nowy wskaźnik jakości 

1t, 

J(h(t)) = mjn (Eh(t)v(t) + k(v))dt. 
tk -1 

( 46) 

Za.da.nie (35)-( 45) jest za.da.niem sterowania. optymalnego z ustalonym wa.run­
kiem końcowym dla obu zmiennych oraz z ograniczeniami na sterowanie oraz na 
stan. Poza ograniczeniem g2h(h, v) pozostałe ograniczenia są rozłączne, a z natury 
problemu wynika, że niektóre z nich, jak na przykład ograniczenia dolne w (42), 
(43) dla sterowania optymalnego są spełnione, gdyż postój pociągu (v(t) = O) nie 
może być fragmentem optymalnego przejazdu. 

7.2 Warunki konieczne 

Do sformułowania warunków koniecznych optymalności dla tego zadania wykorzy­
stamy zasadę maksimum Pontriagina [12]. W tym celu zdefiniujemy hamiltonian 
il dla zadania sterowania (35)-(38) bez ograniczeń na stan i sterowanie: 

( 47) 

( 48) 

Funkcje 17(t) oraz .,\(t) są zmiennymi sprzężonymi odpowiadającymi równaniom 
stanu (37) i (38), zaś .,\0 ~ O jest stałą liczbową. Będziemy zakładać, że .,\0 > O 
oraz bez straty ogólności przyjmiemy, że .,\0 = 1 i ją dalej pominiemy [12], czyli 
ha.miltonia.n będzie równy 

Hk- 1(s, v, h, 17, .,\, t) = fik - 1(s, v , h, 1, 17, .,\, t) 
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Przypadek ,\0 = O jest przypadkiem szczególnym i właściwie oznacza, że rozwią­
zanie optymalne nie zależy od funkcji celu J(h). Taki przypadek może wystąpić 

przy bardzo skomplikowanych ograniczeniach, które w rezultacie decydują o roz­
wiązaniu optymalnym. 

Wprowadzając mnożniki Lagrange'a µ;, v;, i = 1, 2, odpowiednio dla ograni­
czeń (41) oraz (42), zdefiniuj emy uogólniony hamiltonian (lagrangian) L dla zada­
nia sterowania optymalnego (35)-( 44) z ograniczeniami na sterowanie, prędkość i 
drogę: 

Lk- 1(s, v, h, T/ , ,\ , µ 1 , µ2, v1 , v2, t) = Hk- 1(s, v, h, T/ , ,\ , t) + 
µ1g1h(h) + µ2g2h(h , v) + v1g}; 1(v) + v2g~; 1(v) ( 49) 

Jeżeli pozbędziemy się ograniczeń na prędkość przez wprowadzenie funkcji kary 
k( v) i wykorzystamy wskaźnik j akości w postaci ( 46), to wtedy uogólniony hamil­
tonian będzie miał postać: 

Hf-1 ( s, v, h, T/, ,\, t) = - Eh(t)v(t) - k( v) + T/S(t) 
1 

+ ,\ [M h(t) + Kk- 1(v(t)) + Rk_1], (50) 

Zasada maksimum. Z zasady maksimum Pontriagina [12, 22] wynika, że opty­
malna funkcja sterowania h*( t) E H ad spełnia następujące warunki konieczne 

h*(t) = argmaxhEHad Hk-l(s* (t) , v*(t), h, T/ , ,\, t) (51) 

dla optymalnej trajektorii prędkości v*(t) E Va~-l i drogi s*(t) . Przy założeniu 
różniczkowalności funkcji optymalna funkcja sterowania h* spełnia warunek sta­
cjonarności lagrangianu 

oLk- 1(s , v, h, ,\ , µ1 , µ2 , v1 , v2 , t) 
oh 

0Hk- 1 (s ,v, h,T/, A,t) ogi Og2 - o 
oh + µ1 oh + µ2 oh - ' 

dT7(t) 0Lk- 1(s, v, h, ,\ , µ 1 , µ2 , v1 , v2 , t) 
dt os 

d,\(t) 0Lk- 1 (s, v, h, ,\, µ1, µ2, vi, v2, t) 
dt ov 

(52) 

(53) 

(54) 

Ponieważ funkcja h (a wobec tego i P(h, v)) nie jest różniczkowalna w punkcie 
t = O, pierwsze równanie obowiązuje dla t =/ O, czyli zarazem h =/ O. Równania 
(52)-(54) uzupełniają warunki komplementarności i znaków mnożników Lagrange'a 
[12, 22]: 

µ1 ?: O oraz µ1g1h (h) = O, 

µ2 ?: O oraz µ2g2h(h , v) = O. 
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Podobnie 

v1 ~ O, v1gt;1 (v) = O, 

1/2 ~ O, v2g~;1(v) = O, 

dH(t) dLk- l(t) 

dt dt 

(57) 
(58) 

(59) 

przy czym ta ostatnia równość jest spełniona dla trajektorii optymalnej. Warunki 
transwersalności mają, postać: 

(C) = ,. /, >-(c) = ó Bg2h((h(t1J,vk) + ~ ó Bgi:v- 1(vk) + 
TJ k '!' , k o Bv ~ i Bv "f, 

i= l 

1/J, "f - liczby rzeczywiste 

óog2h(h(tk), vk) = 0, óo ~ 0; ó;g;v- 1(vk) = 0, ó;, ~ 0, i = 1, 2 

Z ( 41)-( 43) wynika, że pochodne funkcji ograniczeń g;h , g;v , i = 1, 2, są, równe 

Bg1h = l Bg2h = -l 
Bh ' Bh ' 

Bg};1(tk) = l Bgt1(t1,;) = - 1 
Bv ' Bv . 

Prócz tego 
Bg2h dhmax. (v) 
Bv dv 

(60) 

(61) 
(62) 

(63) 

(64) 

(65) 

Ponadto z (38), (36), (39), (47), (49) oraz (63), (64) otrzymujemy wartości po­
chodnych lagrangianu 

[)Hk- 1(s,v,h,TJ, A,t) = _ oP(h,v) ~ oh = -E () >-(t) (66) 
oh IJh + M oh V t + M ' 

[)Lk- 1(s,v,h,>-,µ1,µ2,v1 , v2 , t) _ E () >-(t) (67) 
oh - - v t + M + µ1 - µ2 , 

8Lk- 1(s, v, h, it' µ2 , v1, v2, t) = ry(t), (68) 

[)Lk - 1(s,v,h,A,µ1,µ2,V1,V2,t) = - oP(h,v) >-( )8Kk- 1(v(t)) dhmax(v) (69) 
0 0 + t !Cl +µ2 d + 

V V u'U V 

dhmax(v) 
1/1 - v2 = -Eh(t) + >-(t)(-2Ak_1v(t) + B1,; - 1) + µ2 dv + v1 - v2. 

[lub = -Eu(t) - f >-(t) + µ 2 dhm;; (v) + v1 - v2 dla liniowej zależności oporu od 
prędkości/ 
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przy czym równania (66) i (67) zachodzą dla h f O. Zatem z zasady Pontriagina 
wynika system równań określających warunek konieczny optymalności dla zadania 
sterowania optymalnego (35)-(45) w przedziale czasu t E [tk- l, tk] w postaci: 

-\( t) 
-Ev(t) + M + µ 1 - µ2 = O, (70) 

d:~t) = - TJ(t), (71) 

TJ(tk) = 1/J = T/k, (72) 

d-\(t) dhmax(v) ( -- = Eh(t) - -\(t)(-2Ak-1v(t) + Bk- 1) - µ2 d - v1 + v2 , 73) 
dt V 

dhma:x(v) _ ( 
-\(tk) = óo dv + 01 - 62 + 1 = Ak- 74) 

[lub d:~t) = Eh(t) + f!:r-\(t) - µ2 dhm;: (v) - v1 + v2 dla liniowej zależności oporu od 
prędkości] 

przy czym (70) zachodzi dla h f O. Ponadto spełnione SI} warunki komplementar­
ności (55)-(59). 

Wyznaczenie sterowania optymalnego h* wymaga rozwiązania równań stanu 
(37)-(40), równań sprzężonych (71)-(74) oraz równania (70). Najczęściej robi się 
to przy użyciu metod numerycznych. W pracy wykorzystane zostaną analityczne 
wzory do wyznaczania zmiennych stanu i zmiennych sprzężonych. 

Rozwiązanie równań stanu oraz równań sprzężonych 

Rozwi©,zanie v(t) równania stanu (38) w przedziale [tk-l, tk] z warunkiem pocz©,­
tkowym v(tk_ 1) = Vk - l jest opisane szczegółowo powyżej. Analityczna postać roz­
wiązania jest zadana wzorami (25) oraz (156), odpowiednio dla przypadków, gdy 
prawa strona tego równania jest liniową albo kwadratową funkcją prędkości. Gdy 
funkcja prędkości v(t) jest już znana w przedziale [tk-l, tk], to rozwiązanie s(t) 
równania stanu (37) w tym przedziale jest równe 

Ponieważ równanie sprzężone (73) z warunkiem końcowym (74) jest liniowe 
względem funkcji -\(t), można podać jego analityczne rozwiązanie. Dla równania 
stanu z kwadratową funkcją prędkości wygląda ono następująco 

-\(t) = AkeBk-1(tk-t)e-2Ak-l .f/k v(T) dT _ 

- ltk (Eh-µ2dh7v(v) - v1+v2)eBk_i(T-t)e-2A,-_ ,J,'v(,)d, dT, (75) 
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a w przypadku równania stanu liniowo zależnego od prędkości 

>-.(t) = Ake- fr(tk - t) - (Eh - µ2 'max - l/1 + v2)e- f!r(r - t)dT. l t• dh (v) 

t dv 
(76) 

Podamy też przydatne później rozwiązanie dla stałego sterowania 'Uo 

>-.(t) = Ake- f!r(tk - t) - ME ho(l - e-fr(tk-t)) + Jtk (µ2 dhmax( V) + V1 - v2)e-fr(r-t)dT. 
p t ~ 

(77) 
Rozważmy jeszcze przypadek funkcjonału jakości ( 46) z funkcją kary k(v) za­

l eżną od prędkości. Wówczas otrzymujemy równanie sprzężone postaci 

d>-.(t) ( ( k-l dhmax(v) 
-;ft =- ). t)(2Ak- 1V t) + Bk- 1) + Eh(t) + a(v(t) - Vmax) - µ2 dv , (78) 

którego rozwiązanie jest następujące 

>-.(t) = AkeBk-i(tk - t)e- 2Ak _i.f/k v(r)dr _ 

-ltk ( Eh(t) - µ2 dh~:(v) + a(v(t) - v~~~))eBk-1 (r-t)e-2Ak-1f,'v(,)d,dT. (79) 

W przypadku liniowego równania stanu rozwiązanie to jest równe: 

Rozwiązanie równania sprzężonego (71) z warunkiem końcowym (72) jest analo­
gicznie równe 

(81) 

Optymalne strategie pr~dkości 

Do wyznaczenia sterowania optymalnego h* w pracy wykorzystamy specyficzną 
postać zadania sterowania optymalnego (35)-(45), tj. liniową zależność od stero­
wania 'U zarówno funkcjonału energii (35) jak i równań stanu (37) - (38) oraz 
ograniczeń ( 41 )-( 45), kostkową postać ograniczeń oraz zauważone wcześniej ko­
nieczne spełnienie ograniczeń od dołu na zmienną stanu v oraz od dołu i od góry 
na zmienną stanu s w rozwiązaniu optymalnym, co implikuje, że ( 1 = ( 2 = v1 = O. 
Przypadek gdy s :S: O lub v :S: O oznacza bowiem (poza t = t0 ) , że pociąg nie 
porusza się do przodu, co nie może być fragmentem trajektorii optymalnej. Po­
dobnie spełnienie ograniczeń górnych w ( 41 )-( 45) jest typowym przypadkiem na 
wielu odcinkach trasy. Zatem przypadek v2 = O będzie praktycznie podstawowym 
typem rozwiązania. 
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W literaturze [40 , 7, 23, 14, 10, 5j opisano optymalne ze względu na zużycie 
energii strategie sterowania i doboru prędkości pociągu . Ruch pociągu w prze­
dziale czasu [tk- l, tk] na odcinku drogi pomiędzy stacjami lub zadanymi punktami 
charakterystycznymi jest dzielony na kilka faz. Najczęściej są to fazy: 

1. przyspieszenia (ang. power phase) , gdy pociąg rozpędza się od aktualnej 
prędkości do za.danej wyższej , a optymalne sterowanie h* = hmax; 

2. poruszania się ze stalą prędkością pomiędzy zadanymi punktami (ang. speed­
holding); na długim odcinku toru prędkość ta wynika z ilorazu długości drogi 
i zadanego czasu na jej przebycie lub nałożonych ograniczeń, a na krót­
kim z nałożonych ograniczeń: w obu przypadkach h* = -Jvl(J(k- l(v(t)) + 
Rk- 1(ak- 1,f3k- 1)) E (0,hmax]; 

3. bezwładności ( ang. coasting), gdy pociąg porusza się z niezerową prędkością 
a siła trakcyjna h* = O, 

4. hamowania (ang. breaking) gdy prędkość pociągu jest redukowna od za­
danej prędkości do zera; często faza ta dzielona jest na dwie: hamowanie 
wstępne , gdy prędkość jest stopniowo redukowana do mniejszej wartości , a 
h* E [-h.min, O) , oraz hamowanie właściwe, gdy prędkość jest redukowana do 
zera, zaś h* = - hm.in· 

W przypadku gdy na trasie pociągu znajdują się wzmes1enia, spadki, zakręty, 
tunele, wykopy, ruch pociągu dzieli się na odpowiednio większą liczbę faz . Dla 
każdej z takich faz są też zadane odpowiednie funkcje ograniczeń g2v ( v) oraz g28 ( s). 
Oczywiście nie wszystkie fazy muszą występować na każdym odcinku drogi. Także 
ich kolejność może być różna. 

Zapiszmy hamiltonian (47) w nieco przekształconej postaci 

1 
Hk- I = M [>.(t) - EMv(t)]h(t) 

Ponieważ sterowanie optymalne maksymalizuje hamiltonian, więc rozpatrując za­
równo dodatnie, jak i ujemne wartości sterowania uzyskujemy następujące warunki 

{ 

hm.ax 
* h,+ E [O, hmax] 

h (t) = O 
h- E [-hmin: O] 
- hmin 

gdy>.> !VI E +v, 
gdy>. = !VI E +v, 
gdy - E-Mv < >. < JvIE+v , 
gdy>.= -E-Mv , 
gdy>.< -E-Mv. 

(82) 

Powyższe warunki obejmują, jako szczególny przypadek, sytuację braku rekupe­
racji przy hamowaniu , gdy E- = O. Wtedy powyższe warunki sprowadzają się do 
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podanych w pracy [14], czyli do 

{ 

hmax 

hd1 E [O, hmax] 

h*(t) = O 
hd2 E [-Umin, Oj 
- hmin 

gdy.\> MEv, 
gdy.\ = MEv, 
gdy O<.\< MEv, 
gdy.\ = O, 
gdy.\< O. 

(83) 

Zauważmy, że we wszystkich fazach otrzymujemy szczególnie proste rozwiązania 
równań ruchu, ze stałym sterowaniem. 

7.3 Wyznaczanie czasów przełączeń z warunków zasady mak-
simum 

7.3.1 Wyznaczenie czasów przełączeń z równań sprzężonych 

Implementacja sterowania optymalnego (82) wymaga znajomości czasów przełą­
czeń { r;} między różnymi wartościami sterowania optymalnego h *. Dla pocią,gu 
poruszają,cego się po torze płaskim bez ograniczeń prędkości i z zerowymi warun­
kami brzegowymi, implemetacja poszczególnych faz strategii optymalnej oznacza 
sterowanie optymalne w postaci: 

! hmax 

hdl E [O, hrnax] 

h*(t) = O 
hd2 E [-hmin, OJ 
-hmin 

dla t1<-1 ::;'. t ::;'. r1, 

dla TJ < t ::;'. r2 , 

dla r2 < t ::;'. r 3 , 

dla r3 < t ::;'. r4, 
dla r4 < t ::;'. tk. 

(84) 

Znają,c sekwencję momentów przełączeń { r 1 , r2 , r 3,r4 } można określić dokładnie 

strukturę sterowania optymalnego w każdej chwili czasu. Przy podziale trasy na 
odcinki sekwencja sterowań będzie na ogól inna. 

W pracach [12, 22] czasy przełączeń wyznacza się w oparciu o rozwiązanie nu­
meryczne zadania sterowania optymalnego bez ograniczeń na stan i sterowanie. W 
pracach [14] oraz [16] czasy przełączeń wyznaczono , odpowiednio, wykorzystując 
sformułowany warunek analityczny w postaci równania całkowego albo pomocni­
cze zadanie programowania matematycznego. Standardowa metoda wyznaczania 
czasów przełączeń polega na wyborze czasu f i rozwiązania równania stanu w 
przedziale [f, tk], tak aby wyznaczyć funkcję prędkości spełniającą zadane warunki 
początkowe i końcowe. Następnie rozwiązywane jest równanie stanu i wyznaczana 
wartość zmiennej stanu w chwili f. Jeśli spełniony jest warunek stacjonarności (70) 
to f jest szukaną chwilą. Jeśli nie jest spełniony, to obliczenia są kontynuowane ze 
zmodyfikowaną wartością f. 
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W tej pracy skorzystamy z analitycznych rozwiązaii (25) i (156) równań stanu 
lub rozwiązań (70)-(75) równań sprzężonych oraz ich ciągłości w punktach przełą­
czeń sterowania. 

(85) 

7.3.2 Numeryczne wyznaczanie czasów przełączeń 

Rozważmy wyznaczanie przełączenia T1. Założymy, że w przedziale ( a, b) C [tk- l, tk ] 
ma nastąpić w chwili Tj przełączenie sterowania z hmax na hd1 E (O, hmax). Prędkość 
v(Tn wyznaczona dla h = hmax określona jest wzorami (25) lub (156). Rozważmy 
pierwszy z nich tj, 

v( T1) = ~[hmaxh) + M g(sin ak- 1-µT cos ll'k- 1)] (1-e- fr- (71 - t• - tl) + vk_1e- fr-(71 - t ._ t) 
p 

(86) 
Korzystając z (76) wyznaczymy stan sprzężony w punkcie T1 : 

(87) 

Jeśli w punkcie Tj jest spełniony warunek optymalności (70) to moment przełącze­
nia T 1 jest wyznaczony poprawnie. Jeśli nie, to należy powtórzyć obliczenia. 

Znając możliwe sterowania optymalne, przydatna byłaby znajomość momentów 
przełączeń między nimi. Poniżej zajmiemy się właśnie tym problemem. Rozważmy 
chwilę tk i odpowiadającą jej prędkość vk nie leżącą na ograniczeniu oraz wcześniej­
szy ruch pociągu. Zgodnie z wcześniej wyprowadzonymi warunkami , istnieje przed 
tym punktem fragment drogi, na którym przyłożono jedno ze sterowań występu­
jących w (82) , nazwijmy je h}- 1 . Tak długo, jak długo jest spełniony odpowiedni 
warunek z (82) , sterowanie to jest optymalne, chyba że zostanie naruszone ograni­
czenie na prędkość pociągu, czego na razie nie rozpatrujemy. Łatwo zauważyć , że 

przełączenie jest w zasadzie związane z warunkiem 

>-(t) = EMv(t) (88) 

Wystąpienie tego warunku, gdy nie był on wcześniej spełniony, kończy fragment 
trajetorii związany ze sterowaniami hmax, O i hmin , przy czym dla sterowania h = O 
może to być albo dla dodatnich sterowań, gdy E = E +, albo dla ujemnych, gdy 
E = E - . Jeżeli natomiast warunek równościowy jest spełniony na rozpatrywa­
nym fragmencie, to koniec tego fragmentu wiąże się z chwilą, gdy przestaje on 
obowiązywać. 
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Jeżeli teraz rozważymy chwilę t < tk należącą do rozpatrywanego fragmentu, 
to zgodnie z (77) zachodzi 

>-.(t) = Ake--f!,( t;- - t) - ME h~- 1(1 - e - -f!,(tk - t)) 
p 

Jeżeli przyjmiemy podstawienie 

e--f!,(tk - t) = z 

to możemy to równanie zapisać prościej 

Z kolei dla prędkości na tym fragmencie obowiązuje następująca zależność 

a po uwzględnieniu podstawienia (89) 

skąd mamy 

vk = ~(h}- 1 + M Rk- 1)(1 - z)+ v(t)z 
p 

1 1 k 1 
v(t) = -[vk - -(h1 - + .M Rk- 1)(1 - z)] 

z p 

Warunek (88) będzie więc spełniony, gdy 

ME k- 1( ) EM[ 1( k - 1 )( )] AkZ - --hl 1 - z = -- Vk - - h1 + M Rk- 1 1 - z 
p z p 

Po uporządkowaniu prowadzi to do równania 

(89) 

(90) 

Jeżeli istnieje rozwiązanie tego równania, to na to, aby było ono rozwiązaniem 
zadania, powinno zachodzić O < z < 1 i to raczej bliżej O. Zauważmy, że dla z = O 
otrzymujemy równanie h~- l + M Rk- l - pvk = O. Jest to równanie ruchu pociągu 
przy stałej prędkości vk. Na zasadzie ciągłości można więc przypuszczać , że istnieje 
rozwiązanie niezbyt odległe od O spełniające równanie ruchu o zmiennej prędkości. 
Takich rozwiązań może być więcej niż jedno. Oprócz możliwych dwóch rozwiązań 
równania kwadratowego należy bowiem rozważyć dwie wartości parametru E , a 
mianowicie E+ i E-. 
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Długość fragmentu jest ograniczona chwilą uzyskaną z (89) jako 

M 
t = tk + -ln z 

p 

Ponieważ z < 1, więc logarytm jest ujemny i t < tk. Jeżeli tak otrzymane t jest 
nie większe od tk - l , to mamy rozwiązanie zadania dla całego odcinka [tk- l, tk]-

Natomiast jeżeli tak wyznaczony fragment jest krótszy od odcinka, to sytuacja 
się powtarza i możemy poszukiwać następnego fragmentu kończącego się kolejnym 
warunkiem >.. = M Ev. Jednak z powyższych wzorów wynika, że wewnątrz tak 
wyznaczonego fragmentu >.. i- Jvl Ev. Optymalny przejazd odcinka bez ogranicze­
nia prędkości składa się więc z fragmentów z pełnym dopuszczalnym wysterowa­
niem silnika hmax , bez sterowania h = O i z pełnym hamowaniem - hmin· l\1oże 

to być właśnie sekwencja hmax, O, -hmin, ale również dowolna jej dwu- lub jedno­
elementowa część. Natomiast z faktu, że rozwiązania równania (90) są rozłączne , 
wynika, że w rozwiązaniu optymalnym nie ma fragmentu odpowiadającego warun­
kowi>.. = MEv. 

Jeżeli natomiast trajektoria przekracza granicę odcinka, to zmienia się war­
tość Rk- ! na Rk- 2 , co powoduje zmianę równania opisującego prędkość v(t). Jeżeli 
punkt przełaczenia nie występuje na granicy tych odcinków, to ze względu nacią­
głość prędkości , warunki (82) lub (83) pozostają, przynajmniej przez pewien czas, 
niezmienione (czyli typ sterowania pozostaje ten sam). Nowy punkt przełączenia 
można wtedy wyznaczyć z odpowiednio zmienionego równania (90). 

Sytuacja się zmienia, gdy fragment trajektorii prędkości przekracza ogranicze­
nie, w naszym przypadku praktycznie ograniczenia górne v!~- Wtedy mnożnik 
Lagrange'a v2 przestaje być zerowy i zmienna sprzężona >..(t) wyraża się wzorem, 
patrz (77), 

>..(t) = >..ke~i:i- (tk - t) - --ho(l - e- fI(tk - t)) - v2e~fI(r - t)dT ME itk 
p t 

przy czym h0 jest jednoznacznie wyznaczone przez prędkość v!~- Ponieważ pręd­
kość jest teraz stała, to warunek (88) wygląda następująco 

>..(t) = EMv~-;,~ 

skąd dostajemy równanie względem v2 

Jest to równanie całkowe Volterry pierwszego rodzaju. Jego rozwiązanie istnieje, 
chociaż wynaczenie go analitycznie może być kłopotliwe, a nawet niemożliwe . Przy­
jęcie mnożnika v2 (t) równego rozwiązaniu tego równania powoduje, że warunek 
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(88) jest spełniony tożsamościowo, niezależnie od t. Jest to więc jedyny przypa­
dek, kiedy równanie (88), rozdzielające inne przypadki , może być spełnione na 
odcinku - tak długo, jak długo prędkość v(t) = v!~~ - a nie tylko punktowo. 

Korzystając z powyższych obserwacji można by było rekurencyjnie wyznaczyć 
punkty przełączenia zaczynając od tK. Kłopot polega tylko na tym, Że do obliczeń 
jest potrzebna wartość końcowa >..K, która nie jest znana. Można by ją było praw­
dopodobnie ustalić przez rekurencyjne obliczenia. Dalej przedyskutujemy jednak 
także alternatywne podejście, zgodne z postępowaniem zarysowanym na początku 
opracowania. 

Znacznie bardziej skomplikowana jest sytuacja, gdy opory ruchu zależą nieli­
niowo od prędkości . Rozwiązanie równania sprężonego zależy wówczas od prędkości 
(75) i nawet przy braku ograniczenia na prędkość oraz stałym sterowaniu zależność 
ta jest skomplikowana 

>._(f) = AkeBk - l(tk - t )e - 2Ai,-1 f ik v(T)dT _ 

- Ehk- 1 ltk eBi- - 1(T- t)e - 2A,._ , J,T v(<;)d<;dT 
1 ' 

t 
(91) 

Wyrażenia dla prędkości przy stałym sterowaniu da się , co prawda, wyznaczyć ze 
wzorów (149) lub (156) , jednak są one dosyć skomplikowane. Jeżeli w pierwszym 
z nich dokonamy oznaczeń 

rc:: = f y-x;;; ' 
to możemy wyznaczyć prędkość przy stałym sterowaniu ( wchodzi ono w skład 
stałej ck-1) jako 

v(t) = f (vk + r)z(t) + 'Uk - f 
(vk + f)z(t) - (vk - f) 

To wyrażenie należy teraz wstawić do zależności (91) (zauważmy, że w tym przy­
padku Bk- l = O), a następnie rozwiązać równanie >..(t) = EMv(t) względem t. 
Jest to możliwe tylko za pomocą metod numerycznych. 

W drugim przypadku wyrażenia są jeszcze bardziej skomplikowane. Wpro­
wadźmy następujące oznaczenia ( dla uproszczenia są one częściowo takie same, 
jak poprzednio, chociaż mają inne znaczenia) 

l+ 

Wtedy prędkość wyraża się wzorem 

l(II 2vk - f(l + II) ) 
v(t) = f 2 + 2fz(t) - l - ~(t) (2vk - f(l + II)) 
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W celu wyznaczenia t spełniającego równanie >.(t) = EMv(t) należy postąpić tak, 
jak opisano wyżej. 

Można przypuszczać, że także w tych przypadkach rozwiązania są izolowane, 
chociaż dla ścisłości wymagałoby to przeprowadzenia dowodu. 

8 Zestawienie wzorów dla optymalnych fragmen­
tów 

We wcześniejszych rozważaniach wyznaczyliśmy kilka charakterystycznych typów 
fragmentów optymalnych rozwiązań. Teraz wyznaczymy rozwiązania dla poszcze­
gólnych fragmentów: wzory na prędkości i drogi dla równania zależnego liniowo 
od prędkości. Będą to wzorce rozwiązań i dlatego wszystkie fragmenty będą się 
zaczynały w punkcie Ps = (ts,Ss,Vs) i kończyły w PJ = (t1,s1,v1)- Podstawowy 
wzór, z którego będziemy korzystać , to (26), który zapiszemy w postaci 

(92) 

8.1 Przyspieszanie 

Na tym fragmencie następuje rozpędzanie pociągu z punktu Ps do punktu PJ z 
pełnym wysterowaniem Umax· Ze wzoru (92) otrzymujemy 

Po podstawieniu e-fr(t1-t ,) = z rozwiązujemy powyższe równanie względem z 

otrzymując 

PVJ - (hma.x + Af Rk- l) z= ~----,------.,.-
PVs - (hma.x + Jvl Rk- 1) 

Stąd otrzymujemy wzór na czas potrzebny na przebycie rozważanego fragmentu 

1-.P J _ _ Jvl l PVs - (hmax + JvlRk- 1) 
L.::, t - ti-ts - - n---------

s p PVJ - (hmax + JvlRk- 1) 

Długość przebytej drogi otrzymamy całkując wzór na prędkość 
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Zauważmy, że ponieważ wartość f!:J jest bardzo mała, to z dobrą dokładnością 
możemy zamiast funkcji eksponencjalnej przyjąć kilka pierwszych członów rozwi­
nięcia w szereg Taylora. Przyjmiemy więc 

skąd w przybliżeniu droga jest równa 

L':,.Ps{ ~ 2~(hmax + MRk- 1)(tJ -ts) 2 +vs[tJ - t s - 2~(tf-ts) 2 ] = 

_ ( _ ) _ PVs - hmax - ]\/[ Rk- 1 ( _ )2 
- V8 tf ts 2M tf ts 

Podobnie mozna przybliżyć wzór na czas przebycia tego fragmentu . Po prze­
kształceniu otrzymujemy 

L':,.Ptf=M(ln(l- PVs )-ln(l - PVJ )) 
8 p hm,u; + M Rk- 1 hmax + Nf Rk- 1 

Ponieważ oba wyrażenia odejmowane od jedynek są mniejsze od 1, to skorzystamy 
z rozwinięcia prawdziwego dla lxl < 1 

lz 13 14 ln(l + x) ~ x - - x + - x - - x • • • 
2 3 4 

Przyjmując dwa pierwsze człony tego rozwinięcia dostajemy 

M(vJ - V8 ) (l + p(vJ + 118 ) ) 

hmax + MRk- 1 2(hmax + MRk- 1) 
(93) 

przy czym już pierwszy człon rozwinięcia daje na ogól dostatecznie dobre przybli-
żenie. 

8.2 Zerowe sterowanie 

W tym przypadku wzory są takie same, jak powyżej , z tym, że sterowanie jest 
zerowe. Mamy więc wzór na prędkość na końcu fragmentu 
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na czas przejazdu 

I\ Z f - - Ml PVs - M Rk- 1 
u. t - tf - t 8 - - n-----

s p PVJ - M Rk- 1 

oraz na długość przebytej drogi 

z f M M M _ Ł(t - t ,) 
f::. S = SJ - Ss = -Rk- 1(tJ - t s) + -(vs - -Rk-1)(1 - e M 1 · ) 

s p p p 

Po aproksymacji eksponentu otrzymamy zaś 

Z J ~ , PVs - M Rk- 1 . . 2 
f::. S5 ~ Us(tJ - t s) - 2M (tJ - is) 

8.3 Stała prędkość 

Taki przypadek może wystąpić na przykład wtedy, gdy pociąg osiągnie prędkość 
maksymalną i przez pewien czas porusza się z tą prędkością. W tym przypadku 
wzór na (stałą) prędkość ma postać 

1 
v = -(h + M Rk- 1) 

p 

gdzie v = Vs = VJ- Sterowanie (stale) wyraża się wzorem 

'U = pv - MRk- 1 

i jest w zasadzie dodatnie, chyba że pociąg jedzie z górki i jest potrzebne dodatkowe 
hamowanie, aby nie przekroczy! dopuszczalnej prędkości. 

W tym przypadku musimy założyć albo czas przejazdu, albo drogę. Jeżeli zało­
żymy, że są ustalone wartości czasów t8 i tf, to przebyta droga wyraża się wzorem 

s J l f::. S8 = -(h + M Rk-1)(tJ - ts) 
p 

a znając stalą prędkość V5 

I oczywiście znając drogę czas przejazdu jest równy 

f::.Ss{ 
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8.4 Hamowanie 

Przy pełnym hamowaniu z (92), przy oznaczeniu z jak powyżej, zachodzi 

skąd otrzymujemy 

a następnie 

1 
'UJ= V 8 Z - -(hmin - MRk _ i)(l - z) 

p 

PVJ + hmin - M Rk-1 
z = --------

PVs + hmin - M Rk- 1 

A ff J _ _ Jt.;f l PVs + hmin - ft.;f Rk- 1 
u. t8 - tf - t 8 - - n--------

p PVJ + hmin - MRk- 1 

Drogę hamowania możemy policzyć całkując bezpośrednio równanie prędkości 

(92). Będzie ona zależała od prędkości poczatkowej v8 i czasu przejazdu !':,Ht{, 
podobnie jak dla fragmentu przyspieszania. Ponieważ hamowanie występuje w 
zasadzie na końcu odcinka, wygodniejsze może być uzależnienie drogi od końcowego 
czasu t1. W tym celu zapiszemy równanie prędkości jako 

Można stąd wyznaczyć v(t) 

Po scałkowaniu otrzymujemy drogę przejazdu 

Po aproksymacj i funkcji eksponencjalnej otrzymujemy 
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A Załącznik 

A. l Rozwiązanie nieliniowego równania ruchu dla zakresu 
stałej mocy 

Mnożąc obie strony przez v otrzymujemy 

dv(t) ( p 2 
v(t)----;Jt = M - Mv ( t) + Rk- !'u(t) 

Podstawiając mową zmienną 

a następnie 

w(t) = v(t)efrt 

T = ..!!_t 
M 

doprowadzamy do równania 

( )dw(T) ( 2r ( )MRk- 1 T w T -- = -e + w T ---e 
dT p p 

(133) 

(134) 

Jest to pewna forma równania Abela drugiego rodzaju, którą można sprowadzić 
do równania liniowego ze zmiennymi współczynnikami po podstawieniach 

T = lnf W = 'Uf 

!\famy bowiem 

dw = d(u0 = duf + udf, = duf,+udf,du = du(f, + udf,) 
dT dT dT dT dT d'u dT dT du 

Ponieważ jednak 
dT dT df, 1 df, 
du df, du f, du 

więc 
du 1 f, 
dT ""i{;" ~ 

du du 

W rezultacie, po podstawieniu do (134) otrzymujemy 

f, df, l 2 
uf,~ (f, --1- u-d ) = - (( + uMRk_1)f, 

du U p 

skąd dochodzimy do końcowego równania liniowego 

( 2 MRk- 1 ()df, 
- u + u--- + - - = uf, 

p p du 
(135) 

77 



Ponieważ jest to równanie o zmiennych rozdzielonych, więc rozwiązanie uzyskamy 
obliczając poniższe całki 

I d( j udu 
T = - u2 + ,uMRk- 1 + ~ 

p p 

Całka po lewej stronie jest równa 

J ~~ = In~ 

Trudniejszą całkę po prawej stronie możemy sprowadzić do sumy dwóch całek 

J udu 11(-2u + ~)du MRk- l j du 
- u2+uA!Rk-l +r = -2 - u2 +uMRk-l +r+~ -u2+ uMR,- _1 +r 

p p p p p p 

Pierwszą całke po prawej stronie łatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej 
równej mianownikowi wyrażenia podcałkowego uzyskując 

11 (-2u +M:k- i)du I 2 MRk- l ( 
- - --~~-- = - - !n(-u +u-- + - ) 

2 - u2 + uMRk- 1 + r 2 p p 
p p 

Aby obliczyć drugą całkę po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika 

I'::. = M2RL1 + 4f = M2RL1 + 4p( > o 
p2 p p 2 

Po rozkładzie na ułamki proste dochodzimy do rozwiązania 

I. du p 2pu- MRk- 1 + ✓M2RL1 + 4p( 
MR = --;======In----------'--;::::===== 

, - u2 +u~+~ ✓ M2RL1 + 4p( 2pu - MRk- 1 - ✓1VJ2RL 1 + 4p( 

W rezultacie pierwotna całka po prawej stronie jest równa 

In ( C 
2pu - M Rk- 1 + ✓ Jyf2 RL1 + 4p( J M2RL, +••1; ✓ M Rk-1 ( ) 

/ -u2 + 'u--- + -
2pu - M Rk- 1 - ✓ M 2 R%_ 1 + 4p( p p 

gdzie C jest stalą całkowania, skąd otrzymujemy końcowe rozwiązanie ogólne 

' ✓ 2 ✓A1 2 Ri I +4p( 
2pu ~ MR,~, +M' R,~, +4p( ✓ , MR,~, ( 

I - u + u--- + -
2pu - MRk- 1 - ✓M2R%_ 1 + 4p( P P 

(136) 
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które daje nam zależność ((u) . Do wyznaczenia stałej C jest potrzebny dodatkowy 
warunek. Uzyskamy go z warunku początkowego poczatkowego równania. Otóż 
ś ledząc kolejne podstawienia dostajemy 

skąd dostajemy 

Podstawiając te wielkości do rozwiązania (136) dochodzimy do zależności 

2pv (tv1 )- MR,._ 1 +✓ M2RL 1 + 4p( ✓A/2rą_ 1 + 4 p( 

.r_ 2pv (lv1) -MRk- 1 - ✓M 2RL 1 +4p( 
e Al tv, = C---,============---

J-v2(tv,) + v(tv,) M:• - i + ~ 

z której wyznaczamy C 

2pv (tv1 )- MRk - 1 +✓M2RL 1 +4p( ✓M2 Ri_ 1 +4 p( 

2pv(tv1 )-MRk-i -✓M2 RL1 +4p( 

Po podstawieniu C do równania (136) dostajemy rozwiązanie szczególne naszego 
równania 

( = 

2pu-MRk-!+✓M2RL, +4p( 

2pv(lv1 )- M Rk - l +✓ M 2 RL 1 + 4p( 

2pu-MRk- , -✓ M 2RL, + 1p( 

2pv (tv1 )-MRk- 1 -✓M2RL 1 + 4p( 

I 

Aby powrócić do początkowych zmiennych, z zależności 

T = ln((u) 

(137) 

powinniśmy wyznaczyć funkcj ę odwrotną u(T), co następnie pozwoliłoby znaleźć 

w(T) = u(Tk(T) = u(T)er 

aby doj ść do końcowego wzoru 

v(t) = w( }!_t)e- -lrt = ·u( }!_t) 
M M 
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Jednak kłopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej 'U(O , potrzebnej do 
uzyskania 'U(T). Do tego celu przyjmiemy pewną aproksymację. Otóż zauważmy, 
że po rozważeniu zakresu wartości parametrów możemy przyjąć 

4p( 
1 + M2R2 

k- l 
r:::;l 

Wtedy zależność (('U) we wzorze (137) upraszcza się do 

( = 
u ( v2(t )+v(t )MRk- l +~) v(tv ) - ,,, v, - p- p J'... 

1 e M tv1 

pu- MRk - 1 (-'U2+'UMRk-l +~) 
pv(tv1)-MRk - 1 P P 

co doprowadza do równania 

-v2 (tv1 )+v(tv1 )~+-' 
'U v(tv1 ) _l?_ e = -------'--~~-- e2 M tv, 

(pu- MRk - 1)(- u2+u~+-') 
pv(tv1 )- MRk-1 

czyli po przekształceniach do 

3 2 M2R% 1 MRk-1( 
P'U - 2MRk- i'U + ( - + P-()'U + --- = O 

p p 

gdzie 

(pv(tv1 )- MRk- 1)(-v2 (t,.,1 ) +v(t,.,,)MR•- i + ~) _.r_( ) 
P = P P e- 2Mt- tv, 

v(t,.,i) 

Jest to równanie algebraiczne trzeciego stopnia, które w zasadzie można rozwiązać 
analitycznie. 

Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do równania kanonicznego 

3 1 (M2 RL1 ) 2 M Rk-l (2M2 RL1 ) 
'U - - --- + ( - P 'U + --- ---- + ( + 2P = O 

p 3p 3p2 9p 

i obliczamy wyróżnik 

1 (M2R2 )3 M2R2 (2M2R2_ )2 D, = _ __ k- 1 + ( _ p + k-1 k-l + ( + 2p 
27p3 3p 12p4 9p 

Typ rozwiązania i odpowiednie wzory na pierwiastki zależą od znaku wyróżnika. 
Jednak nie wygląda na to, aby można było łatwo ustalić ten znak. Dla dodatniego 
znaku jedyne rozwiązanie rzeczywiste wyraża s ię wzorem 

'U = 
MR 2M2R2 

3 - ~( k- l + ( + 2P) + ~ + 
6p2 9p 
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- 3 M ~k- 1 (2M2 RL1 + ( + 2P) + JE 
6p2 9p 

i na to , aby było ono dodatnie, musiałoby zachodzić 2M::L, + ( + 2P < O. Nato­
miast dla ujemnego wyróżnika dostajemy trzy pierwiastki rzeczywiste, z których 
trzeba wybrać pierwiastek dodatni. Jeżeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to 
rozwiązanie naszego zadania. Jeżeli pierwiastków dodatnich jest więcej, to po­
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwiązania właściwego. Te trzy pierwiastki 
wyrażają się wzorami 

1 M 2 R2 cp 
-( k - l + ( - P) cos -
3p 3p 3 

l(M2RL1 ( P) efJ+27r - --- + - cos---
3p 3p 3 

1 (l'vf2RL1 ) 4>+47r - --- +(-P cos--
3p 3p 3 

gdzie 
MR 

(
2M2R2 ) - ____e:_.=..!. __ k_-_, + ( + 2P 

2p 9p 
cos <P = ---;:==========-~ 

...!. (M2RL, + ( - P)3 
3p 3p 

Jak widać, zależność u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zależy 
wykładniczo wartość P, która z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do końcowego 
rozwiązania, niezależnie od tego, które z rozwiązań jest właściwe. 
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A.2 Model z uwzględnieniem jazdy po łuku 

Dla przypomnienia, równania ruchu dla zakresu stałej mocy ma następującą postać 

dv(t) ( 1 p 
-----;ft = M v(t) - Aiu(t) + Rk- 1 (138) 

z warunkiem początkowym 
v(tv1 ) = Vv1 

Równanie to teoretycznie można rozwiązać analitycznie. Jednak prowadzi to do 
bardzo skomplikowanych wzorów. Ich wyprowadzenie przedstawiono w załączniku. 

Powrócimy teraz do modelu (1) , jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporów 
częściowo inne założenia. Otóż przyjmiemy, że zależność oporu od powietrza od 
prędkości jest kwadratowa, natomiast założymy, że nie ma wiatru. Dodatkowo, roz­
patrzymy opory przy jeździe pociągu po łuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia 
tej zależności. 

,- - -
I 
I 
I 
I 
I F[ 

Fo 
I 
I 
I 

I 
I 

-., 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Rysunek 22: Siły w jeździe po luku. 

Obliczymy na początek siły działające na pociąg jadący po luku. Przyjmiemy, 
że pociąg jest jedną bryłą, co jest pewnym przybliżeniem, szczególnie dla skła­
dów wielowagonowych. Siła powodująca skręt pociągu jest tu wynikiem reakcji 
kół z torami, przez co na tor działa siła (siła odśrodkowa) równa F0 = M a0 , gdzie 
a0 = v2 / R jest przyśpieszeniem dośrodkowym , v jest prędkością pociągu, a R pro­
mieniem skrętu. Jednak tory są często budowane na zakrętach z nachyleniem w 
kierunku skrętu. Powoduje to , że siła odśrodkowa nie jest równoległa do płaszczy­
zny torów, gdyż jest pozioma - równoległa do płaszczyzny ziemi, patrz rys. 22. 
Po rozłożeniu tej siły na składową równoległą do poziomu torów Ff i składową 
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prostopadła do płaszczyzny torów F;1 otrzymamy zależności 

Ft = Fo cos/3 F;: = F0 sin /3 

Jednak na skutek pochylenia torów, pionową siła ciężkości Fe = Mg możemy 
rozłożyć także na dwie składowe działające w tych samych kierunkach, co składowe 
siły odśrodkowej 

Ff= Fcsin/3 

Ponieważ składowe równolegle do poziomu torów mają przeciwne zwroty, końcowe 
wypadkowe składowe, po wstawieniu wzorów na silę odśrodkową i siłę ciężkości, 
wyglądają następująco 

v2 
R = FP - FP = Mg(-cos/3- sin/3) 

p o C gR 
v2 

pn = F;: + P;, = Mg(-1 sin/3 + cos/3) 
gZ 

(139) 
Po pomnożeniu przez współczynnik tarcia związany z ruchem po luku µR otrzy­
mamy związaną z tym ruchem silę tarcia 

(140) 

Siła prostopadła do płaszczyzny torów jest za.ś związana z silą tarcia tocznego 

v2 
Tr = µrMg(gR sin/3 + cos/3) (141) 

które będzie jeszcze zależało od nachylenia torów w kierunku jazdy (będzie po­
mnożone przez cos a). 

W rezultacie równanie ruchu pociągu (po zaniechaniu wiatru) będzie wyglądało 
następująco 

dv(t) 
M-- = 

dt 
v2 v2 

= - pv2 (t)+h(t)+gM sin a-µrM g(gR sin (J+cos /3 ) cos a-µRM g(gR cos /3-sin /3) 

(142) 
Równanie to można zapisać następująco 

gdzie 

dv(t) = -Av2(t) + C 
dt 

A _ .E_ µr sin /3 cosa + µR cos /3 
- M+ R 
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hW . . 
C = M + gsm a - µrg cos /3 cosa+ µH.gsm j3 

Jest to równanie różniczkowe Riccatiego. 
Jeżeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzględnimy łuki założymy, jak 

poprzednio, że sterowanie ·u jest na każdym odcinku stale, to na każdym odcinku 
parametry A i C są stale. Można w takim przypadku łatwo zauważyć , że ma ono 
wtedy rozwiązanie szczególne stale na odcinku 

v0(t) = /?I (144) 

Istnieje wzór pozwalający wyznaczyć rozwiązanie ogólne równania Riccatiego, 
gdy jest znane jego rozwiązanie szczególne, patrz np. [28]. Jeżeli zapiszemy powyż­
szy typ równania w sposób ogólniejszy 

dv(t) 
~ = fz(t)v 2 (t) + .h(t)v(t) + fo(t) 

i znamy pewne rozwiązanie szczególne tego równania v 0(t) 
równanie ogólne ma postać 

(145) 

q;(t), to wzór na 

o <I>(t) 
v(t) = v (t) + D - f <1>(t)f2(t)dt (146) 

<I>(t) = efl2h(t)v0(t) + fi(t) ]dt 

gdzie D jest dowolną stalą. W naszym przypadku współczynniki f; oraz rozwiąza­
nie szczególne v 0(t) są stałe i przyjmują wartości 

fz(t) = -A fi(t) = o fo(t) = C v0 (t) = /?I 
wobec czego 

<I>(t) = e- f2A\0dt = e-2v'AC't 

i rozwiązanie ogólne równania (143) przyjmuje następującą postać 

e-2v'AC't 
v(t) = + --~~--

D _ ! fie -2./Act 2y c 
(147) 

Na odcinku k - 1 stalą D wyznaczymy z warunku początkowego v(tk- i) = vk- l· 
Dla podkreślenia, że rozpatrujemy rozwiązanie na tym odcinku, wszystkim stałym 
dodamy wskaźnik k - 1. Tak więc mamy 

e-2✓Ak - lck- ltk - l 
~1 = l+---~=~~===~­

D _ ! ~e-2✓ A1-- 1Ci- - 1t•-i 2y~ 
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skąd 

= !~ Vk - l + ~ e - 2JA,._ 1C,_ 1tk- 1 

2 ~k- 1 Vk - 1 - --
Ak - l 

Po podstawieniu wyznaczonej stałej do rozwiązania ogólnego, otrzymamy rozwią­
zanie szczególne spełniające warunek początkowy 

( 
2e- 2JA,-_ 1Ck- 1(t- t,- _ ,) ) 

Vk- l(t) = l+-----------
vk 1+ J c k- t 

- Ak- l _ e - 2JAk- lck- l(t- t,. _ ,) 

V1,;;-1-rn 

(148) 

co można też zapisać w bardziej symetrycznej formie 

(149) 

Ze wzrostem czasu rozwiązanie zbiega do rozwiązania szczególnego stałego (144). 
Jeżeli ta zbieżność jest szybka, to rozwiązanie takie jest dosyć wygodne w prak­
tycznej implementacji, gdyż po prostu można podać maszyniście, jaką prędkość 
ma utrzymywać na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejściowym. 

Na końcu przedziału, dla t = tk, zachodzi 

(150) 

W powyższych wzorach 

A _ !!_ µy sin f3k - 1 cos ak- l + µR cos f3k-l 
k - 1 - M + R 

k- 1 

ck- 1 = hk- 1 + g sin ak- 1 - µyg cos f3k - 1 cos ak- 1 + µRg sin f3k - 1 

Jeżeli odcinek jest prosty, to Rk- l = oo i /3 = O. Wtedy wzory na współczynniki 
Ak- 1 i ck- 1 przyjmują postać 

p 
Ak- 1 = -

M 
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Jak widać, wprowadzenie zależności oporów od kwadratu prędkości znacznie 
komplikuje rozwiązanie od strony techn icznej, gdyż prowadzi do bardziej skompli­
kowanych wzorów. Niemniej jednak idea sprowadzenia całego zadania do nielinio­
wej optymalizacji statycznej, w której należy wyznaczyć wartości hk- l i l:,k-l = 
tk - tk- l dla k = 1, ... , K, pozostaje aktualna. 

A.3 Równanie zależne od drogi 

Pochodną prędkości po czasie możemy łatwo zamienić na pochodną od drogi s 

korzystając z zależności 

dv(t) dv(s) ds dv( s) 
----;ft = ~ dt = ~v(s) 

Zamieniając zmienne w równaniu (143) i podstawiając powyżej wyprowadzoną 
zależność otrzymujemy 

v(s) dv(s) = -Av2 (s) + C 
ds 

Równanie to możemy zapisać następująco 

1 dv2 ( s) - A 2 ( ) C 
---- - - V S + 
2 ds 

skąd po podstawieniu v2(s) = z(s) otrzymujemy równanie liniowe 

! dz(s) = -Az(s) + C 
2 ds 

Równanie to ma rozwiązanie ogólne 

C 
z(s) = De-2As + -

A 

Z warunku początkowego z (sk- i) = vL1 uzyskujemy 

D = e2As._1 (v2 _ Q) 
k- ł A 

oraz rozwiązanie szczególne spełniaj ące ten warunek 

zk- l(s) = v%_ 1e - 2Ak-1(S-Sk-iJ + Ck- I (1- e - 2Ak-1(s-s,,_i) ) 

Ak-1 

a po uwzględnieniu podstawienia 

712 e-2Ak-1(s-sk- 1) + ck- l (1 - e-2Ak- 1(S-Sk-d) 
k - l Ak- 1 
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Na końcu odcinka równanie to przyjmuje wartość 

Może trochę nieoczekiwanie, równania te mają trochę prostszą forme niż w po­
przednim punkcie, a nieliniowość typu funkcji wymiernej jest zamieniona na nieli­
niowość typu pierwiastkowego. 

A.4 Dodatkowy stały wiatr. 

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjęto jednak, że nie ma wiatru, 
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie można jednak rozszerzyć 
na przypadek, gdy wieje stały wiatr z prędkością w. Podobnie jak w równaniu 
liniowym, przyjmiemy, że kierunki ruchu pociągu i wiatru mają ten sam zwrot, 
wobec czego równanie ruchu pociągu przyjmuje postać 

dv(t) 2 
M- = - p(v - w) (t)+ 

dt 

'U2 'U2 

+h(t) + gM sin a-µTMg(-sin/3+cos/3) cosa-µnMg(- cos/3-sin/3) (153) 
gR gR 

Po rozwinięciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz równanie 

gdzie 

dv(t) 
-- = -Av2 (t) + Bv(t) + C 

dt 

A _ ]!_ µT sin /3 cos a + µ R cos /3 
- M+ R 

B= 2pw 
M 

h(t) pw2 

C = M + gsina - µTgcos /3cosa + µngsin /3 - M 

(154) 

Współczynnik A jest tu dokładni e taki sam, jak poprzednio , natomiast w C poja­
wił się dodatkowy (ostatni) składnik. Pozostawimy jednak tę samą literę , aby nie 
mnożyć oznaczeń. 

Podobnie jek poprzednio, równanie (154) ma rozwiązanie szczególne stałe, które 
spełnia równanie kwadratowe 

- Av2 (t) + Bv(t) + C = O 
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Z dwóch możliwych rozwiązań tego równania 

B ✓ AC -(1 -1 +4-
2A B 2 

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie) , czyli nasze rozwiązanie szczególne wy-
raża się wzorem 

B ~ 
vo(t) = 2A (1 + V 1 + 4132) (155) 

We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkości 

h(t) = -A fi(t) = B fo(t) = C 

i otrzymujemy 

oraz rozwiązanie ogólne 

Podstawiając warunek początkowy vk- l dla Tk- l obliczamy stalą D 

D = ~ ( 1 + 1 ) e - BJ1+41J,j_-tk - , 

B J1 + 4~? ~Vk - 1 - ½(l + J1 + 44&-) 

Po podstawieniu tak wyliczonej stałej do rozwiązania ogólnego otrzymujemy roz­
wiązanie szczególne spełniające warunek początkowy v(tk_1) = vk- l 

✓ Ak - l Ck - l ( - Bi- - 1 !+4 B t - ti- - 1) 

+-----------e ______ k_-_' ----------;,==;c===:;,==---) 
1 ( - Bk - 1 ✓1+4 Ak~~ck-1 (t-tk - d) 

A 1 A C + -----;=-s=====ss== 1 - e k- l 
~V _ l(l+✓l+4 k - 1 k - l) 1+4 Ak-.l C k - l 
Rk - 1 k - 1 2 B~-1 Bk - 1 

(156) 
przy czym 
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2pw 
Bk- 1 = M 

h(t) . . pw2 

Ck- 1 = M +gsmak- 1-µygcosf3k - 1COSO'.k-1+µRgsmf3k-l- ]\IJ 

Jeżeli w = O, to rozwiązanie to sprowadza się do rozwiązania (148). 
Na końcu odcinka prędkość jest równa 

✓ 11 k - lCk - 1 - Bk - 1 1+ 4 [3 6, _ , 

+-----------e ______ •_-_' _____ ---;c=====---) 
-B ✓1+4 A; _ 1Ck- l L', 

1 1 ( k -1 B k-1) 
A A c + 1 - e k - l 
--'-=1.v - 1(1 +✓1 +4 k-1 k - 1) ✓1 +4 Ak-1 ck-1 , 
Bk-1 J,-1 2 Bk - 1 Bk - 1 

(157) 
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