Raport Badawczy
RB/40/2017

Research Report

Optymalizacja i symulacja
przejazdu pociggu: analiza
przejazdow optymalnych

A. Myslinski, Z. Nahorski,
W. Radziszewska, K. Szulc

Instytut Badan Systemowych
Polska Akademia Nauk s

A
%2

Systems Research Institute
Polish Academy of Sciences



POLSKA AKADEMIA NAUK

Instytut Badan Systemowych
ul. Newelska 6

01-447 Warszawa

tel.:  (+48)(22) 3810100

fax: (+48)(22) 3810105

Kierownik Zaktadu zglaszajacy prace:
Prof. dr hab. inz. Zbigniew Nahorski

Warszawa 2017



Optymalizacja i symulacja przejazdu
pociggu: analiza przejazdéw optymalnych

Andrzej Myslinski, Zbigniew Nahorski,
Weronika Radziszewska, Katarzyna Szulc



Spis tresci

1

2

Wprowadzenie
Uproszczony model pociagu

Dane do obliczeri numerycznych

3.1 Masapociggu M . . ... . ...
3.2 Pochylenietoru . . ... ... .. ... o
3.3 Oporyruchu. . . .. .. ... it
3.4 Silapociggowa . . . . ...
3.5 Wskaznik jakoSei J . . . .. ...

Rozwiazanie ré6wnania rézniczkowego zwyczajnego
Sterowanie odcinkami stale
Jazda z maksymalng sila pociagowa

‘Warunki konieczne optymalnoséci

7.1 Sformulowanie zadania . . . . .. ... ... ... Lo

7.2 Warunki konieczne . . . . .. ... oL oo

7.3 Woyznaczanie czaséw przelaczen z warunkéw zasady maksimum . . .
7.3.1 Wyznaczenie czaséw przelgczen z réwnan sprzezonych . . . .
7.3.2 Numeryczne wyznaczanie czaséw przetaczen . . . . .. . ..

Zestawienie wzor6éw dla optymalnych fragmentéw

8.1 Przyspieszanie . . . . . . . . . ... e e
8.2 Zerowesterowanie . . . . . . . ... ... oo
83 Stalapredko§é. . . . . . . ...

8.4 Hamowanie . . . . . . . . . . . . i i it

Trajektorie optymalne

9.1 Trajektoria najszybsza — przejazd A. . . . .. . ... ... L.
9.2 Dodatek zerowego sterowania — przejazd B. . . . . . . ... ... ..
9.3 Wybdr miedzy przejazdami BiC . . . .. .. ... ... ... ...
9.4 Duze zerowe sterowanie — przejazd C . . . . . .. . .. .. ... ..
9.5 Wybdr miedzy przejazdem C a wolniejszymi . . . . .. .. ... ..
9.6 Przejazd z fragmentem stalej predkosci — przejazd D . . . . . . ..
9.7 Wybér miedzy przejazdem D a przejazdami DE . . . . .. ... ..
9.8 Przejazdy poSrednie DE1iDE2 . .. ... ... ... T
9.9 Przejazd najwolniejszy — przejazd E . . . . ..o oo oo

2

13
13
15
15
18
18

20
22
25

28
28
30
36
36
37

41
41
42
43
44



9.10 Algorytm poszukiwania optymalnego przejazdu . . . . . .. .. ..

10 Obliczanie energii przejazdéw dla poszczegblnych typéw przejaz-

déw

10.1 Energia przejazdu dla optymalnych rezyméw sterowania . . . . . . .

10.2 Energia przejazdu na o

A Zalgcznik

dcinkach drogi . . . . . ... ... ...

A.1 Rozwigzanie nieliniowego réwnania ruchu dla zakresu stalej mocy
A.2 Model z uwzglednieniem jazdy po tuku . . . . .. ... .. ... ..
A.3 Roéwnanie zalezneod drogi . . . . . . . . ... ...

A.4 Dodatkowy staly wiatr

B Literatura

74
74
75

7

82
86
87

90



1 Wprowadzenie

Kolej obstuguje sporg cze§é transportu osobowego (w Polsce okolo 10%) i towa-
rowego (w Polsce ponad 30%), zuzywajac w tym celu znaczng ilo§é energii. W
odroznieniu od wielu innych §rodkéw transportu, transport kolejowy pozwala na
oszczednosei energii zwiazane ze sposobem jazdy, ze wzgledu na wydzielone trak-
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy s zachowane rozklady jazdy. Oszczednosé energii
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale takze powoduje zmniejszenie emisji gazéw
cieplarnianych i innych zanieczyszczen atmosfery, a wiec ma takze wymiar ekolo-
giczny.

Pierwsze prace dotyczace optymalizacji profilu predkosci jazdy pojawily sie
w Japonii w latach 60-tych ubieglego wieku [17]. Istotny postep w analizie tego
problemu wprowadzila praca [5]. Jednak zdecydowany rozwéj badani dotyczacych
sterowania jazdg pociggu nastgpil dopiero w XXI w. Wezesne intensywne bada-
nia na przetomie wiekéw prowadzono w Australii [30, 15, 13, 14, 9], ale gléwny
wysyp prac nastapil dopiero po 2010 r. Cze§é tych prac przedstawiono w wykazie
literatury tego opracowania, mozna je takze znalezé w wykazach literatury arty-
kuléw przegladowych [2, 3, 33]. W Europie powstal w tym czasie projekt [26], w
ramach ktérego jest mozliwo$é wymiany do$wiadczen i wspolpracy w rozwijaniu
tej tematyki.

Wiekszo§¢ prac kontynuuje metody rozwigzania przedstawione w najwczeéniej-
szych pracach i opiera optymalizacje na zasadzie maksimum Pontriagina [29]. Trud-
nosci w jej zastosowaniu wynikaja z wystepowania ograniczent na jeden ze stanéw
— predko§é — i zaleznych od innego stanu — drogi, a takze zmiennosci réwnania
w zalezno$ei od drogi, co wynika z réznych oporéw zaleznych od réznicy wznie-
sieri, zakretéw, czy oporéw powietrza, na przyklad w tunelach. Stosujac zasade
maksimum Pontriagina mozna stosunkowo latwo uzyskaé ogélng charakteryzacje
optymalnych fragmentéw przejazdéw, jednak duzy klopot sprawia wyznaczenie
czas6w przelaczen miedzy tymi fragmentami. Z tego powodu pojawily sie prace, w
ktérych do optymalizacji uzywa sie metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest
modyfikacja rozkladu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a takze uktadanie
regionalnych rozkladéw jazdy i zarzadzanie w takich regionach ruchem pociggéw
pod katem oszczednosci energii, patrz [33].

W tym opracowaniu zajmujemy sie najprostszym zagadnieniem wyznaczania
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru-
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzujacym sie licznymi zmianami
nachylenia trasy. Lacznie z licznymi zmianami ograniczen na predko§é powoduje
to, ze klopotliwe wyznaczanie punktow przetgczen jest w takim przypadku liczne.

Metody rozpatrywane w opracowaniu sg oparte na zasadzie maksimum Pon-
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujgce przyspieszenie
obliczen. Podstawowym z nich jest uzycie analitycznych rozwigzan réwnain ruchu
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zamiast przyjetych ogoblnie rozwigzan numerycznych. Gléwnym rozwigzywanym w
opracowaniu przypadkiem sg liniowe réwnania ruchu powstale przez przyjecie li-
niowej zalezno$ci oporu powietrza od predkosci wzglednej pociggu. Jednak podano
takze rozwiazania analityczne réwnaii nieliniowych, ktore mozna bedzie rozpatrzyé
w dalszych badaniach.

Innym pomystem rozwazanym w tym opracowaniu jest podzial trasy miedzy
przystankami na odcinki o stalych ograniczeniach predko$ci oraz statym réwnaniu
ruchu. Rozwigzania optymalne dla takich odcinkéw sprowadzajg sie do kilku typéw
przejazdéw. Sklasyfikowano te typy przejazdéw, przedstawiono sposoby wyznacza-
nia w nich chwil przelaczeri miedzy fragmentami o stalych wymuszeniach oraz po-
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych poczatkowych i koficowych
czasach przejazdu oraz predkosciach w tych chwilach. Okazalo sie przy tym, ze dla
dokladnych wzoréw wystepowaly trudnosci numeryczne w wyznaczaniu rozwigzan
ukladéw réwnan nieliniowych. Opracowano przyblizenia wzoréw sprowadzajace
réwnania do réwnan kwadratowych, ktérych rozwigzanie nie nastrecza trudnosci,
a jednoczesnie jest wystarczajaco dokladne.

W tym opracowaniu nie rozwazono natomiast metod polaczenia przejazdéw na
odcinkach w optymalny przejazd na calej trasie miedzy przystankami, poza ogél-
nym zarysowaniem mozliwych metod postepowania. Rozwigzanie tego zagadnienia
bedzie tematem dalszych prac.

W opracowaniu nie podano takze przykladéw numerycznych wyznaczania roz-
wigzan. Bedzie to tematem oddzielnego opracowania.



3 Dane do obliczert numerycznych

3.1 Masa pociaggu M

Masa stuzbowa jest to catkowita masa netto pojazdu szynowego wraz z obstuga
i pelnym zapasem materialéw eksploatacyjnych (piasek, woda, paliwo) wyrazana
zwykle w tonach. Moc godzinowa lokomotywy to moc jaka lokomotywa elektryczna
moze rozwijaé nieprzerwanie przez jedng godzine, po tym czasie grozi uszkodzenie
silnikéw trakeyjnych.

Typ lokomotywy EU07 SM42 6DI
Naped elektryczny | olej napedowy | olej napgdowy
Masa stuzbowa/brutto [t] 80/- 74/- 71,8/-
Moc godzinowa [kW]| 2080 - -
Moc ciggta kW 2000 588 563
Predkosé [km/h 125 120 90
Diugosé [mm] 15 915 14 240 14 240
Szerokosé [mm 3 038 3173 3173
Wysoko$é [mm 4 343 4 400 4 400

Tablica 1: Wybrane dane techniczne lokomotyw prowadzgcych pociggi towarowe
lub pasazerskie. Zrédto: http://www.transportszynowy.pl

Zaktadajac, ze analizowany jest ruch pociagu pasazerskiego skladajacego sie
z lokomotywy EUO7 oraz trzech wagonéw XB2 z pelnym kompletem pasazeréw
masa pociggu wynosi

M; =229.4 [t] cayli M; =2.294-10° [kg].

W przypadku pociagu pasazerskiego zlozonego z 3 wagonéw EN51 z kompletem
pasazeréw masa pociagu wynosi

M, =204 [t] cayli M, =2.04-10° [kg].

Masa pociagu towarowego jest znacznie wyzsza niz masa pociggu pasazerskiego.
Masa netto czteroosiowego wagonu towarowego do przewozu wegla wynosi 20 [t]
[27] za$ masa brutto moze maksymalnie wynosié 80 [t]. Pociag towarowy zlozony
z 30 takich wagonéw maksymalnie wypelnionych oraz dwoéch lokomotyw EU07

bedzie mial mase
M3z = 2560 [t] czyli Ms = 2.56-10° [kg].
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Wagon silnikowy EN8&1 SA106 222M
Naped elektryczny | olej napedowy | olej napedowy
Masa stuzbowa/brutto [t] 54 /- 49/- 85/111
Moc godzinowa [kW]| - - -
Moc ciagla [kW 560 500 780
Predkosé [km/h 120 120 130
Dtugosé [mm)| 26 530 24 500 43 000
Szeroko$é [mm - 2 890 -
Wysoko$é [mm - -
Liczba miejsc 140 160 266

Tablica 2: Wybrane dane techniczne wagonéw silnikowych/szynobuséw do prze-
wozu pasazeréw w ruchu lokalnym. Zrédto: http://www.transportszynowy.pl

Wagon pasazerski XB2 | 112A | 156A
Masa stuzbowa/brutto [t] | 43/- | 33/- | 50/-
Predkosé |km/h] 160 160 160
Dhugosé [mm] 26 400 | 24 500 | 26 400
Szerokosé | mm 2824 | 2883 | 2824
Wysoko§é [mm 4050 | 4050 | 4050
Liczba miejsc 58 54 48

Tablica 3: Wybrane dane techniczne wagonéw pasazerskich. Zrodto:

http://fpspoznan.pl/wp-content /uploads/2013/07/Folder FPS-XB_ wizual.pdf,
http://www.ekk-wagon.pl/Oferta
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3.2 Pochylenie toru

Pochyleniem linii kolejowej ¢ na danym odcinku nazywa sie stosunek réznicy wy-
sokoéci do dlugosei tego odcinka. Przyktadowo przy roéznicy wysokoSci wynoszacej
1 [m] na odcinku 200 [m] pochylenie wynosi 5 promili (1/200 * 1000 promili). W
przyblizeniu 1 promil to 0,057 stopnia (przy pochyleniu mniejszym niz 60 promili
blad miesci si¢ w granicach 0.013 stopnia). Zatem

tga =1

W zaleznosci od kategorii linii kolejowej pochylenie powinno miescié sie w granicach
od 6 do 20 promili. Najwieksze dopuszczalne pochylenie toréw stacyjnych wynosi
od 25 do 60 promili. Réznica dwoch sgsiednich pochyleni, z uwzglednieniem znaku,
na torach linii znaczenia miejscowego nie powinna przekraczaé 10 promili, a na li-
niach wyzszych kategorii 5 promili. W razie powstania takiej sytuacji nalezy zalom
podzielié na dwa stosujac dodatkowy odcinek przej$ciowy o posrednim pochyleniu.
(Zrodto: http://www.kontrakt-bhp.com.pl/paul/projektowanie/2 _profil. html)

Dla przyktadu zalézmy, ze pochylenie 7 linii kolejowej wynosi 10 promili. Od-
powiada to katowi

a = 5.7°

Dla tak matych katéw bardzo dobre przyblizenia mozna uzyskaé dla pierwszych
wyrazéw rozwiniecia Taylora odpowiednich funkcji. W szczegélnosei mamy wtedy

tgo =«
skad wynika wspomniana weze$niej przyblizona réwnoéé o = i, gdzie o jest wyra-

zona w radianach. Przyjmujac dalej (dla katéw w radianach, czyli powyzej wspo-
mnianych promilach), otrzymujemy przyblizone réwnosci

[

. ) o? i
sina=ao =1 cosa:l—;zl——-

3.3 Opory ruchu

Ruch pojazdu ograniczony jest przez sily nazywane oporami ruchu [8] powoduja-
cymi, ze po pewnym czasie pojazd poruszajacy sie po torze poziomym zatrzyma
si¢ bez hamowania wykonujac prace na pokonanie sit oporu. Opory ruchu dzielg
si¢ na zasadnicze i dodatkowe. W literaturze przedmiotu [7, 8] opory zasadnicze
sy aproksymowane funkcjg kwadratowa:

R(v) = ao + ayv + agv®, ag, 01,03 > 0. (8)

15



Sila oporu R jest wyrazana w [N] lub [kN]. Opory stale sa generowane przez tarcie
toczne pomiedzy kotami a podtozem, tarcie czopow osiowych w tozyskach, nierow-
nosci toru jazdy. Wspoélezynnik ag jest mierzony w [kN]. Opory zalezne liniowo od
predkosci wynikajg z tarcia obrzezy kot o szyny, sily docisku oraz wspélczynnika
tarcia. Wspolczynnik a; jest mierzony w [kN/(m/s)]. Czlon zalezny od kwadratu
predkosci reprezentuje opér aerodynamiczny przy czym wspolczynnik a, jest ilo-
czynem masy wlasciwej powietrza, pola przekroju poprzecznego lokomotywy po-
ciggu oraz wspoélczynnika oporu aerodynamicznego ¢, wynoszacego dla lokomotyw
od 0.6 do 0.8. Wspélczynnik a; jest mierzony w [kN/(m?/s?)]. Predkosé v we wzo-
rze (8) jest wyrazana w [m/s]. Badania nad oporem ruchu pociagu zapoczatkowal
Strahl w 1913 roku zas$ w 1924 roku Davis sformutowal zaleznosé (8). W literaturze
[7] wzér (8) nazywany jest wzorem Strahla [39] albo Davisa.

Wspolczynniki ag, a1, as wyznaczane sg eksperymentalnie [7]. W zaleznosci od ro-
dzaju pociagu, stanu toru, warunkéw atmosferycznych przyjmuja one rézne war-
tosci [39, 7, 41, 8]. Przytoczymy tutaj kilka z podawanych wartosci:
dla lokomotyw elektrycznych, predko§é w [m/s] [19]
ap = 1.4 [kN], a; =0[kN/(m/s)], ay = 0.0012 [kN/(m?/s?)],

dla pociagéw pasazerskich Voyager (Bombardier 220), predkosé w [m/s] [39]
ap = 3.73 [kN], a, = 0.0829 [kN/(m/s)], ay = 0.0043 [kN/(m?/s)],

dla kolei duzych predkosci, predkosé w [m/s] [31]
ap = 8.202 [kN], a; = 0.10566 [kN/(m/s)], az = 0.01193 [kN/(m?/s?)]

dla pociagu o masie M = 2.78 - 10° [kg] [41, s. 387]
ap = 3.9476 [kN], ay =0 [kN/(km/h)], as = 2.2294-107% [kN/(km?/h?))

Ponadto w pracy [41, s. 387] wykorzystano dla pociagu o masie M = 2.78-10° [kg]
nastepujacy wzor na maksymalng sile hamowania B(v):

260 dla 0 <v <60
B()_{260—5(v—60) dla 60 < v < 80 ©)

W powyzszym wzorze predkosé v jest wyrazona w [km/h] zas sily w [kN].

Oprécz oporéw zasadniczych moga wystepowaé opory dodatkowe obejmujace opory
od pionowego i poziomego profilu linii, opory przejazdu w tunelach lub wykopach
spowodowane dodatkowym parciem powietrza atmosferycznego, opory powodo-
wane przez wiatr lub mijanie si¢ pociagow [8]. Opory zalezne od profilu pionowego
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linii omo6wiono w sekeji poprzedniej 3.2. Opory zalezne od profilu poziomego linii
wynikajg, z poruszania sie po tukach. Opisuja je rézne wzory empiryczne:

S; 700
Fr—m (10)

ry =

gdzie S, S, R, oznaczaja, odpowiednio, sume dlugosci tukéw danej linii, catkowita
dtugosé linii, Sredni promieri krzywizny. Z kolei w pracy [19] podano zaleznosé:

0.035k,

"R,

Ponadto w pracy [7] podano zaleznosé:

. { 22 dla R, > 300 [m] (12

k, = 1/1.5 dla toru bez/z przechylem (11)

A2 dla R, < 300 [m]

Wyznaczanie oporéw wynikajacych z dodatkowego parcia powietrza, zaleznych od
kierunku i predkosci wiatru jest trudne. Z tego powodu czesto przyjmuje sie je
jako wynoszace od 10 do 15% wartoéci oporéw wynikajacych z profilu poziomego
i pionowego [8]. W pracy [7] podano warto$é¢ oporu z tytulu przejazdu przez tunel

jako réwna
ry = aw?, a; =2.1—9.9 [kg/m] (13)

Wspbélezynnik a; jest nieliniows funkcja dlugosci tunelu.

Powyzsze wspblezynniki maja zazwyczaj wymiary podane w niutonach, me-
trach i sekundach. Natomiast czesto bedziemy uzywali takich jednostek jak tona,
kilometr i godzina. W réwnaniu podstawowym (1) po lewej stronie mamy mase
pomnozong przez predkosé, czyli wymiar w duzych jednostkach jest =3* tkm W opra-
cowaniu ag jest podane w kiloniutonach. Mamy IN = 1 Ey_@_ Pomewaz 1 kg =
0.001t,1m=0.001kmils=1/60h,to1N = (0.06%=0. 0036)”’"" Natomiast
1kN =36 & ,’fm i wladnie przez 3.6 trzeba pomnozyé powyzej podane ag, aby
otrzymaé wspolczynnik dla duzych jednostek. W rozwazanym modelu ap moglby
odpowiadaé tarciu T dla @ = 0, czyli frgM, jednak w cytowanych pracach opory
tarcia sg rozpatrywane oddzielnie.

Wspélczynnik a; jest wyrazony w kiloniutonach podzielonych przez 2. 1 2 =
0.06 '“" . Czyli a; trzeba dodatkowo podzieli¢ przez 0.06, co daje 3.6/0. 06 = 60 do
pomnozema powyzej podanych wartosci a;, aby dostosowaé ten wspoélezynnik do
duzych jednostek. Ten wspélezynnik mozna by byto chyba przyjaé jako wspoélczyn-
nik p w rozpatrywanym dalej modelu liniowym. Jednak mozna tez wtedy postapié
tak, jak w nastepnych paragrafach.

Wspblezynnik a, jest wyrazony w kiloniutonach podzielonych przez kwadrat
predkoéci. Rozumujac jak wyzej, trzeba a; dodatkowo podzielié przez 0.06%, co
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daje O—%%g = 1000, aby dostosowaé ten wspolczynnik do duzych jednostek. Jest to
wsp6tezynnik, ktory wystepuje dalej w modelach z kwadratows, zaleznoScig oporu
powietrza od predkosci.

Ten wspoélczynnik mozna tez wykorzysta¢ w réwnaniu, w ktérym opér powie-
trza zalezy liniowo od predkosci. Przy linearyzacji trzeba policzyé pochodng po
predkosci, co oznacza, Ze z powrotem wracamy do przeliczenia jak dla a;. Po-
niewaz pochodna v? jest réwna 2v, wiec trzeba przyjaé, ze wspélczynnik ay jest
wtedy pomnozony przez 2*¥60=120. Ten wspolczynnik odpowiadalby wtedy w na-
szym modelu wspo6tezynnikowi p.

3.4 Sila pociggowa

Wiasnoscei trakeyjne lokomotyw okre§lajg ich charakterystyki trakcyjne przedsta-
wiajace graficznie zalezno$é sily pociagowej h w zaleznosci od predkosci v [8, s. 15,
Rys. 1] lub [39, 20]. Najczesciej sila ta jest stala dla malych predkosci a nastepnie
maleje monotonicznie dla duzych predkosci. W szczegélnosci w pracy [41, s. 387)
dla pociagu o masie M = 2.78 - 10° [kg] wykorzystano nastepujacy wzér na mak-
symalng, site pociagows, h(v):

[ 310 [kN] dla 0 [km/h] <wv <36 [km/h]
) = { 310 — 5(v — 36) [kN] dla 36 [km/h] < v < 80 [km/H] =)

Predkosé v jest wyrazona w [km/h] za$ sity w [kN]. Podang powyzej site mozna
wyrazié w jednostkach t',’f;" mnozac powyze] podane wartoéci przez 3.6 po analo-
gicznym rozumowaniu, jak powyzej w przypadku wspolezynnika ap. W pracy [7]

dla elektrycznej lokomotywy site pociagowa oszacowano ze wzoru:

P
h®) = u(t) - £ (15)
u, i, P,v oznaczaja, odpowiednio, funkcje sterowania, wspélczynnik tarcia, moc

nominalng silnika w [kN], predkosé pociagu. Poniewaz | u(t) |< 1 funkcje sterowa-
nia mozna zinterpretowaé jako wykorzystywang cze§é mocy nominalne;j.

3.5 Wskaznik jakosci J
W pracy [39] jako wskaznik jakosci przyjeto funkcje:
dh
P(h):h-v+)\zt—, A>0. (16)
We wzorze (16) h oznacza sile trakcyjng lub site oporu ruchu zas v oznacza predkosé
pociggu. Pierwszy skladnik we wzorze (16) jest interpretowany jako moc potrzebna

do poruszania si¢ pociggu a drugi odpowiada za komfort jazdy.
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W sformutowaniu zadania sterowania optymalnego w pracy [41] energie zuzyta,
przez poruszajacy sie pociag okreslono jako iloczyn sity trakcyjnej i predkosci
pociagu,

P(h,v)) = h(v)v, (17)
gdzie h(v) jest sita trakcyjna zalezng od predkosci v wybrang jako funkcja sterujaca
spehiajaca ograniczenie 0 < h(v) < f(v) dla f(v) zadanego przez (14). Wyrazenie
(17) okresla moc jaka nalezy dostarczyé, aby pociag mogt poruszaé si¢ z predkoseia
v w zadanym przedziale czasu.

Podobnie jak w artykule [41] wskaznik jakoci zdefiniowano w pracy [10] przyj-
mujac, ze moc P jest réwna

P(v) = R(v) - v, (18)
gdzie R(v) oznacza sumaryczng sile oporéw ruchu. Moc dostarczong przez silnik
mozna réwniez oszacowaé na podstawie parametréw silnika elektrycznego albo
spalinowego [10]

Plu)=T(u) -w (19)
gdzie T'(u) oraz w oznaczaja, odpowiednio, moment obrotowy i predkosé katows

silnika.

Warto jednak zauwazyé, ze w pracy [14] jest tez uzyty wskaznik P(u(z)), ktéry
jest interpretowany jako zuzycie paliwa. Jednak wtedy w réwnaniu ruchu pojawia
sie zamiast h(¢) czlon proporcjonalny do P(u)/v.
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A Zalacznik

A.1 Rozwigzanie nieliniowego rownania ruchu dla zakresu
stalej mocy

Mnozac obie strony przez v otrzymujemy

v(t) d,l;(tt) = % - %02(0 + Ryp—1v(t) (133)

Podstawiajac mowa zmienng

w(t) = v(t)etrt

a nastepnie

p
=t
T M
doprowadzamy do réwnania
MRy
w(T)dw(T) = £e2T +w(r)—=2=LeT (134)
dr P

Jest to pewna forma réwnania Abela drugiego rodzaju, ktérg mozna sprowadzié
do réwnania liniowego ze zmiennymi wspétczynnikami po podstawieniach

7=1In¢ w = ué
Mamy bowiem
dw d(uf) du d§¢  du dfdu  du d¢
dr — dr dT€+udT N dT£+ududT B dT(£+udu
Poniewaz jednak
drdrds 1de
du dédu Edu
wiec
m L&
T EE
W rezultacie, po podstawieniu do (134) otrzymujemy
€ g, 1
skad dochodzimy do koricowego réwnania liniowego
MRy,
(—u? 4ot L 6 e (135)
p du
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Poniewaz jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych, wiec rozwigzanie uzyskamy
obliczajgc ponizsze catki

/d§ 7/ udu
'q —u2+uﬂ—/f%+%

Calka po lewej stronie jest réwna

%:lnf

Trudniejsza catke po prawej stronie mozemy sprowadzi¢ do sumy dwoch catek

MRy,
/ udu 1 / (“2u+— l)du+MRk_1 du
2 MRy . ¢ o) _. o MRy_, | ¢ 9 MRy_1 | ¢
u? +y—2=t & W pymel 4 2p it L=
Pierwsza catke po prawej stronie tatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej
réwnej mianownikowi wyrazenia podcatkowego uzyskujac

¢
= —=In(—u®+ +2)
Mo p 40 2 ( p p

1 / (—2u+2N)dy MRy,
5 u Uy—-

Au2 +u
Aby obliczy¢ drugg catke po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika
M?R? M?R?_. + 4
2k—1 +4£ - k—; ¢ >0
p p p

Po rozktadzie na utamki proste dochodzimy do rozwigzania

/- du P " 2pu — M Ry_1 + 4/ Msz—l + 4p¢

A =

MRy -
~w? +ump =L MRR2 L pApC 2pu— MRy, — /M2R2_ + 4pC
W rezultacie pierwotna catka po prawej stronie jest rowna
MRy _

- 3122
9pu — MRy + /M2RE_| 1 dp¢ V" -+ .. MRy, ¢
/ —u“ + ’LLT + = )

In(C
( 2pu — MRy — y/ M?R}_| + 4pC p

gdzie C jest stalta catkowania, skad otrzymujemy koricowe rozwigzanie ogolne

MRy _,

2 p2 pC
9 — MBy_y + /M2RE_| + 4p¢ V"7 He-1* \/ L. MR, ¢
filap gt e b

opu — MRy, — \/ M2R2_| + 4pC p
(136)

¢=C

78



ktore daje nam zalezno$é £(u). Do wyznaczenia stalej C jest potrzebny dodatkowy
warunek. Uzyskamy go z warunku poczatkowego poczatkowego rownania. Otoéz
§ledzac kolejne podstawienia dostajemy

2.
wltn) = v(tn)e 1y~ b,
skad dostajemy
ty
Ew = e™mu1 — e%t”l Uy, = w(‘r 11) - v(t‘/l)
=

Podstawiajac te wielkosci do rozwiazania (136) dochodzimy do zaleznosci
MRy _;

\/2;;”(1,,1)71\112“,1 +/MZRE_| +4pC \/MZEE_ +4nC
2pv(ty, ) —M Ry _1—+/M2R2_ +4p
e?\ﬁlt"’l c (tuy \/ k-1

\/_Uz(tm) Jrv(tm)% + %

z ktorej wyznaczamy C

R R

C= MR;_1
\/2pv(t,,l)7MR,<,1+\/M2R£,1+4PC /MERE_ Hawc

o
e Mt"l

2pu(tuy )~ MRi_1—\/MZRL_ +4pC

Po podstawieniu C' do réwnania (136) dostajemy rozwigzanie szczegblne naszego

réwnania

MRy
e e A e =i %
| 2po(tn) - MBi_1+/MPRE,4pC —u?u—rL £ Et,
g = qu—MRk_l*W / _Uz(tul) +’U(tul)MF;’°*1 +% [
2pu(tyy ) =MRg—1—/M? R} _ | +4p( 5
(137)

Aby powrécei¢ do poczatkowych zmiennych, z zaleznosei
7 =1n¢(u)
powinni§émy wyznaczy¢ funkcje odwrotng u(7), co nastepnie pozwolitoby znalezé
w(r) = u(7)é(1) = u(r)e”
aby dojsé do koricowego wzoru

o(t) = w(%t)e*ﬁt = u(%t)
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Jednak klopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej u(€), potrzebnej do
uzyskania u(7). Do tego celu przyjmiemy pewng aproksymacje. Otoz zauwazmy,
ze po rozwazeniu zakresu warto$ci parametrow mozemy przyjaé

4
K

1+ ——~=~
" PRE,

Wtedy zaleznosé &(u) we wzorze (137) upraszcza sie do

MR

ay (=02 () +0(lny) =5 el 4 8 24,

= MR MR em
W?Zfl)_lukRkl—l(_u Tu pk ; +§)

co doprowadza do rownania

u—v2(t.,1)+u(t,1) Rie— —=t 4
€= v(tv,) 2%t
(pu—MRy ;) (—u?+u k=L 4 &)
pu(ty)—M Ry 1

czyli po przeksztatceniach do
MR, MRy

pud — 2MRy_yu® + (=P = Qut — =2 =0

gdzie
_ (potn) = MR 1) (—0*(bn) + v(t, )=t + 4) 2 ty)
v(ty,) )

Jest to rownanie algebraiczne trzeciego stopnia, ktore w zasadzie mozna rozwiazac

analitycznie.
Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do réwnania kanonicznego

y M?R? MR 2M?R?
3_ %1 _ D\a2 k—1 k-1 | p)
u p( 3 +¢ f)u 32 ( o +C+2[) 0

i obliczamy wyr6znik
1 /M2R: | 3  MZ?R: | /2M*RZ_, 2
(- P) =L+ ¢ +2P)
27p? ( 3p ¢ 12p4 9p ¢
Typ rozwigzania i odpowiednie wzory na pierwiastki zaleza od znaku wyrdznika.
Jednak nie wyglada na to, aby mozna byto tatwo ustali¢ ten znak. Dla dodatniego
znaku jedyne rozwiazanie rzeczywiste wyraza sie wzorem

u\a/ M B 1(2M Ry rc+2P)+\/_+

6p? 9p
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o MRy, 2M2R2_|
67 ( o +C+2P)+\/_

i na to, aby byto ono dodatnie, musiatoby zachodzié 2MZIZZ‘1 + (4 2P < 0. Nato-
miast dla ujemnego wyréznika dostajemy trzy pierwiastki rzeczywiste, z ktoérych
trzeba wybraé pierwiastek dodatni. Jezeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to
rozwigzanie naszego zadania. Jezeli pierwiastkéw dodatnich jest wiecej, to po-
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwiazania wlasciwego. Te trzy pierwiastki

wyrazaja sie wzorami
1 s M2R?
U1:2 ,_(K—H—i_C_P)(‘OS,Q
3p 3p 3

|1 /MR:_| ¢+ 2m
1;2—2\/%(——?4—(—]3) cos —

M2R?_, 6+ 4
”3_2\/31)("”3?— C_P)COS 3

gdzie

MRy, [ 2M?*R?_ ;
— 251( 9kl+C+2P)

\/3;)<MRAl te— P)

Jak widaé, zaleznosé u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zalezy
wyktadniczo warto$¢ P, ktora z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do koricowego
rozwigzania, niezaleznie od tego, ktére z rozwigzan jest wlasciwe.

cos ¢ =
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A.2 Model z uwzglednieniem jazdy po tuku

Dla przypomnienia, réwnania ruchu dla zakresu stalej mocy ma nastepujaca postaé

dv(t) (1 _p
— = =—— —(t _ 1
by e B vAlOR (158]
z warunkiem poczatkowym
v(ty,) = v

Réwnanie to teoretycznie mozna rozwigzaé analitycznie. Jednak prowadzi to do
bardzo skomplikowanych wzoréw. Ich wyprowadzenie przedstawiono w zalaczniku.

Powr6cimy teraz do modelu (1), jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporé6w
czeSciowo inne zatozenia. Ot6z przyjmiemy, ze zalezno§é oporu od powietrza od
predkosci jest kwadratowa, natomiast zatozymy, ze nie ma wiatru. Dodatkowo, roz-
patrzymy opory przy jezdzie pociagu po tuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia
tej zaleznosci.

Rysunek 22: Sity w jezdzie po tuku.

Obliczymy na poczatek sily dzialajace na pociag jadacy po tuku. Przyjmiemy,
ze pociag jest jedng bryla, co jest pewnym przyblizeniem, szczegélnie dla skia-
déw wielowagonowych. Sila powodujaca skret pociggu jest tu wynikiem reakcji
ko6t z torami, przez co na tor dziala sila (sila odsrodkowa) réwna F, = Ma,, gdzie
a, = v?/ R jest przyspieszeniem dosrodkowym, v jest predkoscia pociagu, a R pro-
mieniem skretu. Jednak tory sg czesto budowane na zakretach z nachyleniem w
kierunku skretu. Powoduje to, ze sita odérodkowa nie jest réwnolegta do plaszezy-
zny toréw, gdyz jest pozioma — réwnolegla do plaszczyzny ziemi, patrz rys. 22.
Po rozlozeniu tej sity na sktadows réwnolegly do poziomu toréw FP i skladows
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prostopadta do plaszczyzny toréw F' otrzymamy zaleznoSci
F? = F,cosp F}' = F,sin

Jednak na skutek pochylenia toréw, pionows sila ciezkosci F, = Mg mozemy
rozlozy¢ takze na dwie sktadowe dzialajace w tych samych kierunkach, co sktadowe

sity odsrodkowej
F? = F,sinp = F.cosf3

Poniewaz sktadowe réwnolegle do poziomu toréw majg przeciwne zwroty, koficowe
wypadkowe skladowe, po wstawieniu wzoréw na sile odérodkows i site ciezkosci,
wygladaja nastepujaco

o2 o
F,=F - FF = Mg(—Rcosﬁ —sing) F*=F'4+F!= Mg(—Rsinﬂ—l—cos,B)

g g

(139)

Po pomnozeniu przez wspotczynnik tarcia zwigzany z ruchem po tuku pg otrzy-
mamy zwigzang z tym ruchem sile tarcia

2

v .
Tr = prE, = pRMg(g—R cos  — sin f8) (140)

Sita prostopadla do plaszezyzny toréw jest zas zwiazana z sila tarcia tocznego

,U2

B sin 8 + cos §) (141)

Tr = prMg(
ktére bedzie jeszcze zalezalo od nachylenia toréw w kierunku jazdy (bedzie po-

mnozone przez cos ).
W rezultacie réwnanie ruchu pociagu (po zaniechanin wiatru) bedzie wygladato

nastepujaco

du(t)
M =
dt
v? v?
= —pv?(t)+h(t)+gM sin oz—uTMg(g—R sin B+cos f5) cos a—uRMg(g—R cos f—sin )
(142)
Réwnanie to mozna zapisaé¢ nastepujaco
t
gy —Av(t)+C (143)
dt
gdzie
p  prsinBcosa+ pugcosf
A==
v R
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h(t)

C= YA + gsina — ppg cos S cosa + prgsin B
Jest to réwnanie rézniczkowe Riccatiego.

Jezeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzglednimy tuki zalozymy, jak
poprzednio, ze sterowanie u jest na kazdym odcinku stale, to na kazdym odcinku
parametry A i C sg stale. Mozna w takim przypadku tatwo zauwazy¢, ze ma ono
wtedy rozwiazanie szczegélne state na odcinku

W0(t) = \/%- (144)

Istnieje wzér pozwalajacy wyznaczyé rozwiazanie ogblne réwnania Riccatiego,
gdy jest znane jego rozwiagzanie szczegélne, patrz np. [28]. Jezeli zapiszemy powyz-
szy typ réwnania w sposéb ogélniejszy

du(t

W _ ey (®) + A00() + 50 (1)

i znamy pewne rozwigzanie szczegolne tego réwnania v°(f) = ¢(t), to wzér na
réwnanie og6lne ma postaé

o)
u(t) =v°(¢) + 146
0= 0t s Tew R (146)
B(t) = e RROY @+

gdzie D jest dowolng stalag. W naszym przypadku wspotezynniki f; oraz rozwiagza-
nie szczegdlne v0(t) s stale i przyjmujs wartosci

wobec czego

B(t) = e—sz\/gdt — 6—2\//T5t

i rozwiazanie og6lne réwnania (143) przyjmuje nastepujaceg postaé

\/5 e—zmt
v(t) =4/—+ 147
®) A D— _21_ \/—g e—2VACt (147)

Na odcinku k—1 stala D wyznaczymy z warunku poczatkowego v(ty—1) = vg_1-
Dla podkreglenia, ze rozpatrujemy rozwigzanie na tym odcinku, wszystkim stalym
dodamy wskaznik k£ — 1. Tak wiec mamy

Ck 1 6—2\/Ak 1Ck—1tk—1
Vg—1=
\/Alc —1 -—-2\/Ak 1Cr—1tk—1

Cr—1
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D= (l Ap1 + 1 )6_2\/Ak—lck—1tlc—1 —
C—1 Gkt

Vg—1 — Ak:l

Ck-1
Vp—1+ /57—

l s Ar-1 e—szk—lclc—1tlc—1
2V Cr1 Ck—1
Vg—1 — A1

Po podstawieniu wyznaczonej stalej do rozwigzania ogblnego, otrzymamy rozwia-
zanie szczegblne spelniajace warunek poczatkowy

C._ 2e 2/ Ak-1Ck—1(t—tk-1)
o (t) :1/A’“ 1(1+ ¢ = ) (148)
k- ol —1 — =2/ Ar—1Ck—1(t=tk—1)
Cr_1

Ve—1— A1

co mozna tez zapisaé w bardziej symetrycznej formie

Cr—1y,—2 Ap_1Cr_1(t—t)—1)
Cpq U1t L+ (ve— 1—\/—~)e
) =4 i — = (149)
R R e O A
Ze wzrostem czasu rozwiazanie zbiega do rozwiazania szczegolnego stalego (144).
Jezeli ta zbieznosé jest szybka, to rozwiazanie takie jest dosyé wygodne w prak-
tycznej implementacji, gdyz po prostu mozna podaé¢ maszynidcie, jakg predkos§é

ma utrzymywaé na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejéciowym.
Na koncu przedziatu, dla ¢ = #;, zachodzi

, V-1t Ak - (1 — \/i::i)e_z As—1C—1(te—tr—1) (150
Vg =
Ak 1y 4 Ck ('Uk—l . \/i::i)6"2\/Ak—-lck—-1(tk—tk—l)

W powyzszych wzorach

e sin fBr_1 cos gy + pr cos Pr_1
M Ry,

Apa=2L

Cr—1 = hg_1 +gsinog_1 — prg cos fr_1cos a1 + prgsin fr_1
Jezeli odcinek jest prosty, to Rx_1 = co i B = 0. Wtedy wzory na wspétczynniki
Ag_1 1 Cy_1 przyjmujg postaé

Apr = % Cr1=hy_1 +gsinog_y — prgcosag_;
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Jak widaé¢, wprowadzenie zaleznosci opor6w od kwadratu predkosci znacznie
komplikuje rozwigzanie od strony technicznej, gdyz prowadzi do bardziej skompli-
kowanych wzoréw. Niemniej jednak idea sprowadzenia calego zadania do nielinio-
wej optymalizacji statycznej, w ktérej nalezy wyznaczyé wartosci hx_q 1 N1 =
ty —tr—1 dla k =1,..., K, pozostaje aktualna.

A.3 Réwnanie zalezne od drogi

Pochodna predkosci po czasie mozemy latwo zamienié na pochodng od drogi s
korzystajac z zaleznosci

dt ds dt

Zamieniajgc zmienne w réwnaniu (143) i podstawiajac powyzej wyprowadzona
zalezno$é otrzymujemy

dv(t)  dv(s)ds _ d'u(s)v(s)

o(s) dz(;) = —Av(s)+ C (151)
Roéwnanie to mozemy zapisaé¢ nastepujaco
1dv?(s)
= = —Av? c
2 ds vis) +
skad po podstawieniu v?(s) = z(s) otrzymujemy réwnanie liniowe
1dz(s)
- ——A
2 0 2(s)+C

Réwnanie to ma rozwiagzanie ogélne
C
=D —24s | ¥
2(s) e +7

Z warunku poczatkowego 2(sg-1) = vi_; uzyskujemy

C
Lk e EZAsk_l('U:q - Z)

oraz rozwigzanie szczegblne spelniajace ten warunek

zk‘l(s) — U:_le“ZAk—l(s'sk—l) + Ck“ (1 —ZA/:—1(8—S/¢—1))

a po uwzglednieniu podstawienia

ok l(s) ‘/vk 16“2‘4” 1{s—sk-1) 4 i‘k e (1 - e—2Ak—1(a—sk_1)) (152)
k-1
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Na konicu odcinka réwnanie to przyjmuje wartos§é

vk—l(Sk) = \/:L)I%_le—zx‘lk—l(sk—v!b—l) + %(1 — e_zAk—l(Bk‘sk—l))
k—1

Moze troche nieoczekiwanie, r6wnania te maja troche prostszg forme niz w po-
przednim punkcie, a nieliniowo$é typu funkeji wymiernej jest zamieniona na nieli-
niowo$é typu pierwiastkowego.

A.4 Dodatkowy staty wiatr.

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjeto jednak, ze nie ma wiatru,
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie mozna jednak rozszerzy¢
na przypadek, gdy wieje staly wiatr z predkoscia w. Podobnie jak w réwnaniu
liniowym, przyjmiemy, ze kierunki ruchu pociggu i wiatru maja ten sam zwrot,
wobec czego réwnanie ruchu pociggu przyjmuje postaé

t
Mdv—() = —p(v — w)*(t)+
dt
o2 v?
+h(t)+gM sina~;LTMg(g—R sin B+ cos ) cos a—uRMg(g—R cos B—sin ) (153)

Po rozwinieciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz réwnanie

dzg)=:—Aﬂ%n-+Bv@)+r7 (154)
gdzie '
A= %+ MTsm,Bcos}ozz-l—uRcosﬂ
2

2
C= %(/;—)+gsina—;LTgcosﬂcosa+uRgsinﬂ—p%

Wspoélezynnik A jest tu dokladnie taki sam, jak poprzednio, natomiast w C poja-
wil sie dodatkowy (ostatni) sktadnik. Pozostawimy jednak te samg litere, aby nie

mnozyé oznaczen.
Podobnie jek poprzednio, réwnanie (154) ma rozwiazanie szczeg6lne stale, ktore

spelnia réwnanie kwadratowe
—Av*(t) + Bu(t) + C =0
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Z dwoéch mozliwych rozwigzan tego réwnania

B / AC B AC
ﬂ(1— 1+4§2— ﬂ(1+ 1+4ﬁ)

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie), czyli nasze rozwiazanie szczegolne wy-

raza sie wzorem

B AC
= ﬂ(1 +4/1+4%;) (155)

() =
We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkosci

B =-A  AO=B  HO=C 0= (l+1/1+455)

i otrzymujemy

®(t) = e—B‘/1+4%g-t

oraz rozwigzanie ogélne
AC) . e‘B,/1+4%§t
B2 D_ A e—B\/l+4%§-t

B;7l+4£;-5-
Podstawiajac warunek poczgtkowy vg_y dla Ty_; obliczamy stala D

D= é( 1 + 1 )e—B,/1+4%‘.;;tk_1

BAM1+44S 4y — 11 +4/1+449)

Po podstawieniu tak wyliczonej stalej do rozwiazania ogblnego otrzymujemy roz-
wigzanie szczegblne spelniajgce warunek poczatkowy v(tr_1) = ve_1

==
B;_
'Uk_l(t) _ Bk 1( B, +

Ag—1 2

~Bi-1, /1+4—,—“‘“,;; ZE=L (1-t1)
€ =1 )

B
v(t):ﬂ(l-i- 1+4

+ A
By, [14alk=1kty
A 3 — 4 Al i (1—6 k1\/+'Bk’_1 ( Icl))
ﬁ'ﬁu,c_l—%<1+\/1+4%%:_—l) \/1+4L;ﬁ
(156)
przy czym ]
P, prsinfy_jcosog_1 + prcos By
Ap1 =57+
M Ry
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2

2

(1 . .
Cr1= —]ET) + gsinog_1 — pirg cos By_1 cos ag_1 + prgsin 1 — ptﬁu

Jezeli w = 0, to rozwigzanie to sprowadza si¢ do rozwigzania (148).
Na koticu odcinka predkosé jest réwna

Ag-1Ck—1
Bk—1(1+ V Lod Bi

Vg = +
Ap, 2
—Bj_1 /1+4—~—-2'—‘—':(k;'tﬁ,:—1Ak—l
e »
+ Ak—1Ck—1 )
" " -Bk_l\ﬁ+4—B,—-Ak_1
Ak—1 1 Ar—1Ck—1 + Ag—1Ck—1 (1 - kot )
B vk—1—5 (1+, [1+4—=—==) IHd—sp—=
k—1 Bi_, Bi—1

(157)
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