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1 Wprowadzenie 

Kolej obsługuje sporą część transportu osobowego (w Polsce około 10%) i towa
rowego (w Polsce ponad 30%) , zużywając w tym celu znaczną ilość energii. W 
odróżnieniu od wielu innych środków transportu, transport kolejowy pozwala na 
oszczędności energii związane ze sposobem jazdy, ze względu na wydzielone trak
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy są zachowane rozkłady jazdy. Oszczędność energii 
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale także powoduje zmniejszenie emisji gazów 
cieplarnianych i innych zanieczyszczeń atmosfery, a więc ma także wymiar ekolo
giczny. 

Pierwsze prace dotyczące optymalizacji profilu prędkości jazdy pojawiły się 
w Japonii w latach 60-tych ubiegłego wieku [17]. Istotny postęp w analizie tego 
problemu wprowadziła praca [5]. Jednak zdecydowany rozwój badań dotyczących 
sterowania jazdą pociągu nastąpił dopiero w XXI w. Wczesne intensywne bada
nia na przełomie wieków prowadzono w Australii j30, 15, 13 ,_ 14, 9], ale główny 
wysyp prac nastąpił dopiero po 2010 r. Część tych prac przedstawiono w wykazie 
literatury tego opracowania, można je także znaleźć w wykazach literatury arty
kułów przeglądowych [2 , 3, 33] . W Europie powstał w tym czasie projekt [26], w 
ramach którego jest możliwość wymiany doświadczeń i współpracy w rozwijaniu 
tej tematyki. 

Większość prac kontynuuje metody rozwiązania przedstawione w najwcześniej
szych pracach i opiera optymalizację na zasadzie maksimum Pontriagina [29] . Trud
ności w jej zastosowaniu wynikają z występowania ograniczeń na jeden ze stanów 
- prędkość - i zależnych od innego stanu - drogi, a także zmienności równania 
w zależności od drogi, co wynika z różnych oporów zależnych od różnicy wznie
sień , zakrętów , czy oporów powietrza, na przykład w tunelach. Stosując zasadę 
maksimum Pontriagina można stosunkowo łatwo uzyskać ogólną charakteryzację 
optymalnych fragmentów przejazdów, jednak duży kłopot sprawia wyznaczenie 
czasów przełączeń między tymi fragmentami. Z tego powodu pojawiły się prace, w 
których do optymalizacji używa się metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest 
modyfikacja rozkładu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a także układanie 
regionalnych rozkładów jazdy i zarządzanie w takich regionach ruchem pociągów 
pod kątem oszczędności energii, patrz [33]. 

W tym opracowaniu zajmujemy się najprostszym zagadnieniem wyznaczania 
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzującym się licznymi zmianami 
nachylenia trasy. Łącznie z licznymi zmianami ograniczeń na prędkość powoduje 
to, że kłopotliwe wyznaczanie punktów przełączeń jest w takim przypadku liczne. 

Metody rozpatrywane w opracowaniu są oparte na zasadzie maksimum Pon
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujące przyspieszenie 
obliczeń. Podstawowym z nich jest użycie analitycznych rozwiązań równań ruchu 
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zamiast przyjętych ogólnie rozwiązań numerycznych. Głównym rozwiązywanym w 
opracowaniu przypadkiem są liniowe równania ruchu powstałe przez przyj ęcie li
niowej zależności oporu powietrza od prędkości względnej pociągu. Jednak podano 
także rozwiązania analityczne równań nieliniowych, które można będzie rozpatrzyć 
w dalszych badaniach. 

Innym pomysłem rozważanym w tym opracowaniu jest podział trasy między 
przystankami na odcinki o stałych ograniczeniach prędkości oraz stałym równaniu 
ruchu. Rozwiązania optymalne dla takich odcinków sprowadzają się do kilku typów 
przejazdów. Sklasyfikowano te typy przejazdów, przedstawiono sposoby wyznacza
nia w nich chwil przełączeń między fragmentami o stałych wymuszeniach oraz po
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych początkowych i końcowych 
czasach przejazdu oraz prędkościach w tych chwilach. Okazało się przy tym, że dla 
dokładnych wzorów występowały trudności numeryczne w wyznaczaniu rozwiązań 
układów równań nieliniowych. Opracowano przybliżenia wzorów sprowadzajace 
równania do równań kwadratowych , których rozwiązan ie nie nastręcza trudności, 
a jednocześnie jest wystarczająco dokładne. 

W tym opracowaniu nie rozważono natomiast metod połączenia przejazdów na 
odcinkach w optymalny przejazd na całej trasie między przystankami, poza ogól
nym zarysowaniem możliwych metod postępowania. Rozwiązanie tego zagadnienia 
będzie tematem dalszych prac. 

W opracowaniu nie podano także przykładów numerycznych wyznaczania roz
wiązań. Będzie to tematem oddzielnego opracowania. 
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3 Dane do obliczeń numerycznych 

3.1 Masa pociągu M 

lVIasa służbowa jest to całkowita masa netto pojazdu szynowego wraz z obsługą 
i pełnym zapasem materiałów eksploatacyjnych (piasek, woda, paliwo) wyrażana 
zwykle w tonach. Moc godzinowa lokomotywy to moc jaką lokomotywa elektryczna 
może rozwijać nieprzerwanie przez jedną godzinę , po tym czasie grozi uszkodzenie 
silników trakcyjnych. 

Typ lokomotywy EU07 SM42 6DI 
Napęd elektryczny olej napędowy olej napędowy 

Masa służbowa/brutto [t] 80/ - 74/ - 71 ,8/ -
Moc godzinowa [kW] 2080 - -

Moc ciągła [kW] 2000 588 563 
Prędkość [km/ h] 125 120 90 
Długość [mmj 15 915 14 240 14 240 
Szerokość [mm] 3 038 3 173 3 173 
Wysokość [mm] 4 343 4 400 4 400 

Tablica 1: Wybrane dane techniczne lokomotyw prowadzących pociągi towarowe 
lub pasażerskie. Źródło: http: //www.transportszynowy.pl 

Zakładając , że analizowany jest ruch pociągu pasażerskiego składającego się 
z lokomotywy EU07 oraz trzech wagonów XB2 z pełnym kompletem pasażerów 
masa pociągu wynosi 

M1 = 229.4 [t] czyli M1 = 2.294 · 105 [kg]. 

W przypadku pociągu pasażerskiego złożonego z 3 wagonów EN51 z kompletem 
pasażerów masa pociągu wynosi 

M2 = 204 [t] czyli M2 = 2.04 · 105 [kg]. 

Masa pociągu towarowego jest znacznie wyższa niż masa pociągu pasażerskiego. 
:rviasa netto czteroosiowego wagonu towarowego do przewozu węgla wynosi 20 [t ] 
[27] zaś masa brutto może maksymalnie wynosić 80 [t]. Pociąg towarowy złożony 
z 30 takich wagonów maksymalnie wypełnionych oraz dwóch lokomotyw EU07 
będzie miał masę 

M3 = 2560 [t] czyli 1\/3 = 2.56 · 106 [kg]. 
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Wagon silnikowy EN81 SA106 222f,,1I 
Napęd elektryczny olej napędowy olej napędowy 

Masa służbowa/brutto [t] 54/ - 49/ - 85/ 111 
Moc godzinowa [kW) - - -

1foc ciągła [kW] 560 500 780 
Prędkość [km/ h] 120 120 130 
Długość [mm] 26 530 24 500 43 ooo 
Szerokość [mm] - 2 890 -

Wysokość [mm] - -

Liczba miejsc 140 160 266 

Tablica 2: Wybrane dane techniczne wagonów silnikowych/ szynobusów do prze
wozu pasażerów w ruchu lokalnym. Źródło: http: //www.transportszynowy.pl 

Wagon pasażerski XB2 112A 156A 
Masa służbowa/brutto [t] 43 / - 33/ - 50/ -

Prędkość [km/ h] 160 160 160 
Długość [mm] 26 400 24 500 26 400 
Szerokość [mm] 2 824 2 883 2 824 
Wysokość [mm] 4 050 4 050 4 050 
Liczba miejsc 58 54 48 

Tablica 3: Wybrane dane techniczne wagonów pasażerskich. Źród ło: 
http: //fpspoznan.pl/ wp-content/ uploads/ 2013/ 07 / Folder _FPS-XB _ wizual.pdf, 
http: //www.ekk-wagon.pl/ Oferta 
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3.2 Pochylenie toru 

Pochyleniem linii kolejowej i na danym odcinku nazywa sie stosunek różnicy wy
sokości do długości tego odcinka. Przykładowo przy różnicy wysokości wynoszacej 
1 [m] na odcinku 200 [m] pochylenie wynosi 5 promili (1 / 200 * 1000 promili). W 
przybliżeniu 1 promil to 0,057 stopnia (przy pochyleniu mniejszym niż 60 promili 
błąd mieści się w granicach 0.013 stopnia) . Zatem 

tg 0: = i 

W zależności od kategorii linii kolejowej pochylenie powinno mieścić się w granicach 
od 6 do 20 promili. Największe dopuszczalne pochylenie torów stacyjnych wynosi 
od 25 do 60 promili. Różnica dwóch sąsiednich pochyleń, z uwzględnieniem znaku, 
na torach linii znaczenia miejscowego nie powinna przekraczać 10 promili, a na li
niach wyższych kategorii 5 promili. W razie powstania takiej sytuacji należy załom 
podzielić na dwa stosując dodatkowy odcinek przejściowy o pośrednim pochyleniu. 
(Źródło: http: //www.kontrakt-bhp.com.pl/ pau1/ projektowanie/ 2_profil.html) 

Dla przykładu załóżmy, że pochylenie i linii kolejowej wynosi 10 promili. Od
powiada to kątowi 

a~5.7° 

Dla tak małych kątów bardzo dobre przybliżenia można uzyskać dla pierwszych 
wyrazów rozwinięcia Taylora odpowiednich funkcji. W szczególności mamy wtedy 

tga = a 

skąd wynika. wspomniana wcześniej przybliżona równość a = i , gdzie a jest wyra
żona w radianach. Przyjmując dalej (dla kątów w radianach, czyli powyżej wspo
mnianych promilach), otrzymujemy przybliżone równości 

sina = a = i 
a2 i2 

cosa = 1 - - = 1- -
2 2 

3.3 Opory ruchu 

Ruch pojazdu ograniczony jest przez siły nazywane oporami ruchu [8] powodują
cymi, że po pewnym czasie pojazd poruszający się po torze poziomym zatrzyma 
się bez hamowania wykonując pracę na pokonanie sił oporu. Opory ruchu dzielą 
się na zasadnicze i dodatkowe. W literaturze przedmiotu [7, 8] opory zasadnicze 
są aproksymowane funkcją kwadratową: 

(8) 
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Siła oporu R jest wyrażana w [N] lub [kN]. Opory stale są generowane przez tarcie 
toczne pomiędzy kolami a podłożem, tarcie czopów osiowych w łożyskach, nierów
ności toru jazdy. Współczynnik aa jest mierzony w [kN]. Opory zależne liniowo od 
prędkości wynikają z tarcia obrzeży kół o szyny, siły docisku oraz współczynnika 
tarcia. Współczynnik a 1 jest mierzony w [kN/(m /s)]. Człon zależny od kwadratu 
prędkości reprezentuje opór aerodynamiczny przy czym współczynnik a2 jest ilo
czynem masy właściwej powietrza, pola przekroju poprzecznego lokomotywy po
ciągu oraz współczynnika oporu aerodynamicznego Cx wynoszącego dla lokomotyw 
od 0.6 do 0.8. Współczynnik a2 jest mierzony w [kN/ (m2 /s2)]. Prędkość v we wzo
rze (8) jest wyrażana w [m/ s]. Badania nad oporem ruchu pociągu zapoczątkował 
Strahl w 1913 roku zaś w 1924 roku Davis sformułował zależność (8). W literaturze 
[7] wzór (8) nazywany jest wzorem Strahla [39] albo Davisa. 

Współczynniki aa, a 1 , a2 wyznaczane są eksperymentalnie [7]. W zależności od ro
dzaju pociągu, stanu toru , warunków atmosferycznych przyjmują one różne war
tości [39, 7, 41, 8]. Przytoczymy tutaj kilka z podawanych wartości: 

dla lokomotyw elektrycznych , prędkość w [m/ s] [19] 

aa = 1.4 [kN], a1 = O [kN/(m/s)], a2 = 0.0012 [kN/(m2/s2 )], 

dla pociągów pasażerskich Voyager (Bombardier 220), prędkość w [m/ s] [39] 

aa = 3.73 [kN], a1 = 0.0829 [kN/(m./s)], a2 = 0.0043 [kN/(m?/s2 )], 

dla kolei dużych prędkości, prędkość w [m/ s] [31] 

aa = 8.202 [kN], a1 = 0.10566 [kN/(m/s)], a2 = 0.01193 [kN/(m2/s2 )] 

dla pociągu o masie M = 2.78 · 105 [kg] [41 , s. 387] 

aa = 3.9476 [kN], a1 = O [kN/(km./h)], a2 = 2.2294 · 10- 3 [kN/(km.2 /h2)] 

Ponadto w pracy [41 , s. 387] wykorzystano dla pociągu o masie M = 2.78 -105 [kg] 
następujący wzór na maksymalną siłę hamowania B(v): 

{ 260 dla O < v < 60 
B(v) = 260 - 5(v - 60) dla 60< v-~ 80 (9) 

W powyższym wzorze prędkość v jest wyrażona w [km/ h] zaś siły w [kN]. 

Oprócz oporów zasadniczych mogą występować opory dodatkowe obejmujące opory 
od pionowego i poziomego profilu linii , opory przejazdu w tunelach lub wykopach 
spowodowane dodatkowym parciem powietrza atmosferycznego, opory powodo
wane przez wiatr lub mijanie się pociągów [8). Opory zależne od profilu pionowego 
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linii omówiono w sekcji poprzedniej 3.2. Opory zależne od profilu poziomego linii 
wynikają z poruszania się po łukach. Opisują je różne wzory empiryczne: 

_ S1 700 [] 
ri - S Rp - 20 8 (10) 

gdzie S1, S, Rp oznaczają, odpowiednio, sumę długości łuków danej linii , całkowitą 
długość linii , średni promień krzywizny. Z kolei w pracy [19) podano zależność: 

0.035k 
r1 = -jl[;,P kp = 1/ 1.5 dla toru bez/ z przechyłem (11) 

Ponadto w pracy [7] podano zależność: 

{ 
___§c.L dla Rp ~ 300 [m] r _ Rp - 55 

1 - __!_QL dla Rp < 300 [m,] 
Rp - 30 

(12) 

Wyznaczanie oporów wynikających z dodatkowego parcia powietrza, zależnych od 
kierunku i prędkości wiatru jest trudne. Z tego powodu często przyjmuje się je 
jako wynoszące od 10 do 15% wartości oporów wynikających z profilu poziomego 
i pionowego [8]. W pracy [7] podano wartość oporu z tytułu przejazdu przez tunel 
jako równą 

(13) 

Współczynnik at jest nieliniową funkcją długości tunelu. 
Powyższe współczynniki mają zazwyczaj wymiary podane w niutonach, me

trach i sekundach. Natomiast często będziemy używali takich jednostek jak tona, 
kilometr i godzina. W równaniu podstawowym (1) po lewej stronie mamy masę 
pomnożoną przez prędkość, czyli wymiar w dużych jednostkach jest ~- W opra
cowaniu a0 jest podane w kiloniutonach. Mamy lN = 1 k~~m. Ponieważ 1 kg = 
0.001 t, 1 m = 0.001 km i 1 s = 1/ 60 h, to 1 N= (0.062 = 0.0036) t•;,m. Natomiast 
1 kN = 3.6 ~ i właśnie przez 3.6 trzeba pomnożyć powyżej podane a0 , aby 
otrzymać współczynnik dla dużych jednostek. W rozważanym modelu a0 mógłby 

odpowiadać tarciu T dla a = O, czyli frgM, jednak w cytowanych pracach opory 
tarcia są rozpatrywane oddzielnie. 

Współczynnik a1 jest wyrażony w kiloniutonach podzielonych przez !f-- 1 !f- = 
0.06 k;:'. Czyli a1 trzeba dodatkowo podzielić przez 0.06, co daje 3.6/ 0.06 = 60 do 
pomnożenia powyżej podanych wartości a1 , aby dostosować ten współczynnik do 
dużych jednostek. Ten współczynnik można by było chyba przyjąć jako współczyn
nik p w rozpatrywanym dalej modelu liniowym. Jednak można też wtedy postąpić 
tak, jak w następnych paragrafach. 

Współczynnik a2 jest wyrażony w kiloniutonach podzielonych przez kwadrat 
prędkości. Rozumując jak wyżej , trzeba a2 dodatkowo podzielić przez 0.062 , co 
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daje 0
30~2 = 1000, aby dostosować ten współczynnik do dużych jednostek. Jest to 

współczynnik, który występuje dalej w modelach z kwadratową zależnością oporu 
powietrza od prędkości. 

Ten wspólczynnik można też wykorzystać w równaniu, w którym opór powie
trza zależy liniowo od prędkości. Przy linearyzacji trzeba policzyć pochodną po 
prędkości, co oznacza, że z powrotem wracamy do przeliczenia jak dla a 1 . Po
nieważ pochodna v2 jest równa 2v, więc trzeba przyjąć, że współczynnik a 2 jest 
wtedy pomnożony przez 2*60= 120. Ten współczynnik odpowiadałby wtedy w na
szym modelu współczynnikowi p. 

3.4 Siła pociągowa 

Własności trakcyjne lokomotyw określają ich charakterystyki trakcyjne przedsta
wiające graficznie zależność siły pociągowej h w zależności od prędkości v [8 , s. 15, 
Rys. 1] lub [39, 20]. Najczęściej siła ta jest stała dla małych prędkości a następnie 
maleje monotonicznie dla dużych prędkości. W szczególności w pracy [41 , s. 387] 
dla pociągu o masie M = 2. 78 · 105 [kg] wykorzystano następujący wzór na mak
symalną silę pociągową h( v): 

h( ) _ { 310 [kN] dla O [km/h] 'Sv 'S 36 [km/h] 
' v - 310 - 5(v - 36) [kN] dla 36 [km/h] < v 'S 80 [km/h] (14) 

Prędkość v jest wyrażona w [km/ h] zaś siły w [kN]. Podaną powyżej siłę można 
wyrazić w jednostkach t·t;n mnożąc powyżej podane wartości przez 3.6 po analo
gicznym rozumowaniu, jak powyżej w przypadku współczynnika a0 . W pracy [7] 
dla elektrycznej lokomotywy siłę pociągową oszacowano ze wzoru: 

µP 
h(t) = u(t) · -

V 
(15) 

u,µ, P, v oznaczają, odpowiednio, funkcję sterowania, współczynnik tarcia, moc 
nominalną silnika w [kN], prędkość pociągu. Ponieważ I u(t) 1-S 1 funkcję sterowa
nia można zinterpretować jako wykorzystywaną część mocy nominalnej. 

3.5 Wskaźnik jakości J 

W pracy [39] jako wskaźnik jakości przyjęto funkcję: 

dh 
P(h) = h · v + .,\ dt, .,\ 2: O. (16) 

We wzorze (16) h oznacza siłę trakcyjną lub silę oporu ruchu zaś v oznacza prędkość 
pociągu. Pierwszy składnik we wzorze (16) jest interpretowany jako moc potrzebna 
do poruszania się pociągu a drugi odpowiada za komfort jazdy. 
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W sformułowaniu zadania sterowania optymalnego w pracy [41] energię zużytą 
przez poruszający się pociąg określono jako iloczyn siły trakcyjnej i prędkości 
pociągu, 

P(h, v)) = h(v)v , (17) 

gdzie h( v) jest siłą trakcyjną zależną od prędkości v wybraną jako funkcja sterująca 
spełniająca ograniczenie O-:::; h(v) -:::; J(v) dla f(v) zadanego przez (14). Wyrażenie 
(17) określa moc jaką należy dostarczyć, aby pociąg mógł poruszać się z prędkością 
v w za.danym przedziale czasu. 

Podobnie jak w artykule [41] wskaźnik jakości zdefiniowano w pracy [10] przyj
mując , że moc P jest równa 

P(v) = R(v) · v, (18) 

gdzie R( v) oznacza sumaryczną siłę oporów ruchu. Moc dostarczoną przez silnik 
można również oszacować na podstawie parametrów silnika elektrycznego albo 
spalinowego [10] 

P(u) = T(u) · w (19) 

gdzie T(u) oraz w oznaczają, odpowiednio, moment obrotowy i prędkość kątową 
silnika. 

Warto jednak zauważyć, że w pracy [14] jest też użyty wskaźnik P(u(t)), który 
jest interpretowany jako zużycie paliwa. Jednak wtedy w równaniu ruchu pojawia 
się zamiast h(t) człon proporcjonalny do P(u) /v. 
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A Załącznik 

A.1 Rozwiązanie nieliniowego równania ruchu dla zakresu 
stałej mocy 

Mnożąc obie strony przez v otrzymujemy 

dv(t) ( p 2 
v(t) ----;Jt = M - Mv (t) + Rk- !'u(t) 

Podstawiając mową zmienną 

a następnie 

w(t) = v(t)e-f!Tt 

T = !!._t 
M 

doprowadzamy do równania 

( )dw(T) ( 2r ( )MRk-1 r w T -- = - e + w T ---e 
dT p p 

(133) 

(134) 

Jest to pewna forma równania Abela drugiego rodzaju, którą można sprowadzić 
do równania liniowego ze zmiennymi współczynnikami po podstawieniach 

T = In( w = 'U( 

Mamy bowiem 

dw = d('UO = d'U(+'UdĘ = d'UĘ+'UdĘd'U = d'U(Ę+'UdĘ) 
dT dT dT dT dT d·u dT dT d'U 

Ponieważ jednak 
dT dT dĘ 1 d( 
d'U dĘ d'U Ę d'U 

więc 
d·u 1 ( 

dT dr !!!.. 
du du 

W rezultacie , po podstawieniu do (134) otrzymujemy 

Ę d( 1 2 
'U(!!!.. (( + 'U-) = - (( + 'U.M Rk- 1)Ę 

du d'U p 

skąd dochodzimy do końcowego równania liniowego 

( 2 M Rk- 1 () dĘ 
-'U + 'U--- + - - = 'UĘ 

P P d'U 
(135) 
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Ponieważ jest to równanie o zmiennych rozdzielonych, więc rozwiązanie uzyskamy 
obli czaj ąc poniższe całki 

i d~ J udu 
T = -'U2 + 'UMRk - 1 + f 

p p 

Całka po lewej stronie jest równa 

J ~~ = ln ~ 

Trudniejszą całkę po prawej stronie możemy sprowadzić do sumy dwóch całek 

J udu 1 / (-2u + ~)du MRk-l J du 
-u2 + u AIRk- 1 + f = - 2 - u2 + u MRk - 1 + f +~ -u2 + u MR,._ 1 + f 

p p p p p p 

Pierwszą całke po prawej stronie łatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej 
równej mianownikowi wyrażenia podcałkowego uzyskuj ąc 

11(-2u+M~k- t)d'u 1 2 MRk- l ( 
- - -------,-,-,,,--- = - - ln(-u +u-- + - ) 

2 -u2 + U MRk - 1 + f 2 p p 
p p 

Aby obliczyć drugą całkę po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika 

I'::. = M2 RL1 + 4f = M2 RL1 + 4p( > o 
p2 p p2 

Po rozkładzie na ułamki proste dochodzimy do rozwiązania 

j . du p 2pu- MRk-1 + ✓M2RL1 + 4p( 
MR = ----;====== ln --------====== 

-u2 + u~ + ~ ✓ M 2 RL1 + 4p( 2pu - M Rk- J - ✓ M 2 RL1 + 4p( 

W rezultacie pierwotna całka po prawej stronie jest równa 

ln ( C 
2pu - M Rk- 1 + ✓ M2 RL1 + 4p( JM2Ri _1 +•r( ✓ M Rk-1 ( ) 

/ -u2 +'u---+-
2pu- MRk- 1 - ✓M2RL1 + 4p( P P 

gdzie C jest stalą całkowania, skąd otrzymujemy końcowe rozwiązanie ogólne 

2 MRk- 1 ( 
- u + u---+-

p p 

(136) 
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które daje nam zależność ffu). Do wyznaczenia stałej C jest potrzebny dodatkowy 
warunek. Uzyskamy go z warunku początkowego poczatkowego równania. Otóż 
śledząc kolejne podstawienia. dostajemy 

skąd dostajemy 

Podstawiając te wielkości do rozwiązania (136) dochodzimy do zależności 

2pv(tv1 )-MRk -1 + yM2RL 1 + 4p( JM 2RL 1 +4p( 

_J>_ 2pv(lv1)- MRk - J- · fM 2 RL 1 +4p( 
eAt tv, = C --'------;::::====v=======--

✓-v2(tv,) +v(tv,)M~•- i + ~ 

z której wyznaczamy C 

2pv(tv1 )- MRk -1 + JM2 R L 1 + 4p( J M2 Ri_ 1 +4p( 

2pv(tv1 )-MRk-1 - JM2 RL1 + 4p( 

Po podstawieniu C do równania (136) dostajemy rozwiązanie szczególne naszego 
równania 

~ = 

2pu-MR•-1+JM2 RL1 + 4p( 

2pv(lv1 )- M Rk - 1 + J M 2 RL 1 + 4p( 

2pu-MRk-1 - yM2 RL1 +4p( 

2pv(tv1 )-MR•-1- JM2 R t_, +4p( 

I 
-u2 + UMRk - 1 + ~ 

------~P_,.,~~p--,- e-/!Jtv1 

-v2(t ) + v(t ) MRk - 1 + ~ 
v1 v1 p p 

(137) 
Aby powrócić do początkowych zmiennych, z zależności 

T = ln~(u) 

powinniśmy wyznaczyć funkcję odwrotną u(r), co następnie pozwoliłoby znaleźć 

w(r) = u(r)~(r) = u(r)eT 

a.by dojść do końcowego wzoru 

p .E.. p 
v(t) = w(-t)e- Mt = ·u(-t) 

A! A! 
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Jednak kłopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej 'U(O, potrzebnej do 
uzyskania 'U(T). Do tego celu przyjmiemy pewną aproksymację. Otóż zauważmy, 

że po rozważeniu zakresu wartości parametrów możemy przyjąć 

4p( 
1 + M2R2 

k- 1 

~1 

Wtedy zależność ((u) we wzorze (137) upraszcza się do 

( = 

co doprowadza do równania 

- v 2(tv1)+v(tv1) ~ + -' 
'U v (lv1 ) .E.. 

Ę2 == -----~---- e2Mtv1 
(pu - MRk - 1) (- u2+u~+ -' ) 

pv(tv1 )-MRk - 1 

czyli po przekształceniach do 

M 2 R~ 1 M R1c-1( 
P'U3 - 2MRk- 1U2 + ( - + P-()'U + --- = 0 

p p 

gdzie 

(pv(tvJ - MRk- 1)(-v2 (tv,) +v(tv,)MR._, + ~) 2 .E..( ) 
p = P P e- M t - tv1 

v(tvJ 

Jest to równanie algebraiczne trzeciego stopnia, które w zasadzie można rozwiązać 
analitycznie. 

Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do równania kanonicznego 

3 1 (M2 
RL1 ( P) · 2 MRk- 1 (2M2 

RL1 ( 2P) - o 'U - - --- + - U + ------- + + -
p 3p 3p2 9p 

i obliczamy wyróżnik 

1 ( M2 R2 ) 3 Mz R2 ( 2M2 R2. ) 2 6 = - -- k- 1 + ( - p + k- 1 k - 1 + ( + 2P 
27p3 3p 12p4 9p 

Typ rozwiązania i odpowiednie wzory na pierwiastki zależą od znaku wyróżnika. 
Jednak nie wygląda na to, aby można było łatwo ustalić ten znak. Dla dodatniego 
znaku jedyne rozwiązanie rzeczywiste wyraża się wzorem 

'U = 
MR 2M2 R2 

3 - ~ ( k- 1 + ( + 2P) + JL+ 
6p2 9p 
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- 3 ~ k-1 ;- 2P 1/S, l\"R ( 2M2 R2 ) 
6p2 9p + ', + + V Ll 

i na to, aby było ono dodatnie, musiałoby zachodzić 2M::L, + ( + 2P < O. Nato
miast dla ujemnego wyróżnika dostajemy trzy pierwiastki rzeczywiste, z których 
trzeba wybrać pierwiastek dodatni. Jeżeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to 
rozwiązanie naszego zadania. Jeżeli pierwiastków dodatnich jest więcej , to po
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwiązania właściwego . Te trzy pierwiastki 
wyrażają się wzorami 

U1 = 2 
1 M2R2 cl> 
-( k - l + ;- - P) cos -
3p 3p " 3 

l(M2RL1 ;- P) c/>+21r - ----'--- +,, - cos---
3p 3p 3 

1 (M2RL1 ) c/>+41r - ---+(-P cos--
3p 3p 3 

gdzie 
_MRk-1 (2M2RL, + ;- + 2P) 

2p 9p '> 
cos cl> = ------;=========--

1... ( M2RL, + ;- - P)3 
3p 3p '> 

Jak widać, zależność u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zależy 
wykładniczo wartość P, która z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do końcowego 
rozwiązania, niezależnie od tego, które z rozwiązań jest właściwe . 

81 



A.2 Model z uwzględnieniem jazdy po łuku 

Dla przypomnienia, równania ruchu dla zakresu stałej mocy ma następującą postać 

dv(t) ( 1 p 
-----;ft = M v(t) - Aiu(t) + Rk- 1 (138) 

z warunkiem początkowym 
v(tv1 ) = Vv1 

Równanie to teoretycznie można rozwiązać analitycznie. Jednak prowadzi to do 
bardzo skomplikowanych wzorów. Ich wyprowadzenie przedstawiono w załączniku. 

Powrócimy teraz do modelu (1) , jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporów 
częściowo inne założenia. Otóż przyjmiemy, że zależność oporu od powietrza od 
prędkości jest kwadratowa, natomiast założymy, że nie ma wiatru. Dodatkowo, roz
patrzymy opory przy jeździe pociągu po łuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia 
tej zależności. 

,- - -
I 
I 
I 
I 
I F[ 

Fo 
I 
I 
I 

I 
I 

-., 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Rysunek 22: Siły w jeździe po luku. 

Obliczymy na początek siły działające na pociąg jadący po luku. Przyjmiemy, 
że pociąg jest jedną bryłą, co jest pewnym przybliżeniem, szczególnie dla skła
dów wielowagonowych. Siła powodująca skręt pociągu jest tu wynikiem reakcji 
kół z torami, przez co na tor działa siła (siła odśrodkowa) równa F0 = M a0 , gdzie 
a0 = v2 / R jest przyśpieszeniem dośrodkowym , v jest prędkością pociągu, a R pro
mieniem skrętu. Jednak tory są często budowane na zakrętach z nachyleniem w 
kierunku skrętu. Powoduje to , że siła odśrodkowa nie jest równoległa do płaszczy
zny torów, gdyż jest pozioma - równoległa do płaszczyzny ziemi, patrz rys. 22. 
Po rozłożeniu tej siły na składową równoległą do poziomu torów Ff i składową 
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prostopadła do płaszczyzny torów F;1 otrzymamy zależności 

Ft = Fo cos/3 F;: = F0 sin /3 

Jednak na skutek pochylenia torów, pionową siła ciężkości Fe = Mg możemy 
rozłożyć także na dwie składowe działające w tych samych kierunkach, co składowe 
siły odśrodkowej 

Ff= Fcsin/3 

Ponieważ składowe równolegle do poziomu torów mają przeciwne zwroty, końcowe 
wypadkowe składowe, po wstawieniu wzorów na silę odśrodkową i siłę ciężkości, 
wyglądają następująco 

v2 
R = FP - FP = Mg(-cos/3- sin/3) 

p o C gR 
v2 

pn = F;: + P;, = Mg(-1 sin/3 + cos/3) 
gZ 

(139) 
Po pomnożeniu przez współczynnik tarcia związany z ruchem po luku µR otrzy
mamy związaną z tym ruchem silę tarcia 

(140) 

Siła prostopadła do płaszczyzny torów jest za.ś związana z silą tarcia tocznego 

v2 
Tr = µrMg(gR sin/3 + cos/3) (141) 

które będzie jeszcze zależało od nachylenia torów w kierunku jazdy (będzie po
mnożone przez cos a). 

W rezultacie równanie ruchu pociągu (po zaniechaniu wiatru) będzie wyglądało 
następująco 

dv(t) 
M-- = 

dt 
v2 v2 

= - pv2 (t)+h(t)+gM sin a-µrM g(gR sin (J+cos /3 ) cos a-µRM g(gR cos /3-sin /3) 

(142) 
Równanie to można zapisać następująco 

gdzie 

dv(t) = -Av2(t) + C 
dt 

A _ .E_ µr sin /3 cosa + µR cos /3 
- M+ R 
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hW . . 
C = M + gsm a - µrg cos /3 cosa+ µH.gsm j3 

Jest to równanie różniczkowe Riccatiego. 
Jeżeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzględnimy łuki założymy, jak 

poprzednio, że sterowanie ·u jest na każdym odcinku stale, to na każdym odcinku 
parametry A i C są stale. Można w takim przypadku łatwo zauważyć , że ma ono 
wtedy rozwiązanie szczególne stale na odcinku 

v0(t) = /?I (144) 

Istnieje wzór pozwalający wyznaczyć rozwiązanie ogólne równania Riccatiego, 
gdy jest znane jego rozwiązanie szczególne, patrz np. [28]. Jeżeli zapiszemy powyż
szy typ równania w sposób ogólniejszy 

dv(t) 
~ = fz(t)v 2 (t) + .h(t)v(t) + fo(t) 

i znamy pewne rozwiązanie szczególne tego równania v 0(t) 
równanie ogólne ma postać 

(145) 

q;(t), to wzór na 

o <I>(t) 
v(t) = v (t) + D - f <1>(t)f2(t)dt (146) 

<I>(t) = efl2h(t)v0(t) + fi(t) ]dt 

gdzie D jest dowolną stalą. W naszym przypadku współczynniki f; oraz rozwiąza
nie szczególne v 0(t) są stałe i przyjmują wartości 

fz(t) = -A fi(t) = o fo(t) = C v0 (t) = /?I 
wobec czego 

<I>(t) = e- f2A\0dt = e-2v'AC't 

i rozwiązanie ogólne równania (143) przyjmuje następującą postać 

e-2v'AC't 
v(t) = + --~~--

D _ ! fie -2./Act 2y c 
(147) 

Na odcinku k - 1 stalą D wyznaczymy z warunku początkowego v(tk- i) = vk- l· 
Dla podkreślenia, że rozpatrujemy rozwiązanie na tym odcinku, wszystkim stałym 
dodamy wskaźnik k - 1. Tak więc mamy 

e-2✓Ak - lck- ltk - l 
~1 = l+---~=~~===~

D _ ! ~e-2✓ A1-- 1Ci- - 1t•-i 2y~ 
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skąd 

= !~ Vk - l + ~ e - 2JA,._ 1C,_ 1tk- 1 

2 ~k- 1 Vk - 1 - --
Ak - l 

Po podstawieniu wyznaczonej stałej do rozwiązania ogólnego, otrzymamy rozwią
zanie szczególne spełniające warunek początkowy 

( 
2e- 2JA,-_ 1Ck- 1(t- t,- _ ,) ) 

Vk- l(t) = l+-----------
vk 1+ J c k- t 

- Ak- l _ e - 2JAk- lck- l(t- t,. _ ,) 

V1,;;-1-rn 

(148) 

co można też zapisać w bardziej symetrycznej formie 

(149) 

Ze wzrostem czasu rozwiązanie zbiega do rozwiązania szczególnego stałego (144). 
Jeżeli ta zbieżność jest szybka, to rozwiązanie takie jest dosyć wygodne w prak
tycznej implementacji, gdyż po prostu można podać maszyniście, jaką prędkość 
ma utrzymywać na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejściowym. 

Na końcu przedziału, dla t = tk, zachodzi 

(150) 

W powyższych wzorach 

A _ !!_ µy sin f3k - 1 cos ak- l + µR cos f3k-l 
k - 1 - M + R 

k- 1 

ck- 1 = hk- 1 + g sin ak- 1 - µyg cos f3k - 1 cos ak- 1 + µRg sin f3k - 1 

Jeżeli odcinek jest prosty, to Rk- l = oo i /3 = O. Wtedy wzory na współczynniki 
Ak- 1 i ck- 1 przyjmują postać 

p 
Ak- 1 = -

M 
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Jak widać, wprowadzenie zależności oporów od kwadratu prędkości znacznie 
komplikuje rozwiązanie od strony techn icznej, gdyż prowadzi do bardziej skompli
kowanych wzorów. Niemniej jednak idea sprowadzenia całego zadania do nielinio
wej optymalizacji statycznej, w której należy wyznaczyć wartości hk- l i l:,k-l = 
tk - tk- l dla k = 1, ... , K, pozostaje aktualna. 

A.3 Równanie zależne od drogi 

Pochodną prędkości po czasie możemy łatwo zamienić na pochodną od drogi s 

korzystając z zależności 

dv(t) dv(s) ds dv( s) 
----;ft = ~ dt = ~v(s) 

Zamieniając zmienne w równaniu (143) i podstawiając powyżej wyprowadzoną 
zależność otrzymujemy 

v(s) dv(s) = -Av2 (s) + C 
ds 

Równanie to możemy zapisać następująco 

1 dv2 ( s) - A 2 ( ) C 
---- - - V S + 
2 ds 

skąd po podstawieniu v2(s) = z(s) otrzymujemy równanie liniowe 

! dz(s) = -Az(s) + C 
2 ds 

Równanie to ma rozwiązanie ogólne 

C 
z(s) = De-2As + -

A 

Z warunku początkowego z (sk- i) = vL1 uzyskujemy 

D = e2As._1 (v2 _ Q) 
k- ł A 

oraz rozwiązanie szczególne spełniaj ące ten warunek 

zk- l(s) = v%_ 1e - 2Ak-1(S-Sk-iJ + Ck- I (1- e - 2Ak-1(s-s,,_i) ) 

Ak-1 

a po uwzględnieniu podstawienia 

712 e-2Ak-1(s-sk- 1) + ck- l (1 - e-2Ak- 1(S-Sk-d) 
k - l Ak- 1 
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Na końcu odcinka równanie to przyjmuje wartość 

Może trochę nieoczekiwanie, równania te mają trochę prostszą forme niż w po
przednim punkcie, a nieliniowość typu funkcji wymiernej jest zamieniona na nieli
niowość typu pierwiastkowego. 

A.4 Dodatkowy stały wiatr. 

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjęto jednak, że nie ma wiatru, 
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie można jednak rozszerzyć 
na przypadek, gdy wieje stały wiatr z prędkością w. Podobnie jak w równaniu 
liniowym, przyjmiemy, że kierunki ruchu pociągu i wiatru mają ten sam zwrot, 
wobec czego równanie ruchu pociągu przyjmuje postać 

dv(t) 2 
M- = - p(v - w) (t)+ 

dt 

'U2 'U2 

+h(t) + gM sin a-µTMg(-sin/3+cos/3) cosa-µnMg(- cos/3-sin/3) (153) 
gR gR 

Po rozwinięciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz równanie 

gdzie 

dv(t) 
-- = -Av2 (t) + Bv(t) + C 

dt 

A _ ]!_ µT sin /3 cos a + µ R cos /3 
- M+ R 

B= 2pw 
M 

h(t) pw2 

C = M + gsina - µTgcos /3cosa + µngsin /3 - M 

(154) 

Współczynnik A jest tu dokładni e taki sam, jak poprzednio , natomiast w C poja
wił się dodatkowy (ostatni) składnik. Pozostawimy jednak tę samą literę , aby nie 
mnożyć oznaczeń. 

Podobnie jek poprzednio, równanie (154) ma rozwiązanie szczególne stałe, które 
spełnia równanie kwadratowe 

- Av2 (t) + Bv(t) + C = O 
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Z dwóch możliwych rozwiązań tego równania 

B ✓ AC -(1 -1 +4-
2A B 2 

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie) , czyli nasze rozwiązanie szczególne wy-
raża się wzorem 

B ~ 
vo(t) = 2A (1 + V 1 + 4132) (155) 

We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkości 

h(t) = -A fi(t) = B fo(t) = C 

i otrzymujemy 

oraz rozwiązanie ogólne 

Podstawiając warunek początkowy vk- l dla Tk- l obliczamy stalą D 

D = ~ ( 1 + 1 ) e - BJ1+41J,j_-tk - , 

B J1 + 4~? ~Vk - 1 - ½(l + J1 + 44&-) 

Po podstawieniu tak wyliczonej stałej do rozwiązania ogólnego otrzymujemy roz
wiązanie szczególne spełniające warunek początkowy v(tk_1) = vk- l 

✓ Ak - l Ck - l ( - Bi- - 1 !+4 B t - ti- - 1) 

+-----------e ______ k_-_' ----------;,==;c===:;,==---) 
1 ( - Bk - 1 ✓1+4 Ak~~ck-1 (t-tk - d) 

A 1 A C + -----;=-s=====ss== 1 - e k- l 
~V _ l(l+✓l+4 k - 1 k - l) 1+4 Ak-.l C k - l 
Rk - 1 k - 1 2 B~-1 Bk - 1 

(156) 
przy czym 
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2pw 
Bk- 1 = M 

h(t) . . pw2 

Ck- 1 = M +gsmak- 1-µygcosf3k - 1COSO'.k-1+µRgsmf3k-l- ]\IJ 

Jeżeli w = O, to rozwiązanie to sprowadza się do rozwiązania (148). 
Na końcu odcinka prędkość jest równa 

✓ 11 k - lCk - 1 - Bk - 1 1+ 4 [3 6, _ , 

+-----------e ______ •_-_' _____ ---;c=====---) 
-B ✓1+4 A; _ 1Ck- l L', 

1 1 ( k -1 B k-1) 
A A c + 1 - e k - l 
--'-=1.v - 1(1 +✓1 +4 k-1 k - 1) ✓1 +4 Ak-1 ck-1 , 
Bk-1 J,-1 2 Bk - 1 Bk - 1 

(157) 
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