Raport Badawczy
RB/49/2014

Research Report

Modele opdéznien w systemach
ekonomicznych.
Wilasnosci i zastosowania.
Czes¢ II1. Modele opdznienia
w systemach przeplywow

J. Gadomski

Instytut Badan Systemowych
Polska Akademia Nauk

Systems Research Institute
Polish Academy of Sciences




POLSKA AKADEMIA NAUK

Instytut Badan Systemowych
ul. Newelska 6

01-447 Warszawa

tel.:  (+48)(22) 3810100

fax:  (+48)(22) 3810105

Kierownik Zaktadu zgtaszajacy prace:
Dr hab. inz. Lech Kru§, prof. PAN

Warszawa 2014



SPIS TRESCI
WSTEP

CZESC I Wprowadzenie

RozdziatI.I ~ Podstawowe pojgcia
Rozdziat 1.2 Rozkfad opdznienia
Rozdziat 1.3 Wynikowy rozktad opdznienia
Rozdzial 1.4~ Wybrane wlasnosci dynamiczne
Rozdziat .5  Mierzenie op6znienia
Rozdziat 1.6 Srednia rozktadu opoznienia wynikowego M(U,) jako miara opéznienia (1)
Rozdzial 1.7  Srednia rozktadu opéznienia wynikowego M(U,) jako miara opéznienia (2)
Rozdziat 1.8 ~ Wielomian operatorowy i funkcja tworzaca
Rozdziat 1.9 Podstawowe stale struktury/rozkfady opdznienia roztozonego
1.9.1  Skonczone struktury/rozkiady opdznienia
1.9.1.1 Liniowa struktura opdznienia
1.9.1.2 Model Almon
1.9.2  Niekonczone struktury/rozktady op6znienia
1.9.2.1 Rozkfad Pascala-Solowa
1.9.2.2 Model Tsurumi
1.9.2.3 Model z rozktadem Poissona
1.9.2.4 Model Jorgensena
Rozdzial 1.10  Zrédta zmiennosci struktur opdznienia
Podsumowanie Czgsci |

CZESC Il Ztozone struktury modeli opoznienia roztozonego

Rozdziat II.1.  Suma modeli opdznienia roztozonego

Rozdziat I1.2.  Superpozycja modeli opdznienia roztozonego

Rozdziat II.3. Suma modeli op6znienia roztozonego wielu zmiennych
Podsumowanie Czgsci I1

CZESC 111 Modele opdznienia w systemach przeptywow

Rozdziat I1I.1 Sformutowanie problemu

Rozdziat 111.2 Modele opéznienia w systemach przeplywow ze statym rozktadem opodznienia

Rozdziat I11.3 Modele opdznien w systemach przeptywow ze zmiennymi rozktadami opdznien
I1I1.3.1 Model z dwoma parametrami
I11.3.1.1 Model populacji
I11.3.1.2 Model zmiennej sprawnosci procesow inwestowania w Polsce przed
1989 r.
I11.3.1.3 Model transmisji ceny
111.3.1.4 Model kredytu

Podsumowanie Czgsci IIT

Dodatek

Bibliografia






Dodatek matematyczny

Zbieznos$¢ wartosci Sredniej rozkladu opéznienia
1 - . k &
Lemat 1" (o nieréwnosci: M(W,)> w, >3 iw, )
i=0 i=0

Zatozenia
Dany jest rozktad opdznienia W, zbudowany na wspotczynnikach opdznienia w,;, i = 0, 1, 2,..., majacy

0
skorniczong wartos¢ srednig rozktadu opéznienia M(W,)= Zi W .

i=0
Teza
Dla kazdej warto$ci indeksu &, k> 0, k=0, 1, 2,...; zachodzi nast¢pujaca nierowno$¢:
k k
M) w,2Yiw, . 1)
i=0 i=0
Dowod
Przy k=0, nierowno$¢ (D1) jest spetniona dla M(W,) i w, o przyjmujacych dowolne zatozone wartosci:
M(W,) >0 orazw,,> 0.

Dowiedzenie prawdziwosci nieréwnosci (D1) dla k£ > 0 jest przeprowadzone w nastgpujgcy sposob.

Parametr M(W,) w nierdwnosci (D1) zostaje zastapiony jego postacia z definicji:

&, .
2iw,
=0 i

=

K
W,,-ZZIW,,- ’
0 i=0

dzigki czemu uzyskana jest nierownos¢:

lub

o

k k &
2iw 2w, + ¥ iw,

k
w2 Tiw,
i=0 i=0 i=k+1 i=0 i=0

a nastgpnie po przeniesieniu pierwszej sumy z lewej strony na prawa strong nieréwnosci uzyskujemy:

i wreszcie:
© . k k . o
2w, w2y iw, 3w, (D2)

poniewaz:

" Autorem dowodu tego lematu jest prof. Przemystaw Grzegorzewski z IBS PAN.
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Nieréwno$é (D2) mozna zapisaé w rozwinictej postaci®:

[(+DIW, )+ A 2IW, gyt oo JOW, AW+ W )2 (W, Wt o) (TW, 4+ 2W,,+ kW, ).

Powyzsza nierdwno$¢ mozna przedstawi¢ jako zsumowane stronami nieréwnosci, w ktérych wystepuje
indeks j przyjmujacy wartosci od 1 do nieskonczonosci:

(k+j)w,.w(w,,+wu+ vt w,k)ZW,.M w, +2w,,+ . kw,),j=1,2,.

Po zredukowaniu po obu stronach nierdwnosci dodatniego elementu wy..; (w przypadku wy .= 0

powyzsza nierdwnos¢ jest spetniona), otrzymujemy nieréwnosci:
K+ ))w, 4w, 4+ w, )2 (Iw, + 2w, + . kw, ). j=1,2,... (D3)
Dla dowolnego j > 0, j = 1, 2,...; powyzsza nieréwnos¢ jest spefniona, zatem zsumowanie stronami

nieréwnosci (D3) wzgledem indeksu j zachowuje nieréwnosé (D2), a wigce i (D1), co byto do okazania.

Wlasnos$ci wynikowego rozkladu opéznienia. Zalezno$¢ miedzy warto$ciami srednimi rozkladu
opoznienia M(W) i rozkladu wynikowego op6znienia M(U), 1.

Lemat 2.
Zatozenia: Istnieja rozktady opoznienia W, i opéznienia wynikowego U, oraz wartosci srednie rozktadu

opoznienia M(W,) i wynikowego rozktadu opdznienia M(U, ).
Teza. W stanie ustalonym wartosci sredniej rozktadu M(U, ) i sredniej rozktadu opoznienia M(W,) sa

rowne: M(W,) = M(U,).
Dowdd sprowadza si¢ do obliczenia $redniego wynikowego opodznienia w stanie ustalonym na

podstawie definicji, wzor (1.10):

o » V,X*  w v, ©
MU) =% iu, = 3 i———=3 i— =3Xiw, = MW,).
i=0 i=0 zv“x* i=0 v, i=0
i=0 i=0
C.b.d.o.
Indeksy znaczace

Definicja 1. Zbiorem indeksoéw znaczacych J(W,) rozktadu opdznienia ¥, nazywany jest zbiér wszystkich
indeksow i =0, 1, 2..; dla ktorych wspdtczynniki w,; > 0.
Komentarz

Zbior J(W,) zawiera zawsze element najmniejszy iy iy > 0 (najmniejsza warto$é indeksu), poniewaz z

zatozenia dla wszystkich i < 0, w,; = 0. W przypadku opdznienia skoniczonego w zbiorze J(W,) istnieje
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zawsze element najwigkszy 7, (najwigksza warto$¢ indeksu niezerowego wspotczynnika). W przypadku
nieskonczonego rozktadu opoznienia, w zbiorze J(W,) nie istnieje skonczony element najwigkszy.

Zbiér J(W,) nie musi zawiera¢ wszystkich indekséw zawierajacych si¢ pomigdzy wartosciami iy i oo
(lub pomigdzy wartosciami i, i ig, W przypadku rozktadu skoniczonego), poniewaz niektore indeksy z tego
zakresu moga odpowiada¢ wspdtczynnikom o zerowych wartosciach.

Zbior J(W,) sklada sig tylko z jednego elementu oraz wartosci iy i i, sa sobie réwne wtedy i tylko

wtedy, gdy opdznienie jest opoznieniem prostym (zwloka). W pozostatych przypadkach iy # i.

Rozpi¢tos¢ zbioru indeksow

Definicja 2. Rozpigtoscig R(V,) struktury opdznienia lub rozpigtoscia zbioru indekséw znaczacych J(V)
struktury opdznienia ¥, nazywana jest wartos¢ wyrazenia

RV)=ig(V)- ia(V)+1.

Komentarz Rozpigtos¢ zbioru indekséw znaczacych J(¥) nie jest tym samym co liczebnos¢ tego zbioru;
rownos¢ tych wielkosci zachodzi, jesli dla wszystkich i, iu(V)<i <ig(V), v, # 0 (wszystkie wspétczynniki
o indeksach nalezacych do przedziatu [i4(V)) ,i,(V;)] majg niezerowe wartosci). Szczegélnym przypadkiem
modelu, w ktorym rozpigtos¢ i liczebno$¢ sa sobie rowne jest opoznienie proste, tzn. gdy iu(V)=ig(V)).
Zatem liczebno$¢ zbioru indekséw znaczacych J(V,) jest zawsze nie wigksza od rozpigtosci_zbioru jego

indeksow.

Opoznienie a wzrost

Lemat 3. O istnieniu liczby 4,.

Zatozenia Dana jest skoficzona dodatnia suma a, wspotczynnikéw opdznienia v, i = 0, 1, 2,..

oraz istnieje dodatnia wartos¢ S$rednia rozktadu M(W,) rozktadu W, M(W,)>0, utworzonego przez
znormalizowanie wspotczynnikdw opdznienia v, i =0, 1, 2,..:
wi=vi/a,i=012,...
Teza Jezeli kazdy wspotczynnik v, ;, i = 0, 1, 2,..; zostanie przemnozony przez wyrazenie (1+ >0,
i=0, 1, 2,..; dzigki czemu utworzony zostanie nowy zbiér wspotezynnikow:
v =v,(1+r)i=01 2.
to spenione sa dwa warunki:

1. sumg

? Przecinki w subskryptach zostaly uzyte w celu jednoznacznej separacji dwoch indekséw.
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v, =3 (1+r) v, ,

i=0

Ms

i

i
s

mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

v, =a,(1+r)™ (D4)

i=0
2. liczba h, wystepujaca w wykladniku po prawej stronie zaleznosci (D4) jest dodatnig liczbg

rzeczywista przyjmujaca wartosci z przedziatéw odpowiednio:

is(V))< by < ig(V,), w przypadku opéznienia skoriczonego (D5a)

lub
iu(V)) < h, < o, w przypadku opdznienia nieskoniczonego, (Dsb)

gdzie iy(V,) oraz iy,(V,) oznaczaja odpowiednio najmniejszg i najwigksza wartos¢ indeksow
nalezacych do zbioru indeksdw znaczacych J(W)).

Dowod Dowiedzenie warunku 1 sprowadza si¢ do pokazania, ze przy » =0,

Sy, =3 (1+r )y, < (1+r)"a < a,.
=0 i=0

Poniewaz lewa strona powyzszej nierownosci jest z zatozenia dodatnia, to zawsze mozna znalez¢ taka

dodatnig liczbe A, ktéra pozwala na przedstawienie liczby niewigkszej od a; jako:

i (1+r)"v,=a(l+r)"<a,,
i=0

z czego wynika, ze:
(l+r)" <1,
a po zlogarytmowaniu powyzszej nieréwnosci:
h 2 0.
O A, wiadomo, ze rownos$¢ h, = 0 zachodzi wylacznie w dwoch przypadkach: gdy model opdznienia
jest opoznieniem prostym o sredniej rozktadu opdznienia réwnej zero’, a wigc nie objetym zalozeniami
tego twierdzenia, lub gdy » = 0 (w tym przypadku 4, moze przyja¢ dowolng wartosé rzeczywista, w tym

zero). Celowe zatem jest badanie warunku 4, > /.

W przypadku skonczonego zbioru znaczacych indekséw J(V,) sume iv;, mozna przedstawi¢ w
i=0

nastgpujacy sposob:

Sv,= 3 v,=a, Xow, (o) =alw,, (1) s, () e, (1] (D6)

i=0

* Przy h, = 0 bylby to przypadek modelu bez opéznienia.
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Wartos¢ wyrazenia (D6) jest wyznaczona przez iloczyn wspotczynnika g, i $redniej wazonej (za
pomoca wag w, i=ia(V), ia(V)+1,..., iy(V;)) monotonicznie malejacych wyrazen: (1+r)7" ,..,(1+r)_i*"
Jezeli zbior znaczacych indeksow J(V;) zawiera jeden element, tzn. gdy badany model jest opdznieniem
prostym, to:

(V)= h = ig,
poniewaz jedyny niezerowy wspoéiczynnik opdznienia v;l =v, (1+r .
Jezeli zbidér znaczacych indeksow J(V,) zawiera wigcej niz jeden element, tzn. gdy badany model jest
op6znieniem rozlozonym, wartosé érednia tych wyrazen, (7+r)™ , spetnia nieréwnosé:
(14+r)" > (1+r )" > (1+r)7%,
lub
V) < v, < igV).
Gdy i4(V))— o, tj. w przypadku modelu nieskoficzonego, powyzsza nieréwnos¢ sprowadza si¢ do

postaci;
V) << e

ktéra jest zgodna z zatozeniem. Co bylo do okazania.

Komentarz Z réwnosci:

‘;(nr )iy, =a,(1+r)™

wynika, ze:
ln(iv,, j—ln[iv“ (1+r)"] iv,,.
i=0
1

=0 n| —= /In(I+r).

©

In(Z+r) S, (I+r)”

h =

Wiasnosci wynikowego rozkladu opodznienia 2. Zalezno$¢ migdzy wartosciami Srednimi rozkladu
opdznienia M(W) i rozkladu wynikowego opoznienia M(U)).

Twierdzenie 1. O odchyleniu wartosci Sredniej wynikowego rozkladu opdznienia M(U,) od wartosci
sredniej rozktadu opdznienia M(W,) przy statej nieujemne;j stopie wzrostu 7, 7> 0.

Zatozenia Rozwazany jest model opdZnienia roztozonego:

® ©
Y= Z Vyi%-i =a,z W% s
0 i=0

i=

w ktorym:
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1. sumaa,= ) v, ma skonczong warto$é
i=0

2. wspdlezynniki w, , i = 0, 1, 2,..; utworzone ze wspotczynnikow v, ;, (i = 0, 1, 2,..) w wyniku
normalizacji, tworza rozklad opdznienia W, o skonczonej dodatniej wartosci sredniej M(W)),
MW)> 0,

3. zmienna niezalezna x w calej historii, tzn. od -co do okresu ¢ wzrasta ze statg stopa wzrostu , #>0,
a ponadto x.,=x, (1 + r)", X=x (1 + r)‘z,...,‘

4. zbioér znaczacych indeksow J(V,) zawiera przynajmniej dwa niezerowe elementy.

Teza Przy r > 0 warto$é srednia opdznienia tacznego M(U,) jest nie wigksza od sredniej rozkladu
opdznienia M(W,):

M(U) < M(W,).
Dowdd.
Na podstawie wzoru (1.8) udzialy u,; okreslane sa za pomoca nastgpujacego wzoru:
- ViXi-i _ v”x‘(1+r)" = Vi (1+I‘)7’ i=0 1’ 2.

"B iv,j x,(1+r)’ iv,/ (1+r)’ ’
=0 =0
Korzystajac z Lematu 1 mianownik w powyzszym wzorze mozna zastapi¢ przez wyrazenie a,( [+r )™ ,
dzigki czemu wzér ten mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
wi= w,(1+r)""i=012,.. (D7)
majac na uwadze, ze w,; = v;/a,.
Na podstawie wzoru (1.10) oraz na podstawie Lematu 1 wartos¢ $rednia wynikowego rozkiadu
opdznienia M(U,) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
MU = iﬂiw,,(] . (D8)
Teza zostanie udowodniona, jesli wykazana zostanie prawdziwos$¢ relacji:
M(U,) - M(W,) <0. (D9)
Dla uproszczenia wywodu definiowane sg réznice Aw,;, i = 0, 1, 2,..:
AWy, = Ui - Wiy

o ktérych wiadomo, na podstawie wzoru (D7), ze:
Aw, 2 0,dlai <b, Aw,;, <0,dlai>b,,

a ponadto iA w, =0,
i=0

o o
poniewaz » w,=loraz ., u,=1.
i=0 i=0
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Lewa strong nieréwnosci (D9) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

MU) -MW) = Siu,~Siw,=5idw, =Yidw,+ 3 idw, .
i=0 i=0 i=0

i<h, ih
Poniewaz wspotczynnik b, moze by¢ liczba niecatkowita, wygodniej jest okresli¢ pewng naturalng
liczbg I, I =max{ i, i <b, }, co pozwala na przedstawienie powyzszej zalezno$ci w postaci:
/ ©
MU)-MW) = Yidw,+ Yidw, . (D10)
i=0 i=l+1
Rozwinigcie prawej strony (D10) ma postac:

i
MU) - M) = 3 i Aw,, + (1+1) Aw, 1o+ (1+2) Aw, 1oz + (1+3) AW, 1or.
i=0

i
= ZiAW” (1AW, 1+ 1AW 2 + 1AW, 13+ )+ (1AW, g + 24w, 0t 34 W, 1a5t.).
i=0 °
Po prawej stronie powyzszego rownania dodatnie jest tylko pierwsze wyrazenie (zawierajace operator

sumowania) poniewaz dla i <’/ wszystkie Aw,; > 0. Z uwagi na to, ze:

! !
YiAw, 1Y Aw, ,

1=0 i=0

réznica M(U,) - M(W,) jest nie wigksza od wyrazenia:
M(U,) - M(W) <(14w, | + 1A w, ; +..+ 1A w, )+ (1AW, 1oy + 1AW, o+ IAW, 1ast.) +

F (1AW, 10y + 24w, 12+ 34w, st )= 1Y Aw,, + Y iAW,
i=0 i=l

Poniewaz iA w,, =0, oraz dlatego, ze dla i > ] wszystkie 4w, ; <0,

i=0

MU) - MW) < Sidw,,, <0, DI11)
i=1
z czego wynika, ze:
M) <MW,
C.b.d.o.
Komentarz

=
Poniewaz z nieréwnoséci ) iAw,,, <0 wynika, ze mamy do czynienia z nieréwnoscig ostrg, w zaleznosci
i=1

(D11) nier6wnos¢ nieostra wystepuje tylko w przypadku opdznienia prostego lub gdy » = 0.
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Zalezno$¢ wartosci Sredniej wynikowego rozkladu opéznienia M(U) od stopy wzrostu
Twierdzenie 2. O zaleznoéci $redniej rozktadu wynikowego opdznienia M(U) od stopy wzrostu r
zmiennej niezaleznej.
Zatozenia Rozwazany jest model opdznienia roziozonego, ktérego rozktad wynikowy opdznienia ma
okreslone wartos¢ $rednig i wariancje oraz w ktorym wartosci zmiennej niezaleznej wzrastajg ze stala
stopg wzrostu 7.
Teza Wartos¢ srednia rozktadu wynikowego opéznienia M(U,) jest malejaca funkcjg stopy wzrostu »
zmiennej niezaleznej.
Dowdd Dowiedzenie tego twierdzenia opiera si¢ na badaniu pochodne;:
AMU) d ?:j,,ivn x,(I+r)” 4 giv,i I+r)"

drdr| $y o (qary | 4 iﬂv“ U+r)"

i=0 i

(D12)

Majac na uwadze, ze wspotczynniki rozktadu opodznienia W, nie zaleza od stopy wzrostu r zmiennej

niezaleznej, przez rézniczkowanie mozna uzyskac zaleznos¢:
dMU,) £
dr

A, (e =Sy e =S iv, () S, Uy ——
7 1+7r iz i=1 i=l 1+r

[i v, ({+r)" J

F
{Ziv,i (1+r)"} =YV, () Y, U+r) - 5
i=1 i=1 i=1 1 = .3
=T 7 = 1, ->iu,
1+r o - I+r {:(m: j i=l :l
[ZIV” +r)" ]
i=/
Poniewaz:
D'U)=3 i, -MU,)
i=1
oraz
Siv, (1+7)"
m(U,)= f—«—
v+
zatem
dm(U,)z_DZ(U,) (D13)
Codr I+r '
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Z zaleznosci (D13) wynika, ze warto$¢ sredniej wynikowego rozkfadu opdznienia M(U,) maleje wraz

ze wzrostem stopy wzrostu 7. C.b.d.o.

Rozklad graniczny a stopa wzrostu

Twierdzenie 3. O zbieznosci rozkladu opdznienia wynikowego do rozkiadu jednopunktowego, gdy
stopa wzrostu » zmiennej niezaleznej ro$nie do nieskonczonosci.

Zatozenia Rozwazany jest model opdznienia roztozonego, o okreslonych podstawowych parametrach
rozktadu opdznienia, w ktérym warto$ci zmiennej niezaleznej wzrastaja ze stata stopg wzrostu r.

Teza Gdy stopa wzrostu r zmiennej niezaleznej x ros$nie do nieskonczonosci, rozkiad opdznienia
wynikowego dazy do rozktadu jednopunktowego (opdznienia prostego) o wartoéci Sredniej rozktadu
opdznienia wynikowego rownej najmniejszej wartosci indeksu znaczacego is a wariancja rozkltadu
opodznienia wynikowego dazy do zera.

Dowod Rozwazany jest model opdznienia:

©

V= Z V0i%ii =Veig %i-iy + Viig+1%i-iy et
0

- i=

ktéry mozna przedstawié¢ w nastepujacej postaci:

S S ~Gi-i, S N
yl=val‘x/>l=Zv/ix/—Id (1+r) (I I’) =x/-l,[ Zvrl(1+r) e 2
imig

1=0 =iy
poniewaz:

X =X, +r) T =iy Lt 2,

Wartos¢ zmiennej zaleznej spetnia nieréwnos¢:

(=i & =)
=X,

1-ig Viig +x1—:4 Z Vii (]+r) J

izig+l

@
Viig Xi-ig <) =Xy /Z Vu'(l"'r)
=iq

Z uwagi na to, ze wszystkie warto$ci wspotczynnikéw opdznienia v, 0 <v,; <1,i=0, 1, 2,..;:

> =(i=ig) &, =i
v/i,, X/—:,, + x/ﬂ,, Z Vi (1 + r) < x/—i,, vl/,, + xl—i,, Z (1+ r) >
izig+l i=l
i ostatecznie:
1
Viig Xy SVS X, | Vi, —r- s (D14)

poniewaz:
Saen =1,
i=1 r

Przechodzac do granicy przy » dazacym do nieskonczonosci, prawa strona nierownosci (D14) dazy do

opdznienia prostego:



v, iq xl—:,,
o wartosci $redniej rozktadu wynikowego opdznienia rownym parametrowi i, i zerowej wariancji.

C.b.d.o.

Twierdzenie 4. O zaleznosci wartosci $redniej M (W,) rozkifadu modelu opéznienia W, w okresie ¢,
(model dostosowania adaptacyjnego ze zmiennym wspdtczynnikiem dostosowania 4,), wzor (1.77), od
wartosci Sredniej M (W,_,) rozktadu opdznienia W,_, w okresie t-1.

Zalozenia. Niech wartosci wsp6tezynnikéw dostosowania 4, ,, i=0, 1, 2, ... ; naleza do przedziatu [0, ].
Teza Wartos¢ sredniej M(W,) rozktadu modelu opoznienia W, w okresie ¢ zalezy od wartosci sredniej
M(W,_,) rozktadu modelu opdznienia W,_, w okresie ¢-/ zgodnie z nastgpujacym wzorem:

M(”’J=”—ﬂ/)mf’_"l—)a[M(Wlﬂ+ 1].
T d -1

Dowdéd
Punktem wyjscia niniejszego dowodu jest przeksztatcenie wzoru (1.75) do postaci:
aM(W,)=1-2_,(1-24)+2-2_,(1-2,)(1-4_,)+3-A_;(1-2,)(1-A_)(1-2_,)+..
= A (1=2, )+ (1=2A Ay (1=Ay )+ A (1= )(1 =2, ) +... ]+
(1= 1A (1= A )+ 2- A (1= A, )(1 =2 ) +... )
Pierwszy nawias kwadratowy od strony lewej w powyzszym réwnaniu jest rowny:
Aa1=2 )+ Ay (1=2 )(1=2 )+ ]=a_, — 2,
podczas gdy drugi od lewej nawias kwadratowy jest rowny:
[1-a,1=2,)+2- 2 ,(1-2_)(1-2_,)+..|=M(W,_,).

Po podstawieniu i uporzadkowaniu uzyskiwana jest badana zaleznos¢.

Twierdzenie 5. O zaleznosci wartosci sredniej A(W,) modelu opdznienia roztozonego z rozktadem
opéznienia W,, W, =W, " +W/* +...+ W, " otrzymanego przez sumowanie skoriczonej liczby n modeli
opdznienia roztozonego o skofczonych wartosciach srednich sktadowych rozkladéow opdznienia
MW ) MOV )., MWL ).

Zalozenia Istnieja rozktady opdznienia W, " W ,. W’ modeli bedacych sktadnikami sumy o

skoriczonych warto$ciach $rednich rozktadéw opdznienia M (W, ), M(W/? ),.... MW" ).
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Teza Wartos¢ $rednia M(W/") rozkladu W/" powstalego z superpozycji n modeli opéznienia
rozlozonego jest suma wartosci $rednich M(W,"’ ), i =1, 2, .., n; rozktadéw opdznienia modeli bedacych
elementami superpozycji:
MW )= MW" )+ MW ) +...+ M(W™ ).
Dowdd zaleznosci powyzszej zaleznosci jest oparty na wzorze opisujacym funkcje pochodng iloczynu
n funkcji, ktory po prostych przeksztatceniach prowadzi do potwierdzenia tezy:

aw!'(1) _dw (0)-...- (0]

do dé 16=1
n 0 dW(6) 1
=11IW"(0) Y————
{:—I ‘ ( )';:ZI do VV’(U(H) e
N (i) » .
—$ ) pow )= mew,),
=1 do =l

Twierdzenie 6. O zaleznosci wariancji D’ (W, )modelu opéznienia roztozonego z rozkladem opéznienia
W, W,=W" +w? +. . +W " otrzymanego przez sumowanie skonczonej liczby n modeli opéznienia
roztozonego o  skonczonych  wartosciach  wariancji  sktadowych  rozkladéw  opdznienia
D*(W(" ), D* (W ),..,D* (W™ ).

Zalozenia Istnieja rozklady opdznienia W,/"” W/, W' modeli bedacych skiadnikami sumy o
skoniczonych wariancjach skfadowych rozktadéw opéznienia D’ (W, ), D’ (W, ),...,.D* (W ).

Teza: Miedzy wariancja D’(W,) rozktadu W, , bedacego wynikiem sumowania n modeli op6znienia
roztozonego, a $rednig wazong wariancji skladowych rozktadéw opdznienia D*(W”’ ), j= 1, 2, .. ;
zachodzi nastgpujaca relacja:

D¥(W,)> z " prwen). @8
W przeprowadzeniu dowodu wykorzystane bgdg nastgpujace zaleznosci:

D}(W,)=§i’w,.-@iw,,)2=ii’§":a; N [z M(W“’)]

i=0 =1 a,
ir’i (1) Z lew(./) [D (W(’))+M (WU))]
=0 j=0 4, j=0 4, i=0

oraz
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v g ) ) 2

D) =32 D)+ W)= | S M)
J=1 a J=l a,

v g :

-S4 o+ S M WA S |
J=l Jj=1 Q,

Dowdd prawdziwosci powyzszej nieréwnosci polega na pokazaniu, ze rdznica miedzy ostatnimi
dwoma sktadnikami powyzszej zaleznosci jest nieujemna, lub réwnowaznie

2

Z“ M (W‘”){Z M(W“’)}

Z nierdwnosci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze dla dowolnych skonczonych ciagéw liczb
rzeczywistych a; i by, j=1,...,n; prawdziwa jest relacja®;

2
ey by Z(Zc,blj .
=g =1
Przyjmujac oznaczenia:

) a?
M(u/’(/))i b/ = d

; J= 1, 2,., n; oraz podstawiajagc do powyzszej nieréwnosci
uzyskujemy:

1

Z M (W(/))Z ’:iﬂM(W;(/))J .
j=1 q, J=1 4,

Poniewaz z zatozenia

ol
= a,
zatem
2

re M (W“’){Z M(W‘”)}

=1 j=1 Q,
Z czego bezposrednio wynika zalezno$¢:

D? (W)>Z D w’)

c.b.d.o.

* Bronsztajn 1. N., Siemiendiajew, K. A., Musiol G., Mihlig H.. Nowoczesne kompendium matematyki
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004, strona 34
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Twierdzenie 7. Wariancja rozkladu opéznienia modelu opéznienia powstalego z sumy dwéch modeli
opoéznienia.

Zalozenia Dwa modele op6znienia maja rozktady opéznienia odpowiednio " i W, oraz skonczone
wariancje D*(%") i D*(w*).

Teza Migdzy wariancja rozktadu opoéznienia D’(W, ) modelu opdznienia powstatego z sumy dwoch
modeli opdznienia z rozkladami opdznienia réwnymi odpowiednio D’(W,”)) i D’(W,(“) zachodzi
nastgpujacy zwiazek:

2)
D'(W,)= D( W+ - W,(“]

a,

a2 pr w4 8w ) S g ew ) mw )}
2}

a! 4

Dowiedzenie prawdziwosci powyzszej zaleznosci opiera si¢ na wykorzystaniu wzoréw z Czgsci I,

Rozdziatu 1.9 o numerach od (1.59) do (1.62).

(1) (2)
[2) %)
D"(—’ w42 W,’“j =
a/ a/

dz (1) ! (2) (1)
{ W)+ d— - W (1)] dé?{ wr)+ L

Tag WW(U]

d (1) (2) '
{d@[ W, (1)+ “ W (])}}

Po zrézniczkowaniu i uwzglednieniu (1.62) otrzymujemy wzor:

a,

D*(W,)=
(I) o) (2) (2) )
al dWOD)  a? AW a” iy, 0 gy
a, do a, do’ a, a,
2
,: M(W(’))+ M(W(z)):'
a, a,

Dodajac i odejmujac od powyiszego réwnania wyraZenie:

& Aoy + S e )

oraz porzadkujac wyrazy uzyskujemy:
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(’) de“)(l) M(W“’) a” 4 w0y +
a do&’ a, a, !

4

) @ @) (2)
La” a? d'w, 2(1) a” M @)= a, &MY+
a, dé a, a,

1

aq,

{ M)+ 2 M(W‘”)} a2 Aoy 9 p

4 D‘(W"’) a i) 4 (W“’)+ "y +
a, a,
: (/)a(
[ M (W(I)) [ MJ(W(Z)) o M R q, M(W(I))M(W(Z))
al
a
a,

q,

o prfy), ;yww+

1

l aq,

() ( ) ()
3 a'—MZ(VV,U) )(1 _ a ) M2 (W“))( J 2Lt a a M(Wu) )M(W“))
a a, a,

1

Poniewaz:
() (2)
i__,_a_l-z 1,
al al
zatem
D(w,)=
(1)
a, D’(W“))+ D’(W“))
al 4
a(ua()) ( (2 I)(
+ & S W )+ S M W ) - 22— MW )W),
al al I
(1)
DW) =2 p (4 & D’(W“’) [M(W“’) mw)f.
al al l
c.b.d.o

Wartos¢ Srednia rozkladu opéznienia powstalego z superpozycji modeli opéznienia
MW" )= MW" )+ MW" )+ ...+ M(W,")

Wyprowadzenie powyzszej zaleznosci wykorzystuje wzor (1.61) oraz formutg na pochodng iloczynu:
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aw/"'¢1) _dw"0)-...w"0)]
do do 01

i o dW(6) 1
_ W{:) 9 ik I Sl
{ (8] [Z do W,"’(ﬁ)}}w-,

(i) ) v
LD $vow )= e,

i

Twierdzenie 8. Wariancja rozkladu opéznienia modelu opdznienia powstalego z superpozycji n

modeli op6Znienia.
W™ modeli opéznienia bedacych elementami

D'(W™).

Zatozenia Istnieja rozktady opoéznienia W W%, ...,
superpozycji majacymi skoniczone wariancje rozktadéw opdznienia D*(W," ), D* (W% ),...,
Teza Wariancja D*(W,"/) rozkiadu powstatego z superpozycji n modeli opéznienia rozlozonego jest

suma wariancji D’(W”),i =1, 2, .., n; modeli bedacych elementami superpozycji:

D" )= D'(W )+ D' (W )+..+ D' (W),

Dowdd powyzszej zaleznosci jest oparty na wzorze (1.61) z wykorzystaniem formuty na pochodng
iloczynu zmiennych oraz wzoru na drugg pochodng iloczynu zmiennych:

aw!" o) _dw o). w )]
do’ o’

e e d W) 1 aawe) 1 T efawe) 1 |
I, (‘9){2 i W) |E de wie)| B a8 woa)

i=1

=

W) :ﬁ:de’n')(]) "'l:i:M(Wm):r _iMI(W('))
i=1

ae’ = de’ i=1
Uwzglednienie tych zaleznosci prowadzi do postaci:
(i) n i
DW= de (1)+ZM( )5 M2 (")
i=l

zi[%JrM(W/")—M( “”)} SD(W),

i=

c.b.d.o.
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Skladnik losowy w modelu bedacym sumag modeli opéznienia roztozonego

Z suma modeli opdznienia roztozonego mamy do czynienia, gdy zmienna zalezna y, jest sumg n
zmiennych zaleznych y(//, j= 1, 2,..,n; wzgledem tej samej zmiennej niezaleznej x, (wzor 2.17):
Y=y +y P4y n<ow (D15)

przy czym

= Zv”)x +el, y? Zv”’x,,+e(“-- ) = Zv{’”x +e", n<ow; (D16)

(gdzie n jest skoficzong liczba naturalng) bedacych zmiennymi okreslanymi za pomoca wzoru (1.1), gdzie
sktadniki losowe e/, j= 1, 2, .., n; s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach oczekiwanych
rownych zero i statych wariancjach:
EP) =0, D) =09 <w0,j=1,2, .., n
Zaleznos¢ (D15) mozna zapisaé¢ w postaci:

L B}
=y ey = sz”’ +Zle,’“ TSV x,, +e, —ZV,,x,,+e

J=li= J= =0 j=1
gdzie:

"
=, (J) (j)
e = Zle, oraz v, Z’v .

=

Z powyzszych zatozen wynika, ze:
E(e,)=0 oraz D’(e,)zf:(a”’)z . (D17)
J=1

Skladnik losowy w modelu utworzonym przez superpozycj¢ modeli opéznienia rozlozonego

Z superpozycja modeli opéznienia roztozonego mamy do czynienia, gdy zmienna zalezna y/"jest

opisana za pomoca modelu opéznienia roztozonego wzgledem pewnej zmiennej niezaleznej y"™"', ktéra

jest z kolei zmienng zalezng modelu opéznienia roztozonego wzgledem innej zmiennej niezaleznej y" !,

itd.:

y'[u/ Z n} [nAI/ +€(u) =V,"”(L)y,’,’,’"’ e,

y/::—l/ Z (u—l) [11—2/ +g(n 1) _ V{n l)(L)y/u—Z/ +€(n ),
por (D18)

gdzie x, oznacza zmienng niezalezng w modelu opdznienia roztozonego o numerze /. O sktadnikach
losowych w (D18) zakfada sie, ze:
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E@P) =0, D'(eP) = (0V) <o, D' (eVe?)=0,k=12,.;j=1,2,..,n.
Postugujac si¢ zapisem operatorowym, zaleznosci (D18) mozna przedstawi¢, na podstawie wzoru
(D15), w postaci:
A=V Oy, + e
=V 2@y + e
P =V O+ 50 (D19)

yEn) = Vl(n) (L)yEn—I] ) g((n).

lub
(1 — (yy () .
y/ _al I/V/ (L)X, +€/ >
21 _ @y 0] .
v =a WLy, e
31 _ O 2 .
Y =aPWO (L)Y + e

yEn] — a’(ll)m(/r)(L)yEn—I] +E’(n).

(przy zalozeniu, ze istniejg rozklady opéznienia) gdzie V,”’(L), j= 1, 2,.., n; operatory wielomianowe

zbudowane na wspéltezynnikach struktur opéznienia ¥/, ¥V =\ v Y W(L), j=1, 2., n
operatory wielomianowe zbudowane na wspofczynnikach rozktadow opdznienia
W W = wl o wi L)y oraz a, j=1, 2., m; mnozniki dhugookresowe sktadowych modeli
opoznienia roztozonego:

a” =3y j=1,2.,n. (D20)
i=0

Przez kolejne podstawianie zaleznosci (D19) uzyskuje sig:
W=V OLyx, + e
I =VOWW O WLy, + VO (L) + 67
W =VOWrA @YD, + VO LY (L) +V, I (Le? +; D21
A A ORI A O
VO LY VOLYED + VO (LYo VO LYED +. A VDD 460,

Oznaczajac iloczyny operatoréw wielomianowych i mnoznikéw dtugookresowych odpowiednio przez:

[
WL =W (LY. WOL) =TTV (L) s k=1, 2, ..., m; (D22)
J=1
oraz
al=a® .. .a" =1]a" k=12 ..,n (D23)
J=1
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zaleznos¢ zmiennej zaleznej y,"' wzgledem zmiennej niezaleznej x, , wzér (D21), mozna zapisaé w

zwiezlej postaci:

o) — Gyt +a,["]W,["](L) W, &AWL o I a" W (L) o
v =a" WL, mpiney & gy & Tt ey &
a" W (L) a” W= (L) a" "W (L)

lub (D24)

(nlg7

noa" W " (L)

W =a" W L)x, + Y~ e
& awi(L)

+e

: (] .
Oznaczajac przeze," :

" a[["]u/[["l (L)

1) [
o o g AL
TR AW

e (D25)
zalezno$¢ (D.24) mozna przedstawié¢ w uproszczonej postaci:

W =a"Wr(L)x, +e". (D26)
z ktorej wynika, ze superpozycja modeli opdznienia roztozonego jest rowniez modelem opoznienia
roztozonego, mnoznik dtugookresowy superpozycji modeli opdznienia roztozonego jest rowny iloczynowi
mnoznikéw diugookresowych skfadowych modeli opdznienia roztozonego, a rozklad opdznienia jest
zbudowany na wspélczynnikach uzyskanych z iloczynu operatorow wielomianowych zbudowanych na
wspotczynnikach sktadowych rozktadéw opdznienia.

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

W)
wry=2 L) iy o D27
) =G (o27)
oraz
(o
T . S . (D28)
(L)

Nietrudno zauwazyé, ze W,’(L) jest iloczynem operatoréw wielomianowych W,"’(L) o numerach,
i=j+1, j+2, ..., n; zbudowanych na rozkiadach opéznienia W, j=1, 2, .., n; oraz ze a\’’ jest iloczynem
mnoznikéw dlugookresowych modeli opéznienia @ o numerach i=j+1, j+2, ..., n.

Jak pokazano w Czeéci II, iloczynowi operatoréw wielomianowych W,Y)(L)zbudowanych na

rozkfadach opéznienia zawsze jednoznacznie odpowiada pewien rozktad opdznienia W,V'. W zwiazku z

tym zalezno$¢ (D26) mozna przedstawié¢ w nastgpujacej postaci:
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Poniewaz z zaloZenia:

E(eV)=0, D*(eV) = ( (/)) <w, D'(EVeV)=0,k=12,.;j=12 ..,n

warto$¢ oczekiwana skladnika losowego e/, wzor (D29), jest réwna:

E@E™) =0,

co bezposrednio wynika z zatozenia, a wariancja sktadnika losowego e[, wzér (D17), jest réwna:
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j=1i=0

C.b.d.o.

Rozpigtosé struktur zlozonych modeli opéznienia rozlozonego

Rozpietos¢ struktury sumy skonczonych modeli opdznienia

(D29)

Z sumg skonczonych modeli opdznienia roztozonego mamy do czynienia, gdy zmienna zalezna y, jest

sumg skonczonej liczby zmiennych zaleznych y(” Jj=1, 2, .. ,n; opisanych za pomocg skonczonych

modeli opdznienia roztozonego wzgledem tej samej zmiennej niezaleznej x;:

o, L@ o) _ () _ ol
Y=y 40+t y" =y, %j)v’,x,—ﬁe,; n<o
=ia\Vi

gdzie:
y’m) i) s(V(")) " o,

g t3
»= vix,, +el, P = Vx_ +e?, e, Yy = vix,_ +e”, n <o
=g ¢ ) i=iy Vm) i=ig P )

orai 2

=Sipie =Sl

J=0

Granice zbioru indekséw znaczacych J(¥)) sa okreslone za pomoca nastgpujacych wzoréw:

i, (V)=min{i, (V") j=1,2,..,n}

’* Dla uproszczenia zapisu w dalszej czesci sktadniki losowe zostang opuszczone.
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(D31)
i, (V) =max{i,(V\"); j=1,2,.,n}

Rozpigtos¢ struktury opdznienia R(V,) wyraza si¢ wzorem:

R(V,):max{iK(Vj"’);j=1,2,“,n}—min{i,,(V,“’)+1;j=1,2,...,n}. (D32)

Rozpigtosé struktury superpozycji skonczonych modeli opéznienia

Z superpozycja modeli opéznienia roztozonego mamy do czynienia, gdy zmienna zalezna y!"/ jest
opisana za pomocg modelu skonczonego opdznienia roztozonego wzgledem pewnej zmiennej niczaleznej
y!/"11 ktéra jest z kolei zmienna zalezng modelu opéznienia roztozonego wzglgdem innej zmiennej

niezaleznej y/"*/, itd.:

) (A i) 0

= % vyt = F VY = VX, (D33)
i=ig ™) i=ig ") =)
Postugujac si¢ zapisem operatorowym zaleznosci (2.25) mozna przedstawi¢, na podstawie wzoru
(2.10), w postaci:
PO =VILYD, 5D =V DD, O =V D, (D34)

Granice przedziatu indekséw znaczacych rozkfadu utworzonego w nastgpstwie superpozycji

skofczonych modeli opdznienia roztozonego sa okreslone nastgpujacym wzorem:
i (Vl/n/ )= 5 i (V,“’)
Jj=1

g (V,/"/ )= /%ig (Vl(l))

a rozpietosé struktury R(V/") wynosi:

ROV ) =i W/)=i, (i )+ 1= S0, (0 7)- Si, (v )+ 1.
J=1 j

j=1
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