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Modele opéznien w systemach ekonomicznych. WlasnoSci i zastosowania.

Wstep

Z doswiadczenia wiemy, ze pomigdzy przekreceniem pokretta goracej wody a ustaleniem sig
temperatury wody wyplywajacej z prysznica mija jaki§ czas; wiemy tez, Ze czas ten w rdéznych
prysznicach bywa rézny, co moze byé przyczyna niepozadanych doznafi. Roéwniez wtedy, gdy
dowiadujemy sig, ze cena ropy naftowej szybko rosnie na $wiatowych gietdach, z duza pewnoscia
mozemy oczekiwa¢, ze ceny paliw na krajowym rynku réwniez odpowiednio wzrosng. W obu
przypadkach mamy do czynienia ze zjawiskiem nazywanym opdznieniem.

Ze zjawiskiem opdznienia mamy do czynienia, gdy reakcja obserwowanego systemu lub jego czgsci na
zmiang pewnego czynnika nastgpuje po jakim$ czasie. Opdznienia sa nieodlaczne od zjawisk
dynamicznych, w ktérych przyczyna zmian poprzedza wystgpienie jej nastepstw. Jednak nie wszystkie
zaleznosci przyczynowo-skutkowe sa zwigzane z dziataniem mechanizmu opdznienia; czgsto sa to
zjawiska zlozone, w ktorych dzialaja inne mechanizmy, miedzy innymi sprzezenia zwrotne, ktore
powoduja, ze to samo zjawisko jest zarazem przyczyna i nastgpstwem powiazanych zjawisk.

Modele opdznienia stanowig wazny element konstrukcyjny modeli dynamicznych, to jest takich, ktére
objasniajg zmiany pewnych zmiennych zaleznych (objasnianych) za pomoca zmian pewnych innych
zmiennych, zwanymi niezaleznymi lub objasniajacymi, ktére nie zalezg od zmiennych zaleznych. Czgsto
przyjmowane jest zalozenie, ze zmienna zalezna reprezentuje kategorig, ktorej zmiany sa nastgpstwem
zmian wartosci zmiennych niezaleznych reprezentujacych kategorie bedace przyczynami tych zmian'.

Hendry et al. (1984), strona 1057, przyczyn zjawiska opdznienia dopatrujg si¢ w takich kosztach
dostosowania, jak: koszty transakcyjne, badawcze, optymalizacji oraz gdy podmioty powoli reaguja na
zmiany w otoczeniu w nastepstwie bezwladnosci, utrwalonych przyzwyczajen, zwloki w
dostrzeganiu/rozpoznaniu zmian. Wedtug tej opinii powolnos¢ reakcji wiaze si¢ rowniez z niepewnoscia
oraz niedoskonatoscig rynkéw. Do wymienionych czynnikéw mozna doda¢ opdznienie informacji, na
ktérych podstawie sg analizowane i podejmowane decyzje.

Modele opdznienia sa tworzone dla potrzeb réznych dziedzin nauki i roznych zastosowan. Na gruncie
ekonomii zalezno$ciami klasycznymi majacymi postaé modelu opdznienia sa miedzy innymi: wplyw
nakladéw inwestycyjnych na zasob kapitatu, transmisja ceny, tj. opdznienie zmiany ceny krajowej
importowanego surowca wzglgdem zmiany ceny tego surowca na rynkach miedzynarodowych,
opéznienie sprzedazy wzgledem zmiany ceny - lub w skali makroekonomicznej - reakcja popytu
konsumpcyjnego na zmiang dochodu dyspozycyjnego, czy wreszcie reakcja gospodarki na zmiang stopy

procentowe;j.

"W przypadku modeli stochastycznych trudno méwié o zaleznosciach przyczynowo-skutkowych.
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Celem modelu opdznienia jest opisanie zalezno$ci zmiennej zaleznej od zmiennych niezaleznych. W
wielu przypadkach celem tym jest réwniez oszacowanie, o ile okresdw zmiany zmiennej zaleznej sa
opdznione w stosunku do zmiany zmiennej niezaleznej i w jakim stopniu zmiany te sg rozlozone, badz
skupione w czasie.

W analizie opdznieni wyodrgbni¢ mozna dwie podstawowe grupy zagadnien. Grupa pierwsza, to
analiza mechanizméw, ktore decyduja o whasciwosciach badanego opdznienia. Grupa druga, szczegdlnie
wazna w badaniach empirycznych, to zagadnienia zwigzane z estymacja modeli opdznien.

W historii badan zaangazowanie w rozwigzywanie probleméw z obu tych grup bylo nieréwnomierne.
W pierwszym okresie uwaga badaczy byla skupiona gtéwnie na analizie konstrukcji i whasnosci réznych
modeli opdznienia. Byly to przede wszystkim prace: Fishera (1937), Koycka (1954), Solowa (1960),
Almon (1965), Griliches (1967). Roéwnolegle prowadzone byly prace poswigcone drugiej grupie
zagadnien.

W drugim okresie, ktory - jak si¢ wydaje - trwa nadal, dominujg prace poswigcone zagadnieniom
nalezacym do grupy drugiej. Do najwybitniejszych prac tego nurtu nalezy zaliczy¢ przede wszystkim
nastgpujace: Griliches (1967), Maddala (1977), Dhrymes (1981). Wplynely na to nastgpujace czynniki:
rozwigzano znaczng cz¢$¢ podstawowych probleméw grupy pierwszej oraz dostrzezono wagg i ztozonosé
probleméw estymacji. Za cezur¢ mozna uzna¢ pojawienie si¢ artykutu Almon (1965) i Jorgensena (1966),
w ktorych zaproponowano odpowiednio tak zwane modele wielomianowy i ilorazowy. Modele te z jednej
strony charakteryzuja si¢ duzg elastycznoscia w tym sensie, ze nie wymagaja od stosujacych modele
opoznienia zaangazowania a zarazem zwalniaja od probleméw nalezacych do grupy pierwszej.

Wielka syntezg osiagni¢¢ na polu badania modeli opdznienia stanowi ksigzka Dhrymesa (1981).
Mimo, ze od jej pierwszego wydania mingto ponad trzydziesci lat, jest ona wcigz fundamentalnym
zrédlem wiedzy o modelach opéznien. Stanowi zarazem wzorzec, do ktérego nalezy si¢ odnies¢
decydujac si¢ na pisanie o modelach opéznien. Autorowi tej pracy wydaje si¢, ze ma tu co§ nowego do
zaproponowania.

Celem tej pracy jest zaprezentowanie analizy modeli opo6znien, ktorej niektore watki stanowiag
nawigzanie do przedstawionego powyzej okresu pierwszego, jak rowniez korzystajacej z rozwigzan
zaproponowanych w badaniach pézniejszych. Sg to nastgpujace grupy problemow.

Pierwsza grupa wigze si¢ z doborem miernika opdznienia. Podejmowane tu zagadnienie jest
nastgpstwem powszechnego przyjmowania w literaturze przedmiotu jako miernika opdznienia wartosci
$redniej rozktadu opodznienia, co w wielu wypadkach moze by¢ powodem nieporozumien i bledow
interpretacji. Ma to znaczenie zwlaszcza wtedy, gdy celem analizy jest okreslenie opdznienia zmiennej

zaleznej wzgledem zmiennej niezaleznej, a nie wylacznie mechanizm opdznienia.



Druga grupa zagadnien podjetych w tej pracy jest zwigzana z analiza wilasnosci podklasy modeli
opdznienia opisujacych zjawiska zwiazane z przeptywami. Do tej podklasy zaliczy¢ mozna takie modele
jak: model ksztattowania si¢ kapitatu pod wptywem inwestycji i deprecjacji kapitatu, model ksztattowania
si¢ stanu depozytow w systemie bankowym pod wptywem strumieni wplat oraz wyptat, model
ksztattowania si¢ poziomu zadtuzenia z tytulu kredytu udzielonego przez system bankowy pod wptywem
strumienia splat wczesniej zaciggnigtych kredytéw oraz strumienia nowoudzielonych kredytéw. Do tej
podklasy mozna réwniez zaliczy¢ model demograficzny, w ktorym liczba ludnosci jest ksztattowana przez
strumienie urodzen oraz zgondw. Wspdlna cecha wymienionych tu modeli jest to, ze wystepuja w nich
kategorie zasobow oraz strumieni zasilajacych (wplywajacych) oraz wyczerpujacych te zasoby. W
zjawiskach opisywanych za pomoca tych modeli czgsto istotnymi wielkosciami sg $redni czas, jaki
jednostki strumienia wyczerpujacego zasob przebywaly w zasobie oraz $redni okres przebywania
jednostki w tym zasobie. Wielkosci te, poza wyjatkami, nie sg rowne.

Trzecia grupa probleméw wiaze sie z analiza wilasnosci modeli opdznienia, w ktorych mechanizm
opoznienia ulega zmianie. Problematyka ta nie jest nowa, np. Tinsley (1967), Pesando (1972), Otto
(1985), Gadomski (1986), Dahl, Kulaksizoglu (2005); jej umiarkowany rozwoj wynika — jak si¢ wydaje —
z dwoéch przyczyn. Pierwsza, to niedostatek informacji, powodujacy koniecznos¢ wyboru modeli
uproszczonych, ze stalymi wspotczynnikami, przysparzajacymi mniejsze trudnosci przy estymacji
parametréw. Przyczyna druga, wiaze si¢ z podejéciem pragmatycznym, polegajacym na daleko idgcym —
w stosunku do wiedzy o badanym zjawisku — upraszczaniu i w zwiazku z tym na pominigciu analizy
mechanizméw opdznienia. Jest to réwniez wynik ostabienia ,czujnosci badawczej” w nastgpstwie
pojawienia si¢ modeli wielomianowego Almon (1965) i ilorazowego Jorgensena (1966) — ich elastycznos¢
czgsto prowadzi do uzyskania zadowalajacego wyniku: wszystko to, czego nie udaje si¢ - z jakiegos
powodu - wttoczy¢ w czg$¢ deterministyczng modelu, przypisane zostaje czynnikowi losowemu.

W pracy problematyka estymacji modeli opdznienia roztozonego jest catkowicie pominigta, osobom
zainteresowanym z czystym sumieniem mozna poleci¢ prace klasyczne: Griliches (1967), Dhrymes
(1981), Hendry et al. (1984). W prezentowanych dalej rozwazaniach struktura op6znienia bedzie z
zatozenia dana lub aproksymowana w zadowalajacy sposob.

Praca skfada si¢ z nastepujacych czesci. W Czesci I sformutowany jest uogdlniony model opdznienia
roztozonego. Uogdlnienie polega na uwzglednieniu, ze na zmienna zalezng maja wptyw nie tylko zmienna
niezalezna i zmienna losowa, ale rowniez podlegajacy zmianom mechanizm opdznienia, ktéry jest dany
przez strukture i/lub rozkiad opdznienia i mnoznik dlugookresowy. Zaproponowana bedzie nowa
kategoria nazwana wynikowym rozkifadem opdznienia. W tej samej Czgsci I omawiane sg réwniez

podstawowe pojecia charakteryzujace rozktad opdznienia, (jesli istnieje): wartos¢ $rednia, wariancja i



mediana rozkfadu opdznienia. W dalszej czgsci wprowadzone sa pojgcia funkcji tworzacej i operatora
wielomianowego jako przydatnych narzedzi analizy modeli op6znienia.

Czes¢ 11 zawiera oméwienie podstawowych wiasnosci modeli zfozonych modeli opéznienia. Badana
jest suma modeli opdzZnienia roztozonego, ktora jest rowniez modelem opdznienia roztozonego,
ze strukturg opoznienia bedaca sumg skladowych struktur opéznienia, z rozkladem opéznienia
bedacym s$rednig wazong sktadowych rozkladéw opdznienia. Wspotczynnikami wagowymi tej
$redniej sa udzialy mnoznikéw dhugookresowych modeli sktadowych w wartosci mnoznika
dhugookresowego modelu-sumy. Te same wspdlczynniki wagowe uczestnicza w wyznaczeniu
wartosci $redniej rozktadu opdznienia sumy modeli opdZnienia; jest ona rowna $redniej wazonej
wartosci Srednich sktadowych rozktadow opéznienia. Wariancja rozkladu opéznienia modelu
bedacego sumg modeli opdznienia roztozonego jest nie mniejsza od $redniej wazonej (za pomoca
tych samych wspotczynnikéw wagowych) wariancji rozktadéw opoéznienia modeli sktadowych.
W przypadku superpozycji, tj. potaczenia szeregowego modeli opdznienia roztozonego, ktora
zachowuje wilasnosci modelu opdznienia roztozonego, struktura opdznienia superpozycji modeli
opdznienia roztozonego jest splotem struktur opoznienia modeli skladowych, mnoznik
dhugookresowy catosci jest iloczynem mnoznikéw dlugookresowych modeli wchodzacych w
sktad superpozycji, wartos¢ srednia rozkiadu superpozycji modeli jest sumg wartosci $rednich
rozkltadéw opdznienia modeli sktadowych oraz wariancja rozkladu opdznienia superpozycji
modeli opdznienia jest rOwna sumie wariancji rozkladéw opéznienia modeli sktadowych.

W Czgsci 1II omawiane sa podstawowe, spotykane w literaturze modele opoznienia rozfozonego ze
statym rozktadem opodznienia, ich interpretacja oraz przyktady ich zastosowan. Modele te znajdujg
zastosowanie wtedy, gdy nie ma podstaw do przyjgcia zatozenia, ze mechanizm opdznienia ulega zmianie.

Wsrod modeli ze stalym mechanizmem opodznienia wazna rolg w modelowaniu ekonomicznym
odgrywaja modele oparte na hipotezach oczekiwan adaptacyjnych i dostosowania czgsciowego. Wsrod
modeli nalezacych do tej kategorii szczegdlne znaczenie maja te, ktore opisuja systemy, w ktorych
zachodza zwiazki pomigdzy natgzeniami strumieni a wielkosciami zasobow, przez ktore strumienie te
przeptywaja. W modelach opdznien opisujacych przeplywy wyrézni¢ mozna dwie grupy modeli. Sg to
modele typu: strumien - strumien oraz modele typu zasob — strumien. Typ pierwszy opisuje zaleznos¢
natezenia strumienia wyptywajacego od natgzenia strumienia wplywajacego. W przypadku drugiego typu
opisywany jest wplyw strumienia wplywajacego na poziom zasobu. Modele przeptywdéw znajdujg wiele
zastosowan, migdzy innymi w opisie: ksztattowania si¢ kapitatu pod wplywem inwestycji, depozytow i

kredytéw w systemie bankowym, w modelach demograficznych.



Czgs¢ III jest poswigcona rowniez analizie modeli opdznienia, w ktérych zmianie ulega sam
mechanizm opéznienia. Nastgpstwem tego sa pewne szczegdlne wiasnosci tych modeli. W rozdziale tym
analizowane s modele wplywu zapaséw na tempo zmian cen, transmisji cen, zmian ksztaltowania si¢
poziomu depozytéw i kredytow pod wplywem zmian preferencji klientéw bankowych.

Ta ksigzka jest adresowana giéwnie do ekonomistéw, ale tez do przedstawicieli innych nauk
spotecznych zainteresowanych modelowaniem. Modelowanie nie moze oby¢ si¢ bez matematyki, wigc i w
tej pracy jest nieunikniona. Aby nie zniecheci¢ czytelnikow, ktorych nie interesuja wywody
matematyczne, duzg czg$¢ dowodow i przeksztatcen zamieszczono w Dodatku.

W przygotowaniu tej ksigzki nieoceniong pomoc uzyskatem od wielu pracownikéw Instytutu badan
Systemowych PAN. Szczegdlng wdzigcznosé cheialbym wyrazi¢ panom profesorowi Przemystawowi

Grzegorzewskiemu i doktorowi Piotrowi Nowakowi; nieuniknione bledy sa wytacznie moim dzietem.



1.9 Podstawowe stafe struktury/rozktady opdznienia roztozonego

W tym rozdziale omoéwione zostang podstawowe, spotykane w literaturze ekonomicznej state
struktury/rozkiady opoznienia roztozonego w podziale na skonczone i nieskoniczone. Wyczerpujacy
przeglad rozktadéw statystycznych' mozna znalez¢ na przykiad w ksiazce Johnson N. L., Kotz S., Kemp
A. W. (1992)".
1.9.1 Skonczone struktury/rozktady opdznienia
1.9.1.1 Liniowa struktura opdznienia

W liniowej strukturze opdznienia rzedu » jej wspotczynniki sa liniowa funkcja numeru indeksu:

0 A ANA
vi={ v 420 i=0,1,2..n (1.63)
n
0 , I >n;

gdzie v, i v, stale wspdlczynniki oznaczajace odpowiednio wspotczynnik pierwszy (o indeksie 0) i n-ty

spetniajace warunki:

v, 20, v,>0,

f
zapewniajgce nieujemnos¢ wspotczynnikéw i zachowanie rzedu opdznienia.

Mnoznik dtugookresowy liniowej struktury opdznienia wyraza si¢ wzorem:

a=(n+1)¥.

Monotoniczny rozktad opdznienia

Najczgsciej spotykang liniowa strukturg opdznienia jest struktura odpowiadajagca monotonicznemu

rozktadowi op6znienia, tj. taka, w ktorej wspotczynniki struktury opoznienia:

Vo=V, ==Y,

a wigc wspotezynniki rozktadu opdznienia sa opisane w nastgpujacy sposob:

1
n+

w,= ,i=012 .., n

{
Nietrudno zauwazy¢, ze w modelu opdznienia z monotonicznym rozktadem opdznienia, zmienna
pomocnicza y jest zwykla $rednig arytmetyczna n+/ wartosci zmiennej niezaleznej x,,x,_,,....%,, .

Wartos¢ $rednia i wariancja rozktadu monotonicznego maja odpowiednio nastgpujace wartosci:

" Poniewaz kazdy rozklad prawdopodobiefistwa jednej zmiennej losowej moze by¢ rozkladem op6znienia.
' Johnson N. L., Kotz S., Kemp A. W.; Univariate Discrete Distributions, 111 wydanie, John Wiley&Sons, INC.
New York, Chichester, Brisbane, Toronto, Singapore; 1992,
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MW)=3,

n(n+2)=M(W (n+2)
12 e

W modelu opdznienia z wagami rdwnomiernymi wspotczynniki R(jw,n) i w(jw,n) przyjmuja

R(jo n)—; I—cos[(n+1)- jo]
g T+l 1—cos(jw) ’

. njw
y(jo.n)= ’7

DX(W )=

nastgpujace wartosci:

Rozktad opdznienia Fishera

Rozkiad ten, Fisher (1937), jest odmiana liniowego rozktadu opdznienia, w ktérym wspotczynniki
malejg, przyjmujac najwigksza wartos¢ dla indeksu i=0, najmniejsza niezerowa dla i=n, oraz zerowe dla
i=n+1, n+2, .. . Celem Fishera bylo opracowanie prostego modelu, w ktérym waga przypisana
obserwacji malataby wraz z wiekiem tej obserwacji.

W strukturze opdznienia Fishera:

0 , 1<0;
V= v0(1—;} i=0,1,2,...n; (1.64)
n+l1
0 , i 2n+l.

Podstawowe parametry rozktadu Fishera sg nastgpujace:

M(W )=,

3 _n(n+3) (n+3)

D(W ) =" MW )

R(jo,n)= -
(n+1)(n+2)cos’(§)

(n+Dcos(jw) +cosf(n+1)- jo] —(n+2)f +{sinf(n+1)- jo] —(n+1)sin( jo)},

oraz

(n+1)sin( jw)-sin[(n+1)jw] }

vijo. n):m‘ag{(n+2)—(n+1)cos(ja))—cos[(n+1)ja)]
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1.9.1.2 Model Almon
Struktura opéznienia w modelu Almon rzgdu n, Almon (1965), ma duze znaczenie w badaniach

empirycznych ze wzgledu na fatwo$¢ estymacji wspotczynnikdw oraz elastycznosé wyrazajaca si¢ duzym
zréznicowaniem ksztaltu wykresu wspolczynnikéw struktury opoznienia. Wspdlczynniki struktury

opdznienia w modelu Almon rzg¢du » przedstawia ponizsza formuta:

0, i<0;
v, =468, + i+ 8, +..+8i', i=0,12,..,n (1.65)
0, i >n+1.

gdzie liczba naturalna /, /<n, oznacza stopien wielomianu. Wartosci $rednia i wariancja rozkfadu
opoznienia opartego na strukturze opdznienia (1.65) zaleza od statych wspétczynnikéw &), 6,,..., J,,

ktorych wartosci sa estymowane dla réznych wartosci /.

Istotng wiasnoscia tego modelu jest mozliwos¢ przedstawienia go w postaci wygodnej w estymacji:
1 | 1 1
Y, :50(2)‘.,-) +5,(Zix,_,j + 52(Zi’x,_,) Foot z?,(Zi’x,_,) +e,.
i=0 i=1 i=l i=l

Jak wskazano powyzej, kazdy model opdznienia roztozonego mozna przedstawi¢ jako sum¢ modeli
opdznienia tej samej zmiennej niezaleznej o jednopunktowych strukturach opodznienia. Przyktadem
zfozenia modeli opdznienia jest model rzgdu n (n nieparzysta liczba naturalna, n>1) ze strukturg
opoznienia majaca ksztalt odwroconej litery V, DeLeeuw (1962), ktérej wspotezynniki sa opisane za

pomoca ponizszego wzoru:

0 i<0;
is, is"T”;
v, = (1.67)
(n+1-i)s, n;JSiSn«LI;
0o , i2n+1;

gdzie wspdtezynnik §jest skoficzong liczba dodatnig.
Podstawowe parametry rozktadu opdznienia modelu DeLeeuwa sa nastgpujace:

M(W)=n;1,

’

DZ(W):(n—1;2n+3)
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sin’[i(n+1)-jw}
R(jow,n)=4 u —
(n+1)'cos’(%)

sin’[i(m1).jm]sin’[i(n+1)-jw]
4 g £

I ;
S(n+1) COSI:E(n+1)'jw:'+ i
cos (7)

oraz

w(jo.n)= é(n +1)jo.

Nietrudno zauwazy¢, na podstawie wzoru (1.67), ze dla indeksow 0, /, ... , (n+1)/2, wspdtczynniki
struktury opdznienia moga by¢ opisane za pomoca liniowej struktury opoznienia (1.63) z dodatnim
wspofczynnikiem kierunkowym, a dla indeksow /+m+1)/2, ..., (n+1), rowniez za pomoca liniowej
struktury opdznienia, ale z ujemnym wspoétczynnikiem kierunkowym.

Model DeLeeuwa pokazuje, ze pewne rozktady opodznienia mozna uzyska¢ przez odpowiednie
potaczenie innych rozktadéw. Wiele modeli opdznienia ma rozktady, ktore s3 wynikiem ztozenia réznych

rozktadow opdznienia operacjami sumowania oraz superpozycji. Operacje te sa omawiane w Rozdziale II.

1.9.2 Nieskonczone struktury opdznienia
1.9.2.1 Rozkfad Pascala-Solowa
Wspétezynniki rozktadu Pascala-Solowa, Solow (1960), sa opisane wzorem:
0 X i<l
W= ('"_,1”)1"(1—/1), i20; (L5
i

gdzie m, liczba naturalna, oznacza tzw. stopien rozktadu Pascala (nazywany czasem rzgdem, lecz termin
ten wydaje si¢ niefortunny ze wzgledu na kolizj¢ z pojeciem rzedu opdznienia skonczonego).
Wartosci srednia i wariancja rozktadu Pascala wynosza odpowiednio:

1-4
M(W)=m——,
") A

, 1-4 M(W)
DX(W )= = .
(W)=m 7 2

W rozktadzie Pascala-Solowa wspotczynniki R(jw, m) i w( jw, m) przyjmuja nastgpujace wartosci:

R(jo,m)=2\[1-2(1-2)cos(jw)+(1-2)']"
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)f(':')(q Y(1=-4) sin(i- jo)

i=1

1+§['l’_’](—1 J(1-2) cos(i- jw)

v(jw, m)=arctg

Szczegélnym przypadkiem rozkladu Pascala-Solowa jest rozklad stopnia m=1I, noszacy nazwe
rozktadu geometrycznego, znany w literaturze ekonomicznej z modelu Koycka, Koyck (1954), modelu
oczekiwan adaptacyjnych, Cagan (1956), czy modelu dostosowania czastkowego, Nerlove (1958). Model
opdznienia z rozktadem geometrycznym zostat wykorzystany w Przykiadach 1.3 i 1.4.

Dla m=1 powyzsze wzory upraszczajg sig:

I=3
M(W)—T.
sy 1= A M(W)
Di(W )= =20,
R(jo,1)= i

Jli-2(1-2)cos(jo)+(1-2)]

(1-2)sin( jo) }

vijo.1) :arag[l—(l—/l)cos(jw)

Wykresy wspotczynnikow rozkladu Pascala-Solowa przy réznych wartosciach stopnia m zostaly

przedstawione na rys. 1.4.

rys. 1.4. Rozktady Pascala-Solowa o tej samej wartosci sredniej rownej M(W)= 5 przy wartosciach

parametru m rownych opdpowiednio: /, 2, 3, 4, 5.
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Model dostosowania czastkowego, Nerlove (1958), opisuje zachowanie podejmujacych decyzje o
wielkosci zmiennej zaleznej y, na podstawie porownania z ustalona na okres ¢ wielkoscig pozadang x, tej
zmiennej zgodnie ze wzorem:

V=Y =A(X =y ,)+é,
gdzie A to wspétczynnik, A € [0, 1], nazywany wspéiczynnikiem dostosowania (adjustment coefficient).
Nietrudno zauwazy¢, ze dla A =0 zmienna y, przyjmuje wartos¢ z poprzedzajacego okresu bez wzgledu
na warto$¢ pozadana tej zmiennej, a dla A =7 nie ma opdznienia w dostosowaniu zmiennej y, do jej
warto$ci pozadanej x,. Dla pozostalych wartosci parametru A z przedzialu [0, 1] rozwiazanie
powyzszego rownania ma nastepujacg postac:

y,=A-(1-4)'x,, +[5, + iu-,i)'g,,,J,
i=0 i=l

a wigc modelu opdznienia roztozonego z geometrycznym (Pascala-Solowa stopnia m=1) rozktadem
op6znienia. Istotng wlasnoscia tego modelu jest stata, a=1, warto$¢ mnoznika dlugookresowego.

Model oczekiwan adaptacyjnych, Cagan (1956), opisuje proces prostego przewidywania, w ktérym
oczekiwana w okresie ¢ warto$¢ y, zmiennej x, jest ustalana przy uwzglednieniu odchylenia w okresie #-/
wartosci zmiennej x,_, od jej przewidywanej w okresie -2 wartosci y,_,:

Vo=V =A (% =Y )+&.

Model oczekiwan adaptacyjnych jest rowniez modelem opdznienia roztozonego z geometrycznym
rozktadem opdznienia przesunigtym w prawo o jednostke. Oznacza to zlozenie, co pelniej zostanie
omdwione w Rozdziale II, dwoch modeli op6znienia: z rozktadem geometrycznym i jednopunktowym

(prostym) opdznieniem o jeden okres.

1.9.2.2 Model Tsurumi

W artykule Tsurumi (1971) autor zaproponowat uzycie struktury opodznienia opartej na

zmodyfikowanym ciagtym rozktadzie gamma:

0 i i<0;
- 1.69
% {6(i+1)""'e"‘, i>0, (1.69)

gdzie: m — stopien rozktadu, A - stata, 0<A</, - dodatnia stata, przy czym:
. -1
5= [Z (i+ 1)""'e"':| .
i=0

Parametry zmodyfikowanego jak w (1.52) rozktadu gamma sg opisane dla konkretnych wartosci

wspotczynnikow m i A.
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Wykres struktury opdznienia, ktorej wspotczynniki sa opisane za pomoca zaleznosci (1.69) jest

podobny do rozktadu Pascala-Solowa. Rozktad gamma zastosowali m. in. Schmidt (1974), Alston ef al.

(2010), Baranyi (2010).

1.9.2.3 Model z rozktadem Poissona
W niektorych analizach spotykane sa modele opdznienia roztozonego z rozktadem Poissona, jak np.:

Friedrich (1982), Frick (1986), Agarwal V, Paelink J. H. P., Reinert K. A., Stough R. R. (2008).
Wartosci srednia i wariancja rozktadu Poissona wynosza odpowiednio:
MW)=2,
D' (W)=A.

W rozktadzie Poissona wspdtczynniki R( jw, 1) i w( jw, A) przyjmuja nastgpujace wartosci:

R(j@, 3) = =0T,

v(jo,A)=Asin(jw).

1.9.2.4 Model Jorgensena
Model Jorgensena, Jorgensen (1966), jest wsrod nieskonczonych modeli op6znienia tym, czym model

Almon wsrod modeli skonczonych i znajduje zastosowanie w badaniach empirycznych, gdy rozktad

opoznienia nie jest znany. Model ten ma nastgpujaca postac:

AL +e,, (1.70)

B(L)"

y, =V(L)x, +¢ =

gdzie:
L - operator przesunigcia,
V(L) - - operatory wielomianowe wzgledem operatora przesunigcia L
A(L), B(L) - operatory wieclomianowe skonczonego stopnia wzglgdem operatora przesunigcia L,
takie, ze:

AL).

2t

e, - sktadnik losowy.

Zaleznos¢ (1.70) jest postacig zredukowang modelu:
B(L)y,=A(L)x, +&,,
przy czym
1
e, =——¢&,
B(L)
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gdzie &, to nieskorelowany skfadnik losowy o zerowej wartosci oczekiwanej, statej i ograniczonej
wariancji. Powyzszy wzor wyjasnia autoregresj¢ sktadnika losowego e, w przypadku, gdy B(L)#1.

Model Jorgensena jest szczegdlnym przypadkiem czgsto stosowanego modelu ekonometrycznego ADL
(Autoregressive Distributed Lag) z jedna zmienng objasniajaca i bez wyrazu wolnego, Hendry, Pagan,
Sargan (1984), o postaci:

V=Bt By ot ﬂm,yl—ml +a,x, tax,  tax ,t..ta, X, +&,

lub

a, +aL+a1L +..+a, L" ]

m

i 1- (ﬂL+ﬁ2L]+ S+ m}L”':)’ 1_(ﬁ1L+,BzLZ+...+ mle,)gl

gdzie @, @,,...a,, i B, B,+PB,..... B,, wspdiczynniki, oraz m, i m; stopnie operatorow wielomianowych

odpowiednio A(L) i B(L).

W badaniach ekonometrycznych waznym przykladem zastosowania modelu Jorgensena jest model
korekty bledem (Error Correction Model) opisujacy mechanizm, w ktérym o zmianie wartosci zmiennej
zaleznej decyduje nie tylko, jak to ma miejsce w oméwionym wyzej modelu dostosowania adaptacyjnego,
odchylenie od wartosci zmiennej niezaleznej, lecz réwniez warto$¢ biezacego odchylenia wartosci

zmiennej zaleznej od jej poziomu w réwnowadze dlugookresowej. Model wyjsciowy ma nastgpujaca

postag:
Vi=v+ay. tBx + Bx +€,
lub, po prostych przeksztatceniach:

Vi = Vi =ﬂ0(xl _xl—l)+(ﬂ0 +ﬂl)x/—l +7+(al _I)y/—l +¢&
=ﬂa(x,—x,,,)+(1—a,)[[ﬂ” fr vt ]—y,_,JH,’

a, 1_al

przy czym w stanie rownowagi dlugookresowej (w stanie ustalonym), gdy dla wszystkich f, x, = x",

zachodzi zaleznos¢:

Loth o, ¥

A T

Przyktadem wykorzystania modelu korekty bledem jest badanie wykonane przez Philipa Hansa

Frances’a i Bjorna Vroomen’a, Frances Philip H., Vroomen Bjorn (2006), stuzace okresleniu
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opdznienia mig¢dzy nakladami na reklame, a sprzedaza. (W pracy tej miarg wielkosci opdznienia
jest mediana rozktadu op6Znienia).

Warto zwréci¢ uwage na model ADL z n zmiennymi objasniajacymi, n>1, x"/,x(*,...,x", o postaci:

Y=r+

" +al’L+..+al’l" o +al’L+.+alll? ay va’L+..+al’l"
I-BL+ AL )" TS L B ) T B AL )t
— +/Bz +otpy, A% +/Bz Tt By — W +ﬂz Tt py

1
* l—(ﬂ,L+ﬂ2Lz ot ””L”")g"

gdzie:
(2)

" 5 eee s

(1) (1) ) (n) (n). ; " ’
oy, af "al™,. al"; wspdlezynniki  operatorow

ny >

", ol a a

)
wielomianowych ~ A’(L), A?'(L),., A" (L), stojacych odpowiednio przy zmiennych

objasniajacych x,x”,...,x(", przy czym:

A(L)=al? +a!"L+..+al’L";

ny

ny - stopien operatora wielomianowego B(L):

B(L)=1-(BL+ B0 +..+ B,L");

n, My .., n, — stopnie operatoréw wielomianowych A"’(L), A?(L),..., A"’(L) stojacych
odpowiednio przy zmiennych objasniajacych x(",x(*,...,.x"; n;, ny, ..., n, <oo;

¥ - wyraz wolny.

Powyzszy wzér mozna zapisa¢ w innej postaci:

Y, =y V(L)X + VP (L)x +. 4V (L)x(" + B(IL) &3
gdzie
V”)(L):M, i=12 ..,n
B(L)
Nietrudno zauwazy¢, ze przedstawiony powyzej model ADL z »n zmiennymi niezaleznymi jest w
istocie suma n modeli opdznienia roztozonego n réznych zmiennych niezaleznych x/",x*,...,x™,

wyrazu wolnego.
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