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Modele opéznien w systemach ekonomicznych. WlasnoSci i zastosowania.

Wstep

Z doswiadczenia wiemy, ze pomigdzy przekreceniem pokretta goracej wody a ustaleniem sig
temperatury wody wyplywajacej z prysznica mija jaki§ czas; wiemy tez, Ze czas ten w rdéznych
prysznicach bywa rézny, co moze byé przyczyna niepozadanych doznafi. Roéwniez wtedy, gdy
dowiadujemy sig, ze cena ropy naftowej szybko rosnie na $wiatowych gietdach, z duza pewnoscia
mozemy oczekiwa¢, ze ceny paliw na krajowym rynku réwniez odpowiednio wzrosng. W obu
przypadkach mamy do czynienia ze zjawiskiem nazywanym opdznieniem.

Ze zjawiskiem opdznienia mamy do czynienia, gdy reakcja obserwowanego systemu lub jego czgsci na
zmiang pewnego czynnika nastgpuje po jakim$ czasie. Opdznienia sa nieodlaczne od zjawisk
dynamicznych, w ktérych przyczyna zmian poprzedza wystgpienie jej nastepstw. Jednak nie wszystkie
zaleznosci przyczynowo-skutkowe sa zwigzane z dziataniem mechanizmu opdznienia; czgsto sa to
zjawiska zlozone, w ktorych dzialaja inne mechanizmy, miedzy innymi sprzezenia zwrotne, ktore
powoduja, ze to samo zjawisko jest zarazem przyczyna i nastgpstwem powiazanych zjawisk.

Modele opdznienia stanowig wazny element konstrukcyjny modeli dynamicznych, to jest takich, ktére
objasniajg zmiany pewnych zmiennych zaleznych (objasnianych) za pomoca zmian pewnych innych
zmiennych, zwanymi niezaleznymi lub objasniajacymi, ktére nie zalezg od zmiennych zaleznych. Czgsto
przyjmowane jest zalozenie, ze zmienna zalezna reprezentuje kategorig, ktorej zmiany sa nastgpstwem
zmian wartosci zmiennych niezaleznych reprezentujacych kategorie bedace przyczynami tych zmian'.

Hendry et al. (1984), strona 1057, przyczyn zjawiska opdznienia dopatrujg si¢ w takich kosztach
dostosowania, jak: koszty transakcyjne, badawcze, optymalizacji oraz gdy podmioty powoli reaguja na
zmiany w otoczeniu w nastepstwie bezwladnosci, utrwalonych przyzwyczajen, zwloki w
dostrzeganiu/rozpoznaniu zmian. Wedtug tej opinii powolnos¢ reakcji wiaze si¢ rowniez z niepewnoscia
oraz niedoskonatoscig rynkéw. Do wymienionych czynnikéw mozna doda¢ opdznienie informacji, na
ktérych podstawie sg analizowane i podejmowane decyzje.

Modele opdznienia sa tworzone dla potrzeb réznych dziedzin nauki i roznych zastosowan. Na gruncie
ekonomii zalezno$ciami klasycznymi majacymi postaé modelu opdznienia sa miedzy innymi: wplyw
nakladéw inwestycyjnych na zasob kapitatu, transmisja ceny, tj. opdznienie zmiany ceny krajowej
importowanego surowca wzglgdem zmiany ceny tego surowca na rynkach miedzynarodowych,
opéznienie sprzedazy wzgledem zmiany ceny - lub w skali makroekonomicznej - reakcja popytu
konsumpcyjnego na zmiang dochodu dyspozycyjnego, czy wreszcie reakcja gospodarki na zmiang stopy

procentowe;j.

"W przypadku modeli stochastycznych trudno méwié o zaleznosciach przyczynowo-skutkowych.
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Celem modelu opdznienia jest opisanie zalezno$ci zmiennej zaleznej od zmiennych niezaleznych. W
wielu przypadkach celem tym jest réwniez oszacowanie, o ile okresdw zmiany zmiennej zaleznej sa
opdznione w stosunku do zmiany zmiennej niezaleznej i w jakim stopniu zmiany te sg rozlozone, badz
skupione w czasie.

W analizie opdznieni wyodrgbni¢ mozna dwie podstawowe grupy zagadnien. Grupa pierwsza, to
analiza mechanizméw, ktore decyduja o whasciwosciach badanego opdznienia. Grupa druga, szczegdlnie
wazna w badaniach empirycznych, to zagadnienia zwigzane z estymacja modeli opdznien.

W historii badan zaangazowanie w rozwigzywanie probleméw z obu tych grup bylo nieréwnomierne.
W pierwszym okresie uwaga badaczy byla skupiona gtéwnie na analizie konstrukcji i whasnosci réznych
modeli opdznienia. Byly to przede wszystkim prace: Fishera (1937), Koycka (1954), Solowa (1960),
Almon (1965), Griliches (1967). Roéwnolegle prowadzone byly prace poswigcone drugiej grupie
zagadnien.

W drugim okresie, ktory - jak si¢ wydaje - trwa nadal, dominujg prace poswigcone zagadnieniom
nalezacym do grupy drugiej. Do najwybitniejszych prac tego nurtu nalezy zaliczy¢ przede wszystkim
nastgpujace: Griliches (1967), Maddala (1977), Dhrymes (1981). Wplynely na to nastgpujace czynniki:
rozwigzano znaczng cz¢$¢ podstawowych probleméw grupy pierwszej oraz dostrzezono wagg i ztozonosé
probleméw estymacji. Za cezur¢ mozna uzna¢ pojawienie si¢ artykutu Almon (1965) i Jorgensena (1966),
w ktorych zaproponowano odpowiednio tak zwane modele wielomianowy i ilorazowy. Modele te z jednej
strony charakteryzuja si¢ duzg elastycznoscia w tym sensie, ze nie wymagaja od stosujacych modele
opoznienia zaangazowania a zarazem zwalniaja od probleméw nalezacych do grupy pierwszej.

Wielka syntezg osiagni¢¢ na polu badania modeli opdznienia stanowi ksigzka Dhrymesa (1981).
Mimo, ze od jej pierwszego wydania mingto ponad trzydziesci lat, jest ona wcigz fundamentalnym
zrédlem wiedzy o modelach opéznien. Stanowi zarazem wzorzec, do ktérego nalezy si¢ odnies¢
decydujac si¢ na pisanie o modelach opéznien. Autorowi tej pracy wydaje si¢, ze ma tu co§ nowego do
zaproponowania.

Celem tej pracy jest zaprezentowanie analizy modeli opo6znien, ktorej niektore watki stanowiag
nawigzanie do przedstawionego powyzej okresu pierwszego, jak rowniez korzystajacej z rozwigzan
zaproponowanych w badaniach pézniejszych. Sg to nastgpujace grupy problemow.

Pierwsza grupa wigze si¢ z doborem miernika opdznienia. Podejmowane tu zagadnienie jest
nastgpstwem powszechnego przyjmowania w literaturze przedmiotu jako miernika opdznienia wartosci
$redniej rozktadu opodznienia, co w wielu wypadkach moze by¢ powodem nieporozumien i bledow
interpretacji. Ma to znaczenie zwlaszcza wtedy, gdy celem analizy jest okreslenie opdznienia zmiennej

zaleznej wzgledem zmiennej niezaleznej, a nie wylacznie mechanizm opdznienia.



Druga grupa zagadnien podjetych w tej pracy jest zwigzana z analiza wilasnosci podklasy modeli
opdznienia opisujacych zjawiska zwiazane z przeptywami. Do tej podklasy zaliczy¢ mozna takie modele
jak: model ksztattowania si¢ kapitatu pod wptywem inwestycji i deprecjacji kapitatu, model ksztattowania
si¢ stanu depozytow w systemie bankowym pod wptywem strumieni wplat oraz wyptat, model
ksztattowania si¢ poziomu zadtuzenia z tytulu kredytu udzielonego przez system bankowy pod wptywem
strumienia splat wczesniej zaciggnigtych kredytéw oraz strumienia nowoudzielonych kredytéw. Do tej
podklasy mozna réwniez zaliczy¢ model demograficzny, w ktorym liczba ludnosci jest ksztattowana przez
strumienie urodzen oraz zgondw. Wspdlna cecha wymienionych tu modeli jest to, ze wystepuja w nich
kategorie zasobow oraz strumieni zasilajacych (wplywajacych) oraz wyczerpujacych te zasoby. W
zjawiskach opisywanych za pomoca tych modeli czgsto istotnymi wielkosciami sg $redni czas, jaki
jednostki strumienia wyczerpujacego zasob przebywaly w zasobie oraz $redni okres przebywania
jednostki w tym zasobie. Wielkosci te, poza wyjatkami, nie sg rowne.

Trzecia grupa probleméw wiaze sie z analiza wilasnosci modeli opdznienia, w ktorych mechanizm
opoznienia ulega zmianie. Problematyka ta nie jest nowa, np. Tinsley (1967), Pesando (1972), Otto
(1985), Gadomski (1986), Dahl, Kulaksizoglu (2005); jej umiarkowany rozwoj wynika — jak si¢ wydaje —
z dwoéch przyczyn. Pierwsza, to niedostatek informacji, powodujacy koniecznos¢ wyboru modeli
uproszczonych, ze stalymi wspotczynnikami, przysparzajacymi mniejsze trudnosci przy estymacji
parametréw. Przyczyna druga, wiaze si¢ z podejéciem pragmatycznym, polegajacym na daleko idgcym —
w stosunku do wiedzy o badanym zjawisku — upraszczaniu i w zwiazku z tym na pominigciu analizy
mechanizméw opdznienia. Jest to réwniez wynik ostabienia ,czujnosci badawczej” w nastgpstwie
pojawienia si¢ modeli wielomianowego Almon (1965) i ilorazowego Jorgensena (1966) — ich elastycznos¢
czgsto prowadzi do uzyskania zadowalajacego wyniku: wszystko to, czego nie udaje si¢ - z jakiegos
powodu - wttoczy¢ w czg$¢ deterministyczng modelu, przypisane zostaje czynnikowi losowemu.

W pracy problematyka estymacji modeli opdznienia roztozonego jest catkowicie pominigta, osobom
zainteresowanym z czystym sumieniem mozna poleci¢ prace klasyczne: Griliches (1967), Dhrymes
(1981), Hendry et al. (1984). W prezentowanych dalej rozwazaniach struktura op6znienia bedzie z
zatozenia dana lub aproksymowana w zadowalajacy sposob.

Praca skfada si¢ z nastepujacych czesci. W Czesci I sformutowany jest uogdlniony model opdznienia
roztozonego. Uogdlnienie polega na uwzglednieniu, ze na zmienna zalezng maja wptyw nie tylko zmienna
niezalezna i zmienna losowa, ale rowniez podlegajacy zmianom mechanizm opdznienia, ktéry jest dany
przez strukture i/lub rozkiad opdznienia i mnoznik dlugookresowy. Zaproponowana bedzie nowa
kategoria nazwana wynikowym rozkifadem opdznienia. W tej samej Czgsci I omawiane sg réwniez

podstawowe pojecia charakteryzujace rozktad opdznienia, (jesli istnieje): wartos¢ $rednia, wariancja i



mediana rozkfadu opdznienia. W dalszej czgsci wprowadzone sa pojgcia funkcji tworzacej i operatora
wielomianowego jako przydatnych narzedzi analizy modeli op6znienia.

Czes¢ 11 zawiera oméwienie podstawowych wiasnosci modeli zfozonych modeli opéznienia. Badana
jest suma modeli opdzZnienia roztozonego, ktora jest rowniez modelem opdznienia roztozonego,
ze strukturg opoznienia bedaca sumg skladowych struktur opéznienia, z rozkladem opéznienia
bedacym s$rednig wazong sktadowych rozkladéw opdznienia. Wspotczynnikami wagowymi tej
$redniej sa udzialy mnoznikéw dhugookresowych modeli sktadowych w wartosci mnoznika
dhugookresowego modelu-sumy. Te same wspdlczynniki wagowe uczestnicza w wyznaczeniu
wartosci $redniej rozktadu opdznienia sumy modeli opdZnienia; jest ona rowna $redniej wazonej
wartosci Srednich sktadowych rozktadow opéznienia. Wariancja rozkladu opéznienia modelu
bedacego sumg modeli opdznienia roztozonego jest nie mniejsza od $redniej wazonej (za pomoca
tych samych wspotczynnikéw wagowych) wariancji rozktadéw opoéznienia modeli sktadowych.
W przypadku superpozycji, tj. potaczenia szeregowego modeli opdznienia roztozonego, ktora
zachowuje wilasnosci modelu opdznienia roztozonego, struktura opdznienia superpozycji modeli
opdznienia roztozonego jest splotem struktur opoznienia modeli skladowych, mnoznik
dhugookresowy catosci jest iloczynem mnoznikéw dlugookresowych modeli wchodzacych w
sktad superpozycji, wartos¢ srednia rozkiadu superpozycji modeli jest sumg wartosci $rednich
rozkltadéw opdznienia modeli sktadowych oraz wariancja rozkladu opdznienia superpozycji
modeli opdznienia jest rOwna sumie wariancji rozkladéw opéznienia modeli sktadowych.

W Czgsci 1II omawiane sa podstawowe, spotykane w literaturze modele opoznienia rozfozonego ze
statym rozktadem opodznienia, ich interpretacja oraz przyktady ich zastosowan. Modele te znajdujg
zastosowanie wtedy, gdy nie ma podstaw do przyjgcia zatozenia, ze mechanizm opdznienia ulega zmianie.

Wsrod modeli ze stalym mechanizmem opodznienia wazna rolg w modelowaniu ekonomicznym
odgrywaja modele oparte na hipotezach oczekiwan adaptacyjnych i dostosowania czgsciowego. Wsrod
modeli nalezacych do tej kategorii szczegdlne znaczenie maja te, ktore opisuja systemy, w ktorych
zachodza zwiazki pomigdzy natgzeniami strumieni a wielkosciami zasobow, przez ktore strumienie te
przeptywaja. W modelach opdznien opisujacych przeplywy wyrézni¢ mozna dwie grupy modeli. Sg to
modele typu: strumien - strumien oraz modele typu zasob — strumien. Typ pierwszy opisuje zaleznos¢
natezenia strumienia wyptywajacego od natgzenia strumienia wplywajacego. W przypadku drugiego typu
opisywany jest wplyw strumienia wplywajacego na poziom zasobu. Modele przeptywdéw znajdujg wiele
zastosowan, migdzy innymi w opisie: ksztattowania si¢ kapitatu pod wplywem inwestycji, depozytow i

kredytéw w systemie bankowym, w modelach demograficznych.



Czgs¢ III jest poswigcona rowniez analizie modeli opdznienia, w ktérych zmianie ulega sam
mechanizm opéznienia. Nastgpstwem tego sa pewne szczegdlne wiasnosci tych modeli. W rozdziale tym
analizowane s modele wplywu zapaséw na tempo zmian cen, transmisji cen, zmian ksztaltowania si¢
poziomu depozytéw i kredytow pod wplywem zmian preferencji klientéw bankowych.

Ta ksigzka jest adresowana giéwnie do ekonomistéw, ale tez do przedstawicieli innych nauk
spotecznych zainteresowanych modelowaniem. Modelowanie nie moze oby¢ si¢ bez matematyki, wigc i w
tej pracy jest nieunikniona. Aby nie zniecheci¢ czytelnikow, ktorych nie interesuja wywody
matematyczne, duzg czg$¢ dowodow i przeksztatcen zamieszczono w Dodatku.

W przygotowaniu tej ksigzki nieoceniong pomoc uzyskatem od wielu pracownikéw Instytutu badan
Systemowych PAN. Szczegdlng wdzigcznosé cheialbym wyrazi¢ panom profesorowi Przemystawowi

Grzegorzewskiemu i doktorowi Piotrowi Nowakowi; nieuniknione bledy sa wytacznie moim dzietem.



1.5 Mierzenie opdznienia

Znajomos¢ wspotczynnikéw modelu opdznienia stanowi punkt wyjscia do sformutowania odpowiedzi
na pytanie o wielko$¢ opdznienia zmiennej zaleznej wzgledem zmiennej niezaleznej. Podstawowym
elementem potrzebnym do udzielenia odpowiedzi jest wybdr miary opdznienia.

Okreslenie wielkosci opdznienia jest fatwe w szczegdlnym przypadku modelu opdznienia prostego, w
ktérym opdznienie zmiennej zaleznej wzgledem zmiennej niezaleznej jest rowne wartoéci indeksu
jedynego niezerowego wspodiczynnika opdznienia, zarazem wartosci $redniej oraz medianie rozktadu
opdznienia. Opdznienie w takim wypadku jest doskonale skupione (zerowa wariancja rozkfadu opdznienia
jest oczywistym nastgpstwem faktu, ze rozklad opdznienia modelu opo6znienia prostego jest
Jjednopunktowy). Ponadto, w modelu op6znienia prostego rozktad opdznienia wynikowego jest identyczny
z rozktadem opdznienia, zatem wszystkie odpowiednie parametry obu rozktadow sa sobie réwne.

W przypadku skonczonego modelu opdznienia roztozonego problem staje si¢ bardziej ztozony;
wiadomo, ze opdznienie jest nie mniejsze od wartosci i, oraz nie przekracza wartosci i, jednak zmiany
wartoéci zmiennej zaleznej w reakcji na zmiang wartosci zmiennej niezaleznej sa roztozone w czasie. W
przypadku modelu nieskoniczonego problem jest bardziej ztozony, poniewaz wielkos¢ opdznienia moze
przyjmowac wartosci z przedziatu [iy, oo].

W literaturze przedmiotu, niemajaca konkurencji miara opdznienia jest warto$¢ srednia rozktadu
opdznienia. Jest ona czgsto nazywana wprost, na przyktad Kenkel (1974), Intriligator (1978), $rednim lub
przecigtnym opéznieniem (mean lag, average lag). Kolejna teoretycznie uzasadniona miarg jest mediana
rozktadu opéznienia®, Hendry, Pagan, Sargan (1984), ktéra jest szczegélnym przypadkiem jeszcze innej
miary opdznienia - liczby okreséw, jaka jest niezbgdna dla realizacji ustalonej czgsci catkowitego efektu
(mediana liczba okreséw potrzebna do uzyskania 50% catkowitego efektu). Ta ostatnia miara jest
stosowana najczesciej, jak si¢ wydaje, w badaniach wptywu naktadéw na reklame¢ na sprzedaz, Clark
(1976), Frances, Vroomen (2003), Frances, Vroomen (2006).

Analizujac whasnosci $redniej M(W,) i mediany n(W,) rozktadu opdznienia jako miar opdznienia nalezy
mie¢ na uwadze réwniez ich niedostatki jako miary uniwersalnej lub miary wielkosci opdznienia zmian
zmiennej zaleznej wzgledem zmian zmiennej niezaleznej. Mierniki te opisuja mechanizm opdznienia, lecz
nie muszg by¢ (i czgsto nie s3) zadowalajaca miara opdznienia zmian zmiennej zaleznej wzglgdem zmiany
zmiennej niezalezne;j.

O rozkladzie opdznienia ¥, mozna mowi¢ jedynie wtedy, gdy suma (1.2) jest zbiezna. Postulat, by

mnoznik dfugookresowy, suma (1.2), miat skoficzong warto$¢, nie jest formalnie niezbedny czy konieczny

¥ Poniewaz jest to miernik:
a. obliczeniowo niewygodny,
b. jego warto$¢ informacyjna bardzo zalezy od symetrii rozktadu,
c. przyjmuje tylko wartosci catkowite.
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z punktu widzenia interpretacji ekonomicznej. Jego spetnienie daje korzysci wynikajace z formalnego
uproszczenia umozliwiajacego zastosowanie znanych metod analizy matematyczne;j.

Moze si¢ zdarzy¢, jak to ukazat Przyktad 1.2, ze danej strukturze opdznienia nie odpowiada rozktad
opoznienia, zatem nie mozna okresli¢ rowniez $redniej rozktadu opdznienia M(W,). Mimo, ze zmienna
zalezna przyjmuje skonczone wartosci i jest ksztaltowana przez przeszte wartosci zmiennej niezaleznej.

Na wartosci zmiennej zaleznej wplyw ma nie tylko mechanizm opdznienia, ale réwniez wartosci
zmiennej niezaleznej; zmienna ta moze przeciez zmienia¢ si¢ w réznorodny sposéb: rosngé, maleé,
podlega¢ wahaniom okresowym. Dlatego celowe wydaje si¢ stosowanie jako miary opdznienia
zdefiniowanej wyzej $redniej rozkiadu opdznienia wynikowego M(U,), wzor (1.19), ktéra uwzglednia
taczny wptyw, jaki na ksztaltowanie si¢ zmiennej zaleznej maja dwa mechanizmy: opdznienia oraz
ksztattowania warto$ci zmiennej niezaleznej.

Rozwazajgc problem okreslania wielkosci opdznienia warto zwroci¢ uwage na to, ze pytanie dotyczy
jednego z dwoch niejednakowych przypadkow:

1. okre$lenia przecietnej ilosci’ okreséw, o jaka dany mechanizm op6znienia op6znia zmienng
zalezng wzgledem zmiennej niezaleznej bez wzgledu na ksztattowanie sig jej wartosci

2. okreslenia przecigtnego czasu trwania zmian wartosci zmiennej zaleznej w reakcji na zmiang
wartosci zmiennej niezaleznej przy danym mechanizmie opo6znienia i ksztaltowaniu sig
zmiennej niezaleznej.

W ogélnym przypadku proba odpowiedzi na pytanie o wielkos¢ opdznienia powinna by¢ poprzedzona
ustaleniem, ktéry z powyzszych przypadkéw jest przedmiotem analizy.

W pierwszym przypadku pytanie dotyczy wiasciwosci mechanizmu opéznienia. Odpowiedz na to
pytanie powinna opiera¢ si¢ na mierniku op6znienia niezwigzanym z wartosciami zmiennej niezaleznej;
takimi miernikami sg srednia rozkfadu opdznienia oraz mediana rozkiadu opdznienia.

W drugim przypadku pytanie dotyczy wilasciwosci facznego dziatania mechanizméw opdznienia i
ksztaltowania si¢ wartosci zmiennej niezaleznej. OdpowiedZ na pytanie o czas trwania zmian wartosci
zmienngj zaleznej w reakeji na zmiang wartosci zmiennej niezaleznej wymaga postuzenia si¢ miernikiem
opierajacym si¢ na rozktadzie wynikowym opoznienia, a wigc wartoscia Srednia rozkfadu wynikowego
opoznienia lub mediang rozktadu wynikowego opdznienia.

Najprostszym testem przydatnosci sredniej rozkfadu wynikowego M(U,) jako miary opdznienia jest
sprawdzenie, ile ono wynosi w modelu opdznienia prostego (1.6). W opéznieniu prostym jedyny
niezerowy (i rowny dokfadnie jeden) udziat , ,; przypada na indeks rowny liczbie okresow, o jaka jest w
okresie ¢ opozniona zmienna zalezna wzgledem zmiennej niezaleznej. Zatem w przypadku opdznienia

prostego $rednia rozktadu opoéznienia wynikowego jest réwna sredniej rozkiadu opdznienia. W modelu

? Poniewaz wielkosci te nie musza by¢ catkowite.
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opdznienia prostego wariancja rozkfadu wynikowego jest rowna zero (podobnie jak wariancja rozktadu
opdznienia), opdznienie jest doskonale skupione (przypadek rozktadu jednopunktowego).

Dla uchwycenia innych réznic pomigdzy $rednia rozkladu opéznienia i $rednia rozktadu wynikowego
opdznienia zwré¢my uwage na to, ze M(U,) ujmuje wptyw zaréwno mechanizmu opdznienia jak i zmian
warto$ci zmiennej niezaleznej. Gdy zmienng niezalezna charakteryzuje brak dynamiki, wartosci $redniego
opdznienia wynikowego i sredniej rozkfadu opdznienia sa sobie rowne. Potwierdza to przedstawiony

ponizej Lemat].

Lemat 1. W stanie ustalonym wartosci $redniego opdznienia wynikowego M(U, ) i $redniej rozktadu
opoznienia M(W,) sa rowne: M(W,) = M(U,).
Dowdéd sprowadza si¢ do obliczenia sredniego wynikowego opdznienia w stanie ustalonym na

podstawie definicji, wzér (1.10):
© © v x' © v ©
MU) =Y iu, = Yi——=Yi—"—=Yiw, = MW,).
= = vl/x' = zvli =
=0 i=0

i

C.b.d.o.

Dla klarownosci interpretacji réznice pomigdzy $rednig rozktadu wynikowego opdznienia M(U) a
$rednig rozktadu opdznienia M(W,) zostana ponizej przeanalizowane na modelach opdznien ze statymi
wspbtczynnikami.

Rozpoczniemy od juz omawianego w Przyktadzie 1.2 modelu, w ktérym suma (1.2) jest nieskoficzona,
a mimo to model nie traci sensu ekonomicznego. Przykiad ten ukazuje skrajny sposob, w jaki na wartos¢
zmiennej zaleznej moga wplywaé¢ dwa niezalezne czynniki: mechanizm opdznienia oraz mechanizm
ksztattujacy wartosci zmiennej niezaleznej. Analizujac nastgpny przyktad nie zapominamy jednak, ze
problem rozbieznosci sumy (1.2) moze wystapié, przy przyjetych ogdlnych zatozeniach, wytacznie w

przypadku modeli nieskonczonych.

Przyktfad 1.3
Niech wszystkie wspotezynniki beda state i réwne jeden, v,; =1; i = 0, 1, 2,...; zmienna x w okresie ¢
ma skoficzong wartos¢ x,, ktéra osiagneta w wyniku wzrostu ze stata stopa r, »>0, natomiast wartosci
zmiennej niezaleznej w poprzedzajacych okresach tworza ciag geometryczny o kolejnych wyrazach:
X =x () x o =x 1+ )7

Mimo, ze w omawianym przypadku suma wszystkich wspotczynnikdw jest nieograniczona:

®

v, =2, 1=00,
i=0

M

W
LY
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to zmienna zalezna y przyjmuje skonczone wartosci:
= i]- X, =i1-x,(1+r)" =x, i(l+r)" =x, (1+r)/r.
i=0 i=0 i=0

Ilustracja tego przypadku jest model wykorzystany migdzy innymi w: Klein (1950), Tinbergen (1959),
Solow (2000), w ktorym zasob kapitatu K, pod koniec okresu ¢ jest wynikiem powigkszenia kapitatu X _
z konca poprzedniego okresu o inwestycje netto /; poniesione w okresie #:

K=K_,+1 (131

Poniewaz zasada ksztattowania K jest taka sama we wszystkich okresach:

Ko=K_,.;+1.,i=012,..;

przez kolejne podstawianie uzyskujemy zaleznos¢:

K=3I,, (1.32)
z ktorej wynika, ze kapitat jest wynikiem skumulowania inwestycji netto poczynionych w catej historii.
Rownanie (1.32) jest modelem opéznienia, w ktérym wszystkie wspotczynniki struktury opoznienia s

rowne, v;=1/, i= 0, 1, 2,..; i dlatego odpowiadajaca im suma (1.2) jest rozbiezna. Jednak kapitat okreslony

w réwnaniu (1.32) ma skonczong wartos¢ implikujaca zbieznos¢ szeregu il .
i=0

W kategoriach ekonomicznych zbieznos¢ t¢ mozna uzasadni¢ na dwa sposoby. Pierwszy wiagze si¢ z
faktem, iz rozwdj gospodarczy nie ma nieskonczonej historii, a niezerowe inwestycje sa ponoszone
dopiero od pewnego - gorzej lub lepiej - sprecyzowanego okresu poczatkowego. W takim wariancie
mamy do czynienia z modelem skonczonym, ktory jest zawsze zbiezny przy ograniczonych wartosciach
wspotczynnikow i zmiennej niezaleznej.

Sposob drugi, niewymagajacy zatozenia o skonczonosci horyzontu historycznego, opiera si¢ na
zatozeniu, ze w calym okresie, w ktorym czas przyjmowal wartosci od -co do ¢, inwestycje wzrastaly z
przecigtng stopa wzrostu r, » > 0. W tym wariancie zbieznos¢ szeregu, ktorego wyrazami sg elementy
ciggu geometrycznego, jest zapewniona przez zbieznos¢ tego ciagu przy dodatniej wartosci przecigtnej
stopy wzrostu r. Zatozenie to pozwala na odtworzenie usrednionych wartosci minionych naktadow
inwestycyjnych:

Li=L(1+r)"  Ly=L(1+r)? L Li=L(1+r)",.;i=0,1 2.
oraz, po podstawieniu odpowiednich wyrazéw do sumy (1.27), na przedstawienie kapitatu K, za pomoca
nastgpujacego rownania
w
Ko=1Y(l4r)" =I(1+r)/r
i=0

Obliczajac na podstawie wzoru (1.8) udziaty , ;:
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=i (1+r)_i =1 (1+r)_i =r (1+r)_(i+') ,i=0,1,2,....,

ti 1
Izi 1+r
»
mozna obliczy¢, zgodnie ze wzorem (1.10), $rednie wynikowe opdznienie:
- <. —i AR |
MUY= iu, =Y i—+r) =—>i(I+r)" ==.
,-=zo " ,;0 1+r( ) I+r 5 (gir} r

W omawianym przyktadzie wartos¢ $rednia wynikowego rozktadu opdznienia jest funkcja przecigtnej
stopy wzrostu inwestycji: im nizsza warto$¢ tej stopy, tym wyzsza wartos¢ tej $redniej.

Przyjmujac, ze przecigtna w calej historii stopa wzrostu inwestycji » wyniosta 5% rocznie, uzyskujemy
wartos¢ wynikowego opdznienia réwna 20 lat. Wielko$¢ t¢ mozna interpretowac (bedzie o tym mowa
dalej podczas omawiania modeli przeptywdéw) jako przecigtny wiek jednostek wchodzacych w skfad
skumulowanego kapitatu. Korzystajac z wiasnosci ciggu geometrycznego nietrudno obliczy¢, ze pod
koniec okresu ¢ 64% jednostek zainstalowanego kapitatu ma mniej niz 21 lat, natomiast pozostate 36%

sktada si¢ z jednostek w wieku zawierajacym si¢ w przedziale pomigdzy 21 latami i nieskoniczonoscia.

W przedstawionym wyzej Przyktadzie 1.3 zbiezno$é sumy w wyrazeniu (1.1) nie wynikata ze
zbieznosci sumy (1.2) lecz ze skonczonej wielkosci historycznie poniesionych naktadéw inwestycyjnych.
W przykladzie tym nie istnieje rozkiad opdznienia, zatem nie jest rowniez okreslona $rednia rozktadu
opdznienia M(W,), mozna natomiast okreslié¢ $rednia rozktadu opdznienia wynikowego M(U,). O tym, jaki
jest przecigtny wiek jednostki kapitatlu decyduje w Przykladzie 1.3 nie mechanizm opdznienia, lecz
wytacznie mechanizm ksztaltowania si¢ zmiennej niezalezne;j.

Przejdziemy teraz do analizy modelu opdznienia, w ktérym istnieja obie wielkosci $rednie: $rednia

rozktadu opdznienia wynikowego i $rednia rozktadu opdznienia.

Przykiad 1.4
Niech wartosci wspotczynnikow opdznienia tworza malejacy ciag geometryczny:

vi=(1-1),0<4<1,i=0,1, 2,.;

ktorego suma (1.2) (mnoznik dtugookresowy) ma skoficzona warto$¢ i wynosi:
a = iv =114
i=0
znormalizowane wspotczynniki w;, i = 0, 1, 2,..; maja postac:
wi=A(1-2),i=012..

a $rednia rozkfadu opdznienia M(W) wynosi:

MW)=(1-2)A. (1.33)
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Analityczne wyznaczenie wartosci $redniej rozktadu opdznienia wynikowego wymaga dodatkowych
zalozen o ksztaltowaniu si¢ zmiennej niezaleznej. Niech, podobnie jak w Przykladzie 1.3, zmienna
niezalezna wzrasta z okreslonym statym tempem wzrostu r:

xe=x, % =x I+ x_;=xU+r7...
tym razem jednak nie precyzujac z gory przedziatu zmiennosci stopy 7.
Uwzglednienie ostatniego zatozenia pozwala na wyznaczenie wartosci zmiennej zaleznej jako sumy

postgpu geometrycznego:

i
Y= Yvex, =2 A(1=A) x,(l+r )" =ix‘2(1_lJ =1x, s (1.34)
i=0 i=0 i=0 1+r A+r

oraz udzialdéw u,,, i = 0, 1, 2,..; (na podstawie wzoru (1.8)):

1
Ax‘[l—l) 1
_ ViXi_i _ I+r =/‘L+}" (]—/l (1.35)
YUE(y) g e ) '
"A+r

na ktéorych podstawie po nieskomplikowanych przeksztalceniach uzyskujemy wartos¢ srednia

wynikowego opdznienia M(U)):

M(U,):Zi. (1.36)

Mianownik parametru M (U, ), wzor (1.36), rézni si¢ od mianownika parametru M(W), wzor (1.33), o

wartos¢ wspofczynnika r. Warunkiem, aby zmienna zalezna y, miata skonczong i dodatnig wartos¢ jest

o(1-4Y
Z;‘;[H-r J '

ktora zachodzi, gdy » spetnia warunek: - r < 4 <2+r.

zbieznos¢ sumy,

Z przedstawionego wyzej wywodu wynika, ze dla zapewnienia zbieznosci powyzszej sumy stopa
wzrostu wartosci zmiennej niezaleznej nie musi by¢ dodatnia, jednak musi by¢ wigksza od wartosci
wspotczynnika A ze znakiem ujemnym (» > A).

Ze wzordw (1.33) i (1.36) wynika ponadto, ze w omawianym przyktadzie udziaty v, i = 0, 1, 2,..; aco
za tym idzie, rowniez $rednia wynikowego rozktadu opdznienia M (U, ), nie zaleza od czasu. Jest to
rezultat tego, ze zmianie nie ulega stopa wzrostu wartosci zmiennej niezaleznej. Jednak w ogdélnym

przypadku parametry rozktadu wynikowego opdznienia s3 zmienne.
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Réznica pomigdzy wartosciami M(W), wzor (1.33), i M(U,), wzér (1.36), jest skutkiem tego, ze
pierwsza wielkos¢ nie zalezy od ksztattowania si¢ zmiennej niezaleznej i okresla opdznienie wynikajace z
dziatania mechanizmu opdznienia, natomiast druga wielkos¢ uwzglednia faczny efekt dziatania
mechanizmu opdznienia, jak i ksztaltowania si¢ zmiennej niezaleznej. Poniewaz w rozpatrywanym
przykladzie wartosci zmiennej niezaleznej wzrastaja, znacznie wigksza wage w ksztaltowaniu wartosci
zmiennej zaleznej maja wyzsze, najpdzniejsze wartoéci zmiennej zaleznej, ktorych wkiad - w tym
przykfadzie - jest wazony za pomoca wspotczynnikdw opdznienia o wyzszych wartosciach. Zmnigjsza to
w efekcie udzial wczesniejszych wartosci zmiennej niezaleznej w ksztaltowaniu wartosci zmiennej
zaleznej.

Poréwnanie uzyskanych wartosci AM(W) i M(U,) prowadzi do wniosku, ze przy » = 0,
MW)=M(U,). Wynik ten w omawianym przykladzie nie jest efektem szczegdlnego doboru
wspdtezynnikéw opodznienia, lecz ma charakter ogdlniejszy - jest zgodny z Lematem 1, z ktérego wynika,
ze w stanie ustalonym srednia wynikowego rozkiadu opdznienia i $rednia rozktadu opdznienia sg sobie
réwne.

W sensie formalnym analizowany tu model mozna uzna¢ za ogélniejszy od modelu z Przyktadu 1.3,
ktéry mozna interpretowac jako jego szczegdlny przypadek przy wartosci parametru A = 0.

Ekonomiczng ilustracja moze by¢ model ksztattowania sie kapitalu pod wplywem ponoszonych
nakfadéw inwestycyjnych oraz uwzglednionego explicité procesu deprecjacji kapitatu. Przy zalozeniu
statej wartosci wspdfczynnika deprecjacji d i mechanizmu deprecjacji kapitalu, w ktorym wielkos¢
deprecjacji jest proporcjonalna do wielkosci kapitatu, réwnanie kapitatu przyjmuje nastepujaca postac:

K=K_,-dK,_,+I'=(1-d)K,_,+1 (1.37)

Wspotezynnik deprecjacji d okresla w okresie ¢ wielkos¢ d K, _; , tzn. t¢ czgs¢ kapitatu K, _ ;, ktora w

tym okresie ubywa z zasobu tego kapitatu. Zmienna /', oznacza wielkos¢ inwestycji brutto, ktorej zwiazek

z inwestycjami netto /, z Przykfadu 1.1 opisuje zaleznos¢:

L =T-dK .
Zatézmy, ze zaleznos¢ (1.37) obowiazuje we wszystkich okresach poprzedzajacych okres #:
K.i=(1-d)K,_;,,+I'. i=012,.. (1.38)

Zastepujac w réwnaniu (1.38) odpowiednio zmienng K, _; przez K, _,, K, ; przez K, _3, itd., okre$lane

dla kolejnych 7 otrzymujemy nastepujaca postaé zaleznosci (1.37):

K=5L+(1-d) I +(1-d)Y T ,+.= Y (1-d)'T,_,. (1.39)
i=0

Réwnanie (1.39) mozna interpretowa¢ jako model opdznienia, w ktérym inwestycje sa zmienng

niezalezna, wspdtczynniki opdznienia v, i = 0, 1, 2,...; s3 wyrazone za pomocg wWzoru:
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vi=(1-d),i=012,..
mnoznik dlugookresowy jest réwny 1/d, a znormalizowane wspoiczynniki sa opisane za pomoca
nastgpujacego wzoru:
wi=d(1-d),i=0,1,2,..

Analizujgc przypadek dodatnich warto$ci stopy wzrostu inwestycji # nietrudno zauwazyé, ze srednia
rozkfadu opdznienia M(W) jest wigksza od wartosci sredniej wynikowego rozkiadu opéznienia M(U,).
Przyjmujac, podobnie jak w Przykladzie 1.3, ze stopa wzrostu r = 5% oraz wspdtczynnik d = 0,075,
uzyskujemy:

M(W) = 12% oraz M(Uy, - sy, = 7,4.

Roéznica pomigdzy M(W) oraz M(U,) jest znaczaca: zwigkszenie stopy wzrostu od zera (w stanie
ustalonym) do pigciu punktéw procentowych obniza Srednie opdznienie o 40%.

Parametry M(W) i M(U,) maja skonczone wartosci tak dtugo, jak dtugo spetniony jest warunek -d < r .
Jesliby zatozyc, ze inwestycje historyczne nie rosty, lecz spadaty w tempie 2, 5% rocznie, wowczas

MW) = 12%; oraz M(U), = 550 = 18 .

W powyzszym przyktadzie roznica pomigdzy M(W) i M(U,) jest dodatnia przy inwestycjach rosnacych
oraz malejaca przy inwestycjach spadajacych. Wykres zaleznosci pomigdzy wartoscia s$rednig
wynikowego rozktadu opoéznienia M(U,) a stopa wzrostu » w analizowanym przyktadzie przedstawiono na
rys. 1.1. Omawiana wlasno$¢ nie wynika z doboru konkretnego modelu opéznienia, lecz ma charakter
ogolniejszy. Mowi o tym przedstawione dalej Twierdzenie 1, ktérego dowdd jest zamieszczony w
Dodatku 1.

Roéwnie wazng rzecza jest wplyw stopy wzrostu na wariancj¢ wynikowego rozkladu opodznienia.
Korzystajac ze wzoréw (1.20) i (1.24) po nieskomplikowanych przeksztalceniach mozna uzyska¢ dla
rozwazanego przyktadu nastgpujacy wzor:

(I+r)(1-d)

Dr@y= (d+r)

>

objasniajgcy zalezno$¢ wariancji wynikowego rozktadu opdznienia od stopy wzrostu zmiennej
niezaleznej.

Z powyzszego wzoru wynika, ze przy zerowej stopie wzrostu wariancja rozkladu opdznienia i
wariancja rozkladu wynikowego opéznienia sa réwne, a ponadto wraz ze wzrostem stopy », wariancja
rozkfadu wynikowego opdznienia maleje.

Przyjmujac, ze wspotczynnik d = 0,075 a stopa wzrostu » = 5% uzyskujemy:

D’(W),-sy, = 164,4; D(W), - 55 = 12,8 oraz D*(U), 55, = 62,2, D(U), 555 = 7,9.
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rys. 1.1 Przykiad 1.4. Zalezno$¢ sredniego tacznego opdznienia M(U(r)) od stopy wzrostu r przy

zatozonej wartosci $redniej rozktadu opdznienia M(W) réwnej 12%;.

Przy tej samej warto$ci wspotczynnika d lecz z ujemna stopa wzrostu 7= -2,5% wariancja wynikowego
rozktadu op6znienia wynosi:

D(U)r= 255 = 360.8; D(U)r= .25 = 19,0.

Z przedstawionych powyzej obliczen dla Przykladu 1.4 wynika, ze wariancja rozktadu wynikowego
opdznienia reaguje na wielko$¢ stopy wzrostu zmiennej niezaleznej podobnie jak wartos¢ $rednia
rozktadu wynikowego opdznienia: maleje wraz ze wzrostem stopy wzrostu zmiennej niezaleznej oraz
rosnie ze spadkiem tej zmienne;j.

Uwaga. Ten wynik nie ma charakteru ogdlnego, bowiem w przypadku niektorych rozktadow
opdznienia zwigkszenie stopy wzrostu zmiennej niezaleznej powoduje wzrost wariancji wynikowego

rozktadu opdznienia. Ilustruje to nastgpujacy przykiad.

Przyktad 1.5
Rozwazmy dwa skoriczone rozklady opéznienia W i W%, Niech pierwszy rozktad op6znienia " ma

tylko dwa niezerowe state wspétczynniki rozktadu: w(” =7/3 i wi"” =2/3. Warto$¢ $rednia rozktadu

opéznienia wynosi M(W" )=2/3 a wariancja D*(W" )=2/9.
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Zakladajac, ze zmienna niezalezna x rosnie ze stopg wzrostu réwng r=5%, $rednia oraz wariancja
wynikowego rozktadu opéznienia wynosza odpowiednio: M(U!" )=06446 i D’(U'” )=0,2291.
Zatem wariancja wynikowego rozkfadu opdznienia obliczona dla wartosci stopy wzrostu rownej r=5%
Jjest wigksza od wariancji rozkfadu wynikowego opdZnienia obliczonej dla wartosci stopy wzrostu réwnej
r=0%.

Drugi z rozwazanych w ramach tego przykiadu skonczony rozklad opdznienia W ma réwniez tylko
dwa niezerowe state wspofczynniki rozktadu: wy=2/3 i w,= 1/3. Warto$¢ srednia rozkladu opdznienia
wynosi M(W®)= 1/3; za$ wariancja rozkladu opdznienia wynosi podobnie jak w pierwszym rozkiadzie
D’w?)=0,222.....

Przyjmujac to samo zafozenie, ze zmienna niezalezna x rosnie ze stopg wzrostu réwna r=5%, srednia
oraz wariancja wynikowego rozkiadu opdznienia wynosza dla tego rozktadu odpowiednio:
MU®)=0312 i D*(U™)=0215 MU)= 0312 i D’(U)= 0,215. Zatem wariancja rozkladu
wynikowego opdznienia obliczona dla wartosci stopy wzrostu rownej r=5% jest mniejsza od wariancji
rozktadu wynikowego op6znienia obliczonej dla wartosci stopy wzrostu réwnej r=0%.

w oBu rozwazanych w tym przyktadzie przypadkach, wzrost zmiennej niezaleznej powoduje obnizenie
wartoéci Sredniej rozktadu opdznienia wynikowego w stosunku do wartosci sredniej rozktadu opdznienia.

Analiza ksztaltowania si¢ wariancji wynikowego rozkfadu opdznienia w obu przypadkach wskazuje na
jej odmienny przebieg. W przypadku pierwszego z rozwazanych rozktadéw nastgpuje spadek, natomiast
w drugim wzrost wariancji wynikowego rozktadu opdznienia. Wynika z tego nastgpujacy wniosek: w
ogdlnym przypadku wzrost stopy wzrostu moze powodowaé zaréwno wzrost jak i spadek wartosci
wariancji rozktadu wynikowego op6znienia.

Wyjasnienie zjawiska roznego zachowania si¢ wariancji rozktadu opdznienia wynikowego w podanych
wyzej przykladach mozna ograniczy¢ do opisu slownego: w przypadku pierwszego rozkladu wzrost
zmiennej niezaleznej powoduje zwigkszenie stromizny rozktadu opdznienia wynikowego, co pociaga za
sobg spadek wartosci wariancji rozkladu opdznienia wynikowego, natomiast w przypadku drugiego
rozktadu wzrost zmiennej niezaleznej powoduje splaszczenie rozkladu opdznienia wynikowego, co

pociaga za sobg wzrost wartosci wariancji rozkladu op6znienia wynikowego'®.

' Okre$lony na danym odcinku rozktad liniowy ma wariancje mniejsza od rozktadu réwnomiernego
okreslonego na tym samym odcinku.
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