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Wstep

W raporcie zamieszczono trzy artykuly dotyczace modelowania matematycznego w
zastosowaniu do probleméw inZynierii i ochrony $rodowiska. Dwa artykuly omawiaja problemy
zwigzane z modelowaniem zmiennych meteorologicznych, w tym przypadku z modelowaniem
temperatury w glebie na podstawie pomiaréw temperatury powietrza (L. Bogdan i J. Studzinski:
Temperaturmodellierung im Boden anhand der Messungen aus dem meteorologiechen
Monitoring, oraz L. Bogdan: Zastosowanie analizy harmonicznej w modelu temperatury gleby).
Jest to rzeczywiste zagadnienie istotne w meteorologii i wynikajace z faktu, ze pomiary
temperatury powietrza sa stosounkowo fatwe do wykonywania, podczas gdy pomiary temperatury
w glebie sa ucigzliwe i jednoczednie bardzo uzyteczne w ogrodnictwie i rolnictwie. Trzeci artykut
dotyczy modelowania proceséw zwiazanych z eksploatacja sieci wodociagowej (J. Studzinski:
Wspomaganie zarzqdzania miejskq sieciq wodociqgowq za pomocq modeli matematycznych) i
omawia zagadnienia zwigzane z tworzeniem systemu informatycznego do zarzadzania

przedsigbiorstwem wodociagowym przy uzyciu modeli matematycznych.




Lucyna Bogdan

Zastosowanie analizy harmonicznej w modelu temperatury gleby

(artykut publikowany w wydawnictwie IBS PAN w serii Badania Systemowe, 1. 37,
pt. Wspomaganie informatyczine rozwoju spoleczno-gospodarczego i ochrony

Srodowiska)




Zastosowanie analizy harmonicznej w modelu temperatury gleby

Lucyna Bogdan
Instytut Badan Systemowych, Polska Akademia Nauk

bogdan@ibspan.waw.pl

This paper concerns the modeling of soil temperatures changes as a function of air
temperatures. The method of harmonic analysis was applied. The results are quite
satisfactory and suggest that this method can be used for solving the tasks of approximation
meteorological data problems.

Key words: harmonic analysis of measurements data, meteorological data monitoring,
mathematical modeling of temperature changes.

1. Estymowanie trendu liniowego i skladnika okresowego

Zadanie polega na dopasowaniu do zadanych danych w postaci
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modelu o postaci
Ye=a+ pt+Y,

gdzie Yy jest zmienng o okresie N. Nalezy znalei¢ wspdlczynniki a, B 1 postaé

trygonometryczna zmiennej Y.
Postuzymy si¢ Twierdzeniem 1
Zaldzmy, ze a, €R,, neN, jest ciagiem o okresie N> 2. Dlap € N, p< N/2 i kazdego

ne N zdefiniujemy’

Cy(m)=cos (p %= n), S,;m)=sin(p 3 n),
1 N
aG=—=>a
N§ *

2 ¥ 2z
a, == cos(p=k) a, da 0<p<NR2
N N
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a,,=1—1/-2cos(p—2]7”k) a, da p=NR2
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Przy tych zalozeniach wyrazenie

NI2 Ni2-1
a, +ZajCj(n) + ZﬂjSi(n), neN, gdy N jest parzyste
an = (N-11)=/lz (N-JI;}Z

a, + ZajCj(n) + Zﬂij(n), neN, gdyN jest nieparzyste
j=1

j=
nazywamy postacig trygonometryczng ciagu.
Przykladowo dla N=3:

a,=0, + (JL,cos(%E n) +f sin(—2§7£ n)

dla N=4:

a=0y + a.cos(%T” n)+f sin(—zf n)+ a;cos(i—ﬂ n)

Do przeprowadzenia dowodu tego twierdzenia wykorzystuje niZzej podany lemat i nastgpujace:

Twierdzenie 2

Niech (Y, <:,- >)bedzie przestrzenia unitarna i niech (Co, C;, Syecnruneee ,Co, Si) €Y beda niezerowe i

wzajemnie prostopadle. Wiedy dla kazdego yeY rzut punktu y na podprzestrzen (Co, Ci,

S1,.-Cr» Sk) jest dany wzorem
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Jezeli
Cy(t)=cos(nt, n=0,1,......... k
Sy(t=sin(nt), n=1,2,.......k

to aproksymacja funkcji y elementami przestrzeni (Co, Cy, Sy, ....ccncne ,Ci Sy) jest funkcja
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Wykorzystano przy tym zaleznosci:

"x"z=(x,x) , poniewaz x| = \/(x,x)

1=Co= |G [ =1
lz

Sa(t)=sin(nt) = "S . (t‘)“z

oz vz

Przedstawione zaleznosci, z wyjatkiem definicji normy, ktéra zostata tu przypomniana
dla jasnosci, wynikaja, jak juz byto wspomniane, z nastgpujacego lematu:

Lemat: Dla dowolnych NeN, N2 2idlape Z r\[ :’ zdefiniyjmy

27 . 27
cos(p—j\—l—-l) 1 sm(p7v—-1)
2z 1 .. 27
Cp= COS(p 7'2) C0= . Cp= Sll’l(p 7V_2)
27 1 . iﬂ
—N in(p—- N
cos(p ~ ) sin(p N )

Dla dowolnych p,q € Z 0[0, -Izi:' bedzie wowcezas:

1 (,C,)=(18,)=(C,.S,)=0

2.(C,,C,)=(S,,8,) =0 jesli p=gq




3.(cp,c,,)=(s,,,s,,)=o=% jesii p<%,—

4.(C,C,) =N (S5,.5,)=0 jesl p=%
Dowéd lematu.
ad.l. Twierdzimy, ze jezelipe Z1i —]‘% #Z,t0
z 27 X ., 2z
cos(p—+k) = ) sin(p——k) =0
; (P Z;‘ (P50
Otéz dla
2r . 27
=cos(ZXY) +isin(Z=)eC
z cos(N) 1sm(N)e
mamy
1-z#0

Dalej, poniewaz dla ogélnej postaci mamy
z=rcos¢ +irsing =rei?
czyli
zn=(r ei¢ )n = cin ¢
Formula von Moivre stanowi, ze
(cosg +ising)" = cos(ng) +Isin(ng)
Wobec tego dla (1) otrzymujemy

2% , 27
"= ——n)+isin(p—n
z COS(pN ) (pN )

Dia n=N otrzymujemy dla (1)

N 2r i 2
= — isin(p—
cos(pNN) (pNN)

Poniewaz cos(27 p)=11isin(2z p)=0, to 2=1 i stad wynika, ze

1-zZM=0
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Poniewaz

"

Y 27 Y 2z v 1-z
cos(p=—k) + sin(p=—k) =z+z*+...+z =2 10
kZ_l:(pN)Z;(pN)z -~ (10)
jako n-ty wyraz szeregu geometrycznego.
Wobec (3) i1 (9) mamy
2 -z =0
1-z
Stad wynika, ze
N 2 N .
Zcos(p—ﬂk) +Zs1n(p£7£k) =0 (1mn
k=1 N k=1 N

i stad
(Lc,)=(15,)=0

ad.2. Jezelip, q € N N[0, N/2] i p+gq, to, poniewaz 2 cosx cosy = cos(x-y)+cos(x+y), mamy

y 27 2
(c,.c,)= Zcos(pﬁk) cos(q%k) =0

k=1

LS 274+ 3 cos(p— ) 2k) )=
= Z(Z;COS(pW) ) + 2 cos(p—a) =)=

k=1

=%((1,cm)+(1, Cpmg )= 0+0=0 (12)

Dowod dla (S B ,S,,) przeprowadza sig¢ podobnie, korzystajac z zaleznoéci

2sinxcosy=cos(x-y)-cos(x+y).

ad.3. Jezeli pe NN [O,N/2] I p <N/2, to

(C,.C,) = 3 cos(p k) cos(p2E ky=2( S cos(p+ p) k) + 3 cos(p - p) k) -
» ”)_k=|°°s(pN)°°sPN )=\ LeoSPEPIR) + 2,008l P)rt))=
N N
1 2z 27,. 1 N
== _;_ os(2p—k) + E cos(0-—k)=~ =
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ajeselip=N/2, to <Cp C,)= % (N+N)=N.

Dowody dla (S,,, Sp> =

Teraz dla przeprowadzenia dowodu twierdzenia 1 nalezy skorzystac z twierdzenia 2 i przedstawionego

powyzej lematu. Dla naszego modelu

C2,82,000.y Cit,Si).
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Przyklad: Mamy nastepujace dane:

Y=a+ft+Y,
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Zastosujemy model (14) ze zmienng Y, 0 okresie N=6. Przyjmujemy:

28
30

28
30
20

._]

!
NNV AW =
o
i
oo

cos(2=.

6

27
cos(—-
( 6

2z

cos(—-
(26

m

cos(—-
(26

r

cos(—-
( 6
2z

cos(—-
6

cos(z_ﬂ .

6

[N T,

. 2w

sm(2—6—-1)
.2

sm(g-Z)
sin(gé)
8= sin(g-4)
sin(?~5)

27
in(—-6
s (6 )

. 27
=T
sm(6 )

(dlap< %{) ida  (S,.5,)=0(dlap= % ) sa podobne.
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podprzestrzenig, na ktérej szukamy rzutu wektora Y (obiektu), jest podprzestrzeri (1,T,C,,S;,
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cos(2 _26£ 1) sin(2- 26_75 1)
2z i 27
cos(2 —6—-2) -1 sm(2-—6—-2) %JE cos(3-2£-l)
2 -1 o om ~143 2
cos(2 ?~3) ; sm(2~~6—-3) 0 cos(3~?-2)
2z
C= c_os(2-2?”-4) =|-1| S~ sin(2-%-4) =l 13| G= cos3-=3 | =
27 -4 2% -13 cos(3-25-4)
cos(2 —6—~5) I sm(2~6—-5) 0 26rr
cos(3-—-5)
cos(2 36’5-6) —% sin(2-2?”~6) 13 — 2 >
2 27 .
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Obliczamy macierz X=[1 T C; $; C; S; Cs] oraz macierze X'X i X"Y. Rozwiazujemy

uktad réwnan
X™a=XTY 15)

i otrzymujemy przykladowy model

Y,=2+2t— 2cos(§-t) +2J§sin(—§~t)+ 6cos(§-t) -6+3sin(v3)-(1)cos(7t), teN

o wspolczynnikach: ap = 2, 0;=2, a,=-2, a3=2J5 , 04=0, a5=—6«/5 , ag=-1.

2. Model temperatury gleby

Powyzszq metode zastosowano do znalezienia modelu temperatury gleby na glebokodci
50 ¢cm w zale znosi od temperatury powietrza. Na rys.] i na rys.2 przedstawiono dane
pomiarowe, na podstawie ktérych zostanie zbudowany model. Dane zawierajg 4372 pomiary

temperatury wykonane w ciagu szeéciu miesigcy od stycznia do czerwca co godzine.




Temperatura powlelrza [oC]

Rysunek 1. Pomiary temperatury powietrza.

Temperatura gleby [oC]

1 301 601 901 1201 1501 1801 2101 2401 2701 3001 3301 3601 3901 4201J

Rysunek 2. Pomiary temperatury gleby.

Rysunek pierwszy przedstawia pomiary temperatury powietrza, natomiast rysunek 2
przedstawia pomiary temperatury gleby na glgbokosci 50cm wykonywane w tych samych
chwilach czasowych.

Na rys.3 przedstawiono funkcj¢ autokorelacji temperatury gleby, ktéra pokazuje 24
godzinny cykl wystepujacy w pomiarach. Pomiary zostaly wygladzone $rednig ruchomsg 24-
godzinng.




Funkcja wspolczynnikéw autokorelacji

1 3 5§ 7 9 11 13 15 17 19 29 23 25 27 29

Rysunek 3. Funkcja autokorelacji pomiaréw temperatury gleby.

Rysunek 4 pokazuje funkcje autokorelacji temperatury gleby przy wiekszym
przesunigciu. Wyniki wskazuja, ze nalezy zwrécié uwage na przesunigcie wynoszace 192
godziny. Rezultaty otrzymane w pracy (Bogdan, Studzinski, 2003). potwierdzajg to

przypuszczenie.

Funkcla wspéiczynnikéw autokorelacii.

1'2 ST
08
06
0,4
02

0
1 29 57 85 113 141 169 197 225 253 281 309 337 365 393 421 449 477

Rysunek 4. Funkcja autokorelacji pomiaréw temperatury gleby.

Powyzsze rozwazania shizyly okresleniu dlugosci okresu skladowej harmonicznej
modelu. Mamy tutaj duzg dowolnoéé, gdyz dysponujemy bardzo duzg prébka danych.
Pierwsza prébe podjgto dla najkrétszego okresu, czyli 12 godzin, nastepna dla 24 godzin,
potem kolejno 48 godzin, 72 godzin i dtuzszych.




Tabela 1. Wyniki modelu przy wej$ciach wygtadzonych érednig ruchomg 192 h

dla okreséw 12h, 24h i 48h.

Analiza statystyczna
Wspéiczynnik korelacji
IR 0,95463
Blad standardowy 1,453213
Liczba obserwacji 4175
Parametr zmienna Warto$¢ parametru Odchylenie standardowe
[+ - 3,3388 0,1919
Ay w 0,0177 0,0183
Aiq Xi-1 0,8321 0,0054
ay Xcos(2pi /48) -0,1976 2,7375
B4 Xsin(2pi 148) 0,0019 0,0318
[+ Xeos(2pi 1/24) 0,2208 0,0318
B2 Xsin(2pi v24) -1,7473 0,1013
Oy Xcos(2pi V12) -0,0279 0,0396
Bs Xcos(2pi ¥12) 0,5040 54113

Tabela 2. Wyniki modelu przy wejéciach wygladzonych érednig ruchoma 192 h

dla okres6w 24h, 48h i 72h
Analiza statystyczna

Wspdlczynnik korelacji

R 0,8761

Blad standardowy 2,93

ILiczba obserwacji 4175

Parametr zmienna Warto$¢ parametru Odchylenie standardowe

[V} - -3,3196 2,2275
Ay w 0,6568 0,1087
[« 17 Xt-1 0,7790 0,0107
ay Xcos(2pi v48) -162,729 202,3142
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By Xsin(2pi 1/48) -0,02856 0,06424
az Xcos(2pi t24) -0,5859 0,0642
B2 Xsin(2pi t24) -1,6351 0,3406
Qs Xcos2pi 172) 2,7098 2,1397
Bs Xcoa(2pi 1/72) 1775,926 2320,557

Jak widaé powyzej, tworzenie modelu z okresem 72godz. nie zakoriczylo sig sukcesem.

Tabela 3. Wyniki modelu przy wejsciach wygtadzonych §rednia ruchomg 192 h

dla okres6w 24h i 48h .
Analiza statystyczna
Wspbiczynnik korelacji
IR 0,9546
d standardowy 1,45
L iczba obserwacji 4175
Parametr zmienna Warto$¢ parametru Odchylenie standardowe
() - -3,3438 0,1918
Oy w 0,0185 0,0182
(. 1% Xi-1 0,8308 0,0050
ay Xcos(2pi /48) 0,0577 0,0319
By XsinQpi 148) 0,0013 0,0318
a Xeos(2pi ¥24) 0,2206 0,0318
B2 Xsin(2pi 1124) -1,7371 0,10001




Pomiar | model harmonicznych (24h i 48h) na pomiarach we
usr.192h

——Pomlar
—— Mode!

3737.3078:3421:3763.4105

Rysunek 5. Wyniki modelowania.

3. Zakoiiczenie

Przedstawiony problem dotyczy modelowania zmian temperatury w glebie w funkcji
temperatury powietrza. Do modelowania zastosowano metodg analizy harmonicznej, ktérg w
pracy przedstawiono do$é szczeg6lowo z wyprowadzeniami dowodéw.

Otrzymano zadowalajace wyniki modelowania, poréwnywalne z wynikami innych
metod, wskazujace na poprawnos¢ zastosowanej metody do zadan aproksymacji pomiaréw
metrologicznych, gdzie zagadnienia wystgpowania cykléw pojawiajg si¢ bardzo czgsto.
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