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 WYCENY INSTRUMENTOW FINANSOWYCH
ZALEZNYCH OD STOP PROCENTOWYCH Z UZYCIEM KRAT
DWUMIANOWYCH

Zygmunt Malecki
Zaoczne Studia Doktoranckie IBS PAN

1. Stale i pewne przeplywy pienigdzy

Najprostszym przykladem przeptywu pienigdzy jest zero kuponowa
obligacja. Jesli jej czas do zapadalno$ci wynosi n okreséw , a parytet
wartosci wynosi 1 , to cena bedzie n-okresowo dyskontujacym czynnikiem
B(n) ktory jest dany przez :

Cena = B(n)=1/1+r(n))" (1)

gdzie r(n) jest n-okresowa stopa spot , bgdacej jednoczesnie yeld to maturity
(YTM) zero kuponowej obligacji o zapadalnosci w okresie n. Jesli wartos¢
nominalna jest rowna CF(n) , cena zero kuponowej obligacji wynosi : Cena
= CF(n) * B(n). Ogdlnie strumien przeptywow pieni¢znych (gdzie CF(t) jest
przeplywem w okresach czasu t=0,1,2,3,.....n) moze by¢ dekomponowany na
sum¢ zero kuponowych obligacji o wartosciach nominalnych
CF(0),CF(1),...,.CF(n) o zapadalnosciach odpowiednio w okresie t =
0,1,2,...n . Warto$¢ biezaca calkowitego strumienia pienigdzy bedzie wigc
suma biezacych warto$ci sktadowych zero kuponowych obligacji:

Cena =Y CF (1)* B(t) 2
(=0

Dla obligacji ktorej cena jest rOwna nominatowi (nominal = 1), z kuponem
c(n) , ktéra zapada w okresie n , rownanie (2) otrzymuje nastgpujaca postac :

I:B(n)+c(n)*zn: B(1) G)
t=0
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Dla kazdego mozliwego okresu od 1 do n odpowiednia warto$¢ obligacji
bedzie definiowac rownanie postaci (3).

2. Przeplywy pienigzne wrazliwe na wysokosci stop
procentowych.

W celu wyceny strumienia procentowo wrazliwych przeplywow
pieni¢znych, nalezy zalozy¢ w jaki sposob stopy procentowe bgdg zmieniad
si¢ wraz z uplywem czasu. Zalozmy ze ruchy stép procentowych moga byc
aproksymowane przez dyskretny dwumianowy proces reprezentowany przez
kratg pokazana na Rys.1.

¥
Zmienno§é
A

Czas 0 1 2 3 4 5

Rys.1 Krata stép procentowych.

Na ost rzgdnych oznaczone sg dyskretne punkty w czasie. Okresami
moga by¢ lata, polrocza, kwartaly, miesiace , lub jakiekolwiek inne
przedzialy czasowe. Zaklada si¢ ze przeplywy pienigdzy zachodza tylko w
okreslonych punktach czasu. Z kazdym wezlem kraty zwiazana jest
wejsciowa krzywa stop spot. Z kazdego wezla kraty droga prowadzi do
jednego z dwoch innych w nastgpnym punkcie czasu - do "gomego"(UP)
albo do "dolnego"(DOWN) stanu. Krata jest polaczona poniewaz zaklada si¢
ze dwie Sciezki "gora, dot" 1 "dot gora" wychodzace z dowolnego wezla
zawsze prowadza do tego samego wezla dwa okresy pozniej.
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2.1. Sciezkowa niezaleine przeplywy pieni¢zne.

Strumien wrazliwych na stopy procentowe przeplywow pienigznych
jest niezalezny sciezkowo jesli kazda skladowa strumienia moze zalezeé¢ od
wysokosci stop procentowych aktualnych w czasie zachodzenia przeptywu,
ale nie zalezy od wysokosci stop procentowych z zadnego poprzedniego
okresu. Gdy przeplywy pienigdzy sa funkcja wysokosci stop procentowych
w wezlach w ktorych zachodza, a nie $ciezek prowadzacych do tych
wezlow, problem obliczenia wartosci biezace] moze by¢ rozwigzany przez
zdyskontowanie kraty od konca do poczatku. Obliczenia sa konieczne dla
kazdego wezla w kracie , a nie dla kazdej sciezki. Rozwigzanie $ciezkowo
niezaleznego problemu sugeruje takze jak rozwiazaé¢ bardziej ogdlny
sciezkowo zalezny problem.

Istotne do wyznaczenia wartosci biezacej cale) kraty przeplywow
pieni¢znych jest spostrzezenie ze potrzebna jest procedura wyznaczania
wartosci biezacej dla pojedynczego wierzchotka. Rys.2 pokazuje pojedynczy
wierzchotek.

CFu + Mvu

MVo

CFp+MVp

Rys.2 Okreslenie warotsci biezacej

Wezel do ktorego dolaczone sa wezly gémy i dolny oznaczono O
(ORIGIN) , wezel na koncu gornej galgzi U (UP) , a wezel na koncu nizszej
gal¢zi D (DOWN). Niech MV bedzie zdyskontowang wartoscia wszystkich
przyszlych przeptywow pienigznych zachodzacych w czgsci kraty o
poczatku w wezle U. Podobnie, niech MV bedzie zdyskontowana wartoscia
w wezle D wszystkich przyszlych przeplywow pienigznych zachodzacych w
czgsci kraty rozpoczynajacej si¢ z wezta D. Zalozmy ze przeplyw pienigdzy
zachodzacy w wezle U wynosi CFy , w wezle D jest rowny CFp , a w wezle
O wynosi MV, . Problem sprowadza si¢ do przedstawienie MV, jako
funkcji MVy, CFy, MVp, CVp 1 struktury czasowe) stop procentowych w
wezlach O, U 1 D. Mnozniki dyskontujace potrzebne do obliczen
zilustrowane sa na Rys.3.
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$1
Qu
nmonik UP
$0 Fys.3
podstawowe mnozniki
$0 dyskonta
Qp
mno2nik DOWN
$1

W dwumianowym modelu zmian stop procentowych, sa dwa
mnozniki przy kazdym wezle w kracie. "mnoznik UP" jest finansowym
instrumentem ktory placi $1 jeden okres poézniej jesli stopy procentowe
wzrosna i nic gdy stopy procentowe spadna. Odwrotnie, "mnoznik DOWN"
placi $1 jeden okres od dzis jesli stopy procentowe przesuna si¢ do dolnego
stanu i nic gdy stopy procentowe przesung si¢ do gomego stanu , Qu bedzie
oznacza¢ cen¢ mnoznika UP a Qp cen¢ czynnika DOWN. Ceny te sa
wartosciami biezacymi pojedynczych funkcji wyplat zobrazowanymi na
Rys.3.

MV, moze wtedy by¢ okreslony jako suma Qu mnozonego przez
(CFy+tMVy) 1 Qp mnozonego przez (CFp+tMVp). Opis ten jest ujgty w
rownaniu (4), 1 pokazany na Rys.2.

MV, =0y *(CFy + MV, )+ 0p *(CFp + MV)) “)

2.2. Ustalenie mnoznikow dyskonta.

Zapisane ponizej rownanie wyraza wartos¢ zero kuponowe) obligacji
w postaci mnozmkow wartosci. Rys.4 pokazuje jak jedno okresowa zero
kuponowa obligacja jest reprezentowana przez kratg¢ - wyplaca $1 jeden

okres poézniej, bez wzgledu na koncowy wezel. Poniewaz cena jedno-
okresowe) zero -kuponowej obligacji w wezle O wynosi Bo(1), rownanie (4)
implikuje :

Bo()=1*Qy +1*Q, ®)
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W podobny sposob, dwu okresowa, zero kuponowa obligacja moze
by¢ reprezentowana jako krata jak pokazano na Rys.5 - wyplacajaca $1 dwa
okresy pozniej, miezaleznie od wgzla koncowego. Nastgpujace rownanie
reprezentuje rezultat dwoch krokow :

Bo ()= BU H* QU + BD hH* QD (6)

$1

Rys.4

isgnﬁu%fﬁ o OkreSlenie czynnikow
obligacja dyskonta wartosci

$1

$1
Dwu okresowa Rys5
Z%rlo kup $1 Okreslenie czynnikow
criosda dyskonta wartosci

$1

Rownama (5) 1 (6) moga by¢ rozwiazane ze wzgledu na Qu 1 Qp a
rozwiazania zastosowane do wierzcholka O. Kontynuacja powyzszych

rozwazan, doprowadza do nastgpujacego ogolnego rownania, shusznego dia
dowolnego dodatniego n :

Bo(n):BU(n"l)*QU+BD(n—l)*QD @)
Wartosci czynnikéw dyskontujacych w kazdym wezle kraty dwumianowe;)
sa znajdowane przez rozwigzanie ukladu rownan powstatego z zastosowania

rownania (7) dla poszczegoinych wezlow kraty.

2. 3. Sciezkowo zaleine przeplywy pieniezne
Niech zmienne Py i Pp w wezle O sa zdefiniowane jak nizej:

Py =0y *(+r,(D) 8)
Pp=0p*(1+r,()

gdzie ro(1) jest jedno okresowa stopa spot w wezle O. Z rownan (1),(5) oraz
(8) wynika ze zachodzi Py + Pp = 1. Takze Py > 01 P, > 0. Py1 Pp
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nazywane sa "prawdopodobienstwami arbitrazu". Réwnanie (4) moze by¢
napisane nast¢pujaco :

MV, =P, ¥(CF, + MV};,)* B, (1) + P, *(CF, + MV,)*B, (1) ©)

Rownanie (9) stwierdza ze warto$¢ biezaca w wgzle O moze by¢ wyliczona
przez "wazenie probabilistyczne" wartosci biezacych w wegzlach Ui D 1
nastepnie dyskontowania rezultatu do wegzla O uzywajac jedno okresowych
aplikacji stop spot w wezle O.

Najbardziej poprawne byloby uzycie rownania (9) do wyceny
wszystkich $ciezek, jednak, poniewaz , liczba $ciezek rosnie wykladniczo
wraz z liczbg okresow , wigc z praktycznego punktu widzenia, peten zbior
sciezek prowadzacych przez kratg nie moze by¢ uzyty 1 nalezy wyznaczy¢
probk¢. Przeplywy pienigdzy sg nastgpnie projektowane wzdluz kazdej
$ciezki w probee 1 dyskontowane do poczatku uzywajac sekwencji jedno
okresowych stop spot stosownie do $ciezek. Te dyskontowane wartosci sg
realizacjami zmiennych losowych ktorych wartos¢ oczekiwana jest
poszukiwang cena.

Tablelal przedstawia ceny wyprowadzone z modelu oraz ceny
rynkowe dla 7 1 10 letnich obligacji zero kuponowych oraz placacych staly
kupon. Wykorzystana zostala krzywa yeld dla amerykanskich obligacji
skarbowych z 16.04.1986:

5.95%, 6.06%, 6.14%, 6.35%, 6.42%, 6.52%, 6.65%, 6.76%, 6.95%, 7.21%,
7.12% dla terminow odpowiednio :

90 dni, 6-mies, 1 rok, 2 lata, 3 lata, 4 lata, 5 lat, 7 lat, 10 lat 20 lat, 30 lat.

Instrument Cena rynkowa Cena w Modelu
Wielkos¢ probki Wielkosé
512 szt. probki 1024
szt.
7 letnia Zero 62.59 62.64 62.62
kuponowa obligacja
7 letnia obligacja o 100.00 100.06 100.03
kuponie 6.76%
10 letnia  zero 50.05 50.12 50.05
kuponowa obligacja
10 letnia obligacja o 100.00 100.12 100.01
kuponie 6.95

Tabl.1 Poréwnanie ceny rynkowej i wyliczonej z modelu.
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Dhugos¢ okresu w modelu przyjeto jako kwartal. Dla kazdego z tych stalych
1 pewnych przeplywow pienigdzy blad ceny w modelu jest wigc w granicach
0.5% wartoscl , ograniczono wzrost rozmiaru probki wybierane) z 240
sciezkowe) kraty.

3. Zastosowanie

Metoda opisana w poprzednim rozdziale moze by¢ uzyty do wyceny
kazdego strumienia przeplywow pienigznych ktéry moze by¢ wyrazony jako
funkcja czasu oraz stopy procentowej. Przykladem moze by¢ obligacja put .
Jest to obligacja , ktéra jako opcje daje inwestorowi prawo do zwrotu
obligacji z powrotem emitentowi po ustalonej cenie w okreslonym czasie
wykonania.

Z punktu widzenia zastosowania modelu, przeplyw pienigdzy z
obligacji PUT moze by¢ rozpatrywany na dwa sposoby. W pierwszym ,
obligacja PUT moze by¢ dekomponowana do jej dwoch skladowych
papieréw wartosciowych, obligacji stalych wyplat 1 opcji PUT typu
Europejskiego na obligacji stalych wyplat. Przeplyw pienigdzy na obligacji
jest niewrazliwy na wysokosci stop procentowych , niezalezny $ciezkowo 1
moze by¢ wyceniony przy uzyciu kraty. Europejska opcja PUT jest
przykladem procentowo-wrazliwego , $ciezkowo-niezaleznego przepltywu
pienigdzy. Przeplyw pienigdzy na opcji zachodzi na koniec pigtego roku.
Bedzie on rowny cenie wykonania opcji (strike price of the option) minus
warto$¢ obligacji w tym czasie. Gdy przyszle przeplywy pienigdzy z
obligacji s niezalezne od wczesniejszych stop procentowych , ich warto$é
jest $ciezkowo niezalezna. W tym sposobie podejscia do przeplywu
pienigdzy , cena , trwalos¢ , wypuklosé sa okreslone dla kazdego z dwoch
komponentéow a pozniej potaczone.
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Yeld na Cena Trwatos¢[lat] Wypuklosé[lat’]
obligacji | Bez | put | zput |bez| put | z | bez | put | z
% put ut put | put put

7.0 11421 1 1,10 | 11531 | 7.0 | <726 | 6,3 6l 2738 | 86

7.5 11042 | 148 | 111,90 | 70 | 61,6 | 6,1 60 1746 | 82

8.0 106.80 | 2.01 | 108281 | 6,9 [ -52,5 | 58 | 59 1073 | 78

8.5 103.32 | 249 | 10582 | 6,9 | 474 | 56 | 59 695 74

9.0 100.00 | 3.13 | 103,13 | 68 | -388 | 54 | 58 417 69

9.5 96.82 | 375 | 100,56 | 6,7 | -34,1 | 52 | 57 235 64

10.0 93.77 | 4.33 98,56 | 6,7 ] -304 | 50 57 106 59

10.5 90.85 | 504 | 9588 | 6,6 | -26,6 | 49 | 56 7 | 54

11.0 8805 | 568 | 9373 | 66 | 235 | 47 | 55 -68 48

Tabl.3. Cena , Trwalo$¢ , Wypuklosé
10-cio letnia obligacja z 5-cio letnig Europejska opcja PUT
kupony 9% platny rocznie , cena wykonania 100.

Tabela 3 przedstawia ceny uzyskane przy zastosowaniu modelu dla
obligacji put dla roznych wartosci yeld. Obligacja miala zapadalno$¢ za 10
lat oraz opcje PUT typu Europejskiego z ceng wykonania réwna nominatowi
(100) w 5 roku. Zamiast rozwazania przyplywu pienigdzy z obligacji put
jako kombinacji dwu papieréw wartosciowych , sprébujmy popatrze¢ na
laczny przeplyw pieniadza. Rys.6 pokazuje dwa sposoby podejscia do
przeplywu pieniadza na obligacji put.

Obligacja PUT = Obligacja ustalonych + Europejska opcja typu

wyplat PUT
Procentowo Procentowo Procentowo
wrazliwe Sciezkowo  niewrazliwy Sciezkowo  wrazliwy sciezkowo
zalezne przeptyw niezalezny przeptyw niezalezny przeplyw
pieni¢dzy pienigdzy pienigdzy

Rys 6. Dekompozycja obligacji PUT

Przez pierwsze 4 1/2 roku "Zycia" obligacji , przeplyw pienigdzy jest
niewrazliwy na poziomy stop procentowych. Na koncu 5-ego roku przeplyw
pienigdzy bedzie réwny cenie wykonania opcji (strike price) plus placony
kupon , albo jedynie placony kupon. Po koncu 5 roku przeplyw pieniedzy
bedzie zalezatl od tego czy opcja put zostala wykonana. Mozemy zobaczyé
tonarys.7, gdzie przeplyw pienigdzy w srodkowym wezle przy koncu 5 1/2
roku be¢dzie zalezny od poziomu stép procentowych w poprzednim okresie.
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Czy wyceniamy przeplyw pienigdzy przy pomocy jego skladowych czy w
calosci wartos¢ jego bedzie taka sama.

S0
nominat
Pk
S0
kupon kupon
upon
Rok 412 5 5172

Rys.7 . Diagram przeplywu pienigdzy na obligacji typu PUT

Dodatek

Techniki opisane w rozdziale Il zostana teraz zastosowane do wyceny
3 letniej obligacji o nominale 100 placacej rocznie kupon w wysokosci
maksymalnej z rocznej stopy spot za ostatnie 2 lata w dacie wyplaty kuponu.
Sposob wyznaczenia stop spot dla tego przykladu pokazana w Tabl.4.
Struktur¢ czasowa stop procentowych pokazano na rys.12. Krata
przedstawiona na r1ys.8 podaje jedno okresowe mnozniki dyskonta
(Qu(t);QD(t))  wyliczone dla czasowej struktury stop procentowych
pokazanych na rys.9.
Tabl.5 przedstawia wycene obligacji metoda wazema Sciezek.
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Latdo | Kupon | Cena | Stopa Stopa % forward za
zapa- % za 100 | % spot | 1rok 2 lata 3lata | 4lata 5 1at
dal- | rocznie | jedn.
nosci
1 0] 9234 | 8295 10.203 | 10.888 | 13.040 | 12.756 | 14.444
2 9] 99.64 ! 9.245| 10.541 | 11.955| 12.898 | 13.597
3 101 10074 | 9.787 | 11.368 | 12.221 | 13.411
4 10 | 98.71 | 10.592 | 11.713 | 12.773
5 875 9235 11.021 | 11.584
6 11 ] 99.07 | 11.584

Tabl4 Wyznaczenie stop procentowych spot oraz forward dla

przyktadowych obligacjt placacych roczny kupon.

20,649%
28,332

18,387%¢
20,204%

06532
21,586%

13,264%
13,703%
14,778%;

%

16,952
81677

8,290%
$,245%

10,880%¢

’ 27212
12,773%

11,021%
11,584%¢

9,010%¢
9,426%¢

Czas w latach
0 1 2 3

Rys.8. Struktura czasowa stop procentowych
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0.39811

0.41362

0.60083

Czas w latach
0 1 2 3 4

Rys.9. Jedno okresowe mnozniki dyskonta

Sciezka wartos¢ biezaca waga procentowa wazona wartos¢

' sciezki sciezki {%] biezaca $ciezki
u-u-u 115,847 8,449 9,788
u-u-d 108,770 9,946 10,818
u-d-u 109,058 10,759 11,734
u-d-d 106,346 13,157 13,992
d-u-u 106,877 11,280 12,056
d-u-d 102,188 13,794 14,086
d-d-u 102,482 14,469 14,828
d-d-d 100,726 18,147 18,280
100,001 105,582

Tablela5. Wyznaczenie ceny przez wazenie Sciezek 3 letnia obligacja
placaca roczny kupon w wysokosci maksymalnej z rocznej stopy spot za
ostatnie 2 lata w dacie wyplaty kuponu lub aktualna.
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(18387%]  Przeplyw pieniqdza
0.39811

max(64.47,90)-90 = 0

0.41362

10,88%]
max(90.18;80)-90 = 0.19

0.60983
[6,438%4]
Czas w latach
0 1 2

max(93.85,90)-90 = 3.85

Rys. 10 VWycena Europejskiej opcii call na 3 letniej
Zero kuponowej obligacji przy cenie rozliczenia
90 i wykonaniu w drugim roku

Na rysunku 10 przedstawiono sposéb wyceny Europejskiej opcji call
na 3 letniej zero kuponowe) obligacji o nominale 100 | przy cenie rozliczenia
90 1 wykonaniu w drugim roku. Przy wykorzystaniu metody opisanej w
niniejszym artykule otrzymano ceng¢ opcji réowna 1.11 , natomiast przy
wykorzystaniu tradycyjnych metod dyskontowania otrzymano wynik 0.93 (
blad wyceny na poziomie 16% ! ).
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