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ROZWIAZANIE UTOPIJNE ZADANIA
WIELOKRYTERIALNEGO PROGRAMOWANIA
MATEMATYCZNEGO

Agnieszka B. Malinowska
Zaoczne Studia Doktoranckie IBS PAN

Rozwazany jest problem istnienia rozwiqzania utopijnego zadania
wielokryterialnego programowania matematycznego. Podany jest warunek
konieczny i dostateczny na to, aby rozwiqzanie takie istniafo oraz na to, aby
byto ono rozwiqzaniem dopuszczalnym.

1. Wstep

Podstawowym elementem efektywnego zarzadzania jest podejmowanie
zlozonych decyzji, czyli rozwigzywanie probleméw decyzyjnych. Mozliwos¢
ujgcia  problemu decyzyjnego w postaci zadania wielokryterialnego
programowania matematycznego pozwala na zastosowanie metod
matematycznych do jego rozwiazywania. Oczywiscie stopien trudnosci
rozwigzania zalezy od tego, jak sa okreslone i jakie maja wlasnosci zbior
decyzji dopuszczalnych, funkcje ocen oraz relacja preferencji okreslona w
przestrzeni kryterialnej. Opisanie matematyczne relacji preferencji decydenta
w przestrzeni kryterialnej jest jednym z najtrudniejszych problemow WPM.
Dzieje si¢ tak dlatego, ze decydent albo nie zna pelnej informacji o swojej
relacji preferencji, albo tez nie umie od razu jej podac.

Bardzo czgsto spotykanym przypadkiem zadamia WPM jest zadanie
wektorowej maksymalizacji, w ktorym za relacje preferencji w przestrzeni
kryterialnej przyjmuje si¢ relacj¢ dominacji. Przyjecie tej relacji jest
konsekwencja faktu, ze jedyng informacja o preferencjach decydenta jest
postulat maksymalnosci wszystkich funkgji celu.

W zadaniach VM, w ktorych poszczegolne cele uwaza sig za
rownorzgdne wazng rolg odgrywa tzw. punkt utopijny, ktoérego wspolrzgdne
sa maksimami poszczegdlnych funkcji celu traktowanych z osobna. Dlatego
tez problem okreSlenia warunku koniecznego 1 dostatecznego by istnialo
dopuszczalne rozwiazanie utopijne wydaje si¢ by¢ interesujacym.
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2. Podstawowe pojecia i gléwne twierdzenie
Niech A4 bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka.

Przyktad 1:

1) R - liczby rzeczywiste,

2) R[x,,...,x,] - pierscien wiclomianow n zmiennych o wspolczynnikach
rzeczywistych.

Definicja 1.

Stozek w A , to niepusty podzbiér P A, spelniajacy warunki:
WYaePbeP=>a+belP,

i)aePbeP=>abelP,

(i) aecd=>a*eP.

Stozek jest wlasciwy, jesl ponadto

(iv) —1e¢P.

Przyktad 2:

1) Oznaczamy przez ZAZ zbior sum kwadratow elementow z A, jest to
najmniejszy stozek w A4 .

2) Niech P stozekw A i (a,),_, rodzina elementow z 4 . Oznaczamy przez
M((a,),.,; ] multiplikatywny monoid generowany przez (a, ),

(tj. zbidr skonczonych iloczynow elementow z (a,),, , zawierajacy jedynke).
Wtedy zbior

Pl(a).]1={p+ ‘Zq,-b,- :p.q, € P,b e M(a),, 1}

i=1

jest najmniejszym zbiorem zawierajacym P 1 (a,),,, .

W szczegolnoscei Z A*[(a,),.;] jest stozkiem generowanym przez (a,),,, .

Definicja 2.

Idealem w pierscieniu A nazywamy kazdy podzbior [ < A spehniajacy
warunki:

yrelsel=>r-sel,

i)rel,aeA=>arel.
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Przykiad 3:

Jesli U < A jest niepustym zbiorem, to najmniejszy ideal pierScienia A
zawierajacy U sklada si¢ z elementow postaci au+.+a,u, , gdzie
a €Au clU,r=0,1,...

Twierdzenie 1.

rownowazne:

1) zbior
(xeR"g,()20,p,(x)=0h(x)=0j=1,.sk=161=1 u}
jest pusty,

1) istniejq

geP peMhel takie, 2e g+p° +h=0.

3. Rozwigzanie utopijne

Rozwazamy  zagadnienic  wielokryterialnego  programowania
matematycznego z ¢ skalarnymi funkcjami oceny

max{ f(x):x € X}, 4y
gdzie
R” - przestrzen decyzyjna,

X={xeR".g(x)20,..,8,(x)20,g,(x) eR[x,,...x, Li=1..m}
zbi6r rozwiazan dopuszczalnych,
f=U\,f,) - wektorowa funkcja oceny,

fi - skalame funkcje oceny, ktére sa wielomianami # zmiennych o

wspolczynnikach rzeczywistych.
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Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu wektorowi zmiennych
decyzyjnych wektor ocen y = f(x), ktory mierzy jakos¢ decyzji x z punktu
widzenia ustalonego ukladu funkcji oceny f,..., f, .

Obraz zbioru dopuszczalnego X wzglgdem funkcji f jest zbiorem
osiggalnych wektorow ocen

Y={yeR"y=f(x),xeX}.

Definicja 3.
Zadanie wielokryterialne (1) nazywamy regulamym wtedy 1 tylko wtedy, gdy
wszystkiec zadania max{f,(x):x e X},i=1..,9 maja rozwiazania
optymalne.

Przy zalozeniu, ze zadanie wielokryterialne (1) jest regulamne istnieje
punkt
Y=L

gdzie y' = max{f,(x):x e X},k=1,..,9.

Definicja 4.
Punkt y* nazywamy punktem utopijnym, natomiast punkt x* € £ ' (y™)
nazywamy rozwigzaniem utopijnym.

Oczywiste jest, ze istnienic punktu utopijnego nie zapewnia istnienia
rozwigzania utopijnego. A jesli nawet rozwigzanie utopijne istnieje, to nie
musi by¢ ono rozwigzaniem dopuszczalnym, gdyz punkt utopijny moze by¢
punktem nieosiggalnym. Na bazie twierdzenia 1 mozna poda¢ warunek
konieczny i dostateczny by istnialo rozwiazanie utopijne oraz by istnialo
dopuszczalne rozwiazanie utopijne.

4. Wyniki

Niech y* =[y/",...,y)'] - bedzie punktem utopijnym zadania

wielokryterialnego programowania matematycznego (1).
Wprowadzamy oznaczenia:

A=R[x,...,x,]
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P -stozek w A generowany przez (g;)

i=1,.,m
I -ideat w A generowany przez (4,),., ,
Z twierdzenia 1 mamy, ze:

A. Zbior
{xeR":h(x)=0,j=1,..,9}

jest pusty, tj. rozwiazanie utopijne nie istnieje <>
istnicja @ € ) A i h €1 takie,z¢ a+1+h=0.

B. Zbior
{xeR"g(x)20,h(x)=0i=1..,mj=1,.,q}

jest pusty, tj. rozwiazanie utopijne ni¢ istnieje lub jest ono rozwiazaniem
niedopuszczalnym <>
istnieja g € P i h el takie,ze g+1+h=0.

5. Uwagi koncowe
A. Twierdzenie 1. mozna zastosowaé w zadaniach programowania celowego.

Problem wielokryterialny sprowadza si¢ do zadania programowania
celowego, gdy podejmujacy decyzje szczegélowo okresli swoje zyczenia
dotyczace wektora ¥ € R? ktoérego skladowymi sa postulowane przez niego
poziomy realizacji poszczegolnych celow. Oczywiste jest, ze gdy wektor 7
nalezy do zbioru wektoréw osiagalnych, to wektory x € f ' (r) reprezentuja

decyzje optymalne.
Niech zbior decyzji dopuszczalnych, wektorowa funkcja oceny beda
okreslone jak w zadaniu wielokryterialnym (1) oraz

r=[r,...,r,] € R? - wektor postulowanych pozioméw realizacji celow
h=f(x)-r,j=1..,q
A=R[x,,...,x,]
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P - stozek w A generowany przez (g;)

i=1,.,m

I -ideatw A generowany przez (h;),., ..

Wtedy z twierdzenia 1 otrzymujemy, ze zbiér
{(xeR"g(x)20,A(x)=0,i=1,...,mj=1..q}

jest pusty, tj. ze wektor # nic nalezy do zbioru wektorow osiagalnych <
istnieja g € P i h el takie,ze g+1+h=0

B. Wystepujacy w twierdzeniu 1 warunek g+ p* +4 =0 jest rownowazny

warunkowi g+ p° €l. Sprawdzenie, czy element nalezy do ideal

generowanego przez skonczong rodzing wielomianow, moze by¢ dokonane
przez zastosowanie algorytmu Buchbergera dotyczacego baz Grébnera.

Przykiad 4:

Niech:

X =R,
f=(-(x=1)7+4~(x-2)" +1).
Wtedy y* =[4,1] oraz

hl (x) = _(x - 1)2 )

hy(x) = ~(x - 2)*.

Zatem ideal [ jest postaci I =(~(x-1)*,~(x~-2)*). Wykorzystujac
wlasnosci idealu otrzymujemy kolejno:
(=1 (-D=(x-1* e,
~(x=2) (-)=(x-2)" eI,
(x-2)-(x-1)*=-2x+3¢el,
(x-2)° +lx(—2x+3) :4—§xe[,
2 2
5

4——x——5—(—2x+3)=lel.
27 4 4
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Przyjmujac @ = (x —1)* +(x—2)* otrzymujemy, z¢ 1+a < .
Oznacza to, ze zbidr

{xeR:h(x)=0,j=12}

jest pusty, a zatem rozwiazanie utopijne nie istnieje.
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