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Wprowadzenie

Optymalizacja dyskretna stala sie samodzielng dziedzing badawczg od po-
lowy lat pietdziesigtych dwudziestego wieku. Powstata ona na styku zastoso-
wan praktycznych w dziedzinach takich jak ekonomia, zarzgdzanie, technika
1 wiele innych oraz matematyki ze szczegdlnym uwzglednieniem kombinato-
ryki, teorii graféw i logiki matematycznej. W pewnym uproszczeniu mo-
zna powiedziec, ze podstawowym celem optymalizacji dyskretnej jest wybdr
optymalnego wariantu ze skoficzonego lub przeliczalnego ich zbioru. Opty-
malnos¢ jest rozumiana jako wyznaczenie maksimum lub minimum pewnej
funkcji. Uzyskanie rozwigzania zadania optymalizacji dyskretne] umozliwia
podejmowanie trafnych decyzji w odniesieniu do wielu aspektéw dzialalnosci
ludzkiej. Przykladami kryteriéw optymializacyjnych nioze by¢ maksymaliza-
¢ja zyskéw, minimalizacja kosztéw lub strat 1 wiele innych.

Mozna powiedziet, ze w zaawansowanych zastosowaniach praktycznych
pojawilo sie wiele waznych, zlozonych 1 trudnych do rozwigzania problemdéw
o powyzszym charakterze. Do ich sformalizowania w najbardziej odpowiedni
sposéb bardzo przydatny okazal sie aparat i metodologia matematyki.

W momencie gdy zagadnienie praktyczne zostalo sformalizowane jako
optymalizacyjny problem matematyczny, powstaje potrzeba jego cfektyw-
nego rozwigzania. Oznacza to konieczno$t opracowania algorytmoéw i wy-
konania ich komputerowej implementacji. Niestety, okazalo sie, ze w przy-
padku wielu zadan optymalizacji dyskretnej oraz algorytmdéw opracowanych
do ich rozwigzywania pojawia si¢ zasadnicza trudnos$¢. Dla nawet niezbyt du-
zych przykladéw tych zadan obliczenia numeryczne wymagaja niemozliwego
do zaakceptowania naktadu obliczen, na przykiad iierzonego w stulcciach
pracy obecnych superkomputeréw. Co wiecej, nawet drastyczne zwickszenie
wydajnosci komputeréw nie jest w stanie zasaduniczo poprawié sytuacji. Dla
ustalenia uwagi, 100-krotne przy$pieszenie obliczen zmniejsza naktad obliczen
ze 100 lat do jednego roku, co weigz jest wielkodcig abstrakeyjng, niemozliwg
do zaakceptowania w praktyce obliczeniowej. Efektem tej sytuaci byl rozwaj
teoril 1 praktycznego zastosowania algorytméw przyblizonych, ktérych celem
Jjest wyznaczenie przyblizonego rozwiazania zadaiia o akceptowalnej jakosci,
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przy "niewielkim” nakladzie obliczen.

Praktyczna niemozliwos¢ uzyskania rozwiazah optymaluveh dla licznych
przykladéw zadan optymalizacji dyskretnej spowodowata koniccznosé anali-
zowania nakladu obliczen wymaganego przez algorytmy, dla zadan o okreslo-
nej wielkosci.

W efekcie powstala dziedzina badawcza zwana zlozonoécia obliczeniowa.
Jej podstawowym zadaniem jest analizowanie zadan 1 algorytmoéw optyma-
lizacji dyskretnej z punktu widzenia oceny nakladun obliczen niezbednego do
uzyskania rozwigzania optymalnego jako funkcji rozimiaru, wiclkoécl zada-
nia. Zadania optymalizacji dyskretnej zostaly umownie podzielone na latwe
1 trudne do rozwiazywania.

Nalezy zwrécic uwage na fakt, ze uzyskane w ten sposdb oceny noszy
charakter absolutnej gwarancji, to znaczy, ze sq one prawdziwe dla wszystkich
realizacji danych analizowanego zadania. Analiza taka nosi nazwe analizy
przypadku najgorszego, gdyz oparta jest ouna na najbardziej niekorzystnym
zachowaniu sie zadan i algorytmow optymalizacji dyskretnej.

Praktyka rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej wykazala jednak
szybko, ze uzyskane w ten sposdb oceny sa bardzo czgsto nadinicrnie pe-
symistyczne. Oceny uzyskane w oparciu o podejécie przypadku najgorszego
nie charakteryzuja w sposéb wiasciwy przecietnego, Sredniego zachowania sie
zadan 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Ta sytuacja spowodowala powstanie dziedziny nazywanej analiz:y przy-
padku éredniego lub inaczej analiza probabilistyczug zadan 1 algorytiméw
optymalizacji dyskretnej. Przeprowadzenie analizy przypadku Sredniego wy-
maga zdefniowania losowego modclu rozwazanego zadania. Uzyskane w efek-
cie przeprowadzenia analizy przypadku Sredniego wyniki odnosza sie tylko do
rozwazanego losowego modelu zadania optymalizacji dyskretnej. Natomiast
ich olbrzymig zalety jest mozliwost uzyskania alternatywnych, w stosunku
do zlozonosci obliczeniowej w przypadku najgorszym, ocen zachowania sig
zadail 1 algorytméw optymalizacji dyskretnej.

Wazna 1 oryginalng wilasciwoscig analizy przypadku $redniego jest mozli-
wos¢ analizowania innych chiarakterystyk zadania niz zlozonosé obliczeniowa.
Dobrym przykiadem jest asymptotyczna ocena zachowania si¢ wartosci roz-
wigzania optymalnego jako funkcji pewnych parametréw zadania. Wyniki
tego typu znacznie poszerzaja wiedze na temat zadan optymalizacji dyskret-
nej i w efekcie umozliwiajg ich rozwigzywanie w znacznie bardziej efektywny
sposdb.

Zasadniczyin celem tej monografii jest wykazanie, na przyktadzie wybra-
nych, waznych zadan optymalizacji dyskretuej, Ze przy zastosowauiu prostego
aparatu rachunku prawdopodobicnistwa mozna uzyska¢ wartosciowe wyniki
analizy przypadku $redniego.
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W celu wilasciwego osadzenia uzyskanych wynikéw w teorii 1 praktyce
optymalizacji dyskretnej pierwsze rozdzialy monografii po$wiecone zostaly
prezentacji wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich rozwigzy-
wania, ztozonoéci obliczeniowej oraz analizy przypadku Sredniego. Nalezy
jednak podkresli¢, ze zamiarem autora byla pogladowa, a nic bardzo szcze-
golowa i wyczerpujaca prezentacja tych zagadnien. Szczegdlowy plan mono-
grafii jest nastepujacy.

W rozdziale 1 zaprezentowano dziedzing optymalizacji dyskretnej ze szcze-
golnym uwzglednieniem programowania catkowitoliczbowego i liniowego, za-
dan binarnych, zadan teorii grafow oraz zadan harmonogramowania.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione znane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej, takie jak metoda podzialu i oszacowan, progra-
mowanie dynamiczne, algorytmy zachlanne, metody lokalnej poprawy oraz
algorytiy programowania linowego.

W rozdziale 3 rozwazono podejécie przypadku najgorszego do oceny zlo-
zonoscl obliczeniowej zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej. Zdefinio-
wano niezbedne elementy oceny rozmiaru wielkoéci danych zadania i naktadu
obliczeni, wprowadzono klasy ztozonoéci obliczeniowe;j.

Podejécie przypadku Sredniego zastalo przedstawione w rozdziale 4. Szcze-
gblng uwage podwiecono aparatowi probablistycznemu niezbednemu w dal-
szej czedci monografii oraz prezentacji wybranych wynikéw analizy przy-
padku Sredniego znanych z literatury.

W rozdzialach 5 oraz 6 zaprezentowano wielowyiniarowe zadanie zala-
dunku oraz zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na przykla-
dzie tych waznych zadan optymalizacji dyskretnej dokonatio doglebnej ana-
lizy zagadnief bedacych przedmiotem zainteresowania niniejszej monografii,
takich jak metody rozwiazy wania, analiza zlozonosci obliczeniowej oraz ana-
liza przypadku sredniego. Przedstawione zostaly oryginalne wyniki opisujace
asymptotyczne zachowanie si¢ rozwigzan optymalnych jako funkeji parame-
trow zadan w przypadku srednim. Wykazano réwniez, ze proste algorytiny
przyblizone moga by¢ asymptotycznie optymalne w sensie aunalizy przypadku
érednicgo.

Zamiarem autora bylo uzywanie mozliwie najprostszej notacji mateina-
tycznej dla zachowania maksymalnej przejrzystoSci wywodu. W monografii
stosowane sa powszechnie przyjete oznaczenia matematyczite. Dla przykladu:

e {a1,as,...,a,} oznacza zbiér n - elementowy.

e [11,T2,...,2,) oznacza wektor o m skladowych przyjimujacych wartodcd
liczbowe.
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e lim, ., f(z) lub lim,_,, g, 0znacza granice funkcji lub ciaggu liczhowego,
co jednoznacznie wynika z kontekstu.

e {X} oznacza jednoznacznie zdefiniowane zdarzenie, na przykiad © < b,
gdzie x jest zmienng, b pewna stala.

e |a| oznacza warto$¢ bezwzgledng liczby a, natomiast |A} oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru A.

Kolejne oznaczenia sg definiowane w tekécie monografii w miare potrzeb.
W przypadku mozliwoéci wystapienia niejednoznacznosci w trakcie przepro-
wadzania wywoddéw, odpowiednie pojecia sg przytaczane na biezyco.

Oryginalna terminologia opisujgca pojecia i obiekty rozwazanc w mono-
grafii w przytlaczajacej wiekszosci pochodzi z jezyka angielskiego. W niono-
grafii wykorzystywana jest polska terminolagia, ktéra zdaniem autora, z jed-
nej strony wlasciwie oddaje sens oryginalu angielskiego, z drugiej za$ strony
jest dobrze osadzona w jezyku polskim. Poza przypadkami oczywistymi, w
momencie pierwszego zastosowania nowego, specjalistycznego pojecia w na-
wiasach przytoczono jego angielski odpowiediik.

Niniejsza monografia jest efektem wieloletniego zainteresowania autora
tematyky analizy przypadku éredniego wybranych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Prace naukows nad tymi zagadnieniami autor prowadzil w Instytucie
Badan Systemowych Polskiej Akademii Nauk kolejno w Zakladzie Progra-
mowania Matematycznego, Pionie Metod Modelowania Matematycznego i
Optymalizacji oraz w Pracowni Metod Obliczeniowych Optymalizacji.

Pragne serdecznie podzigckowat wszystkim kolezankon i kolegom z 1BS
PAN za wieloletnia wspdlprace. Przez caly okres mojej pracy naukowej szcze-
gélne znaczenie miala dla mnie wspéipraca z doc. dr hab. Markiem Libura,
na ktérego pomoc i cenne rady mogten: zawsze liczyc.

Swojej rodzinie skladam wyrazy wdzigcznosci za cierpliwo$t, wyrozuinia-
loé¢ i wsparcie podczas catego okresu mojej pracy naukowej. Szczegdlnie
goraco pragne podzickowaé mojej Zonie i Mamie.



Rozdziat 2

Metody rozwiazywania

2.1 Wprowadzenie

W rozdziale 1 przedstawiono réznorodne zadania optymalizacji dyskretnej.
W momencie kiedy dokonany zostanie sformalizowany, z matematycznego
puntktu widzenia, zapis zadania optymalizacji dyskretnej, powstaje potrzeba
uzyskania rozwigzania rozwazanego zadania. Celem niniejszego rozdziatu mo-
nografii jest przyblizenie problematyki i metod rozwiazywania zadan opty-
malizacji dyskretne;j.

Podstawowym celem kazdej metody rozwiazywania zadania optymaliza-
cji dyskretnej jest wyznaczenie jego rozwigzania optymalnego, ktére moze
byt oznaczone jako zppr(I*). Bardziej szczegdlowo, rozwigzanie optymalne
zadania rozumiane jest jako:

o wartod¢ liczbowa rozwiagzania optymalnego wyrazona przez zopr(L*),
na przyklad optymalna wartosé funkeji celu dla zadania programowania
calkowitoliczbowego (1.1) lub warto$é sumy wag krawedzi dla najkrét-
szej drogi w grafie itp;

e postal rozwigzania optymalnego I*, na przyklad jeden z wektoréw
[Ty, x5, . .., z], realizujacy wartose funkeji celu zopp(I*) w przypadku
realizacji danych zadania programowania catkowitoliczbowego lub zbiér
krawedzi grafu GG bedacy poszukiwang najkrotsza droga itp.

Czesto wymagane jest wyznaczenie calego zbioru rozwigzan optymalnych
zadania, to znaczy wszystkich rozwiazan z optymalng wartoscia funkeji celu.
Istnicjs réwniez sytuacje, w ktérych wystarczy wyznaczyé sama wartosé roz-
wigzania optymalnego bez wyznaczania jego postaci, co w wielu przypadkach
moze okazaé sie znacznie prostsze.
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Dokladnoét pracy algorytmu przyblizonego A jest oceniana poprzez naj-
bardziej niekorzystng wartos¢ tego ilorazu dla wszystkich realizacji danych
rozpatrywanego zadania z zadanej klasy. Przyjimujac zalozenie, ze

ZOPT(I;:); ZA(]n) > (0 oraz max{zA(In}, ZOPT(I,:)} >0 (22)

mamy
0<y(l,) <L

W ogélnym przypadku im warto$é¢ 1(7,,) jest blizsza 1 tym wyzsza jest
doktadnoét algorytmu A. Jedli istnieje stala € > ( taka, ze dla wszystkich
realizacji danych zadania

e<p(l) <1 (2.3)

lub, w przypadku asymptotycznym przy n — 00, jezeli ¢/(I,) dazy do pewnej
wartoéci granicznej, to wtedy niozemy moéwit o gwarantowanej doktadnosci
rozwazane] metody. Co wiecej, jezeli istnieja €, > 0 dla n > 1, takie, ze

e, <Y(I,) <1 oraz llinolo €n=1 (2.4)
to bedziemy mdéwic, ze algorytm przyblizony A jest algorytmem asymptotycz
nie (sub)optymalnym.

Natomiast przy braku takich ocen algorytm nie ma zadnej gwarantowa-
nej dokladnodci i jest nazywany algorytmem heurystycznym (heuristic algori-
thm). Innym istotnym zagadnieniem jest, czy algorytm gwarantuje uzyskanie
rozwigzania dopuszczalnego dla wszystkich realizacji danych rozwazanego za-
dania.

Ocena dokladnoéci dzialania algorytmu A w sensie (2.1) jest oparta na
obserwacji zachowania bledu wzglednego danego przez (1, ).

Inng miarg oceny dokladnoéci dzialania algorytmu jest blgd bezwzgledny
przyjmujacy ponizszg postac:

Y(In) = zaln) = zopr(17)]- (2.5)

W przypadku oceny w sensie bledu absolutnego jezeli istniejg 6, > 0 ta-
kie, ze zawsze v([,) < 6, oraz jezeli istnieje stala § taka, ze 6, < &, to
mozemy moéwit o gwarantowane] dokiadnosci algorytmu A. Jezli natomiast
lim, e 6 = 0, to mozemy moéwi¢ o asymptotycznej (sub)optymalnosci al-
gorytmu A. Oceny te sg analogicznie do ocen (2.3) oraz (2.4) w sensie bledu
wzglednego.

W ogélnym przypadku, jezeli spehiione jest (2.2), mamy:

v(I,,)) = 0 wtedy 1 tylko wtedy, kiedy ¥(I,) = 1.
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W przypadku spehienia powyzszych zaleznosci (y(1,) = 0 lub ¥(I,,) = 1) A
jest algorytmem dokladnym.

Mozna zauwazy¢, ze miara dokladnoéci pracy algorytmu w sensie (2.1)
nosi odmienny charakter niz miara w sensie (2.5). Dla ustalenia uwagi roz-
wazmy zadanie na minimum. Przechodzac do rozwazai o charakterze asymp-
totycznym, gdy n — oo, mamy:

o 7 faktu, ze liny,, o ¥(I,) = 1, nie wynika, ze zawsze lim,, o, y(Z,) = 0.

Jako przyklad mozemy przyjat za(l,) = n + /n oraz zopr(I}) = n. Wtedy
liny—oo Y(I,) = 1 oraz y(I,,) — +oo.

o 7 faktu, ze lim, o y([,) = 0, nie wynika, ze zawsze liny,, o ¥(I,) = L.

Jako przyklad mogs stuzy¢ za(l,) = L + % oraz zopr(I}) = =. Wtedy

liny,, o ¥(1,) = 0 oraz lim,,_,o, ¥(1,) = 0.

Méwige ogdlnie, ocena w sensie (2.1) ignoruje czlony asymptotycznie wol-
niej rosnace niz max{z(1,), zopr(I})}. Jezeli zachodzi (2.2) oraz przy zalo-
zeniu, ze max{z4(1,), zopr (1)} > ¢, gdzie ¢ > 0 stala, stwiedzenie powyzsze
moze by¢ wyrazone w sposéb nastepujacy:

v(In)
max{za(ln), zorr(13)}
Zarysowane powyzej podejécie do oceny doktadnodci pracy algorytméw
jest nazywane analizq przypadku najgorszego (worst case analysis), to znaczy
dokladnos¢ dzialania algorytmu jest oceniana przez najmniej korzystny wy-
nik uzyskany dla wszystkich realizacji danych zadania. W rozdziale 3 przed-
stawimy podejécie przypadku najgorszego do oceny zlozonoéci obliczeniowe;j
(niezbednego naktadu obliczen) zadan i algorytméw optymalizacji dyskret-
nej. Natomiast w rozdziale 4 przedstawimy alternatywne podejécie analizy
przypadku éredniego do oceny zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej,
ktére w rozdziatach 5 oraz 6 zastosujemy do wybranych zadan i algorytmow.
W kolejnych podrozdzialach zaprezentujemy wybrane optymalne oraz

przyblizone metody rozwigzywania zadail optymalizacji dyskretnej.

Jezeli — 0, to wtedy ¥(1,,) — 1. (2.6)

2.2 Metoda podzialu i oszacowan

Jak juz wspomniano wezeéniej, z powodu nadmiernego naktadu obliczen me-
toda pelmego przegladu zbioru rozwigzain dopuszczalnych nie moze by¢ sto-
sowana do rozwigzywania zadai optymalizacji dyskretnej o wiekszych, prak-
tycznych rozmiarach.
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Idea metody podziatu i oszacowan (branch and bound) polega na podziale
oryginalnego zadania na podproblemy oraz na wygenerowniu dobrych osza-
cowall wartoéci rozwigzania optymalnego zadania dla tych podprobleméw w
celu znacznego zredukowania iloéci krokéw przegladu. Pominiete sg podpro-
blemy nie rokujgce poprawy wartoséci funkeji celu. Dla ustalenia uwagi za-
16zmy, ze rozwazamy zadanie optymalizacji dyskretnej w postaci danej przez
(1.5). Zakladamy, ze:

¢ Zadanie ma skoficzony zbiér rozwigzan dopuszczalnych F.

o Potrafimy w efektywny sposéb podzielié zbidr rozwiazan dopuszcezal-
nych F na podzbiory, na przyktad, gdzie Ule Fi=Foraz Fi(F; =0,
i# J,4,5 €{1,...,k}. Niech Fy = F. Uzyskujenmy w ten sposoéb zbiér
podprobleméw zadania oryginalnego (1.5), gdzie zbiér rozwigzan do-
puszczalnych F zostal zastgpiony przez podzbiér F; w postaci:

= 2(F). 2.
zopr(q) = max 2(F) (2.7)

Zakladamy tez, ze podobna procedure mozemy zastosowaé do dowol-
nego podzbioru F.

e Potrafimy konstruowa¢ relaksacje (oslabienie) zadania (2.7) w postaci:

Zopr(q) = max z 2.
Zorr(q) = max z(F) (2.8)

gdzie 1 =0,1,..., F; C®; oraz 2(F) < z(F) dla F € F,.

e Na poczatku pracy algorytmu dysponujemy pewnym oszacowalliem
wartoéci rozwigzania optymalnego zadania (1.5) z(F™), to znaczy

2(F") < zop7(q)-

Oszacowanie to moze by¢ dane przez pewne znane nam rozwigzauie
dopuszczalne zadania (1.5) F* lub przyjmujemy 2(F*) = —oco. W
przypadku z(F*) = —oco postaté F™* jest nieokre$lona.

Metoda podzialu i oszacowan dziala wedlug ponizszych zasad:
1. Dokonujemy poczatkowego podzialu zbioru rozwiazan dopuszczalnych

zadania na k, k > 2, podzbioréw Fi,F,. .., Fi, ktére zapami¢tujemy
jako liste podprobleméw do rozwazenia oraz znamy wartosé z(F7*).
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2. W ogélnym kroku pracy algorytmu rozwazamy kolejny podproblem z
listy: Fi. Uzyskujemy rozwigzanie optymalne F' jego relaksacji (2.8).
Moga teraz zaistnieC trzy sytuacje:

o z(F*) > zZ(F'). Wtedy w F; nie istnieje rozwiazanie o wartosci
wieksze] niz z(F™) a wigc mozna ten podproblem usunaé z listy i
wykluczyé z dalszych rozwazan.

o z(F™) < Z(F') oraz F' € F;,. Wtedy podstawiamy F* := F'. F'
jest rozwigzaniem optymalnym podproblemu (2.7). Oznacza to, ze
ten podproblem nie zawiera lepszych rozwiazan zadania (1.5) niz
F" a wiec moze on zosta¢ usuniety z listy 1 wykluczony z dalszych
rozwazan.

o Jezeli z(F*) < Z(F') oraz F' ¢ F; to wtedy nie istnieje mozliwo$é
rozstrzygniecia o perspektywicznoéci F;. Dokonujemy podziatu F;
na dodatkowe podproblemy, ktére dotgczamy do listy podproble-
méw 1 kontynuujemy dzialanie metody.

3. Metoda podziatu i oszacowan konczy prace, kiedy lista podprobleméw
jest pusta. Rozwigzaniem optymalnym zadania (1.5) jest F™*, a jego
wartoscig z(F*). Jezeli zadanie nie ma rozwigzan dopuszczalnych, to
metoda zakoficzy prace z nieokre$long wartoscig £ oraz z(F*) = —oo.

Niewatpliwg zaletg te] metody jest fakt, ze dla kazdej realizacji danych
uzyskuje ona rozwigzanie optymalne zadania lub stwierdza, ze zadanie nie
posiada rozwigzan dopuszczalnych w skonczonej liczbie krokéw. Natomiast
naktad wykonanych obliczen zalezy od jakoéci stosowanych relaksacji pod-
probleméw zadania oryginalnego. Jezeli dodatkowo dysponujemy ”dobrym”
poczatkowym rozwiazaniem dopuszczalnym zadania F™ o wartodci funkeji
celu z( F*) ”bliskie]” do wartoéci rozwigzania optymalnego (1.5) zopr(q) to
w takim przypadku mozemy oczekiwac znacznego zimniejszenia nakladu obli-
czen w wyniku efektywniejszej eliminacji podprobleméw z listy.

W wariancie niekorzystnym metoda podzialu i oszacowan moze okazac
si¢ tozsama z metody pelnego przegladu. W przypadku zadania zaladunku
oznacza to taki podzial na podproblemy, Zze zostana rozwazone wszystkic 2"
rézne wektory binarne ¢ = @), zg, ..., T,

Dla zadafi programowania calkowitoliczbowego, patrz na przyklad (1.2),
relaksacje podprobleméw mozna uzyskaé pomijajac warnunek catlkowitoliczbo-
woécl zmienych decyzyjnych, to znaczy poprzez zastapienie odpowicdniego
zadania programowania catkowitoliczbowego zadaniem programowania linio-
wego. Metoda podziatu 1 oszacowan zostala szczegdlowo omdwiona w mono-
grafii Zorychty 1 Ogryczaka [151].
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2.3 Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne jest ogdélng technika opracowang przez Bellmana,
patrz [11], plerwotnie dla optymalnego podejmowania decyzji w systemach
mogacych sie znajdowaé w ograniczonej liczbie standw. Podstawowsy zasada
tej techniki jest zasada optymalnosci, ktéra glosi, ze

“optymalny ciag decyzji ma te wladciwosécé, ze jakikolwiek byiby stan i
decyzje poczatkowe, pozostale decyzje musza stanowi¢ optymalny cigg
decyzji w odniesieniu do stanu wynikajacego z decyzji poczatkowych”.

Praktycznie kazde z zadan optymalizacji dyskretnej moze by¢ rozwiazy-
wane przez metody oparte na idei programowania dynamicznego. Uzyskane
w oparciu o zasad¢ programowania dynamicznego algorytiy, dla poszczegél-
nych zadah optymalizacji dyskretnej, sa metodami rekurencyjnymi wykorzy-
stujgcymi zadania pomocnicze. Niestety, algorytmy takie sg efektywne tylko
wtedy, kiedy liczba zadan pomocniczych jest niewielka. Dzialanie tej metody
zostante przedstawione ponizej na przykiadzie jednowymiarowego zadania za-
tadunku (1.6), patrz tez podrozdziat 5.6 oraz (5.47). Dla konstruowania zadan
pomocniczych wygodnie jest rozwazyt zadanie (1.6) w ponizszej postaci:

&

’ zopr(k,b) =max ) ¢; - 1y
i=1
k
przy ograniczeniu Yoai-az; <b

=1

gdzie z; =0lub L, i=1,...,k.
Przyjmujemy zalozenie, ze k, ¢;, a; oraz b sa nieujemnymi liczbamni catko-
witymi. Zadanie w postaci (1.6) mozemy z latwoscia uzyska¢ podstawiajgc
k=mn, b= b(n). Warto¢ rozwiazania optymalnego zadania (1.6) jest dana
przez zopr(n,b(n)). Z uwagi na binarnoéé zmiennych decyzyjnych, z; = 0
lub 1, dla zadania (1.6) mamy:

zopr(n, b(n)) = max {zopr(n — 1,b(n)), zopr(n —1,6(n) —a,) +c,}.

W ogdélnym przypadku mozemy rozwazy¢ nastepujaca zaleznos¢ rekuren-
cyjna;

zopr(j +1,b) = max{zopr(J,b), zopr(j,b — aj11) +cjs1} (2.9)

gdzie j =0,...,n— 1, zopr(0, ) = 0. Rozwigzanie optymalne zppp(n, b(n))
mozemy uzyskaé stosujac (2.9) kolejno dla wszystkich j = 0,...,n — 1 oraz
0<b<b(n).
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Liczba rozwazanych zadah pomocniczych zalezy od wartosci n a konkret-
niej od wartoéci b(n). Dla matych wartosci n oraz b(n) nietoda programowa-
nia dynamicznego jest efektywna obliczeniowo, natomiast wraz ze wzrostem
wartoéci n oraz b(n) efektywno§t tej metody obliczeniowej maleje. Dla ”du-
zych” wartoéci b(n), to znaczy ”bliskich” )" | a;, staje si¢ ona praktycznie
tozsama z metodg pelnego przegladu.

Karp w pracy [81] zaproponowal ciekawe zastosowanie metody programo-
wania dynamicznego do rozwigzywania zadania komiwojazera na plaszczy-
znie, patrz podrozdzial 1.4, strona 35.

Rozwaza on nastepujgcy wariant zadania komiwojazera. Dany jest graf
wazony G, ktérego zbiér wierzchotkow V' = {1,... n} jest okre§lony jako
zbior n punktéw w kwadracie znajdujgcym sie na plaszczyZnie. Mozemy
przyjac, ze boki kwadratu sg réowne 1, bez ograniczenia ogélnoéei rozwazan.
Kazdy z wierzchotkéw grafut € V moze zostaé zdefiniowany poprzez podanie
jego wspdtrzednych (x;, y;), gdzie 0 < z;,y; < 1. Dla kazdej krawedzi lub
luku e = (4,5) grafu G waga ¢;; jest zdefiniowana jako najkrétsza odlegtoét
pomiedzy wierzchotkami. Przyjmuje ona postaé:

ey =/ (zi — ;)% + (4 — y5)° (2.10)

Zastosowanie metody programowania dynamicznego dla tej postaci za-
dania komiwojazera w grafie o n wierzcholkach wymaga rozwazenia n? - 2"
zadanf pomocniczych, co prowadzi do bardzo duzego nakladu obliczer.

Karp zapropnowal, aby jednostkowy kwadrat podzieli¢ na okolo n/logn
mniejszych kwadratéw tak, aby liczba wierzchotkéw w kazdym z nich nie
przekraczala znaczaco logn. W kazdym z tak uzyskanych kwadratéw rozwia-
zujelny odpowiednio mniejsze zadania komiwojazera z zastosowaniem pro-
gramowania dynamicznego. Wymaga to dla wszystkich mniejszych kwadra-
tow rozwazenia okolo nt zadan pomocniczych, co bardzo ogranicza niebedny
naktad obliczeti. Uzyskane w mniejszych kwadratach rozwigzania zadan ko-
miwojazera sg laczone, aby uzyskaé rozwigzanie przyblizone zadania pier-
wotnego o warto$ci Zp4g(n). Metoda ta nosi nazwe algorytm podziatu Karpa
(Karp partiniong algorithm)

W sensie oceny (2.3) algorytm podzialu Karpa nie ma zadnych gwarancji
dokladnosci dzialania. Natomiast w przypadku $rednim algorytm podzialu
Jjest asymptotycznie suboptymalny, patrz podrozdzial 4.4.

2.4 Podejscia zachlanne

Jednym z bardziej naturaluych podejéé do budowy algorytmu dla rozwiag-
zywania zadan optymalizacyjnych sg metody zachlanne (greedy) oparte na
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zasadzie konstruowania rozwiazania zadania poprzez dokonywanic najlep-
szych lokalnych wyboréw. Dobrym przykiadem ilustrujacym ta zasade dla
zadania wyznaczenia najkrotszego drzewa rozpinajacego, ktoére zostalo za-
prezentowane w podrozdziale 1.4, jest algorytm Kruskala, patrz [90].

Idea podejécia zachlannego polega w tym przypadku na wyznaczeniu kra-
wedzi e}, e2,...,6en_1 W n — 1 iteracjach. W kazdej iteracji wyznaczana jest
jedna krawedz nalezaca do najkrétszego drzewa rozpinajgcego nieskierowa-
nego grafu wazonego G. W pierwszej iteracji wyznaczana jest krawedz o
najmniejszej wadze, to znaczy:

o ¢ :cle) =min cle).

W iteracjach £ = 2,3,...,n — 1 wyznaczamy w rekurencyjny sposib kolejne
krawedzie e, wedlug nastepujacych zasad:

e ¢ clex) ZHlLII cle) gdzie
eC Ay
A ={ec A:eé {e,e2,...,ex1})1{er,ea,...,e5-1,€} jest lasem}

W kazdej iteracji algorytmu dokonywany jest najlepszy lokalny wybdr,
dlatego algorytm nazywany jest zachtannym. Uzyskane rozwigzanic zada-
nia wyzaczenia najkrétszego drzewa rozpinajacego jest zawsze optymalne.
Struktura grafu G nie odgrywa praktycznie wickszej roli w dziataniu algo-
rytmu Kruskala, wymagamy jedynie, aby podgraf grafu G skladajycy sie ze
zbioru krawedzi {ey, ez, ..., ex_1,e} oraz wierzchotkéw je tworzacych byt la-
sem w celu unikniecia dolaczenia do konstruowanego rozwigzania krawedzi
tworzacych cykl.

Rozwazmy teraz zadania optymalizacyjne (1.12), (1.13) oraz (1.14) zdefi-
niowane dla zadania rozbicia zbioru, patrz podrozdzial 1.3. Bez ograniczenia
ogdlnoécl mozemy przyjaé zalozenie, ze wagi 1, z,. .., 2, wprowadzone na
stronie 24 sg posortowane w porzadku nierosnacym, a wiec

LT > > T, (2.11)

Jak zauwazono na stronie 25, przy m = 2 zadania (1.12) oraz (1.13) sy z¢
sobg tozsame w sensie postaci rozwigzan optymalnych. Dla ustalenia uwagi
rozwazmy zadanie (1.13) przy m = 2. Do jego rozwigzywania zastosujuiy
algorytm dzialajacy wedhug ponizszej zasady:

Element ¢, i = 1,...,n, jest przydzielany do zbioru Ny, jezeli ¢ jest liczbg
nieparzysta oraz do zbioru Ny, jezeli i jest liczbg parzysta.
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Matroidy i algorytm zachlanny

Niech V = {1,...,n} bedzie skonczonym zbiorem, [c1,...,¢,], ¢
wektorem wag o n sktadowych. Dla podzbioru E zbioru NV, £ C

() = Zci

ik

> 0 bedzie
N, niech

bedzie wartoscig funkeji celu. Niech £ bedzie rodzing podzbioréw zbioru N
taka, ze
jezell X € E oraz Y C X, to wtedy réwniez ¥V & &.

Par¢ (N, &) nazywamy systemem niezaleznosci (independence system). Za-
danie optymalizacyjne moze by¢ wtedy zdefiniowane w postact:

) = E
zopr(n) = max 2(E)

Algorytm zachlanny dla zadania (2.4) w pierwszej iteracji wyznacza ele-
ment o najmniejszej wadze, to znaczy:

ey : Coy =IIélIN1 {c.:3X €& ec X}, zgrrn) =c,.
e

W kolejnych iteracjach wyznaczamy w rekurencyjny sposéb kolejne elementy
e, wedlug nastepujacych zasad:

€k 1 Cey :?elzl\ﬁ ce;  zcre(n) = zgre(n) + ¢,

gdzie
Ny ={ee N:e¢ {eez,...,e5_1} oraz {ey,es,...,ex1,€} € E}

Algorytm zachlanny koriczy prace, jesli nie istnieje kolejny element ey. Liczba
wykonanych przez niego iteracji n* nie przekracza n, n* < n. Wartos¢ uzy-
skanego rozwigzania wynosi zgrp(n).

Zdefiniujmy dla X C N nastepujace wielkosci:

r(X) = max{|Y]|: Y C X, Y €&}
p(X) = min{[Y|:YCX,Y€&FUcE takie, 2 Y CU C X}
Jezeli dla wszystkich X C N zachodzi r(X) = p(X), to wtedy system

niezaleznoéei (N, £) jest nazywany matroidem, patrz Gritschel 1 Lovasz [62],
Kannan i Korte [77] oraz Korte i Hausmann [88].
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Zbiory Q, F, F w (1.4) i (1.5) sy odpowiednikami zbioréw N, X, £. W
sformulowania zadania optymalizacji dyskretnej w postaci (1.5) nie wyma-
gamy, aby (@, F) bylo systemem niezaleznoéci. W pracy Korte i Hausmann
[88] udowodniono, ze algorytm zachlanny dla zadania (1.5) z dowolnym we-
ktorem wag [c1, ..., ¢,], ¢; > 0 uzyskuje rozwigzanie optymalne wtedy i tylko
wtedy, kiedy (@, F) jest matroidem.

W ogélnym przypadku, jezeli (N, &) jest systemem niezaleznosci, manuy:

min {i(X)} < zere(n) <1

XeN (X)) T zopr(n)

co dla licznych zadan optymalizacji dyskretnej pozwala uzyskal gwaran-
cje dokiadnosci dla algorytmu zachlannego. Niestety, dla duzej czesci za-
dani optymalizacji dyskretnej algorytm zachlanny pozostaje metoda heury-
styczna. Jest on bardzo czesto uzywany w praktyce obliczeniowej dla uzyska-
nia "rozsgdnych” rozwigzan, na przyklad w celu uzyskania rozwigzan przy-
blizonych w metodzie podziatu i oszacowan.

W pracy Korte i inni [89], zdefiniowano pojecie greedoidow (greedoids)
oraz przedstawiono klasy zadan optymalizacji dyskretnej, dla ktérych algo-
rytun zachlanny jest optymalny.

W rozdziale 5 niniejsze] monografii omoéwiono dzialanie algorytnm za-
chlannego 1 jego pochodnych dla réznych postaci zadan zaladunku.

Zauwazmy, ze przedstawione powyzej metody podzialu i oszacowan oraz
programowania dynamicznego daja zawsze rozwiazania optymalne dla rozwiag-
zywanych zadah. Algorytm zachlanny uzyskuje rozwiazania optymalne dla
wybranych zadan optymalizacji dyskretnej, a dla pewnej grupy zadan jest
on algorytmein przyblizonym o gwarantowanej dokladno$ci. Natomiast w
bardzo wielu przypadkach jest to metoda heurystyczna. W kolejnym podroz-
dziale przedstawimy grupe metod heurystycznych opartych na idei lokalnej
poprawy rozwigzan dopuszczalnych.

2.5 Metody lokalnej poprawy i inne

Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze rozwazamy zadania optymalizacji dys-
kretnej w postaci danej przez (1.5). Ogdlna idea dzialania metod lokaluej
poprawy moze by¢ przedstawiona w ponizszej postaci:

e W pierwszym kroku algorytmu uzyskujemy poczatkowe biezqce rozwia-
zanie przyblizone F*, F* € F, z wartoécia funkcji celu z(F™).

o W iteracyjnym kroku algorytmu potrafimy uzyskac rozwiazanie przy-
blizone F', F' € F, bliskie do F*. Jesli z(F*) < z(F'), to wtedy
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dokonujemy zamiany biezacego rozwigzania przyblizonego F* = F' i
przechodzimy do kolejnej iteracji algorytmu.

e Mozliwe jest uzyskiwanie nie jednego, a kilku rozwigzan przyblizonych,
bliskich do biezacego. Wtedy najlepsze z nich jest poréwnywane z
rozwigzaniem biezgcym i ewentulanie go zastepuje.

o Algorytm konczy prace w przypadku braku mozliwoéci dalszej poprawy
wartoSci biezacego rozwiazania. Ostatnie rozwigzanie biezace staje
sie rozwigzaniem przyblizonyn uzyskanym przez algorytm lokalnej po-
prawy.

Sformulowanie rozwigzanie bliskie do biezacego jest w ogélnym praypadku
bardzo nieprecyzyjne. W praktyce chodzi tutaj o wykonanie stosunkowo
nieskomplikowanej obliczeniowo modyfikacji rozwigzania biezgcego zadania
tak, aby uzyska¢ jedno lub kilka rozwigzan przyblizonych. W przypadku
zadan sformutowanych jako binarne, to znaczy kiedy F* odpowiada wektor
[z1,.. .,z zf =1 (G e F)luba; =0 (i ¢ F*),i=1,...,n, rozwigzanie
bliskie do biezgcego mozemy prébowac¢ uzyskiwaé poprzez zamiang jednej
(lub kilku) skladowych: z} « 1 — z; (dla pozostalych x| « z}), jezeli ta
operacja nie narusza dopuszczalnoécei rozwiagzania. W przypadku zadani teo-
rii graféw, dla ktérych rozwigzaniami sg zbiory tukéw lub krawedzi grafu, na
przykiad drogi, cykle lub drzewa, rozwigzania bliskie do biezacego uzysku-
jemy poprzez zamiane pewnego podzbioru tukéw lub krawedzi rozwigzania
biezacego na inne, z zachowaniem dopuszczalnosci uzyskanego w ten sposéb
rozwigzania.

Zaleta metod lokalnej poprawy jest spodziewany niski naklad oblicze-
niowy. Jak juz wspomniano, algorytm konczy prace, jesli nic jest w stanie
poprawi¢ biezacego rozwigzania. Moze to oznaczaé wyznaczenie przez algo-
rytm optimum lokalnego. Niestety, wartot uzyskanego w ten sposéb roz-
wigzania przyblizonego zadania moze by¢ odleglta od wartosci rozwigzania
optymalnego. Aby wyeliminowaé, albo przynajiniej w istotny sposob zta-
godzi¢ te niedogodnoét zaproponowano szereg modyfikacji metody przegladu
lokalnego prébujacych omijaé optima lokalne. Czes¢ tych metod nosi charak-
ter uniwersalny, na przyktad przeglad losowy, symulowane wychladzanie lub
przeszukiwanie z zakazami. Metody te moga by¢ stosowane do szevokich klas
zadan optymalizacji dyskretnej. Niestety, do$¢ czesto nie sg onc cfektywne.

7 kolei takie techniki jak algorytmy genetyczne i inne metody (up. sieci
neuronowe) sg oparte na analizie konkretnych zadan. Sg one $cisle dopaso-
wane do zadan, ktére rozwiazujg i czesto nie maja waloru ogélnoéel. NMozli-
woscl ich zastosowania do innych zadai sg wigc ograniczone. Ponizej zostang
omoéwione ogdlne zasady dziatania wymienionych powyzej algorytmaow.
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Przeszukiwanie losowe

Jedng z préb wlasciwego ukierunkowania przeszukiwania zbioru rozwiazan
dopuszczalnych i takiego sposobu akceptacji rozwigzan, aby zwiekszyé praw-
dopodobiefistwo wyznaczenia przez algorytm rozwigzania optymalnego, jest
randomizacja algorytméw. W przypadku metody lokalnej poprawy rando-
mizacja moze byé zastosowana w spos6éb nastepujacy.

e Niech p(F) = exp(2(F)/T) dla kazdego F € F, gdzie T jest pewng
malg liczbg dodatnig. Mamy poczgtkowe biezqce rozwigzanie przybli-
zone F*| F* € F, z warto$cig funkeji celu z(F™).

¢ W iteracyjnym kroku algorytmu potrafimy uzyska¢ rozwigzanie przy-
blizone F', F' € F, bliskie do F*. Jeéli z(F*) < z(F'), to wtedy do-
konujemy akceptacji uzyskanego rozwigzania przyblizonego F™* := F
Natomiast jezeli z(F') < z(F*), to wtedy dokonujemy akceptacji uzy-
skanego rozwigzania przyblizonego F* := F' z prawdopodobiehstwem
©(F")/p(F*) 1 krok iteracyjny jest powtarzany.

o Metoda koficzy prace albo w przypadku nie uzyskania poprawy warto-
§ci rozwigzania w zadanej iloéci iteracji, albo po wykonaniu okreslonej
liczby iteracji.

W pracy Metropolisa 1 innych [108] udowodniono asymptotyczna opty-
malno$¢ takiego algorytmu. Niestety, z uwagi na bardzo powolng zbieznosc
praktyczna przydatno§t tego podejécia jest watpliwa.

Symulowane wychtadzanie

W roku 1983 w dwdéch réwnolegle przedstawionych pracach, Cerny [19] oraz
Kirckpatrick i inni [85] zaproponowano metode rozwigzywania zlozonych za-
dant optymalizacji dyskretnej opartg na analogii do osiaggania stanu minimal-
nej energii materii wychtadzanej po rozgrzaniu do stanu topnienia (wrzenia).
Podejscie to nazwano metody symulowanego wychladzania (simulated anne-
aling). W odniesieniu do zadan optymalizacji dyskretnej traktujemy zbiér
rozwiazan dopuszczalnych zadania F jako zbiér stanéw ciala (materii) pod-
dawanej wychltadzaniu, 1/2z(F) jest energig stanu (rozwigzania dopuszczal-
nego) F' € F. Parametr T ma fizyczng interpretacje jako temperatura materii
(ciala) podlegajacej wychtadzaniu. Na poczatku procesu (pracy algorytmu)
wartoéé T = T9 jest duza, réwna temperaturze topnienia (wrzenia) materii
oraz mamy poczgtkowe biezqce rozwigzanie przyblizone ™| F* € F 7 warto-
scig funkeji celu z(F™*). Nastepnie temperatura jest stopuiowo zmniejszana



58 ROZDZIAL 2. METODY ROZWIAZYWANIA

w dyskretnych krokach (mamy 7% > T? > ... > TF > ...). Dla kazdej kolej-
nej wartoéci temperatury T wykonujemy losowe przeszukiwanic opisane w
poprzednim podrozdziale, to znaczy uzyskujemy bliskie do biezacego rozwia-
zanie przyblizone zadania F’'. W przypadku poprawy wartodci rozwigzania
jest ono akceptowane, natomiast w przypadku @(F*) > o(F") dokonujemy
zamiany (akceptacji F') F* := F' z prawdopodobienstwem o(F")/p(F™).
Procedure te powtarzamy dla kolejnych wartodci temperatur. Algorytm kon-
czy prace, kiedy w zadanej liczbie iteracji nie nastapila poprawa uzyskanego
rozwigzania, albo jezeli liczba iteracji staje sie nadmierna,

Wykorzystujgc wyniki Metropolisa i innycl, patrz [108] mozna udowo-
dni¢, ze algorytm symulowanego wychladzania jest asymptotycznic zbiezny
do rozwigzania optymalnego zadania z prawdopodobiefistwemn 1. Pierwsze
eksperymenty polegajace na zastosowaniu tej metody do szczegdlnie trud-
nych zadan optymalizacji dyskretnej, na przyklad dla zadania komiwojazera,
byly bardzo zachecajace. Niestety, bardziej szczegélowa analiza jej dzialania
wykazala, ze jest ona bardzo wrazliwa na wybrany schemat wychiadzania,
to znaczy wartoéci temperatur TV, 72, --- T --- i co za tym idzie nie jest
stabilna obliczeniowo. Uzykane wyniki eksperymentéw obliczeniowych zapre-
zentowano w wielu publikacjach, na przykiad w pracach Johnsona i innych,
patrz [75], [73] oraz[76].

Przeszukiwanie z zakazami

W powyzej przedstawionych algorytmach przeszukiwania losowego 1 symulo-
wanego wychladzania zawarta jest idea losowego omijania optiméw lokalnych
poprzez akceptacje pogorszenia wartosci funkceji celu z prawdopodobienstwem
©(F")/o(F*). 1dea melody przeszukiwania z zakazami (tabu search) oparta
jest na omijaniu optiméw lokalnych w sposéb deterministycziy. Podejécie to
zostalo zaproponowane przez Glovera, patrz [55] 1 [56] oraz Glover 1 Laguna
[59].

Metoda to posiada szereg wariantéw, dla ustalenia uwagi przedstawiny ja
w ponizszej postaci, zwanej metoda najmniejszego pogorszenia (least deterio-
ration). Dla opisu dzialania tej metody niezbedne jest zdefiniowanie N'(F*),
zbioru rozwigzan bliskich do aktualnie rozwazancgo rozwigzania przyblizo-
nego F*. W przypadku zadain binarnych, to znaczy kiedy ™ odpowiada
wektor [z3,...,z%], af =1 (G € F*)lubal =0 (@ ¢ F*), i =1,...,n,
zhiér rozwigzan bliskich do biezacego N (F*) mozemy prébowaé uzyskiwaé
poprzez zamiang czeécl sktadowych: z} «— 1 — z} (dla pozostatych z), « z}),
jezeli ta operacja nie narusza dopuszczalnoéci rozwigzania. Drugim waznym
elementern tej metody jest lista zakazdw (tabu list). Zasadniczym celem
jej utworzenia jest uniemozliwienie powrotu do niedawno rozwazanych roz-
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wiazan, w tym optiméw lokalnych, co moze doprowadzi¢ do zapetlenia sie
algorytimu.

o W pierwszym kroku algorytmu uzyskujemy poczatkowe biezqce rozwia-
zanie przyblizone F*, F* € F z wartocia funkeji celu z(F™).

o W iteracyjnym kroku algorytimu wybieramy rozwigzanie przyblizone
F'| F' € N(F*), maksymalizujace z(F") — z(£*) i nie znajdujace si¢
na liscie zakazéw. Nastepnie umieszczamy F™ na liScie zakazéw oraz
dokonujemy zamiany biezacego rozwiazania przyblizonego F* = F' i
przechodzimy do kolejnej iteracji algorytmu.

¢ Po okreslonej liczbie iteracji rozwigzanie jest usuwane z listy zakazow.

e Algorytm konczy prace w przypadku braku uzyskania poprawy bie-
zacego rozwigzania w zadane] liczbie iteracji.

Zauwazny, ze warto$¢ z(F')—z(F™) moze by¢ zawsze ujemna dla pewnych
rozwigzan biezacych, bedacych optimami lokalnymi. W takim przypadku wy-
bierane jest rozwigzanie pogarszajace warto$¢ rozwigzania w najmniejszym
stopniu 1 nie znajdujace sie na licie zakazéw. Bez zastosowania listy zaka-
z6w W nastepnej iteracji algorytm mdgtby wréci¢ do tego samego optimum
lokalnego i nigdy go nie opusci¢. 7 drugiej strony elastyczno$t dzialania al-
gorytmu wymaga, aby po pewnym czasie usunac z listy zakazow wczednie]
umieszczone tain rozwiazania.

Algorytmy genetyczne

Algorytmy genetyczne sa rozumiane jako "inteligentne” metody przeszuki-
wania losowego. Podstawy teoretyczme zostaly opracowane przez Hollanda,
patrz [69]. Idea algorytmu genetycznego jest oparta na procesie ewolucji orga-
nizméw biologicznych w przyrodzie. Jedna z podstawowych zasad ewolucji
jest dobdr naturalny oraz ”przetrwanie najlepiej przystosowanych”. Jed-
nostki, ktére potrafig lepiej przystosowaé sie do srodowiska w ktérym zyja
maja lepsze szanse na przetrwanie 1 rozinnazanie sie, pozostale osobniki zo-
staja wyeliminowane. Oznacza to, ze geny lepiej dostosowanych jednostek
beda przenoszone na rosnaca liczbe osobnikéw we wszystkich kolejnycl poko-
leniach. Co wiecej, kombinacja cech dobrze przystosowanych przodkéw moze
spowodowagé, ze potomkowie bedg jeszcze lepiej przystosowani do srodowiska.

Proces ewolucji genetycznej jest symulowany w pracy algorytmow genc-
tycznych dla zadan optymalizacji dyskretnej. Kazdy osobnik (potencjalne
rozwigzanie zadania optymalizacj dyskretnej) jest zakodowany w postaci
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chromosomu (Yancucha). Dostosowanie osobnika (rozwigzania) do srodowi-
ska jest oceniane przez warto§¢ funkcji oceniajacej. Wysoce przystosowani
osobnicy (rozwigzania przyblizone o ”dobrej” warto$ci funkeji oceniajacej)
moga sie krzyzowat poprzez wymiane informacji genetycznej z innymi wy-
soce przystosowanymi osobnikami. W ten sposéb powstaje potomstwo, to
znaczy rozwigzania zadania optymalizacji dyskretnej laczace cechy rozwigzan
- przodkdw. Po krzyzowaniu czesto stosowana jest mutacja, majaca na celu
zamiane pewnych genéw w chromosomach. W efekcie skrzyzowania mozliwe
sg dwa sposoby postepowania:

1. Wymieniona zostanie cala populacja, co odpowiada nowemu podzbio-
rowi rozwigzafh dopuszczalnych zadania.

2. Tylko gorzej dostosowani osobnicy zastana zamienieni, a wiec wyelimi-
nowane zostang rozwigzania dopuszczalne o gorszych wartosciach funk-
cji oceniajgce].

Nalezy zwrdécié uwage, ze przy praktycznej implementacji algorytmu gene-
tycznego dla konkretnego zadania bardzo istotnym problemem jest utrzyma-
nie dopuszczalnodci rozwigzan w kolejnych krokach pracy algorytmu. Ogélny
schemat dzialania algorytmu moze byt przedstawiony w ponizszy sposob:

e Uzyskujemy poczatkows populacje (zbiér rozwigzan). Obliczamy przy-
stosowanie osobnikéw (rozwigzan).

e W iteracyjnym kroku algorytmu dokonujemy wyboru z populacji przod-
kéw, wykonujemy krzyzowanie, mutacje i uzyskujemy potomstwo. Obli-
czamy stopien przystosowania potomstwa (wartoéci funkcji oceniajacej).
Dokonujemy zamiany czeSci lub calosci populacji przodkéw na potom-
stwo (dokonujemy zamiany rozwigzan).

e Algorytm konczy prace, gdy uzyskane zostalo rozwiazanie o satysfak-
cjonujgcej jakosci, lub po wykonaniu zadanej ilosci iteracji.

W pracy Eibena i innych, patrz [36], zostalo udowodnione, ze proces ten
zmierza do uzyskania rozwigzania optymalnego zadania z prawdopodobien-
stwem dazacym do jednoéci. Ten wartoSciowy wynik teoretyczny nie prze-
sadza oczywiscie o praktycznej przydatnosci tego algorytmu do rozwiazywa-
nia réznorodnych zadan optymalizacji dyskretnej w praktyce obliczeniowe].

Innymi metodami przyblizonymi stosowanymi do rozwigzywania zadan
optymalizacji dyskretnej sg algorytmy wykorzystujace sieci neuronowe (neu-
ral networks), algorytmy akceptacji progu (threshold accept) i wiele innych.



2.5. METODY LOKALNEJ POPRAWY I INNE 61

Metody programowania liniowego

Jak juz wspomniano w podrozdziale 1.2, zadanie programowania liniowego
(1.3) nie jest zadaniem optymalizacji dyskretnej w écistym znaczeniu. Nato-
miast wiele waznych, praktycznych zagadnien ekonomicznych, technicznych
czy tez zwigzanych z badaniami operacyjnymi moze zostaé sformutowanych
wprost w postaci zadaf programowania liniowego. Co wigcej, odgrywa ono
bardzo wazng role jako zadanie wspomagajace w teorii i praktyce rozwigzy-
wania zadan optymalizacji dyskretnej. Poprzez pominigcie warunku catko-
witoliczbowosci zmiennych z; lub zastgpienie zmiennych binarnych (z; = 0
lub 1) zmienng ciggla (0 < z; < 1) zadania programowania liniowego staja
sie w naturaly sposéb relaksacjami zadan programowania catkowitoliczbo-
wego lub binarnego. Bardzo czesto sg one wykorzystywane dla uzyskiwania
oszacowall rozwiazania optymalnego w metodzie podzialu i oszacowan, patrz
podrozdzial 2.2. Ponadto, moga one by¢ stosowane jako podzadania w mo-
delowaniu wielu waznych zagadnien praktycznych. Spowodowalo to burzliwy
rozwdj teorii i praktyki rozwigzywania zadafi programowania liniowego, patrz
Dantzig [31], Gass [50] oraz Zorychta i Ogryczak [151].

Do rozwigzywania zadania programowania liniowego powszechnie stoso-
wana jest, réwniez w pakietach komercyjnych, metoda sympleks. Istnieja
rézne metody sympleksowe: pierwotna, duelna itp oraz rézne, oparte na nich
algorytmy obliczeniowe, na przykiad zrewidowana metoda sympleks. Pod-
stawowg, ideg tego podejécia jest przegladanie rozwiqzan bazowych zadania,
odpowiadajacych wierzchotkom wielosciennego zbioru wypukiego. Przegladu
dokonuje sie do momentu uzyskania rozwigzania optymalnego lub stwierdze-
nia wystapienia nieograniczonosct wartosci optymalnej rozwigzania zadania
programowania liniowego, lub tez stwierdzenia nie istnienia rozwigzania opty-
malngo. Pewng wadg tej metody jest jej wykladnicza zlozonosé obliczeniowa
wykazana przez Klee 1 Minty w pracy [86], patrz rozdzial 3, wystepujaca w
praktyce obliczeniowej w bardzo rzadkich, patologicznych przypadkach.

W pracy Chacziana [20] zostala zaproponowana zupelnie odmienna me-
toda rozwiazywania zadan programowania liniowego, nazwana algorytmem
elipsoidalnym. Zasadnicza idea tego podejécia sprowadza si¢ do konstruo-
wania ciggu zawezajacych sie elipsoid zawierajacych rozwigzania przyblizone
zadania. W kolejnych krokach elipsoidy sg dzielone na pdt hiperplaszezy-
zng rownolegly do jednego z niespelnionych ograniczen. Uzyskana polowa
elipsoidy jest wykorzystywana do skonstruowania nastepnej elipsoidy. Algo-
rytm koficzy prace w skoficzonej liczbie krokéw a efektem jego dzialania jest
wyznaczenie rozwigzania optymalnego zadania programowania linowego lub
stwierdzenie, ze ono nie istnieje. Podstawowsa zaleta tego podejécia jest ni-
ska (wielomianowa) zlozonoéé¢ obliczeniowa algorytmu, co pozwolilo zaliczyé









Uwagi koncowe

W monografii rozwazono podejécie przypadku éredniego do analizy zadan
oraz algorytméw optymalizacji dyskretnej. Celem monografii bylo wykaza-
nie, na przykladzie binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku, zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia oraz wynikéw znanych z litera-
tury, ze podejécie przypadku éredniego jest bardzo uzytecznym narzedziem
analizy zadan i algorytméw optymalizacji dyskretnej.

W monografii dokonano przegladu dziedziny optymalizacji dyskretnej z
zaprezentowaniem najbardziej charakterystycznych zadan, takich jak: pro-
gramowanie catkowitoliczbwe i liniowe, programowanie binarne, zadania po-
krycia, pakowania i rozbicia zbioréw, wybrane zadania teorii graféw oraz
zadania harmonogramowania.

Nastepnie zaprezentowano popularne i powszechnie stosowane techniki
rozwigzywania zadan optymalizacji dyskretnej, takie jak: metoda pelnego
przegladu, metoda podzialu i oszacowarni, programowanie dynamiczne, algo-
rytmy zachlanne, metody programowania liniowego 1 inne.

Zdefinowane zostaly sposoby oceny dokladnoéci pracy algorytmoéw opty-
malizacji dyskretnej. Do oceny zlozonosci obliczeniowej zadan i algorytmow
optymalizacji dyskretnej wprowadzono metodologie przypadku najgorszego.
Dokonano podzialu zadan optymalizacji na umowne kategorie zadan latwych
(nalezacych do klasy P), trudnych (nalezacych do klasy zadan A/P-trudnych)
oraz szczegélnie trudnych (zadan silnie A/P-trudnych). Z pewnym upro-
szczeniem mozna powiedzieé, ze o latwosci rozwigzywania wybranych zadah
optymalizacji dyskretnej decyduje istnienie dla nich algorytméw dokladnych
o wielomianowej zlozonoéci obliczeniowe;j.

Jako dopelnienie oraz poszerzenie mozliwosci poznawczych podejscia przy-
padku najgorszego zaprezentowano podej$cie przypadku éredniego. Zdefi-
niowano niezbedne podstawy teoretyczne analizy przypadku éredniego oraz
dokonano prezentacji wybranych wynikéw znanych z literatury.

Ogdlne rozwazania dotyczace zadan optymalizacji dyskretnej, metod ich
rozwiazywania, podejécia analizy przypadku najgorszego i éredniego do oceny
zada i algorytméw optymalizacji dyskretne) szczegdlowo oméwiono na przy-
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kladzie wielowymiarowego binarnego zadania zatadunku, z odrebnym rozpa-
trzeniem przypadku jednowymiarowego oraz zadania szeregowania prac z
terminami zakoficzenia.

Dla rozwazanych modeli losowych zadan, ktére uzy ano przyjmujac zato-
zenie, ze wspélczynniki funkcji celu i lewych stron ograniczen sa realizacjami
zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w przedziale (0, 1], uzyskano
szereg ciekawych wynikéw analizy przypadku éredniego. Najwazniejszym z
nich byto wykazanie, ze wartosci rozwiazan optymalnych dla catych losowych
klas zadaf dgzg do swoich wartosci oczekiwanych - deterministycznych funk-
cji: rozmiaru zadania n (liczby zmiennych decyzyjnych), liczby ograniczen m
(w przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zatadunku), oraz warto-
sci prawych stron ograniczen. Z przeprowadzonych rozwazan wynika istotny
wplyw wartoécii wz: mnych uwarunkowan wektoréw prawych stron ograni-
czen na asympt /czny wzrost wartoSci rozwigzan optymalnych jako funkceji
rozmiaru zadania n.

W przypadku binarnego wielowymiarowego zadania zaladunku mozna za-
uwazyt, ze liczba ograniczen m ma bardzo duzy wplyw na asymptotyczny
wzrost wartoéci rozwigz  optymalnych jako funkeji rozimiaru zadania n,
szczegdlnie w przypadku funkeyjnej zaleznosci wartoéei prawych stron ogra-
niczen od m oraz malych wartosci prawych stron ograniczen b;(n), j =
1,...,m. Dla duzych wartosci b;(n), 7 = 1....,m, zalezno$¢ od m ulega
znacznemu ostabieniu, a przy b;(n) ~ n /2 pr: tycznie zanika.

Powszechnie stosowana w pr  tyce obliczeniowej metoda  1zaca do oceny
algorytmoéw przyblizonych jest testows ei na zadaniach generowanych lo-
sowo. Uzyskane wyniki sa nastepnie poddawane analizie statystycznej. La-
two jest zauwazy¢, Zze powszechnie stosowane generatory zadan losowych sg
praktycznie tozsame z rozwazanymi w mv - ografii losowymi modelami zadaf.
Wyniki analizy przypadku redniego sa wiec w v :lu przypadkach potwier-

eniem 1 teoretycznym uzasad) niem wynikéw eksperymentalnych.

Co wiecej, w uzasadnionych przypadka wyniki analizy przypas u ére-
dniego moga wyeliminowa¢ koniecznoé¢ przeprowadzania eksperymentu obli-
czeniowego ujacego algorytmy dla zadan optymalizacji dyskretnej. W
takim przy W w oczywisty sposdb jest oszczedzany czas badaczy oraz
zmniejszane wykorzystanie zasobéw kompr rowych.

W monografii wykazano, ze bardzo proste algorytiny heurystyczne, o li-
niowej zlozonosei obliczeniowej, nie majace nawet gwarancji uzyskania rozwia~
zan dopuszczalnych zadan, sa asymptotycznie optymalne w srednim przy-
pa wm. Wyniki tego typu sa w oczywisty sposéb odmienne od wynikdw
analizy przypadku najgorszego i dlatego stanowig ich warto$ciowe uzupelnie-
nie.

Poglad, ze analiza przypac u ére iego moze zastapi¢ analize przypadku
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najgorszego jest w odczuciu autora bledny. Zaréwno analiza przypadku naj-
gorszego, jak réwniez analiza przypadku $redniego maja swoja specyfike oraz
uzyskuja wartosciowe wyniki i oceny. Dopiero zapoznanie sie z wynikami ana-
liz réznego rodzaju pozwala wyrobié sobie mozliwie najbardziej obiektywny
poglad na rézne aspekty analizowanego zadania lub algorytmu optymalizacji
dyskretne;j.

Nalezy réwniez podkre§li¢c, ze wyniki analizy przypadku $éredniego sg
prawdziwe tylko dla rozwazanych losowych klas zadan. Nalezy wiec zacho-
wat szczegdlng ostroznosé przy prébach uogdlniania uzyskanych wynikéw na
inne klasy zadan, gdyz moze to prowadzié do falszywych i nieuzasadnionych
wnioskéw.

Istotnym wyzwaniem badawczym pozostaje nadal przeprowadzenie ana-
lizy przypadku éredniego dla szczegdlnie trudnych zadan optymalizacji dys-
kretnej. Dobrym przykladem jest zadanie programowania catkowitoliczbo-
wego, patrz podrozdzial 1.2 oraz wzdr (1.2). W przypadku zadania programo-
wania catkowitoliczbowego postac funkcji Lagrange’a oraz zadania dualuego
nie sprzyja zastosowaniu technik 1 oszacowah wykorzystanych w podrozdzia-
tach 5.2 oraz 6.2.

Inniym waznym celem przyszlych prac badawczych wydaje sie rozwaze-
nie bardziej realistycznych modeli zadan, co w szczegdlnosci moze wyma-
gal zastosowania zlozonych rozkladéw prawdopodobiehstwa zmiennych lo-
sowych opisujacych charakterystyki analizowanych zadan. Réwniez w tym
przypadku oczekiwane jest uzyskanie analitycznych wynikéw o podobnym
charakterze jak wyniki zawarte w podrozdzialach 5.5 oraz 6.3 niniejszej mo-
nografii.
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